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Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íàñòîÿùèé ñáîðíèê ñîäåðæèò ìàòåðèàëû XX Âëàäèêàâêàçñêîé ìîëîäåæíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû (ÂÌÌØ-2025), êîòîðàÿ ñîñòîÿëàñü â ïåðèîä ñ 24 ïî 25

èþëÿ 2025 ãîäà â äèñòàíöèîííîì �îðìàòå.

Ñîîðãàíèçàòîðàìè øêîëû óæå òðàäèöèîííî âûñòóïèëè �åãèîíàëüíûé

íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåð-

ñèòåòà, Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê Ñåâåðî-Îñåòèíñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ê. Ë. Õåòàãóðîâà, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èí-

ñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. ÂÌÌØ-

2025 ïðîâåäåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �îññèè, ñîãëàøåíèå

� 075-02-2025-1720.

Âëàäèêàâêàçñêàÿ ìîëîäåæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà � ýòî íàó÷íî-

îáðàçîâàòåëüíîå ìåðîïðèÿòèå, ïðåäîñòàâëÿþùåå ó÷àñòíèêàì âîçìîæíîñòü îçíà-

êîìëåíèÿ ñ íîâåéøèìè äîñòèæåíèÿìè â îáëàñòè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, îá-

ìåíà èäåÿìè, ðàñêðûòèÿ òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ðàçâèòèÿ èññëåäîâàòåëüñêèõ

íàâûêîâ. Øêîëà ñïîñîáñòâóåò ðåøåíèþ ñëåäóþùèõ çàäà÷: ïîèñê è ïðîäâèæåíèå

òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè; �îðìèðîâàíèå íîâîãî ïîêîëåíèÿ èññëåäîâàòåëåé, ñîäåé-

ñòâèå èõ ïðî�åññèîíàëüíîìó ñòàíîâëåíèþ, òâîð÷åñêîìó ðîñòó, ìàêñèìàëüíîìó

èñïîëüçîâàíèþ íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà; óêðåïëåíèå ïîçèöèé ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-

ðàçîâàíèÿ íà Þãå �îññèè. Ó÷àñòíèêè ÂÌÌØ � ñòóäåíòû ñòàðøèõ êóðñîâ áà-

êàëàâðèàòà, ìàãèñòðàíòû, àñïèðàíòû, òîëüêî íà÷èíàþùèå ñâîé ïóòü â íàóêå, à

òàêæå ìîëîäûå ó÷åíûå, óæå ïîëó÷èâøèå ñòåïåíè êàíäèäàòîâ íàóê è ïðîäîëæà-

þùèå ñâîè íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ.

Òðàäèöèîííî ÂÌÌØ ñîñòîèò èç äâóõ áëîêîâ � ýòî ëåêöèè â îáëàñòè �óíäà-

ìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êîí�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ. Ïåðâûé

áëîê â 2025 ãîäó ïðåäñòàâëÿë ñîáîé öèêëû ëåêöèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, à

òàêæå â îáëàñòè äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ è åãî ïðèìåíåíèÿ ê ìîäåëÿì èñ-

êóññòâåííûõ íåéðîñåòåé. Âòîðîé áëîê � ýòî êîí�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, ò. å.

ïëîùàäêà, íà êîòîðîé ìîëîäûå è íà÷èíàþùèå èññëåäîâàòåëè èìåëè âîçìîæ-

íîñòü ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû ñîáñòâåííûõ èññëåäîâàíèé øèðîêîé àóäèòîðèè

ñïåöèàëèñòîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè. À èìåííî, â

ýòîì ãîäó 35 ÷åëîâåê (êàê ðîññèéñêèõ, òàê è çàðóáåæíûõ ìîëîäûõ èññëåäîâà-

òåëåé) âûñòóïèëè íà êîí�åðåíöèè ñ äîêëàäàìè, òåìàòè÷åñêè ðàçäåëåííûìè ïî

òðåì ñåêöèÿì: ¾�óíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿, ¾äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ è

¾ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿. Â íàñòîÿùèé ñáîðíèê âîøåë îäèí öèêë ëåê-

öèé, ïðî÷èòàííûé â ðàìêàõ ëåêòîðèÿ ÂÌÌØ â 2025 ãîäó, à òàêæå 22 òåçèñà

äîêëàäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàìêàõ ðàáîòû êîí�åðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ.

Êóðñ ëåêöèé ä.�.-ì.í., è. î. çàâåäóþùåãî îòäåëîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ, âåäóùåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà Òîòèåâîé Æàííû Äìèòðèåâíû (Þæ-

íûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ, Âëàäèêàâêàç) ¾Îáðàòíûå çàäà÷è

äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà¿

ïîñâÿùåí îñíîâíûì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â ÷àñòíîñòè,



áûëà ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì

îïåðàòîðîì ñâåðòêè ñ ñîñðåäîòî÷åííûì èñòî÷íèêîì âîçìóùåíèÿ âîëí, à òàê-

æå èçó÷åí àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè äâóìåðíûõ

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà è ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêè íåðåøåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Â ðàìêàõ äàííîãî

êóðñà ïðî÷èòàíû ñëåäóþùèå 2 ëåêöèè: ¾Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ðàçðå-

øèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáî-

ëè÷åñêîãî òèïà¿ è ¾Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè

äâóìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåð-

áîëè÷åñêîãî òèïà¿.

Âëàäèêàâêàçñêàÿ ìîëîäåæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà â 2025 ãîäó ïðèâëåêëà

ê ó÷àñòèþ 73 ÷åëîâåêà, ñðåäè êîòîðûõ ñëóøàòåëè è äîêëàä÷èêè èç âîñüìè ñòðàí

ìèðà, âêëþ÷àÿ Àðìåíèþ (ã. Åðåâàí), Âüåòíàì (ã. Õàíîé), Êîëóìáèÿ (ã. Áîãîòà),

Êûðãûçñòàí (ã. Áèøêåê), �åñïóáëèêà Áåëàðóñü (ã. Ìèíñê, ã. Âèòåáñê, ã. �îìåëü),

�åñïóáëèêà Óçáåêèñòàí (ã. Òàøêåíò, ã. Íóêóñ), �îññèÿ (ã. Áàêñàí, ã. Âëàäèêàâêàç,

ã. Âëàäèìèð, ã. Äîíåöê, ã. Åêàòåðèíáóðã, ã. Êðàñíîäàð, ã. Ëþáåðöû, ã. Ìîñêâà, ã.

Íàëü÷èê, ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ã. Òàãàíðîã, ã. Øàõòû), Ýêâàäîð

(ã. Êèòî).

8



ÖÈÊË ËÅÊÖÈÉ



ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ

Æ. Ä. Òîòèåâà

(Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ; Âëàäèêàâêàç, �îññèÿ)

Â íàñòîÿùåì ìèíè-êóðñå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè îá-

ðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â ÷àñò-

íîñòè, ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì îïåðà-

òîðîì ñâåðòêè ñ ñîñðåäîòî÷åííûì èñòî÷íèêîì âîçìóùåíèÿ âîëí. Èçó÷åí àñèìïòîòè÷å-

ñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè äâóìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêè íåðåøåí-

íûõ îáðàòíûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ÿäðî, äåëüòà-

�óíêöèÿ, ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ëåêöèÿ 1.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

1.1. Îá îáðàòíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ¾ïðè÷èíà�ñëåäñòâèå¿, âñå çàäà÷è ìàòåìàòè-

÷åñêîé �èçèêè óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: ïðÿìûå è îáðàòíûå.

Â ïðÿìûõ çàäà÷àõ ïðè èçâåñòíûõ ïðè÷èíàõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñëåäñòâèÿ, â

îáðàòíûõ çàäà÷àõ � íàéòè ïðè÷èíû, ïðèâåäøèå ê òåì èëè èíûì ñëåäñòâèÿì.

Äî ñåðåäèíû XX âåêà ïðàêòè÷åñêè âñå íàó÷íûå ðàáîòû â îáëàñòè åñòåñòâî-

çíàíèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà ðåøåíèå ïðÿìûõ çàäà÷. Ïåðâûå íàó÷íûå ñòàòüè ïî

îáðàòíûì çàäà÷àì áûëè ñâÿçàíû ñ �èçèêîé (àêóñòèêà, ýëåêòðîäèíàìèêà, êâàí-

òîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ), ãåî�èçèêîé (ýëåêòðî-, ñåéñìî-, ìàãíèòîðàçâåäêà), àñò-

ðîíîìèåé. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ñâîéñòâà ñðåäû, êîòîðûå â ïðÿìûõ

çàäà÷àõ ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè âåëè÷èíàìè, íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî îêà-

çûâàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Òàê, íàïðèìåð, èñêîìûìè �óíêöèÿìè â îáðàòíûõ çà-

äà÷àõ ìîãóò áûòü ïëîòíîñòü, ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü, ñêîðîñòü

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Ïîñêîëüêó îñíîâíûå çàêîíû åñòåñòâîçíàíèÿ âûðàæåíû, êàê ïðàâèëî, äè��å-

ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òî â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ¾ïðè÷èíû¿ êîíêðåòèçèðóþòñÿ â âèäå

íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ, ïðàâîé ÷àñòè, íà÷àëüíûõ èëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,

íåèçâåñòíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì,

ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îñòàåòñÿ òàêæå íåèçâåñòíûì. Ïîýòîìó âàæíûì ìîìåí-

òîì â ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èìåòü íåêî-

òîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è. Ýòîé èí�îðìà-

öèåé ìîãóò áûòü èçìåðåíèÿ âíóòðè îáëàñòè èëè íà åå ãðàíèöå, ñïåêòðàëüíûå

ëèáî êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà.
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Ïîÿñíèì ýòî íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíàÿ çàäà÷à ãåî-

�èçèêè ñîñòîèò â èçó÷åíèè çåìíîé ñòðóêòóðû. Îäíàêî ïðÿìûå èçìåðåíèÿ â

ãëóáîêèõ ñëîÿõ Çåìëè íåâîçìîæíû, ãëóáî÷àéøàÿ ñêâàæèíà èìååò äëèíó îêî-

ëî 15 êì, ïîýòîìó èçó÷åíèå ãëóáèííûõ ñâîéñòâ ìîæåò îñíîâûâàòüñÿ òîëüêî íà

êîñâåííûõ èçìåðåíèÿõ. Ýòî èçìåðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè óïðóãèõ, àêóñòè-

÷åñêèõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé, ñèëû òÿæåñòè, òåïëîâûõ è ðàäèàöèîííûõ

ïîòîêîâ. Èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü ñâîéñòâà íåäð

Çåìëè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè ïðèâîäÿò òîãäà ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîò-

ðåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷.

Òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ, ÷òî òàêîå ¾îáðàòíàÿ çàäà÷à¿ íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî

ãîâîðèòü î íåé òîëüêî â ðàìêàõ êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè ïðÿìîé çàäà÷è.

Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïðÿìóþ çàäà-

÷ó. Ïðÿìûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè: íàéòè (â ÿâíîé �îðìå èëè ïðèáëè-

æåííî) �óíêöèè, îïèñûâàþùèå ðàçëè÷íûå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ (íàïðèìåð, ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå çâóêà, ñåéñìè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è ò. ï.).

Êàê ïðàâèëî, âñå îíè êîððåêòíû (ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â îïðåäåëåííîì êëàññå,

îíî åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ).

Äëÿ ïðÿìûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî çàäàòü

1) îáëàñòü, â êîòîðîé ïðîöåññ èçó÷àåòñÿ;

2) óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äàííûé ïðîöåññ;

3) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (åñëè ïðîöåññ íåñòàöèîíàðíûé);

4) óñëîâèÿ íà ãðàíèöå èññëåäóåìîé îáëàñòè.

Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèÿ î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è (íàïðèìåð,

çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè èëè íà åå ãðàíèöå, ñïåêòðàëüíûå ëèáî êèíå-

ìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà è ò. ï.) � íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ïîñòà-

íîâêè îáðàòíîé çàäà÷è.

Ïðèìåð 1.1.

1) Îáëàñòü:

Ω ∈ R
n, Γ = ∂Ω, R

n
� åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

2) Óðàâíåíèå:

utt = c2∆u+ F (x, t), x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω, t > 0, (1.1)

ãäå u(x) � ñìåùåíèå òî÷åê ñðåäû, ∆u =
∑n

j=1
∂2u
∂x2j

, c � ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäå, F (x, t) � �óíêöèÿ èñòî÷íèêà âîçìóùåíèÿ.

3) Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x). (1.2)

4) �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= g(x, t). (1.3)

5) Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ, íàïðèìåð, ïðàâîé ÷àñòè:

u
∣∣
Γ
= f(x, t). (1.4)
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Êëàññè�èêàöèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïî èñêîìûì �óíêöèÿì

1. �åòðîñïåêòèâíàÿ, åñëè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.2),

ò. å. �óíêöèè φ(x), ψ(x).
2. �ðàíè÷íàÿ, åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ, âõîäÿùóþ â ãðàíè÷íîå óñëî-

âèå (1.3) (�óíêöèþ g(x, t)).
3. Çàäà÷à ïðîäîëæåíèÿ, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.2) íåèçâåñòíû, à äîïîë-

íèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû òîëüêî íà ÷àñòè ãðàíèöû

îáëàñòè Ω è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (ïðîäîëæèòü ðåøåíèå

âíóòðü îáëàñòè).

4. Çàäà÷à îá èñòî÷íèêå, åñëè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èñòî÷íèê F (x, t), âõîäÿ-
ùèé â óðàâíåíèå (1.1).

5. Êîý��èöèåíòíàÿ, åñëè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü êîý��èöèåíòû, âõîäÿùèå

â îñíîâíîå óðàâíåíèå (1.1).

Êëàññè�èêàöèÿ ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè

1. Íàèáîëåå äîñòóïíûìè ÿâëÿþòñÿ èçìåðåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè (1.4), íî

èíîãäà èçìåðèòåëüíûå ïðèáîðû ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû âíóòðè îáúåêòà (âíóò-

ðåííèå çàäà÷è):

u(xm, t) = fm(t), m = 1, 2, . . .

2. Åñëè çàäà÷à ðåòðîñïåêòèâíàÿ, òî èñïîëüçóþò ¾�èíàëüíûå¿ (â êîíå÷íûé

ìîìåíò âðåìåíè) íàáëþäåíèÿ:

u(x, T ) = f̃(x).

3. Èíîãäà óäàåòñÿ �èêñèðîâàòü â òî÷êàõ âðåìåíà ïðèõîäà âîëí, ïîðîæäåí-

íûõ ëîêàëüíûìè èñòî÷íèêàìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè â òî÷êàõ. Òàêîé âèä äîïîëíè-

òåëüíîé èí�îðìàöèè íóæåí äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàí-

íèÿ ñèãíàëà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé êèíåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé.

Áîëåå ïîäðîáíî îá îáùåé òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ìîæíî îçíàêîìèòñÿ â êíè-

ãå [1℄.

1.2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà

ñ ðàñïðåäåëåííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

Èçó÷åíèå ëþáîé òåîðèè îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøèõ åå

âûâîäîâ, êîòîðûå ïîêàçûâàþò ñîäåðæàòåëüíîñòü òåîðèè è îñâåùàþò îòäåëüíûå

åå ãðàíè. Â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè äîâîëüíî ñîäåð-

æàòåëüíûìè â ìàòåìàòè÷åñêîì è ïðèêëàäíîì îòíîøåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå

çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòåéøèì óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [2℄:

Lqu ≡
(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
+ q(x)

)
u = F (x, t). (1.5)

Îíè îáû÷íî çàêëþ÷àþòñÿ â íàõîæäåíèè îïåðàòîðà Lq, ò. å. �óíêöèè q(x), ïî
òîé èëè èíîé èí�îðìàöèè î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1.5). Âûáîð ýòîé èí�îðìàöèè

îïðåäåëÿåò ïîñòàíîâêó ýòîé çàäà÷è è ñâîéñòâà åå ðåøåíèÿ. Ïðè îäíèõ äàííûõ
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çàäà÷à ìîæåò áûòü êîððåêòíîé, ïðè äðóãèõ � íåêîððåêòíîé. Êàê ïðàâèëî, ïî-

ñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äèêòóåòñÿ åå �èçè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè. �àññìàò-

ðèâàåìûå â ýòîé ëåêöèè äâå çàäà÷è áóäóò îòëè÷àòüñÿ ñëåäóþùèì: ïåðâàÿ çàäà÷à

èìååò ÷èñòî ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð, âòîðàÿ � èìååò íåïîñðåäñòâåííîå �èçè÷å-

ñêîå ïðèëîæåíèå.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.5) ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω = {(x, t) : −∞ < x < ∞, t > 0}
çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u
∣∣
t=0

= φ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x), −∞ < x <∞. (1.6)

Ïðè �èêñèðîâàííûõ q, F , φ, ψ ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè ïîä-

õîäÿùèì îáðàçîì ïîäîáðàíû �óíêöèîíàëüíûå ïðîñòàíñòâà äëÿ äàííûõ çàäà-

÷è è ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à (1.5), (1.6) ÿâëÿåòñÿ êîð-

ðåêòíîé, åñëè q, φ, ψ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C(R),
à F, u ∈ C(Ω). Ïðè ýòîì �óíêöèÿ u(x, t) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îáîáùåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1.5), (1.6). Â äàëüíåéøåì ïðåäúÿâèì ê äàííûì ýòîé çàäà÷è

íåñêîëüêî áîëåå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ, à èìåííî: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

q(x) ∈ C(R), φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R),

F, Ft ∈ C(ΩT ), ΩT =
{
(x, t) : −∞ < x <∞, 0 < t 6 T

}
.

Ýòè óñëîâèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå â ΩT
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5), (1.6), ò. å. u ∈ C2(ΩT ).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè q(x) ∈ C(R), åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1.5), (1.6) ïðè
çàäàííûõ �óíêöèÿõ φ, ψ, F èçâåñòíî íà ìíîæåñòâå x = x0, t > 0, âìåñòå ñî
ñâîåé ïðîèçâîäíîé ïî x:

u(x0, t) = f1(t), ux(x0, t) = f2(t), t > 0. (1.7)

Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå (φ,ψ, F, f1, f2) 7→ q(x). Î÷åâèäíî, åñëè
ìû íàéäåì q(x), òî íàéäåì è �óíêöèþ u(x, t) êàê ðåøåíèå çàäà÷è (1.5), (1.6). Ïî-
ýòîìó ÷àñòî îáðàòíóþ çàäà÷ó �îðìóëèðóþò êàê çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ïàðû �óíê-

öèé q, u.
Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà �óíêöèè f1, f2 äîëæíû âûòåêàòü èç ðàññìîòðåíèÿ

ñâîéñòâ ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (1.5), (1.6), òèïè÷íûõ äëÿ âñåãî êëàññà äè��å-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Lq, q ∈ C(R). Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ýòèõ ñâîéñòâ.

1.2.1. Èññëåäîâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ∆(x0, t0) òðåóãîëüíèê
íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 1. 1).

�èñ. 1.1.
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Ëåììà 1.1. Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî

t0 > 0, q(x) ∈ C[x0 − t0, x0 + t0], φ(x) ∈ C2[x0 − t0, x0 + t0],

ψ(x) ∈ C1[x0 − t0, x0 + t0], F, Ft ∈ C(∆(x0, t0)),

òî â îáëàñòè ∆(x0, t0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (1.5), (1.6).

⊳ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñâåäåì çàäà÷ó (1.5), (1.6) ê èíòåãðàëüíîìó

óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè u(x, t). Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ �îðìó-

ëîé Äàëàìáåðà:

u0(x, t) =
1

2

[
φ(x− t) + φ(x+ t)

]
+

1

2

x+t∫

x−t

ψ(ξ) dξ +
1

2

∫∫

∆(x,t)

F (ξ, τ) dξdτ, (1.8)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
u0 = F (x, t), (1.9)

u0
∣∣
t=0

= φ(x),
∂u0
∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x). (1.10)

Ïðèíèìàÿ ñëàãàåìîå q(x)u â (1.5) êàê ïðàâóþ ÷àñòü è, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (1.8),

ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ u(x, t):

u(x, t) = u0(x, t)−
1

2

∫∫

∆(x,t)

q(ξ)u(ξ, τ) dξdτ, (x, t) ∈ ∆(x0, t0). (1.11)

Óðàâíåíèå (1.11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëü-

òåððà âòîðîãî ðîäà.

Âîîáùå, èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïðèíÿòî íàçûâàòü óðàâíåíèÿ, â êîòî-

ðûõ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ âõîäèò ïîä çíàê èíòåãðàëà. Íî ýòî îïðåäåëåíèå íå

ñîâñåì óäà÷íî. Íàïðèìåð,

x(t) =

t∫

0

x′(s) ds+ x(0)

åñòü ïðîñòîå òîæäåñòâî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.Ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà 2-ãî ðî-

äà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

φ(t) = λ

t∫

a

K(t, s)φ(s) ds + f(t), a 6 t 6 b.

Çäåñü φ(t) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, ÿäðî K(t, s) è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(t) � èç-

âåñòíûå �óíêöèè, λ � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Ïðè f(t) ≡ 0 óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì. Îñíîâû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èçëîæåíû â êíèãå [3℄.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèå (1.11) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâ-

íîå â îáëàñòè ∆(x0, t0) ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé, ïðåäñòàâèâ u(x, t) â âèäå ðÿäà

u(x, t) =

∞∑

n=0

un(x, t), (∗)

ãäå un(x, t), n > 1, íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

un(x, t) = −1

2

∫∫

∆(x,t)

q(ξ)un−1(ξ, τ) dξdτ. (1.12)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû u0(x, t) ∈ C2(∆(x0, t0)). Ôîðìó-
ëà (1.12) ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå un(x, t) ∈ C(∆(x0, t0)). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Un(t) = max
x0+(t−t0)6x6x0−(t−t0)

∣∣un(x, t)
∣∣, 0 6 t 6 t0,

∥∥u
∥∥
k
=
∑

|α|6k
max

(x,t)∈∆(x0,t0)

∣∣Dαu(x, t)
∣∣, k = 0, 1, 2,

Dα =
∂|α|

∂xα1∂tα2
, α = (α1, α2), |α| = α1 + α2.

(1.13)

Òîãäà èç (1.12) âûòåêàåò îöåíêà

Un(t) 6
1

2

t∫

0

max
x0+(t−t0)6x6x0−(t−t0)

∣∣∣∣∣∣

−τ+t+x∫

τ−t+x

q(ξ)un−1(ξ, τ) dξ

∣∣∣∣∣∣
dτ 6

6 ‖q‖0
t∫

0

(t− τ)Un−1(τ) dτ, n > 1, 0 6 t 6 t0.

(1.14)

Ïðèìåíÿÿ åå ïî
ëåäîâàòåëüíî äëÿ n = 1, 2, . . . , ïîëó÷èì

Un(t) 6
(
‖q‖0

)n t2n

(2n!)
‖u0‖0, n > 1. (1.15)

Îöåíêà (1.15) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðÿä (∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè ∆(x0, t0),

òàê êàê îí ìàæîðèðóåòñÿ â DT ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì ‖u0‖0
∑∞

0
(‖q‖0t20)n

(2n)!

è îïðåäåëÿåò ïîýòîìó íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè ∆(x0, t0) �óíêöèþ u(x, t), êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.11). Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òàê êàê

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå (1.11):

u(x, t) = −1

2

∫∫

∆(x,t)

q(ξ)u(ξ, τ) dξdτ, (1.16)

èìååò â êëàññå íåïðåðûâíûõ â ∆(x0, t0) �óíêöèé òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Â ñà-

ìîì äåëå, åñëè

U(t) = max
x0+(t−t0)6x6x0−(t−t0)

∣∣u(x, t)
∣∣,
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òî èç (1.16) âûòåêàåò

U(t) 6 ‖q‖0
t∫

0

(t− τ)U(τ) dτ, 0 6 t 6 t0. (1.17)

Ïî ëåììå �ðîíóîëëà, èìååì, ÷òî U(t) ≡ 0, ñëåäîâàòåëüíî, u(x, t) ≡ 0,
(x, t) ∈ ∆(x0, t0).

Ëåììà �ðîíóîëëà. Åñëè U(t) > 0, h(t) > 0, U(t), h(t) ∈ C(t0;∞), è âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ t0 > 0 :

U(t) 6 c+

t∫

t0

h(τ)U(τ) dτ,

òî èìååì îöåíêó

U(t) 6 c · exp
t∫

t0

h(τ) dτ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå (1.11) èìååò â ∆(x0, t0) íåïðåðûâíûå ïðîèç-
âîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà è îïðåäåëÿåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.5),

(1.6). Èìååì

u(x, t) = u0(x, t)−
1

2

x+t∫

x−t

q(ξ)



t−|x−ξ|∫

0

u(ξ, τ) dτ


 dξ, (x, t) ∈ ∆(x0, t0). (1.11′)

Òàê êàê u0 ∈ C2(∆(x0, t0)), òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â �îðìóëå (1.11′) ñïðàâà,
èìååò ïî x, t ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà. Íåñëîæíî äàëüøå ïðîäè�-
�åðåíöèðîâàòü (1.11′) è óáåäèòüñÿ â ýòîì (ñàìîñòîÿòåëüíî!). ⊲

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû �óíêöèè f1, f2, ÿâëÿþùè-
åñÿ äàííûìè îáðàòíîé çàäà÷è, äîëæíû îáëàäàòü ñëåäóþùåé ãëàäêîñòüþ:

u(x0, t) = f1(t) ∈ C2[0, t0], ux(x0, t) = f2(t) ∈ C1[0, t0]. (1.18)

Òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè òðåáîâàíèÿìè ê �óíê-

öèÿì f1, f2. Ýòè �óíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü åùå óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ ñ

äàííûìè ïðÿìîé çàäà÷è. Òàê êàê u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), òî

φ(x0) = f1(0), ψ(x0) = f ′1(0), φ
′(x0) = f2(0), ψ

′(x0) = f ′2(0). (1.19)

Óñëîâèÿ (1.19) � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-

÷è � ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åå ðåøåíèÿ â ìàëîì.

1.2.2. Èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ïðè t0 > 0 äëÿ �óíêöèé φ, ψ, F âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ëåììû 1.1, óñëîâèÿ (1.18), (1.19) äëÿ �óíêöèé f1, f2 è óñëîâèå

∣∣ψ(x)
∣∣ > ψ0 > 0, x ∈ [x0 − t0, x0 + t0], (1.20)
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òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h>0 ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è íà îòðåçêå [x0−h, x0+h]
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðèíàäëåæèò êëàññó C[x0 − h, x0 + h].

Ìàëîñòü h îáóñëîâëåíà äâóìÿ �àêòîðàìè:
1) h íå ìîæåò áûòü áîëüøå t0;
2) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ñæàòûõ

îòîáðàæåíèé; ïðè ýòîì äëÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì,

÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî h < h∗, ãäå h∗ îïðåäåëÿåòñÿ äàííûìè îá-

ðàòíîé çàäà÷è.

⊳ Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà � ýòî ïðèìåíåíèå

ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé.

Ïåðâûé øàã â ýòîì íàïðàâëåíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü ýêâèâà-

ëåíòíûì îáðàçîì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðà Lq ñèñòåìîé èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ut,
utt, uxx, äè��åðåíöèðóÿ (1.11′):

ut(x, t) = (u0)t(x, t)−
1

2

x+t∫

x−t

q(ξ)u
(
ξ, t− |x− ξ|

)
dξ, (1.21)

utt = (u0)tt(x, t)−
1

2

[
q(x+ t)u(x+ t, 0) + q(x− t)u(x− t, 0)

]
−

− 1

2

x+t∫

x−t

q(ξ)ut
(
ξ, t− |x− ξ|

)
dξ,

(1.22)

uxt = (u0)xt(x, t)−
1

2

[
q(x+ t)u(x+ t, 0)− q(x− t)u(x− t, 0)

]
−

− 1

2

x+t∫

x−t

q(ξ)ut
(
ξ, t− |x− ξ|

)
sign(ξ − x) dξ.

(1.23)

Ïîëîæèì â ðàâåíñòâàõ (1.22), (1.23) x = x0 è âîñïîëüçâóåìñÿ äàííûìè çàäà-
÷è Êîøè (1.6) è äàííûìè îáðàòíîé çàäà÷è (1.7). Ïîëó÷èì

f ′′1 (t) = (u0)tt(x0, t)−
1

2

[
q(x0 + t)φ(x0 + t) + q(x0 − t)φ(x0 − t)

]
−

− 1

2

x0+t∫

x0−t

q(ξ)ut
(
ξ, t− |x0 − ξ|

)
dξ,

(1.24)

f ′2(t) = (u0)xt(x0, t)−
1

2

[
q(x0 + t)φ(x0 + t)− q(x0 − t)φ(x0 − t)

]
−

− 1

2

x0+t∫

x0−t

q(ξ)ut
(
ξ, t− |x0 − ξ|

)
sign(ξ − x0) dξ, t ∈ [0, t0],

(1.25)
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èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ íàõîäèòñÿ q(x) äëÿ x > x0 è x 6 x0:

q(x) =
1

φ(x)

{
− f ′′1 (x− x0)− f ′2(x− x0) +

[(
∂2

∂t2
+

∂2

∂x∂t

)
u0(x, t)

]

x=x0,t=x−x0
−

−
x∫

x0

q(ξ)ut(ξ, x− ξ) dξ

}
, x0 6 x 6 x0 + t0,

q(x) =
1

φ(x)

{
− f ′′1 (x0 − x)− f ′2(x0 − x) +

[(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x∂t

)
u0(x, t)

]

x=x0,t=x0−x
−

−
x0∫

x

q(ξ)ut(ξ, ξ − x) dξ

}
, x0 − t0 6 x 6 x0.

Èëè, îáúåäèíÿÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà, èìååì äëÿ x ∈ [x0 − t0, x0 + t0]:

q(x) = q0(x) +
1

φ(x)

x∫

x0

q(ξ)ut
(
ξ, |ξ − x|

)
dξ · sign(x0 − x),

q0(x) =
1

φ(x)

{
− f ′′1

(
|x− x0|

)
− f ′2

(
|x− x0|

)
sign(x− x0)+

+

[(
∂2

∂t2
+ sign(x0 − x)

∂2

∂x∂t

)
u0(x, t)

]

x=x0, t=|x−x0|

}
.

(1.26)

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðàçðûâíîãî ìíîæèòåëÿ sign(x − x0), �óíêöèÿ q0(x)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [x0−t0, x0+t0]. Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî èç óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ (1.19). Â ñàìîì äåëå, òàê êàê

−f ′2(0) +
∂2

∂x∂t
u0(x, t)

∣∣∣∣
x=x0,t=0

= −f ′2(0) + ψ′(x0) = 0,

òî ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ïåðåä sign(x− x0), îáðàùàåòñÿ ïðè x = x0 â íóëü.
Âòîðîé øàã. �àññìîòðèì â îáëàñòè ∆(x0, t0) ðàâåíñòâà (1.11), (1.21), (1.26).

Ýòè òðè ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî �óíêöèé u, yt, q. Óêàçàííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ìà-

ëûì ïàðàìåòðîì, ðîëü êîòîðîãî èãðàåò ìåðà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòèõ

óðàâíåíèÿõ. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ýòîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèì â äîñòàòî÷íî ìàëîé îáëàñòè ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæå-

íèé. Â ñàìîì äåëå, çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ = Aϕ, ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), (1.27)

ϕ1 := u(x, t), ϕ2 = ut(x, t), ϕ3 := q(x),
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à îïåðàòîð A = (A1, A2, A3) îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå �óíêöèé ϕ ∈ C(∆(x0, t0))
è â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (1.11), (1.21), (1.26) èìååò âèä:

A1ϕ = u0(x, t)−
1

2

∫∫

∆(x,t)

ϕ3(ξ)ϕ1(ξ, τ) dξdτ,

A2ϕ =
∂

∂t
u0(x, t)−

1

2

x+t∫

x−t

ϕ3(ξ)ϕ1

(
ξ, t− |x− ξ|

)
dξ,

A3ϕ = q0(x) + sign(x0 − x) · 1

φ(x)

x∫

x0

ϕ3(ξ)ϕ2

(
ξ, |ξ − x|

)
dξ.

(1.27′)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

‖ϕ‖(t0) = max
16k63

max
(x,t)∈∆(x0,t0)

∣∣ϕk(x, t)
∣∣,

ϕ0(x, t) =
(
u0(x, t),

∂

∂t
u0(x, t), q0(x)

)

è ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C(∆(x0, h)), 0 < h 6 t0, ìíîæåñòâî (øàð ñ öåíòðîì
â òî÷êå ‖ϕ0‖(t0))

Φ(h) =
{
ϕ(x, t) : ‖ϕ− ϕ0‖(h) 6 ‖ϕ0‖(t0)

}
. (1.28)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì íà ìíîæåñòâå

Φ(h), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
1) åñëè ϕ ∈ Φ(h), òî Aϕ ∈ Φ(h);
2) åñëè ϕ(1), ϕ(2)

� ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû Φ(h), òî

∥∥Aϕ(1) −Aϕ(2)
∥∥ 6 ρ

∥∥ϕ(1) − ϕ(2)
∥∥, 0 < ρ < 1.

Ïîêàæåì, ÷òî íåëèíåéíûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, ò. å. ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ h îïåðàòîð A îñóùåñòâëÿåò ñæàòîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Φ(h) íà ñåáÿ.
Â ñàìîì äåëå, äëÿ ϕ ∈ Φ(h) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖ϕ‖(h) 6 2‖ϕ0‖(h).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îöåíèâàÿ èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â �îðìóëû (1.27′), íàõîäèì

‖Aϕ − ϕ0‖(h) 6 4 ‖ϕ0‖2(t0)max

(
1

2
h2, h,

h

ψ0

)
,

ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð A ïåðåâîäèë ìíîæåñòâî Φ(h) â Φ(h), ò. å.

‖Aϕ− ϕ0‖(h) 6 ‖ϕ0‖(t0),

íóæíî, ÷òîáû

h 6 h∗ = min

(
1√

2‖ϕ0‖(t0)
,
min(ψ0, 1)

4‖ϕ0‖(t0)
, t0

)
.
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Òåïåðü ïîêàæåì ñæèìàåìîñòü îòîáðàæåíèÿ A. Ïóñòü ϕ(1)
, ϕ(2)

� ëþáûå äâà

ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà Φ(h), h 6 h∗:

∥∥Aϕ(1) −Aϕ(2)
∥∥ 6 α

∥∥ϕ(1) − ϕ(2)
∥∥, 0 < α < 1.

�àññìîòðèì

∥∥A1ϕ
(1) −A1ϕ

(2)
∥∥ =

∥∥∥∥∥−
1

2

∫∫

∆(x,t)

[
ϕ
(1)
3 (ξ)ϕ

(1)
1 (ξ, τ)− ϕ

(2)
3 (ξ)ϕ

(2)
1 (ξ, τ)

]
dξdτ

∥∥∥∥∥.

Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ äðóãèå äâà ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî Ajϕ
(1) −Ajϕ

(2)
,

j = 2, 3.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

∣∣∣ϕ(1)
k ϕ(1)

s − ϕ
(2)
k ϕ(2)

s

∣∣∣ 6
∣∣∣ϕ(1)
k − ϕ

(2)
k

∣∣∣
∣∣∣ϕ(1)
s

∣∣∣+
∣∣∣ϕ(1)
s − ϕ(2)

s

∣∣∣
∣∣∣ϕ(2)
k

∣∣∣

6 4 ‖ϕ0‖(t0)
∥∥∥ϕ(1) − ϕ(2)

∥∥∥(h), k, s = 1, 2, 3,

ïîëó÷èì

∥∥Aϕ(1) −Aϕ(2)
∥∥(h) 6 4

∥∥ϕ0

∥∥(t0)
∥∥ϕ(1) − ϕ(2)

∥∥(h)max

(
1

2
h2, h,

h

ψ0

)
6

6
h

h∗
∥∥ϕ(1) − ϕ(2)

∥∥(h).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì h < h∗ îïåðàòîð A îñóùåñòâëÿåò ñæàòîå îòîáðà-

æåíèå ìíîæåñòâà Φ(h) íà ñåáÿ. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Áàíàõà íà ìíîæåñòâå Φ(h)
ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäíà, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ, ò. å. ñóùå-

ñòâóåò òîëüêî îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.27). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøàÿ ñèñòåìó

óðàâíåíèé (1.11), (1.21), (1.26), íàïðèìåð, ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé (èç òåîðåìû Áàíàõà ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü ê ðåøåíèþ), ìû îäíîçíà÷íî

ïîñòðîèì â îáëàñòè ∆(x0, h) äëÿ h ∈ (0, h∗) �óíêöèè u, ut, q. Òåì ñàìûì îïðå-

äåëÿåòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, ò. å. �óíêöèÿ q(x) íà îòðåçêå [x0−h, x0+h].
Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. ⊲

1.3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñâåðòêè 
 ñîñðåäîòî÷åííûì

èñòî÷íèêîì âîçìóùåíèÿ âîëí

�àññìîòðåííàÿ íàìè îáðàòíàÿ çàäà÷à î êîý��èöèåíòå èìååò ÷èñòî ìåòîäè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Îíà áûëà èçó÷åíà äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ èäåè íåïî-

äâèæíîé òî÷êè è òåõíèêè äîêàçàòåëüñòâà â çàäà÷àõ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.

Â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ, â ÷àñòíîñòè, ñ çàäà÷àìè ðàçâåäî÷íîé ãåî�èçèêè,

äàííûå ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ �èíèòíûìè �óíêöèÿìè, ëîêàëèçîâàííûìè â îòíîñè-

òåëüíî íåáîëüøîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ

ñèòóàöèé óäîáíî ïðîâîäèòü, ðàññìàòðèâàÿ äàííûå çàäà÷è êàê îáîáùåííûå �óíê-

öèè, íîñèòåëè êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíû â �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà.
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Ïðè ýòîì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òàêæå îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ. Îá-

ðàòíûå çàäà÷è, â êîòîðûõ äàííûå ïðÿìîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè �óíê-

öèÿìè, òðåáóþò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ýòî íàèáîëåå

èíòåðåñíûå çàäà÷è.

1.3.1. Îá îáîáùåííûõ �óíêöèÿõ. Âïåðâûå îáîáùåííûå �óíêöèè â ÿâ-

íîé è òåïåðü îáùåïðèíÿòîé �îðìå ââåë C. Ë. Ñîáîëåâ â 1936 ã. Îí ïðèìåíèë

îáîáùåííûå �óíêöèè ê âûÿñíåíèþ âîïðîñà î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùèõ âîëíîâûå ïðî-

öåññû â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ. Óæå äàâíî â �èçèêå óïîòðåáëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå

ñèíãóëÿðíûå �óíêöèè, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíû â ðàìêàõ

êëàññè÷åñêîé òåîðèè �óíêöèé. Îñíîâû òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé ïîäðîáíîé

èçëîæåíû â êíèãå [4℄.

Ïðîñòåéøåé ñèíãóëÿðíîé �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-�óíêöèÿ δ(x−x0): îíà,
ïî îïðåäåëåíèþ �èçèêîâ, ¾ðàâíà íóëþ âñþäó, êðîìå îäíîé òî÷êè x0, â ýòîé

òî÷êå ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè è îáëàäàåò èíòåãðàëîì, ðàâíûì 1¿. Èçëèøíå óêàçû-
âàòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ íåñîâìåñòèìû ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ

�óíêöèè è èíòåãðàëà.

Çäåñü íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé �èçèêè äåëüòà-�óíêöèè (è äðóãèå ñèíãóëÿðíûå) âñòðå÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî,

òîëüêî íà íà÷àëüíûõ èëè ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ; â îêîí÷àòåëüíîì îòâåòå ñèí-

ãóëÿðíûå �óíêöèè èëè âîâñå îòñóòñòâóþò èëè �èãóðèðóþò ïîä çíàêîì èíòåãðà-

ëà â ïðîèçâåäåíèè ñ êàêîé-ëèáî äîñòàòî÷íî õîðîøåé �óíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì,

íåò ïðÿìîé íåîáõîäèìîñòè îòâå÷àòü íà âîïðîñ, ÷òî òàêîå ñèíãóëÿðíàÿ �óíêöèÿ

ñàìà ïî ñåáå: íàì äîñòàòî÷íî îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÷òî îçíà÷àåò èíòåãðàë îò ïðî-

èçâåäåíèÿ ñèíãóëÿðíîé �óíêöèè è ¾õîðîøåé¿ �óíêöèè. Íàïðèìåð, âìåñòî òîãî

÷òîáû îòâå÷àòü íà âîïðîñ, ÷òî òàêîå äåëüòà-�óíêöèÿ, íàì äîñòàòî÷íî óêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî õîðîøåé �óíêöèè ϕ(x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

+∞∫

−∞

δ(x − x0)ϕ(x) dx = ϕ(x0).

Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñâÿçûâàåì ñ êàæäîé ñèíãóëÿðíîé �óíêöèåé �óíêöèîíàë,

êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýòîé ñèíãóëÿðíîé �óíêöèè è êàæäîé ¾äîñòàòî÷-

íî õîðîøåé¿ �óíêöèè íåêîòîðîå ÷èñëî.

Íî åñëè ýòî òàê, òî ìû ìîæåì è íå çàäóìûâàòüñÿ íàä ñìûñëîì ïîíÿòèÿ ¾ñèí-

ãóëÿðíàÿ �óíêöèÿ¿: ìû ìîæåì òåïåðü îòîæäåñòâèòü ¾ñèíãóëÿðíóþ �óíêöèþ¿

ñ òåì �óíêöèîíàëîì, î êîòîðîì êîíêðåòíî èäåò ðå÷ü, ýòî è áóäåò âïîëíå äîñòà-

òî÷íûì åå îïðåäåëåíèåì (ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷íî óêàçàí è òîò êëàññ ¾äîñòàòî÷íî

õîðîøèõ¿ �óíêöèé, íà êîòîðîì çàäàí ýòîò �óíêöèîíàë).

Îáûêíîâåííûå èíòåãðèðóåìûå �óíêöèè òàêæå óêëàäûâàþòñÿ â ýòó ñõåìó:

äëÿ êàæäîé òàêîé �óíêöèè f(x) ìû óìååì îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÷åìó ðàâåí èí-

òåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ f(x) íà ¾õîðîøóþ �óíêöèþ¿. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâ-

ëåíèå îá îáîáùåííûõ �óíêöèÿõ êàê î �óíêöèîíàëàõ îõâàòûâàåò êàê ¾ñèíãóëÿð-

íûå¿, òàê è îáûêíîâåííûå �óíêöèè.

Ïåðåéäåì ê îñíîâíûì ïîíÿòèÿì è òåðìèíàì.

21



Îñíîâíûå �óíêöèè. Ïðåæäå âñåãî çàäàäèì ñîâîêóïíîñòü òåõ �óíêöèé, êî-

òîðûå ìû íàçûâàëè óñëîâíî ¾äîñòàòî÷íî õîðîøèìè¿, íà êîòîðûõ áóäóò äåé-

ñòâîâàòü â äàëüíåéøåì íàøè �óíêöèîíàëû. Â êà÷åñòâå ýòîé ñîâîêóïíîñòè ìû

ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D (ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî) âñåõ âåùåñòâåííûõ �óíê-

öèé φ(x), êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ

è �èíèòíà, ò. å. îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ñâîåé

äëÿ êàæäîé èç �óíêöèé φ(x)). Ýòè �óíêöèè áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè.

Îáîáùåííûå �óíêöèè. Ìû ãîâîðèì, ÷òî íàì çàäàí ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé

�óíêöèîíàë f íà ïðîñòðàíñòâå D, åñëè óêàçàíî ïðàâèëî, â ñèëó êîòîðîãî ñ êàæ-
äîé îñíîâíîé �óíêöèåé φ(x) ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (f, φ).
Íàïðèìåð, ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ f(x), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ â

êàæäîé êîíå÷íîé îáëàñòè âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà (òàêèå �óíêöèè íàçûâà-

þòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè). Ñ ïîìîùüþ ýòîé �óíêöèè ìû ìîæåì êàæäîé

îñíîâíîé �óíêöèè φ(x) ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

(f, φ) =

∫

Rn

f(x)φ(x) dx, (1.29)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå �àêòè÷åñêè ñîâåðøàåòñÿ ïî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, âíå êîòî-

ðîé �óíêöèÿ φ(x) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ìîæíî óêàçàòü �óíêöèîíàëû èíîãî òèïà.

Íàïðèìåð, �óíêöèîíàë, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé �óíêöèè φ(x)
åå çíà÷åíèå â òî÷êå x0 = 0, î÷åâèäíî, ëèíååí è íåïðåðûâåí. Íî ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî îí íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (1.29) íè ïðè êàêîé ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè f(x).
Óêàçàííûé �óíêöèîíàë ìû áóäåì íàçûâàòü äåëüòà-�óíêöèåé â ñîîòâåòñòâèè

ñ óñòàíîâèâøåéñÿ òåðìèíîëîãèåé è îáîçíà÷àòü δ(x); òàêèì îáðàçîì,

(δ(x), φ(x)) = φ(0).

×àñòî âñòðå÷àåòñÿ ¾ñäâèíóòàÿ¿ äåëüòà-�óíêöèÿ � �óíêöèîíàë δ(x− x0), îïðå-
äåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(δ(x− x0), φ(x)) = φ(x0).

Îáîáùåííîé �óíêöèåé ìû áóäåì òåïåðü íàçûâàòü êàæäûé ëèíåéíûé íåïðå-

ðûâíûé �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà îñíîâíîì ïðîñòðàíñòâå D. Îáîáùåííûå
�óíêöèè (ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ áóäåì îáîçíà÷àòü D′

), çàäàâàåìûå �îðìóëà-

ìè âèäà (1.29), áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè, à âñå îñòàëüíûå (â òîì ÷èñëå è

äåëüòà-�óíêöèþ) � ñèíãóëÿðíûìè.

Äè��åðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé íà ïðèìåðå

�óíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáîáùåííûå �óíêöèè èìåþò ïðîèçâîäíûå (è ïðèòîì âñåõ

ïîðÿäêîâ), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàêæå îáîáùåííûå �óíêöèè.

Êàê èçâåñòíî,

(f ′, φ) =

∞∫

−∞

f ′(x)φ(x) dx = f(x)φ(x)

∣∣∣∣∣

∞

−∞
−

∞∫

−∞

f(x)φ′(x) dx = (f,−φ′).
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Ýòî ðàâåíñòâî ìû è ïîëîæèì â îñíîâó îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò îáîá-

ùåííîé �óíêöèè. Ôóíêöèîíàë g, çàäàííûé �îðìóëîé

(g, φ) = (f,−φ′), (1.30)

ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèîíàëà f è îáîçíà÷àòü f ′.

Ïðèìåð 1.2. �àññìîòðèì �óíêöèþ Õåâèñàéäà

θ(x) =

{
0, x < 0,

1, x > 0.

Îòâå÷àþùèé åé �óíêöèîíàë òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θ(x). Ñîãëàñíî îá-
ùåé �îðìóëå (1.30) �óíêöèîíàë θ′(x) äåéñòâóåò íà îñíîâíóþ �óíêöèþ φ(x) òàê:

(θ′(x), φ(x)) = (θ,−φ′(x)) = −
∞∫

0

φ′(x) dx = φ(0);

òàêèì îáðàçîì, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äåëüòà-�óíêöèè

θ′(x) = δ(x).

Àíàëîãè÷íî,

θ′(x− h) = δ(x− h).

Ïðèìåð 1.3. Ïîñòðîèì ïðîèçâîäíóþ îò äåëüòà-�óíêöèè. Èìååì,

(δ′(x− h), φ) = (δ(x − h),−φ′) = −φ′(x).

Ïðèìåð 1.4. Ïîñòàíîâêà îáîáùåííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-

íèÿ [5℄:

utt − uxx = F (x, t), x > 0, t > 0, x ∈ R, (1.31)

u
∣∣
t=+0

= u0(x), ut
∣∣
t=+0

= u1(x). (1.32)

Ñ÷èòàåì, ÷òî F ∈ C(t 6 0), u0 ∈ C1(R), u1(x) ∈ C(R).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è Êî-

øè (1.31), (1.32). Ýòî çíà÷èò, ÷òî �óíêöèÿ u êëàññà C2(t > 0) ∩ C1(t > 0)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.31) ïðè t > 0 è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.32) ïðè

t→ +0.
Ïðîäîëæèì �óíêöèè u è F íóëåì ïðè t < 0, ïîëîæèâ

ũ =

{
u, t > 0,

0, t < 0,
F̃ =

{
F, t > 0,

0, t < 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü [5℄, ÷òî �óíêöèÿ ũ(x, t) óäîâëåòâîðÿåò â R âîëíîâîìó óðàâíå-

íèþ

ũtt − ũxx = F̃ (x, t) + u0(x) · δ′(t) + u1(x) · δ(t). (1.33)
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Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ u0 è u1 äëÿ �óíêöèè ũ(x, t) èãðàþò ðîëü
ïðàâîé ÷àñòè, ìîäåëèðóþùåé èñòî÷íèê âîçìóùåíèÿ âîëí u0(x)·δ′(t)+u1(x)·δ(t),
äåéñòâóþùåãî ìãíîâåííî ïðè t = 0. Äàëåå, êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè (1.31)�(1.32) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè òåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.33), êîòîðûå îáðà-

ùàþòñÿ â íóëü ïðè t < 0. Ýòî äàåò îñíîâàíèå íàçâàòü çàäà÷ó îá îòûñêàíèè îáî-
ùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.33), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè t < 0, îáîáùåííîé
çàäà÷åé Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Íî â òàêîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (1.33)

F̃ , u0, u1 ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè.
Èòàê, îáîáùåííîé çàäà÷åé Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èñòî÷íèêîì

f ∈ D′(R) è íà÷àëüíûìè âîçìóùåíèÿìè u0, u1 ∈ D′(R) íàçîâåì çàäà÷ó î íà-

õîæäåíèè îáîáùåííîé �óíêöèè u ∈ D′(R), îáðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðè t < 0 è

óäîâëåòâîðÿþùåé âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

utt − uxx = F (x, t) + u0(x) · δ′(t) + u1(x) · δ(t). (1.34)

Óðàâíåíèå (1.34) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ ëþáîé φ ∈ D(R) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(u, φtt − φxx) = (F, φ)− (u0, φt(x, 0)) + (u1, φ(x, 0)).

Èç óðàâíåíèÿ (1.34) ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðå-

øèìîñòè îáîáùåííîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü F ïðè t < 0.

Ïðèìåð 1.5. �åøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ x > 0, t ∈ R

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0,

u
∣∣
t<0

= 0,

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=+0

=
1

2
δ(t) èëè

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=+0

=
1

2
δ′(t),

ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè u(x, t) = 1
2θ(t− x) èëè u(x, t) = 1

2δ(t− x) ñîîòâåòñòâåííî.
Ìû âèäèì, ÷òî ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ëó-

÷àìè. �àçðûâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò ñîõðàíÿþùèåñÿ ðàçðûâû íà

õàðàêòåðèñòèêàõ.

1.3.2. Ïîñòàíîâêà è èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è. �àññìîòðèì íà-

÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ íåêîòîðûé âîëíîâîé ïðîöåññ â ñðåäàõ,

â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå â ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ îò èñòîðèè ïîâå-
äåíèÿ äî ìîìåíòà t (ñðåäû ñ ïîñëåäåéñòâèåì èëè ñðåäû ñ ïàìÿòüþ):

utt − uxx =

t∫

0

k(τ)u(x, t − τ) dτ, x > 0, t ∈ R, (1.35)

u
∣∣
t<0

≡ 0, ux
∣∣
x=0

= δ′(t). (1.36)

Îïðåäåëåíèå 1.3. Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè u(x, t) èç óðàâíåíèÿ (1.35)
ïðè çàäàííûõ �óíêöèè k(t), t > 0, íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.36) íàçî-
âåì ïðÿìîé çàäà÷åé.
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Ôóíêöèÿ u(x, t) � îáîáùåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è.

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó [5℄:

u(x, t) = −δ(t− x) + v(x, t)θ(t− x), (1.37)

ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñèíãóëÿðíîé è ðåãóëÿðíîé ÷àñòåé. Çäåñü íåèç-

âåñòíàÿ �óíêöèÿ v(x, t) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé â îáëàñòè t > x > 0.
Ïîñòàâèì îáðàòíóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ k(t). Íî äëÿ ïîñòàíîâêè îáðàòíîé

çàäà÷è íàì íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ðåøåíèè ïðÿ-

ìîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå òàêîé èí�îðìàöèè, èñõîäÿ èç �èçè÷åñêîãî ñìûñëà, ìîãóò

áûòü èçìåðåíèÿ �óíêöèè ñìåùåíèÿ u(x, t) íà ïîâåðõíîñòè x = +0. Ìàòåìàòè-

÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ êàê çàäàíèå ñëåäà �óíêöèè u(x, t)|x=+0, ïðè÷åì, ñëåäóÿ

ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1.37), èìååì

u(x, t)
∣∣
x=+0

= −δ(t) + g(t)θ(t), t ∈ R. (1.38)

Çäåñü g(t) � çàäàííàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Îïðåäåëèòü �óíêöèþ k(t), t > 0, èç ðàâåíñòâ (1.35),

(1.36), åñëè îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èçâåñòíà èí�îðìàöèÿ (1.38).

Çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ � ýòî èíòåíñèâíî

ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî

äàííîìó íàïðàâëåíèþ îòðàæåíû â [6�8℄. Îäíîé èç ïîñëåäíèõ �óíäàìåíòàëüíûõ

ðàáîò ïî îïðåäåëåíèþ ÿäåð äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìîíîãðà-

�èÿ [9℄.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

g(0) = g′(0) = 0, g(t) ∈ C2[0, T ], T > 0.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (1.35)�(1.38) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå k(t) ∈ C[0, T ].

⊳ Ïîäñòàâèì u(x, t) = −δ(t− x) + v(x, t)θ(t− x) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (1.35)
è óñëîâèÿ (1.36).

Ïðè ïîäñòàíîâêå íóæíî ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà äåëüòà-�óíêöèè, à èìåííî, ÷òî

t∫

0

k(τ)u(x, t− τ) dτ =

t∫

0

k(τ)
[
− δ(t− x− τ) + v(x, t− τ)θ(t− x− τ)

]
dτ =

= −k(t− x) +

t−x∫

0

k(τ)v(x, t − τ) dτ.

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îñîáåííîñòÿõ δ(t − x), θ(t − x), ñ ó÷åòîì
äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè (1.38) ìû ïîëó÷àåì íîâóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî

�óíêöèé v(x, t), k(t) â îáëàñòè t > x > 0

vtt − vxx + k(t− x)−
t−x∫

0

k(τ)v(x, t − τ) dτ = 0, (1.39)
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v
∣∣
x=0

= g(t), vx
∣∣
x=0

= 0, t > 0. (1.40)

v
∣∣
t=x+0

= 0. (1.41)

Ñîâåðøàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x1 := t+ x, t1 := t− x è ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

U(x1, t1) := v

(
x1 − t1

2
,
x1 + t1

2

)
,

îáðàòíóþ çàäà÷ó (1.39)�(1.41) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ íîâîé �óíêöèè U :

Ut1x1 +
1

4

(
k(t1)−

t1∫

0

k(s)U(x1 − s, t1 − s) ds

)
= 0, (x1, t1) ∈ DT , (1.42)

U
∣∣
t1=x1

= g(x1), Ux1
∣∣
t1=x1

=
1

2
g′(x1), 0 < x1 < T, (1.43)

U
∣∣
t1=0

= 0. (1.44)

Çäåñü DT := {(x1, t1)| 0 < t1 < x1 < T}, T > 0. Äàëåå èíäåêñ ¾1¿ áóäåò îïóùåí.
Çàäà÷ó (1.42)�(1.44) â îáëàñòè DT ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

V (x, t) := Ux(x, t),

òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (ξ, τ) îò òî÷-
êè (t, t) äî òî÷êè (x, t):

U(x, t) = g(x) +

x∫

t

V (ξ, t) dξ. (1.45)

Èíòåãðèðóÿ (1.42) îò òî÷êè (x, t) äî (x, x):

x∫

t

Vτ (x, τ) dτ +
1

4

x∫

t

[
k(τ)−

τ∫

0

k(s)U(x− s, τ − s) ds

]
dτ = 0,

è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

V
∣∣
t=x

= Ux
∣∣
t=x

=
1

2
g′(x), 0 < x < T,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ V :

V (x, t) =
1

2
g′(x)+

1

4

x∫

t

[
k(τ)−

τ∫

0

k(s)U(x−s, τ −s) ds
]
dτ, (x, t) ∈ DT . (1.46)

Íàêîíåö, â (1.46) âîçüìåì t = 0 è âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì (1.44):

−1

2
g′(x) =

1

4

x∫

t

[
k(τ)−

τ∫

0

k(s)U(x − s, τ − s) ds

]
dτ.
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Òåïåðü äè��åðåíöèðóåì ïî x ïîëó÷àåì òðåòüå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ k(x):

k(x) = −2g′′(x) +

x∫

0

k(s)g(x − s) ds+

x∫

t

τ∫

0

k(s)V (x− s, τ − s) ds dτ. (1.47)

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.45)�(1.47) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé U(x, t),
V (x, t), k(x) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà â îáëàñòè DT . Çàìêíóòîé â òîì ïëàíå, ÷òî èíòåãðèðî-

âàíèå âåäåòñÿ ïî îòðåçêàì, öåëèêîì ñîäåðæàùèõñÿ â DT .

Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü (êàê è â çàäà÷å ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à) â âèäå

ϕ = Aϕ := (A1ϕ,A2ϕ,A3ϕ),

ãäå

ϕ = [ϕ1, ϕ2, ϕ3] :=
[
U(x, t), V (x, t), k(x)

]
,

à íåëèíåéíûé îïåðàòîð A = (A1, A2, A3) ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (1.45)�(1.47) äåé-

ñòâóåò ïî ïðàâèëó:

A1ϕ = g(t) +

x∫

t

ϕ2(ξ, t) dξ,

A2ϕ =
1

2
g′(x) +

1

4

x∫

t

[
ϕ3(τ)−

τ∫

0

ϕ3(s)ϕ1(x− s, τ − s) ds

]
dτ,

A3ϕ = −2g′′(x) +

x∫

0

ϕ3(s)g(x− s) ds +

x∫

t

τ∫

0

ϕ3(s)ϕ2(x− s, τ − s) ds dτ.

Äàëåå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â

ïåðâîé ÷àñòè. ⊲
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Ëåêöèÿ 2.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè

äâóìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â [10℄, îáðàòíàÿ çàäà-

÷à íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîé, åñëè èñêîìàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé,

è ìíîãîìåðíîé, åñëè îíà çàâèñèò îò äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ.

Âïîëíå åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñëè âîëíîâîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò â

äâóìåðíîì èëè òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî è ñâîéñòâà ñðåäû áóäóò ìåíÿòüñÿ â

çàâèñèìîñòè îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, ò. å. êîý��èöèåíòû èëè ÿäðà èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ïðè íàëè÷èè ïàìÿòè òàêæå áóäóò çàâèñåòü îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ. Â ýòîé ñèòóàöèè âîçíèêàåò ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ îáðàòíûõ

çàäà÷.

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè, òî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðÿìûõ çàäà÷

ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ. Ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïðèìå-

íåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, óñïåøíî èñïîëüçóþùèõñÿ â óðàâíåíèÿõ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé �èçèêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Â îñíîâå àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ ëåæèò èäåÿ ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ â �îðìàëüíûé ðÿä

ïî ñòåïåíÿì íåêîòîðîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε:

u(·) = u0(·) + εu1(·) + ε2u2(·) + . . .+ =
∞∑

n=0

εjuj(·).

È, õîòÿ ïðè ýòîì ñòåïåííûå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ðà
õîäÿùèìèñÿ, òåì

íå ìåíåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå � ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ïóòåì îáðûâà �îðìàëü-

íûõ ðÿäîâ íà êàêîì-òî n-ì ÷ëåíå, � îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïðèãîäíûì äëÿ öåëîãî

ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ïîëó÷àåìîå òàêèì ïóòåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî ñòðåìèòñÿ ê ñîîòâåòñòâó-

þùåìó òî÷íîìó ðåøåíèþ íå ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà n, à ïðè �èêñèðîâàííîì n è

ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Îñîáåííî ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è â âèäå

u(·) = u0(·) + εu1(·) +O
(
ε2
)
,

ò. å. ðÿä îáðûâàåòñÿ íà n = 2.
Ïðè ïîñòàíîâêå ìíîãîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, íàðÿäó ñ àñèìïòîòè÷åñêèì

ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è u(·), òàêæå ðàçëàãàåòñÿ è èñêîìûé êîý�-

�èöèåíò.

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïîñòàíîâîê ìíîãîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà.
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2.1. Ïîñòàíîâêà äâóìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ â ñëàáî ãîðèçîíòàëüíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ ïàìÿòüþ

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî êîý��èöèåíòà è

ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà äëÿ âîëíîãî óðàâíåíèÿ â ñëàáî ãîðèçîíòàëüíî-

íåîäíîðîäíîé ñðåäå.

Äëÿ (x, z, t) ∈ R
3
, z > 0, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè

u(x, z, t) èç èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [11℄:

utt − uxx − uzz − q(x, z)u =

t∫

0

k(τ)u(x, z, t − τ) dτ, (2.1)

u
∣∣
t<0

= 0, (2.2)

∂u

∂z

∣∣∣∣
z=+0

= −δ′(x)δ′(t), (2.3)

ãäå q(x, z) � êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñâîéñòâà ñðåäû, â êîòîðîé ðàñ-

ïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíîâîé ïðîöåññ; k(t) � ÿäðî, îïèñûâàþùåå ïàìÿòü ñðåäû.

Ïðè çàäàííûõ �óíêöèÿõ q(x, z), k(t) çàäà÷à (2.1)�(2.3) êîððåêòíî ïîñòàâëåíà
è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, z, t), îáëàäàþùåå êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ïðè

ëþáîì êîíå÷íîì t.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè êîý��èöèåíòà q(x, z), (x, z) ∈

R
2
, z > 0 è k(t), t > 0, âõîäÿùèõ â (2.1), åñëè îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ïðÿìîé

çàäà÷è (2.1)�(2.3) èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ

u(x, z, t)
∣∣
z=+0

= f(x, t), t > 0, x ∈ R, (2.4)

f(x, t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïàðà �óíêöèé q(x, z), k(t) èç êëàññà íåïðåðûâíûõ �óíê-
öèé C(R+) è C(R × R+) ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì îáðàòíîé çà-

äà÷è (2.1)�(2.4), åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)�(2.3)

u(x, z, t) èç êëàññà îáîáùåííûõ �óíêöèé D′(R × R
2
+) óäîâëåòâîðÿåò (2.4)

äëÿ f(x, t), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó îáîáùåííûõ �óíêöèé D′(R× [0,+∞)).
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî q(x, z) ñëàáî çàâèñèò îò ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåìåííîé x:

q(x, z) = q0(z) + εxq1(z) +O
(
ε2
)
, (2.5)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü â ðàâåíñòâå (2.5)

q0(z) ≡ q0 > 0 åñòü èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà.
�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)�(2.3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε:

u(x, z, t) =
∞∑

j=0

εjuj(x, z, t). (2.6)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (2.4) è (2.6), èìååì

f(x, t) =
∞∑

j=0

εjfj(x, z, t). (2.7)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.5), (2.6) â (2.1)�(2.4) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè εj ,
j = 0, 1, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âêëàä ñëàãàåìûõ ñ εj , j = 2, 3, . . ., ïðåíåáðåæèìî ìàë,
ïîëó÷àåì äâå îáðàòíûå îäíîìåðíûå çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ

k(t) è q1(z), êîòîðûå è áóäóò ðàññìîòðåíû.
Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî çàäàòü îáðàç Ôóðüå îò �óíêöèé

f0(x, t) è f1(x, t) ïî ïåðåìåííîé x äëÿ �èêèñèðîâàííîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

2.2. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ u0(x, z, t) è k(t)

�àññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ u0(x, z, t) èç ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè (x, z, t) ∈ R

3, z > 0:

(u0)tt = (u0)xx + (u0)zz + q0(z) · u0 −
t∫

0

k(τ)u0(x, z, t − τ) dτ, (2.8)

u0
∣∣
t<0

= 0, (2.9)

∂u0
∂z

∣∣∣∣
z=+0

= −δ′(x)δ′(t). (2.10)

Ïðèìåíèì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé

ũ0(ν, z, t) = Fx[u0](ν, z, t) :=

∞∫

−∞

u0(x, z, t)e
−iνx dx, i � ìíèìàÿ åäèíèöà,

â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëà îáðàùåíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

u0(x, z, t) =
1

2π

∞∫

−∞

ũ0(ν, z, t)e
iνx dx.

Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ:

1)

∞∫

−∞

(u0)x (x, z, t)e
−iνx dx = iνũ0(ν, z, t),

∞∫

−∞

∂nu0
∂xn

(x, z, t)e−iνx dx = (iν)n ũ0(ν, z, t);

2)

∞∫

−∞

xu0(x, z, t) e
−iνx dx = i(ũ0)ν(ν, z, t);

3)

∞∫

−∞

δ(x)e−iνx dx = 1,

∞∫

−∞

δ′(x)e−iνx dx = −iν.
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Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ u0 (2.8)�(2.10) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå, ïîëó÷àåì:

(ũ0)tt = (ũ0)zz +
(
q0 − ν2

)
ũ0 −

t∫

0

k(τ) ũ0(ν, z, t− τ) dτ, (2.11)

ũ0
∣∣
t<0

= 0,
∂ũ0
∂z

∣∣∣∣
z=0

= −iνδ′(t). (2.12)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè u0(ν, z, t) è k(t), âõîäÿùèõ â (2.11)�(2.12), åñëè

u0(ν, z, t) äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ν èçâåñòíî

ũ0(ν, z, t)
∣∣
z=0

= iνδ(t) + f̃0(ν, t)θ(t), t ∈ R, (2.13)

ãäå f̃0(ν, t) = Fx[f0](ν, t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, θ(t) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (äàëåå

çíàê ˜ íàä �óíêöèÿìè u0, f0 áóäåò îïóùåí).
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è (2.11)�(2.12) â âèäå

u0(ν, z, t) = iνδ(t− z) + v(ν, z, t)θ(t − z). (2.14)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (2.14) â (2.11)�(2.12) è ïðèìåíÿÿ ìåòîä âûäåëåíèÿ îñîáåí-

íîñòåé, îòíîñèòåëüíî �óíêöèè v(ν, z, t) ïîëó÷èì äëÿ t > z > 0:

vtt − vzz −
(
q0 − ν2

)
v = −iνk(t− z)−

t−z∫

0

k(τ) v(ν, z, t − τ) dτ, (2.15)

∂v

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0, v
∣∣
t=z

= − iνz
2

(
q0 − ν2

)
, (2.16)

v
∣∣
z=0

= f0(ν, t). (2.17)

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå z1 := t+ z, t1 := t− z è ïóñòü

U(ν, z1, t1) := v

(
ν,
z1 − t1

2
,
z1 + t1

2

)
.

Çàäà÷à (2.15)�(2.17) ïåðåïèøåòñÿ â òåðìèíàõ �óíêöèè U(ν, z1, t1) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∂2U

∂t1∂z1
=

1

4

[
(
q0 − ν2

)
U(ν, z1, t1)− iνk(t1)−

t1∫

0

k(τ)U(ν, z1 − τ, t1 − τ) dτ

]
, (2.18)

U
∣∣
t1=z1

= f0(ν, z1), (2.19)

∂U

∂z1

∣∣∣∣
t1=z1

=
1

2
(f0)

′
z1(ν, z1), (2.20)

U
∣∣
t1=0

= − iνz1
4

(q0 − ν2). (2.21)
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Èç (2.21) ñëåäóåò, ÷òî f0(ν, 0) = 0.
Ïóñòü

ω(ν, z1, t1) =
∂U

∂z1
(ν, z1, t1), ω(ν, z1, 0) = −iν q0 − ν2

4
,

òîãäà

U(ν, z1, t1) = f0(ν, t1) +

z1∫

t1

ω(ν, ξ, t1) dξ. (2.22)

Èç óðàâíåíèÿ (2.18) âûâîäèì:

z1∫

t1

∂ω

∂τ
dτ =

1

4

z1∫

t1

[
(
q0 − ν2

)
U(ν, z1, τ)− iνk(τ)−

τ∫

0

k(η)U(ν, z1 − η, τ − η) dη

]
dτ.

Òàê êàê

z1∫

t1

∂ω

∂τ
dτ =

1

2
(f0)

′
z1(ν, z1)− ω(ν, z1, t1),

òî äëÿ ω(ν, z1, t1) èìååì

ω(ν, z1, t1) =
1

2
(f0)

′
z1(ν, z1)−

− 1

4

z1∫

t1

[
(
q0 − ν2

)
U(ν, z1, τ)− iνk(τ)−

τ∫

0

k(η)U(ν, z1 − η, τ − η) dη

]
dτ.

(2.23)

Âçÿâ t = 0 â óðàâíåíèè (2.23) è äè��åðåíöèðóÿ åãî ïî z1, ïîëó÷èì

1

2
(f0)

′′
z1(ν, z1) =

1

4

z1∫

0

[
(
q0 − ν2

)
ω(ν, z1, τ)−

τ∫

0

k(η)ω(ν, z1 − η, τ − η) dη

]
dτ +

+
1

4

[
(
q0 − ν2

)
f0(ν, z1)− iνk(z1)−

z1∫

0

k(η)f0(ν, z1 − η) dη

]
,

îòñþäà âûâîäèì óðàâíåíèå äëÿ k(z1):

k(z1) =
2i

ν
(f0)

′′
z1(ν, z1)−

(q0 − ν2)i

ν
f0(ν, z1) +

i

ν

z1∫

0

k(τ)f0(ν, z1 − τ) dτ −

− i

ν

z1∫

0

[
(
q0 − ν2

)
ω(ν, z1, τ)−

τ∫

0

k(η)ω(ν, z1 − η, τ − η) dη

]
dτ.

(2.24)

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü T > 0 �èêñèðîâàíî è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

f0(ν, 0) = 0, (f0)
′
t(ν, 0) = −iν q0 − ν2

2
, f0(ν, t) ∈ C2[0, T ]
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äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ν. Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà-

÷à (2.11)�(2.13) â îáëàñòè GT = {(z, t)| 0 6 z 6 t 6 T − z} èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå k(t) ∈ C[0, T ].

⊳ Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû îáðàòíàÿ çàäà÷à (2.15)�(2.17) ýê-

âèâàëåíòà çàìêíóòîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòå-

ðà âòîðîãî ðîäà ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè è íåïðåðûâíûìè ñâîáîäíûìè ÷ëå-

íàìè (2.22)�(2.24). Ýòî ïîêàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì îò íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷è (2.15)�(2.17) ê ñèñòåìå (2.18)�(2.21), è äàëåå ê óðàâíåíèÿì (2.23), (2.24).

�àâåíñòâî (2.22) î÷åâèäíî è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî è îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò ìåñòî.

Ñèñòåìó (2.22)�(2.24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ϕ = Aϕ, (2.25)

ãäå A := (A1, A2, A3) � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ìíîæåñòâå

âåêòîð-�óíêöèé ϕ ∈ C[GT ],

ϕ :=
[
U(ν, z1, t1)︸ ︷︷ ︸

ϕ1

, ω(ν, z1, t1)︸ ︷︷ ︸
ϕ2

, k(z1)︸ ︷︷ ︸
ϕ3

]
.

Âèä A1, A2, A3 îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè ðàâåíñòâ (2.22)�(2.24). Â êà÷åñòâå

ìàëîãî ïàðàìåòðà äàííàÿ ñèñòåìà (2.25) ñîäåðæèò ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ,

êîòîðûé íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëî T . Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ T ê íåé ïðèìåíèì ïðèíöèï

Áàíàõà, îáåñïå÷èâàþùèé ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Äàëüøå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùèõ òåîðåì. ⊲

2.3. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ u1(x, z, t) è q1(z)

�àññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ u1(x, z, t) èç ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è:

(u1)tt = (u1)zz + xq1(z)u0 + q0u1 −
t∫

0

k(τ)u1(x, z, t − τ) dτ, (2.26)

u1
∣∣
t<0

= 0,
∂u1
∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0, z > 0, (x, t) ∈ R. (2.27)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè u1(x, z, t) è q1(z), âõîäÿùèõ â (2.26)�(2.27), åñëè
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå Fx[u1](ν, z, t) äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ν èçâåñòíî

Fx[u1](ν, z, t)
∣∣
z=0

= f̃1(ν, t), t > 0.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x èìååì (äàëåå çíàê ˜ íàä

u1(ν, z, t), f1(ν, t) áóäåò îïóùåí)

(u1)tt = (u1)zz + iq1(z)(u0)ν(ν, z, t) +
(
q0 − ν2

)
u1(ν, z, t)−

−
t∫

0

k(τ)u1(ν, z, t− τ) dτ, z > 0, t ∈ R,
(2.28)
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u1
∣∣
t<0

= 0,
∂u1
∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0, u1|t=z = 0, (2.29)

u1
∣∣
z=0

= f1(ν, t). (2.30)

Ïóñòü z2 :=
z+t
2 , t2 =

t−z
2 è

U∗(ν, z2, t2) := u1(ν, z2 − t2, z2 + t2),

òîãäà çàäà÷à (2.28)�(2.30) ïåðåïèøåòñÿ â òåðìèíàõ íîâîé �óíêöèè U∗(ν, z2, t2):

∂2U∗

∂t2∂z2
=
i

2
q1(z2 − t2)

[
iδ(2t2) + Uν(ν, 2z2, 2t2)θ(2t2)

]
+

+
1

2

[
(
q0 − ν2

)
U∗(ν, z2, t2

)
−

2t∫

0

k(τ)U∗(ν, z2 − τ, t2 − τ) dτ

]
,

(2.31)

U∗∣∣
t2=0

= 0, U∗∣∣
t2=z2

= f1(ν, 2z2), (2.32)

∂U∗

∂z2

∣∣∣∣
t2=z2

= (f ′1)z2(ν, 2z2). (2.33)

Ñ ó÷åòîì (2.33) î÷åâèäíî, ÷òî

U∗(ν, z2, t2) = f1(ν, 2t2) +

z2∫

t2

∂U∗

∂z2
(ν, ξ, t2) dξ. (2.34)

Èç óðàâíåíèÿ (2.31) èìååì

z2∫

t2

∂U∗

∂τ∂z2
dτ = −1

2

z2∫

t2

q1(z2 − τ)δ(2τ) dτ +
i

2

z2∫

t2

q1(z2 − τ)U ′
ν(ν, 2z2, 2τ) dτ +

+
1

2

z2∫

t2

[
(
q0 − ν2

)
U∗(ν, z2, τ)−

2τ∫

0

k(η)U∗(ν, z2 − η, τ − η) dη

]
dτ.

(2.35)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

z2∫

t2

∂U∗

∂τ∂z2
(ν, z2, τ) dτ = (f1)

′
z2(ν, 2z2)−

∂U∗

∂z2
(ν, z2, t2), (2.36)

∂U∗

∂z2
(ν, z2, t2) = (f1)

′
z2(ν, 2z2) +

1

4
q1(z2)−

i

2

z2∫

t2

q1(z2−τ)U ′
ν(ν, 2z2, 2τ)dτ −

− 1

2

z2∫

t2

[
(
q0 − ν2

)
U(ν, z2, τ)−

2τ∫

0

k(η)U∗(ν, z2 − η, τ − η) dη

]
dτ.

(2.37)
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Òàê êàê â ñèëó (2.32)

∂U∗

∂z2

∣∣∣∣
t2=0

= 0,

òî âçÿâ â (3.37) t2 = 0, âûâîäèì

q1(z2) = −4(f1)
′
z2(ν, 2z2) + 2i

z2∫

0

q1(z2 − τ)U ′
ν(ν, 2z2, 2τ) dτ +

+2

z2∫

0

[
(
q0 − ν2

)
U∗(ν, z2, τ)−

2τ∫

0

k(η)U∗(ν, z2 − η, τ − η) dη

]
dτ.

(2.38)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.37) â (2.36), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ U∗(ν, z2, t2):

U∗(ν, z2, t2) = f1(ν, 2z2)+

+
1

4

z2∫

t2

q1(ξ) dξ −
i

2

z2∫

t2

ξ∫

t2

q1(ξ − t2)Uν(ν, 2ξ, 2τ) dτdξ −

− 1

2

z2∫

t2

ξ∫

t

[
(
q0 − ν2

)
U∗(ν, ξ, τ)−

2τ∫

0

k(η)U∗(ν, ξ − η, τ − η) dη

]
dτdξ.

(2.39)

Óðàâíåíèÿ (2.38) è (2.39) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî q1(z2)
è U∗(ν, z2, t2).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü T ∈ (0, T ∗), f1(ν, t1) ∈ C1[0, T ], f1(ν, 0)=0, (f1)
′
t(ν, 0)=0,

è �óíêöèè u0(ν, z, t) è k(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.4)�(2.6). Òîãäà â

îáëàñòè GT ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (2.38)�(2.39)
q1(z) ∈ C[0, T/2].

⊳ Îáðàòíàÿ çàäà÷à (2.28)�(2.30) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (2.38), (2.39). Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñ íåïðåðûâíûìè ñâîáîäíûìè

÷ëåíàìè è ÿäðàìè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé â îáëàñòè GT ïðè ν ∈ R.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû

ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè îáîáùåííîãî ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü B � òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïîëíîãî íîð-

ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ, ÷òî íåêîòîðàÿ åãî ñòåïåíü Bn
ÿâëÿåòñÿ ñæà-

òèåì; òîãäà óðàâíåíèå ψ = Bψ èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Çàïèøåì ñèñòåìó (2.38), (2.39) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ψ = Bψ, (2.40)

ψ :=
[
q1(z2)︸ ︷︷ ︸
ψ1

, U∗(ν, z2, t2)︸ ︷︷ ︸
ψ2

]
.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð B = (B1, B2) îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå âåêòîð-�óíêöèè

ψ ∈ C(R×GT ) è B1, B2 îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé (2.38), (2.39).
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü n (n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî) ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ Bψ ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ïîëîæèì DT := [0, T/2] × [0, T/2] è

‖ψ‖(ν) = max
{

max
(z2,t2)∈DT

∣∣ψj(ν, z2, t2)
∣∣, j = 1, 2

}
.

Ïóñòü ψ(1), ψ(2)
� äâå íåïðåðûâíûå âåêòîð-�óíêöèè â R×DT , óäîâëåòâîðÿþùèå

ëèíåéíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.40). Äëÿ (ν, z2, t2) ∈ R×DT èìååì

max
j

∣∣Bjψ(1) −Bjψ
(2)
∣∣(ν, z2, t2

)
6Mz2

∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥, (ν, z2, t2) ∈ R×DT ,

ãäå M � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âåëè÷èí T , ‖U ′
ν‖, q0, ν, ‖k(t)‖.

Äàëåå

∣∣B2
jψ

(1) −B2
jψ

(2)
∣∣(ν, z2, t2

)
6M2

z2∫

0

ξ
∥∥ψ(1) − ψ(2)

∥∥ dξ 6

6M2 z
2
2

2!

∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥, j = 1, 2.

Îòñþäà

max
j

∣∣Bn
j ψ

(1) −Bn
j ψ

(2)
∣∣(ν, z2, t2

)
6M2 z

2
2

n!

∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥, (z2, t2) ∈ DT ,

è, âîîáùå,

∥∥Bnψ(1) −Bnψ(2)
∥∥ 6Mn (T/2)n

n!

∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥.

Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì T ÷èñëî n ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

Mn (T/2)n

n!
< 1.

Òîãäà îòîáðàæåíèå Bn
ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ñîãëàñíî îáîáùåíèþ ïðèíöèïà ñæè-

ìàþùèõ îòîáðàæåíèé óðàâíåíèå Bψ = ψ èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå,

ïðèíàäëåæàùåå C(R ×DT ). Äàííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. ⊲

2.4. Ïîñòàíîâêà îòêðûòûõ ïðîáëåì

Çàäà÷à 2.1. Äëÿ (x, y, z, t) ∈ R
4
, z > 0, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó îïðå-

äåëåíèÿ �óíêöèè u(x, y, z, t) èç èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

utt − uxx − uyy − uzz − q(x, z)u =

t∫

0

k(y, τ)u(x, y, z, t − τ) dτ, (2.41)

u
∣∣
t<0

= 0, (2.42)
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∂u

∂z

∣∣∣∣
z=+0

= −δ′(x)δ′(t). (2.43)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè êîý��èöèåíòà q(x, z), (x, z) ∈
R
2
, z > 0 è ÿäðà k(y, t), y ∈ R, t > 0, âõîäÿùèõ â (2.41), åñëè îòíîñèòåëüíî

ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2.41)�(2.43) èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ

u(x, y, z, t)
∣∣
z=+0

= f(x, y, t), t > 0, x ∈ R,

f(x, y, t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.

Çàäà÷à 2.2. Äëÿ (x, z, t), x ∈ R, z > 0, t ∈ R ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àêóñòèêè:

1

c2(z)

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
∂u

∂x
+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂u

∂x
dτ

]
+
∂2u

∂z2
+

+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂2u

∂z2
dτ +∇ ln ρ(x, z)∇x,zU, t > 0,

(2.44)

ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u
∣∣
t<0

≡ 0, (2.45)

[
∂u

∂z
+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂u

∂z

]

z=+0

= −δ(t), (2.46)

ãäå

∇x,zU := ∇x,zu(x, z, t) +

t∫

0

k(x, t− τ)∇x,zu(x, z, τ) dτ.

Çäåñü u(x, z, t) � àêóñòè÷åñêîå (èçáûòî÷íîå) äàâëåíèå, c(z) > 0 � ñêîðîñòü

ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ρ(x, z) > 0 � ïëîòíîñòü ñðåäû, δ(t) �

äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà. Ôóíêöèÿ k(x, t), âõîäÿùàÿ â èíòåãðàë ñâåðòêè, îïèñû-
âàåò ïîãëîùàþùèå ñâîéñòâà ñðåäû. Ôóíêöèè c(z), ρ(x, z) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè

è äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè.

Óðàâíåíèå (2.44) ó÷èòûâàåò ïîãëîùåíèå èäåàëüíî-óïðóãîé ñðåäû è âîçíèêà-

åò â ãåî�èçèêå ïðè èçó÷åíèè (èäåíòè�èêàöèè) ñâîéñòâ ñðåäû ñ ïîìîùüþ ñåé-

ñìè÷åñêèõ âîëí. Ôàêòè÷åñêè, ïðè ïðåäïîëîæåíèè î ãëàäêîñòè ñèñòåìà óðàâíå-

íèé Áîëüöìàíà (îäíà èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ äëÿ ëèíåéíîé íåóïðóãîé

ñðåäû) â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (2.44).

Äëÿ çàäà÷è (2.44)�(2.46) ìîæíî ïîñòàâèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ÿä-

ðà k(x, t), çàäàâàÿ çíà÷åíèå �óíêöèè u(x, z, t) íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà àíà-
ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â çàäà÷å 2.1.
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Î �ÀÍ�ÀÕ ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌÀ È ÌÅÒÎÄÅ �ÀÍ�ÎÂÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

ÏÎÒÎÊÎÂÛÕ ÑÅÒÅÉ Ñ ÂÎ�ÍÓÒÎÉ ÖÅËÅÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ

Ì. Á. Àáàçîêîâ

(Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ �ÀÍ;

Íàëü÷èê, �îññèÿ)

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

z(v) =
∑

ij∈D
cij(vij) lij → min, (1)

∑

i∈Γ+
j

vij −
∑

k∈Γ−

j

vjk = gi (∀ j 6= 1 ∈ B), (2)

∑

j∈Γ−

j

v1j = Q, (3)

vij > 0 (∀ (i, j) ∈ D), (4)

ãäå Γ(B,D) � çàäàííûé îðãðà� ñåòè; B è D � ìíîæåñòâî åãî âåðøèí è äóã;

vij , cij , lij � èñêîìîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ïîòîêà, çàäàííûå óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü

è äëèíà (i, j)-é äóãè; Q � çàäàííûé ïîòîê â ñåòü; gi � çàäàííûé ðàñõîä ïîòîêà

â i-ì óçëå ñåòè. Öåëåâàÿ �óíêöèÿ (1) îòðàæàåò ñòîèìîñòü ïîòîêà ñåòè, îãðàíè-

÷åíèå (2) åñòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïîòîêà, ñîîòíîøåíèå (3) ãîâîðèò î òîì,

÷òî óçåë 1 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ïîòîêà.

Ôóíêöèÿ cij (vij) íåïðåðûâíà, ñòðîãî âîãíóòà (âûïóêëà ââåðõ), âîçðàñòàåò è
cij(0) = 0. Â ñâÿçè ñ âîãíóòîñòüþ öåëåâîé �óíêöèè ýêñòðåìóìû ìîãóò äîñòèãàòü-

ñÿ ëèøü â óãëîâûõ òî÷êàõ âûïóêëîãî (òðàíñïîðòíîãî) ìíîãîãðàííèêà (2)�(4).

Çàäà÷à (1)�(4), êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ ðàíãà ýêñòðåìóìà è

ðàíãîâîé îïòèìèçàöèè. Áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è áëîê-ñõåìû àëãîðèòìîâ

ïîëíîé íåâîçâðàòíîé P -âàðèàöèè è P -îïòèìèçàöèè ñåòè.

Íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ïîòîêîâîé ñåòè

P -ãî ðàíãà îïòèìàëüíîñòè íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python3 è ïðîâåäåí âû-
÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîñòðîåíèÿ ïîòîêîâîé ñåòè 3-ãî ðàíãà îïòèìàëüíî-
ñòè.

Äëÿ îïòèìèçàöèè áûë âçÿò ïëîòíûé áàçîâûé ãðà� (ÏÁ�) ñ êîëè÷åñòâîì

âåðøèí n = 101 (ðèñ. 1 (à)). Áûëà ïðîâåäåíà ïîëíàÿ îïòèìèçàöèÿ 3-ãî ðàíãà

ñ íà÷àëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà ¾Åëêà¿ (ðèñ. 1 (á)). Èí�îðìàöèÿ î ðåçóëüòàòàõ

îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå 1, à íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû äåðåâüÿ 1-ãî, 2-ãî,

3-ãî ðàíãîâ îïòèìàëüíîñòè ((à), (á), (â) ñîîòâåòñòâåííî).

Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1, îáùåå âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ 3-îïòèìàëüíîé ïîòîêîâîé

ñåòè íà ÏÁ� ñîñòàâëÿåò îêîëî 41,5 ÷àñîâ. Îáùàÿ îïòèìèçàöèÿ ñåòè ñîñòàâëÿåò

≈ 6, 86%.
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(à) Á� (á) ÍÎÄ (365, 865 ó. å.)

�èñ. 1. Áàçîâûé ãðà� (Á�) è íà÷àëüíîå îñòîâíîå äåðåâî (ÍÎÄ).

(à) (á) (â)

�èñ. 2. �åçóëüòàòû 3-îïòèìèçàöèè: (à) äåðåâî 1-ãî ðàíãà îïòèìàëüíîñòè

(340, 784 ó. å.); (á) äåðåâî 2-ãî ðàíãà îïòèìàëüíîñòè (340, 496 ó. å.);
(â) äåðåâî 3-ãî ðàíãà îïòèìàëüíîñòè (340, 142 ó. å.).

Òàáëèöà 1.

�åçóëüòàòû 3-îïòèìèçàöèè

Îïòèìèçàöèÿ 1-îïòèìèçàöèÿ Äîâåäåíèå äî 2-

îïòèìàëüíîñòè

Äîâåäåíèå äî 3-

îïòèìàëüíîñòè

Ñòîèìîñòü ñåòè ¾äî¿ 365,865 ó.å. 340,784 ó.å. 340,496 ó.å.

Ñóììàðíîå êîë-âî ïðîõîäîâ

(âñåõ ðàíãîâ)

6 10 16

Ñóììàðíîå êîë-âî óëó÷øåíèé

(âñåõ ðàíãîâ)

115 120 125

Óëó÷øåíèå ñòîèìîñòè 25,081 ó.å. 0,288 ó.å. 0,354 ó.å.

Âðåìÿ (÷àñ:ìèí) <00:01 00:13

(00:14 ñ íà÷àëà)

41:18

(41:32 ñ íà÷àëà)

Ñòîèìîñòü ñåòè ¾ïîñëå¿ 340,784 ó.å. 340,496 ó.å. 340,142 ó.å.

Ëèòåðàòóðà

1. Êóäàåâ Â. ×. �àíãè ýêñòðåìóìîâ è ñòðóêòóðíàÿ îïòèìèçàöèÿ áîëüøèõ ñåòåâûõ ñèñòåì //

Èçâ. Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêîãî íàó÷. öåíòðà �ÀÍ.�2016.�Ò. 72, � 4.�Ñ. 15�24.

2. Êóäàåâ Â. ×., Àáàçîêîâ Ì. Á. �àíãîâàÿ îïòèìèçàöèÿ ïîòîêîâûõ ñåòåé // Âåñòí.

Ê�ÀÓÍÖ. Ôèç.-ìàò. íàóêè.�2018.�Ò. 24, � 4.�Ñ. 178�185. DOI 10.18454/2079-6641-

2018-24-4-178-185.

3. Êóäàåâ Â. ×., Àáàçîêîâ Ì. Á. Êîìïüþòåðíîå ïðîåêòèðîâàíèå ïîòîêîâûõ ñåòåé P -ãî

ðàíãà îïòèìàëüíîñòè // Èçâ. Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêîãî íàó÷í. öåíòðà �ÀÍ.�2019.�Ò. 92,

� 6.�Ñ. 122�131. DOI 10.35330/1991-6639-2019-6-92-122-131.

41



ÌÓËÜÒÈÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÜ ÄËß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ÄÈÍÀÌÈÊÈ ¾ÆÅ�ÒÂÀ�ÕÈÙÍÈÊ�ÑÓÏÅ�ÕÈÙÍÈÊ¿

ÍÀ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌ À�ÅÀËÅ

À. Àëìàñðè

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ìóëüòèñòàáèëüíîñòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðåõ

âèäîâ, îïèñûâàþùåé âçàèìîéäåéñòâèå æåðòâû u(x, t), ïîòðåáëÿþùåãî åå õèù-

íèêà v(x, t) è ñóïåðõèùíèêà w(x, t), ïèòàþùåãîñÿ îáîèìè âèäàìè â ñëó÷àå íåîä-
íîðîäíîãî îäíîìåðíîãî àðåàëà x ∈ [0, a]. �àññìàòðèâàåìàÿ ìoäåëü ïðè äoïoë-

íèòåëüíûõ óñëoâèÿõ íà ïàðàìåòðû oòíoñèòñÿ ê êëàññó êoñèììåòðè÷íûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì [1]. Âïåðâûå íåïðåðûâíûå ñåìåéñòâà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì ñ

ñóïåðõèùíèêîì áûëè ïîëó÷åíû â [2, 3]. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíà â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

u̇ = −q′1 + F1, q1 = −k1u′ + α1uϕ
′
1, ϕ1 = ln p ,

v̇ = −q′2 + F2, q2 = −k2v′ + α2vϕ
′
2, ϕ2 = ln (p + β2u), (1)

ẇ = −q′3 + F3, q3 = −k3w′ + α3wϕ
′
3, ϕ3 = ln (p+ β3u).

Çäåñü qi (i = 1, 2, 3) � ïîòîêè âèäîâ, ki � êîý��èöèåíòû äè��óçèè, íàïðàâëåí-

íàÿ ìèãðàöèÿ (òàêñèñ) çàäàåòñÿ �óíêöèÿìè ϕi, αi, βi � ìèãðàöèîííûå êîý��è-

öèåíòû, p = p(x) � �óíêöèÿ ðåñóðñà, òî÷êîé îáîçíà÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèå

ïî âðåìåíè t, øòðèõîì � ïðîèçâîäíàÿ ïî x. ×ëåíû Fi îïèñûâàþò ëîêàëüíîå

âçàèìîäåéñòâèå âèäîâ íà îñíîâå �óíêöèîíàëüíîãî îòêëèêà Õîëëèíãà âòîðîãî

ðîäà:

F1 = u

(
1− u

p
− v + w

p+ cu

)
, F2 = v

(
η2u− d2w

p+ cu
− µ2

)
, F3 = w

(
η3u+ d3v

p+ cu
− µ3

)
.

Çäåñü µ2, µ3 � êîý��èöèåíòû åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè õèùíèêà (v) è ñóïåðõèù-
íèêà (w), η2, η3 � êîý��èöèåíòû ïèùåâîé öåííîñòè, d2, d3 � êîý��èöèåíòû,

îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå õèùíèêîâ.

Ñèñòåìà (1) äîïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè ïðè x = 0 (x = a):

u(0, t) = u(a, t), v(0, t) = v(a, t), w(0, t) = w(a, t),

q1(0, t) = q1(a, t), q2(0, t) = q2(a, t), q3(0, t) = q3(a, t).

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ äëÿ ïëîòíîñòåé âèäîâ

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x).

Â ñëó÷àå kj = 0, ϕj = 0, p(x) > 0 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��å-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì.
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Äëÿ c = 0 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à êîñèììåòðè÷íà è ÿâíûå

�îðìóëû äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàâíîâåñèé:

u = γ1p, v = γ2p, w = γ3p, (2)

γ1 ∈
[
µ2
η2
,
d2 + µ2
d2 + η2

]
, γ2 =

(
1 +

µ2
d2

)
−
(
γ1 +

γ1η2
d2

)
, γ3 =

η2γ1 − µ2
d2

.

Â ñëó÷àå p(x) = 1 ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî [2℄.
Ïðè kj = αj (j = 1, 2, 3) è âûïîëíåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû

η3 =

(
1 +

η2
d2

)
d3, µ3 =

(
1 +

µ2
d2

)
d3

ñèñòåìà (1) èìååò êîñèììåòðèþ

L =

[
vw, − 1

d2
uw,

1

d3
uv

]

íà ïîäïðîñòðàíñòâå

u = c1p, v = c2p, w = c3p, cj ∈ R (j = 1, 2, 3),

è ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2).
Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñðåäå MATLAB

äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðå-

çóëüòàòå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â. �. Öèáóëèíó çà âíèìàíèå ê

ðàáîòå.
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Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇßÕ ÎÏÎ�ÍÎÉ È �ÀÄÈÀËÜÍÎÉ

ÔÓÍÊÖÈÉ ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ ÂÛÏÓÊËÎÉ ÔÈ�Ó�ÎÉ

Ë. À. Àïèíÿí

(�îññèéñêî-Àðìÿíñêèé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè; Åðåâàí, Àðìåíèÿ)

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ èí�îðìàöèè èëè ïîëíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âûïóêëûõ òåë

ïî ðàñïðåäåëåíèÿì õàðàêòåðèñòèê k-ìåðíûõ ñå÷åíèé � îäíà èç îñíîâíûõ çà-

äà÷ ñòîõàñòè÷åñêîé òîìîãðà�èè. �åøåíèå òàêèõ çàäà÷ âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè

òåîðåòè÷åñêîãî èíòåðåñà. Ýòà îáëàñòü áûëà çíà÷èòåëüíî ðàçâèòà â òå÷åíèå ïî-

ñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé, êîãäà òðåáîâàëîñü âñå áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåàëüíûõ ïðè-

ëîæåíèé [1�3℄. Â ÷àñòíîñòè, âîññòàíîâëåíèå âûïóêëîãî òåëà ïî åãî ñëó÷àéíûì

ñå÷åíèÿì ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé çàäà÷åé ñòîõàñòè÷åñêîé òîìîãðà�èè.

Çàäà÷à íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âçàèìîñâÿçè ìåæäó îïîðíîé

�óíêöèåé è ðàäèàëüíîé �óíêöèåé, ñâÿçàííûõ ñ âûïóêëîé �èãóðîé íà ïëîñêî-

ñòè.

Îïîðíàÿ �óíêöèÿ âûïóêëîé �èãóðû A � hA(ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

supx∈A〈x, u〉, ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíûé óãîë, à u � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâ-

ëåíèè ϕ.
�àäèàëüíàÿ �óíêöèÿ âûïóêëîé �èãóðû A � ρA(ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

maxt∈R{t > 0; tu ∈ A}, ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíûé óãîë, à u � åäèíè÷íûé âåêòîð

â íàïðàâëåíèè ϕ [4℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ óãîë íàêëîíà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé íà÷àëî êî-

îðäèíàò ñ òî÷êîé íà ãðàíèöå òåëà, èìåþùåé çàäàííóþ âíåøíþþ íîðìàëü, ñ

ïîìîùüþ îïîðíîé �óíêöèè:

α(ϕ) = arcsin

(
h(ϕ) sinϕ+ h′(ϕ) cos ϕ√

h(ϕ)2 + h′(ϕ)2

)
.

2. Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ óãîë âíåøíåé íîðìàëè òåëà â ãðàíè÷íîé òî÷êå

÷åðåç óãîë ëó÷à, ïðîõîäÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò ÷åðåç ýòó òî÷êó, ñ ïîìîùüþ

ðàäèàëüíîé �óíêöèè:

ϕ(α) = arctan

(
ρ(α) sinα− ρ′(α) cosα
ρ(α) cosα+ ρ′(α) sinα

)
.

3. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ óãëà âíåøíåé íîðìàëè òåëà â ãðàíè÷íîé òî÷êå ÷å-

ðåç óãîë ëó÷à, ïðîõîäÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò ÷åðåç ýòó òî÷êó, ñ ïîìîùüþ

îïîðíîé �óíêöèè.

Ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðûé óãîë α0 è ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ϕl = α0 +
π

2
; ϕr = α0 −

π

2
.

Äàëåå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå (i-å) ïðèáëèæåíèå ϕ′ = ϕl+ϕr

2 .
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Ïðè ïîìîùè �îðìóëû, ïîëó÷åííîé èç çàäà÷è 1, âûñ÷èòûâàåòñÿ α(ϕ′).
• Åñëè α(ϕ′) = α0, òî ϕ(α0) = ϕ′

, ò. å. îòâåò íàéäåí è àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ.

• Åñëè α(ϕ′) > α0, òî ϕl è ϕr ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕl = ϕ′
è ϕr = ϕr.

• Åñëè α(ϕ′) < α0, òî ϕl è ϕr ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕl = ϕl è ϕr = ϕ′.

Ñíîâà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ϕ′
è àëãîðèòì ïðîäîëæàåòñÿ.

Àëãîðèòì òàêæå ìîæåò çàâåðøèòüñÿ, åñëè íà êàêîì-òî øàãå ðàçíîñòü äâóõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé áóäåò óäîâëåòâîðèòåëüíî ìàëîé (ìåíüøå íåêî-

òîðîãî íàïåðåä çàäàííîãî çíà÷åíèÿ).

4. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ñîåäèíÿþùåé íà÷àëî êîîðäè-

íàò ñ òî÷êîé íà ãðàíèöå òåëà, èìåþùåé çàäàííóþ âíåøíþþ íîðìàëü, ñ ïîìîùüþ

ðàäèàëüíîé �óíêöèè. (Àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó èç çàäà÷è 3.)

5. Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ðàäèàëüíóþ �óíêöèþ ÷åðåç îïîðíóþ:

ρ(α) =
h(ϕ(α))

cos(ϕ(α) − α)
.

6. Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ îïîðíóþ �óíêöèþ ÷åðåç ðàäèàëüíóþ:

h(ϕ) = ρ(α(ϕ)) cos(ϕ− α(ϕ)).
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ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÁÀËÀÍÑÀ ÂËÈßÍÈß Â ÊÎÎÏÅ�ÀÒÈÂÍÎÉ È��Å

Ï�È ÈÇÌÅÍÅÍÈÈ ÑÎÑÒÀÂÀ À�ÅÍÒÎÂ

Ä. Ñ. Áåçãèí

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

Â òåîðèè èãð, èãðà ãîëîñîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîîïåðàòèâíîé

èãðû. Çàäà÷à êîîïåðàòèâíîé èãðû � ðàñïðåäåëåíèå ìåæäó àãåíòàìè õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé �óíêöèè, ò. å. äîõîäà è âëèÿíèÿ [1, ñ. 65℄. Èãðà ãîëîñîâàíèÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ �îðìóëîé (1):

v(K) =




1,

∑
i∈K

qi > Q,

0,
(1)

ãäå qi � ÷èñëî ãîëîñîâ, êîòîðûå èìååò àãåíò, K � âûèãðûâàþùàÿ êîàëèöèÿ

àãåíòîâ, Q � ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Øåïëè èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû (2), (3) [1, ñ.77℄:

Φi(v) =
∑

Ki

γn(k)
[
v(K)− v(K\{i})

]
, iN, (2)

γn(k) =
(k − 1)!(n − k)!

n!
, k = |K|, n = |N |, (3)

ãäå N � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, K � ÷èñëî ÷ëåíîâ ìèíèìàëüíîé âûèãðûâàþùåé

êîàëèöèè.

Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ ãîëîñîâàíèÿ òðåáóåò, âñëåä çà ýòèì, âíå-

ñåíèÿ èçìåíåíèé â ïðàâèëà ãîëîñîâàíèÿ, ëèáî èçìåíåíèÿ âëèÿíèÿ (êîëè÷åñòâà

ãîëîñîâ) îñíîâíûõ ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà ãîëîñîâàíèÿ äî åãî ïðîâåäåíèÿ.

�àññìîòðèì ïðîöåññ ãîëîñîâàíèÿ â Ñîâåòå Áåçîïàñíîñòè ÎÎÍ ñ òî÷-

êè çðåíèÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû. Èãðó ãîëîñîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(39; 7, 7, 7, 7, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), ãäå 39 � ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå äëÿ ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ, 7� êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ ó ïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ

Ñîâåòà Áåçîïàñíîñòè, 1 � êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ ó íåïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ ÑÁ ÎÎÍ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííûå ÷ëåíû ÑÁ ÎÎÍ îáëàäàþò ïðàâîì âåòî, ò. å. áåç èõ

ñîãëàñèÿ íåâîçìîæíî íàáðàòü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ

êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ.

Àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëåíî [2, ñ. 69℄, ÷òî C-ÿäðîì èãðû ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûå

÷ëåíû Ñîâåòà Áåçîïàñíîñòè (�îññèÿ, Êèòàé, ÑØÀ, Âåëèêîáðèòàíèÿ, Ôðàíöèÿ).

�àñïðåäåëåíèå âåêòîðà Øåïëè èìååò âèä:

ΦHi (v) = 0, 00186 äëÿ íåïîñòîÿííîãî àãåíòà,
Φni (v) = 0, 199628 äëÿ ïîñòîÿííîãî àãåíòà.
Ïðè èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà ïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ ÑÁ ÎÎÍ êîîïåðàòèâíàÿ èãðà

ìîæåò ïðèíÿòü âèä (39; 7, 7, 7, 7, 7, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). Ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ
îïðåäåëåíî, ÷òî C-ÿäðî èãðû îòñóòñòâóåò, ïîñòîÿííûå ÷ëåíû ÑÁ ÎÎÍ òåðÿþò

ïðàâî âåòî [2, ñ. 69℄. �àñïðåäåëåíèå âåêòîðà Øåïëè èìååò âèä:

ΦHi (v) = 0, 00082 äëÿ íåïîñòîÿííîãî àãåíòà,
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Φni (v) = 0, 199836 äëÿ ïîñòîÿííîãî àãåíòà.
Ïðè èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà íåïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ ÑÁ ÎÎÍ èãðà ìîæåò ïðè-

íÿòü âèä (39; 7, 7, 7, 7, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). Â òàêîì ñëó÷àå C-ÿäðî ñîõðàíÿ-
åòñÿ, ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà Øåïëè ïðèíèìàåò âèä:

ΦHi (v) = 0, 0012 äëÿ íåïîñòîÿííîãî àãåíòà,
Φni (v) = 0, 197426 äëÿ ïîñòîÿííîãî àãåíòà.
Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ñîñòàâà ïîñòîÿííûõ àãåíòîâ ïðèíöèïèàëüíî âëè-

ÿåò íà ïðîöåññ ãîëîñîâàíèÿ â Ñîâåòå Áåçîïàñíîñòè ÎÎÍ. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà

ó÷àñòíèêîâ ãîëîñîâàíèÿ òðåáóåò, âñëåä çà ýòèì, âíåñåíèÿ èçìåíåíèé â ïðàâèëà

ãîëîñîâàíèÿ, ëèáî èçìåíåíèÿ âëèÿíèÿ (êîëè÷åñòâà ãîëîñîâ) îñíîâíûõ ó÷àñòíè-

êîâ ïðîöåññà ãîëîñîâàíèÿ äî åãî ïðîâåäåíèÿ [2, ñ. 70℄.

Â 2025 ãîäó ñåíàòîðû âíåñëè çàêîíîïðîåêò î âûõîäå ÑØÀ èç ÎÎÍ

(Ñåíàòîðû âíåñëè çàêîíîïðîåêò î âûõîäå ÑØÀ èç ÎÎÍ // �ÁÊ URL:

https://www.rb
.ru/politi
s/21/02/2025/67b82a0b9a79473867f37940 (äàòà

îáðàùåíèÿ: 20.07.2025)).

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîöåññ ãîëîñîâàíèÿ â Ñîâåòå Áåçîïàñíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

(39; 7, 7, 7, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) è òðåáóåò ïåðåñìîòðà ïðàâèë ïî ïðè÷èíå îò-

ñóòñòâèÿ C-ÿäðà è íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîãî êîëè-

÷åñòâà ãîëîñîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ áàëàíñà âëèÿíèÿ è ñîõðàíåíèÿ ïðàâà

âåòî ó ïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ Ñîâåòà Áåçîïàñíîñòè è âîññòàíîâëåíèÿ âîçìîæíîñòè

íàáîðà ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ãîëîñîâ, áûëî ïðåäëîæåíî èçìå-

íèòü âèä èãðû íà (39; 7, 7, 7, 7, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1). Îïðåäåëåíî, ÷òî â óêàçàí-
íîé êîîïåðàòèâíîé èãðå C-ÿäðî ñîñòîèò èç îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ ÑÁ ÎÎÍ (�îññèÿ,

Êèòàé, Âåëèêîáðèòàíèÿ, Ôðàíöèÿ) ñ ñîõðàíåíèåì èõ ïðàâà âåòî. �îëîñà íåïîñòî-

ÿííûõ ÷ëåíîâ ðàñïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 ãîëîñ ó ó÷àñòíèêîâ ïåðâîãî
ãîäà ó÷àñòèÿ â Ñîâåòå Áåçîïàñíîñòè, 2 ãîëîñà ó ó÷àñòíèêà âòîðîãî ãîäà ó÷à-

ñòèÿ. Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ãîëîñîâ ïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü áàëàíñ âëèÿíèÿ è íå

òðåáóåò äàëüíåéøåãî èçìåíåíèÿ ñîñòàâà ó÷àñòíèêîâ Ñîâåòà Áåçîïàñíîñòè ÎÎÍ.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ ÒÅÏËÀ

Â ÒÂÅ�ÄÎÌ ÒÅËÅ Ï�È ÂÛÑÎÊÈÕ ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÀÕ

�. Ç. Áåðåçãîâà

(Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ �ÀÍ;

Íàëü÷èê, �îññèÿ)

Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ òåïëîïåðåäà÷è èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàçâèòèè íàó-

êè è òåõíîëîãèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òåïëîïåðåäà÷è

â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïèðàåòñÿ íà ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñ ïðèìåíåíèåì

êîìïüþòåðîâ. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ëèíåéíîå èçìåíåíèå òåïëîåìêîñòè è

ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå òâåðäîãî òåëà â �èçèêå òâåðäîãî òåëà îáúÿñíÿþòñÿ èìåí-

íî àíãàðìîíèçìîì êîëåáàíèé àòîìîâ ñðåäû. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

èññëåäîâàíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî èç òèïè÷íûõ íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè, ó÷èòûâàþùåãî àíãàðìîíè÷åñêèå ïîïðàâêè.

Â ðàáîòå âûâåäåíî óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåï-

ëà â êðèñòàëëè÷åñêîì òâåðäîì òåëå ñ ó÷åòîì àíãàðìîíèçìà êîëåáàíèé àòîìîâ.

Âûâîä óðàâíåíèÿ. �àññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â êðèñòàë-

ëè÷åñêîì òâåðäîì òåëå ñ ó÷åòîì àíãàðìîíèçìà êîëåáàíèé àòîìîâ. Êîëè÷åñòâî

òåïëà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñå÷åíèå ∆S çà âðåìÿ ∆t, ðàâíî

k
∂u(x, t)

∂z
∆S∆t,

ãäå u(x, t) � òåìïåðàòóðà òåëà, k � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, x � êîîð-

äèíàòà, t � âðåìÿ. Êîëè÷åñòâî òåïëà ÷åðåç íåêîòîðûé ìàëûé èíòåðâàë ðàññòî-

ÿíèé ∆t ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

k
∂u(x+∆x, t)

∂z
∆S∆t.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî òåïëà â ñëîå òîëùèíîé ∆x åñòü

k
∂u(x+∆x, t)

∂z
∆S∆t− k

∂u(x, t)

∂z
∆S∆t ≈ k

∂2u(x+∆x, t)

∂x2
∆V∆t, (1)

ãäå ∆V = ∆S∆t � îáúåì íàãðåòîãî ñëîÿ.

Äàëåå, â óäîâëåòâîðèòåëüíîì ïðèáëèæåíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü àíãàðìîíèçì

êîëåáàíèé àòîìîâ. Çäåñü èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü óäåëüíîé èçîáàðíîé

òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû [1, 2℄:

Cp = C0(1 + βu), (2)

ãäå C0 è β � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ñ ó÷åòîì (2) òåïëîòà â ðàññìàòðèâàå-

ìîì ñëîå ðàâíà

ρ
∂u

∂t
∆V∆t = ρ

[
∂

∂t

u∫

0

Cp(u
′) du′

]
∆V∆t = ρC0(1 + βu)

∂u

∂t
∆V∆t, (3)
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ãäå ρ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà. Ïðèðàâíèâàÿ (1) è (3), íàõîäèì

(1 + βu)
∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
, (4)

ãäå α = k/(ρC0) � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.

Óðàâíåíèå (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ

èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ àíãàðìîíèçìà êîëåáàíèé àòîìîâ ñðåäû íà îñíîâå ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (4). ×èñëåííî

ðåàëèçîâàíî ðåøåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â îáëàñòè Ω = (0, l)× (0, T ) ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

(1 + βu)ut − αuxx = 0. (5)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (5) èññëåäîâàíà ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

u(x, 0) = u0(x), (6)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. (7)

Ïðåäñòàâëåíû åå ïðèìåðû ðåøåíèÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

u0(x) = exp

(
−2(x− x0)

2

R

)
, u(0) = u(1) = 0, (8)

ãäå x0 = 0, 5 � ïîëîæåíèå òî÷êè ñ ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðîé, R = 0, 02 �

ý��åêòèâíûé ðàäèóñ, íà êîòîðîì òåìïåðàòóðà óìåíüøàåòñÿ â 7, 4 ðàçà. Îòìå-
òèì, ÷òî óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå (8), âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ëàçåðíîãî íàãðåâà,

ïðåêðàùàþùåãî ñâîå äåéñòâèå ïðè t = 0, êîãäà �îêàëüíîå ïÿòíî ðàäèóñîì R
èìååò ãàóññîâñêèå ðàñïðåäåëåíèå ïî èíòåíñèâíîñòè.

Â öåëÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ Ñ++. Âûïîëíåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ó÷åò

àíãàðìîíèçìà êîëåáàíèé àòîìîâ òâåðäîãî òåëà ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ïðîöåññà

îñòûâàíèÿ. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåïëîòà äîïîëíèòåëü-

íî çàïàñàåòñÿ â îáðàçöå çà ñ÷åò âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàòåëüíûõ ìîä [2℄. Ýòî â

ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ èçîáàðíîé òåïëîåìêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ

�îðìóëîé (2). Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû â ðàìêàõ íîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ïîêàçûâàþò, ÷òî àíãàðìîíèçì êîëåáàíèé àòîìîâ ñóùåñòâåííî ñêàçûâà-

åòñÿ íà êèíåòèêå ïðîöåññà ïåðåíîñà òåïëà â òâåðäîì òåëå è åãî îñòûâàíèè.

1. Áðàíäò Í. Á., ×óäèíîâ Ñ. Ì. Ýëåêòðîíû è �îíîíû â ìåòàëëàõ.�Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1990.�

335 ñ.

2. �åõâèàøâèëè Ñ. Ø. Òåïëîåìêîñòü òâåðäûõ òåë �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû ñ ó÷åòîì àí-

ãàðìîíèçìà êîëåáàíèé àòîìîâ // Æóðí. òåõ. �èç.�2008.�Ò. 78, � 12.�C. 54�58.
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ÍÀ×ÀËÜÍÎ-Ê�ÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÎËÓËÈÍÅÉÍÛÕ

ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÏÎ�ËÎÙÅÍÈÅÌ

È ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ��ÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Ä. À. Áóëûíî

(Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò; Ìèíñê, Áåëàðóñü)

�àññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ïîëóëèíåéíûõ ïàðà-

áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîãëîùåíèåì è íåëèíåéíûìè íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè:





ut = ∆u+ vp − aur, vt = ∆v + uq − bvs, x ∈ Ω, t > 0,

∂u(x, t)

∂ν
=

∫

Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

∂v(x, t)

∂ν
=

∫

Ω

ψ(x, y, t)vn(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

(1)

ãäå a, b, p, q, r, s, m, n � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

â R
N (N > 1) ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ν � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω.
Îòíîñèòåëüíî äàííûõ çàäà÷è (1) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå:

φ(x, y, t) ∈ C
(
∂Ω× Ω× [0,+∞)

)
, φ(x, y, t) > 0;

ψ(x, y, t) ∈ C
(
∂Ω× Ω× [0,+∞)

)
, ψ(x, y, t) > 0;

u0(x) ∈ C1
(
Ω
)
, v0(x) ∈ C1

(
Ω
)
, u0(x) > 0, v0(x) > 0 â Ω;

∂u0(x)

∂ν
=

∫

Ω

φ(x, y, 0)um0 (y) dy,
∂v0(x)

∂ν
=

∫

Ω

ψ(x, y, 0)vn0 (y) dy íà ∂Ω.

Ïóñòü QT = Ω× (0, T ), ST = ∂Ω× (0, T ), ΓT = ST ∪ Ω× {0}, ãäå T > 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé (u(x, t), v(x, t)) íàçûâàåò-
ñÿ íèæíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) â QT , åñëè u, v ∈ C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ∪ ΓT ) è





ut 6 ∆u+ vp − aur, vt 6 ∆v + uq − bvs, (x, t) ∈ QT ,

∂u(x, t)

∂ν
6

∫

Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

∂v(x, t)

∂ν
6

∫

Ω

ψ(x, y, t)vn(y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

u(x, 0) 6 u0(x), v(x, 0) 6 v0(x), x ∈ Ω.

(2)

Ïàðà íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé (u(x, t), v(x, t)) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ðåøåíè-

åì çàäà÷è (1) â QT , åñëè u, v ∈ C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ∪ ΓT ) è óäîâëåòâîðÿ-

åò (2) ñ íåðàâåíñòâàìè ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Ïàðà íåîòðèöàòåëüíûõ �óíê-

öèé (u(x, t), v(x, t)) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) â QT , åñëè (u(x, t), v(x, t))
êàê íèæíèì ðåøåíèåì, òàê è âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) â QT .
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Îïðåäåëåíèå 2. �åøåíèå (umax(x, t), vmax(x, t)) çàäà÷è (1) â QT íàçûâàåòñÿ

ìàêñèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ (u(x, t), v(x, t)) çàäà÷è (1) âQT
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà u(x, t) 6 umax(x, t), v(x, t) 6 vmax(x, t) äëÿ (x, t) ∈ QT .

Èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñè-

ñòåì ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Â ÷àñòíî-

ñòè, çàäà÷à (1) ïðè a = b = 0 ðàññìàòðèâàëàñü â [1℄. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1)

ïðè a = b = 0 è íåëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå èçó÷àëàñü â [2℄.

Äîêàçàíî ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 1. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ T çàäà÷à (1) èìååò ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå
â QT .

Óñòàíîâëåí ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (u(x, t), v(x, t)) è (u(x, t), v(x, t))� âåðõíåå è íèæíåå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1) âQT ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(x, t) > 0 èëè u(x, t) > 0
â QT ∪ ΓT è v(x, t) > 0 èëè v(x, t) > 0 â QT ∪ ΓT , åñëè min(p, q,m, n) < 1. Òîãäà
u(x, t) > u(x, t) è v(x, t) > v(x, t) â QT ∪ ΓT .

Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ÿâëÿþòñÿ

ïîëîæèòåëüíûìè �óíêöèÿìè.

Ëåììà 1. Ïóñòü (u, v) � ðåøåíèå çàäà÷è (1) â QT . Åñëè min(r, s) > 1 è

u0(x) 6≡ 0 èëè v0(x) 6≡ 0 â Ω, òî u(x, t) > 0 è v(x, t) > 0 â QT ∪ST . Åñëè u0(x) > 0
è v0(x) > 0 â Ω è ëèáî p < r < 1, q < s < 1, ëèáî max(r, s) > 1, òî u(x, t) > 0 è
v(x, t) > 0 â QT ∪ ΓT .

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 è ëåììû 1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-

âèÿõ ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî â QT .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (u, v) � ðåøåíèå çàäà÷è (1) â QT . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) u(x, t) > 0 è v(x, t) > 0 â QT ∪ ΓT ;
2) min(p, q,m, n) > 1;
3) min(p, q,m, n) < 1, u0(x) > 0 è v0(x) > 0 â Ω è ëèáî p < r < 1, q < s < 1,

ëèáî max(r, s) > 1.
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî â QT .

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à (1) ìîæåò èìåòü íååäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå â QT .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü u0(x) = v0(x) ≡ 0 è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäó-

þùèõ óñëîâèé:

1) pq < 1, r > λp è s > q/λ ïðè λ ∈ [q, 1/p];
2) min(1, r) > m è φ(x, y1, t1) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂Ω è íåêîòîðûõ y1 ∈ ∂Ω

è t1 ∈ [0, T );
3) min(1, s) > n è ψ(x, y2, t2) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂Ω è íåêîòîðûõ y2 ∈ ∂Ω

è t2 ∈ [0, T ).
Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå â QT .

Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíû â [3℄.

Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ðàçðóøàþò-

ñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Òåîðåìà 5. Åñëè pq > max(r, 1)max(s, 1), òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (1), êîòîðûå ðàçðóøàþòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
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Î ÔÓÍÊÖÈßÕ Ñ ÍÓËÅÂÛÌÈ ÈÍÒÅ��ÀËÀÌÈ ÏÎ ÑÅÌÅÉÑÒÂÓ

ÈÇ �ÀÂÍÎÁÅÄ�ÅÍÍÎ�Î Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀ È ÊÂÀÄ�ÀÒÀ

1

È. Ñ. Âëàñåíêî

(Äîíåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò; Äîíåöê, �îññèÿ),

Â. Â. Âîë÷êîâ

(Äîíåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò; Äîíåöê, �îññèÿ)

Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü â äåéñòâèòåëüíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå R
n
ðàçìåðíîñòè n > 2 ñ åâêëèäîâîé íîðìîé | · | çàäàíû îòêðûòîå

ìíîæåñòâî D è êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(n) ãðóïïó äâè-

æåíèé R
n
, Mot(A,D) = {λ ∈ M(n) : λA ⊂ D}. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ R

n

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Ïîìïåéþ â D, åñëè äëÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé �óíê-

öèè f : D → C, èç óñëîâèÿ
∫
λA f(x)dx = 0 äëÿ âñåõ λ ∈ Mot(A,D) ñëåäóåò, ÷òî

f = 0 ïî÷òè âñþäó â D. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ Ïîìïåéþ â D îáîçíà÷èì

÷åðåç P (D). Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Ïîìïåéþ çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè P (Rn).
Îíà áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà ðóìûíñêèì ìàòåìàòèêîì Ïîìïåéþ â ïðîøëîì âåêå

è äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà (ñì. îáçîð [1℄ ñ îáøèðíîé áèáëèîãðà�èåé), õîòÿ è

íå ðåøåíà ïîëíîñòüþ. Â [2℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè A ∈ P (Rn), òî A ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì Ïîìïåéþ â øàðå BR = {x ∈ R
n : |x| < R} ðàäèóñà R > 2r∗(A), ãäå

r∗(A) = inf{R > 0 : Mot(A,BR) 6= ∅}. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [2℄ ïîñòàâëåíà

Ïðîáëåìà 1. Äëÿ äàííîãî êîìïàêòà A ⊂ R
n
íàéòè çíà÷åíèå

RA = inf{R > 0 : A ∈ P (BR)}.

�àññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé íàáîð (ñåìåéñòâî) êîìïàêò-

íûõ ìíîæåñòâ Aj , j = 1, . . . ,m. Åñëè äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ëîêàëüíî ñóì-

ìèðóåìîé â øàðå BR �óíêöèè f èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1) äëÿ âñåõ A = Aj
(j = 1, 2, . . . ,m) è λ ∈ Mot(Aj , BR) ñëåäóåò f = 0 ï. â. â BR, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

{Aj}mj=1 ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì Ïîìïåéþ â øàðå BR è îáîçíà÷àòü {Aj} ∈ P (BR).
Àíàëîãè÷íî ïðîáëåìå 1 âîçíèêàåò (ñì., íàïðèìåð, [3℄)

Ïðîáëåìà 2. Äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà {Aj}mj=1 êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ

Aj ⊂ R
n
íàéòè âåëè÷èíó

R{Aj} = inf{R > 0 : {Aj} ∈ P (BR)}.

Â [1�4℄ ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ðå-

øåíû óêàçàííûå ïðîáëåìû èëè ïîëó÷åíû îöåíêè èñêîìûõ âåëè÷èí. Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå ïðîáëåìà 2 ðåøåíà äëÿ ñåìåéñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ðàâíîáåäðåííîãî

òðåóãîëüíèêà è êâàäðàòà â R
2
.

�àññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê T ⊂ R
2
ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè

åäèíè÷íîé äëèíû è óãëîì ìåæäó íèìè π/6:

T =
{
(x, y) ∈ R

2 : 0 6 x 6 cos(π/12), y 6 x tan(π/12)
}

1

Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïî òåìå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 124012400352-6.
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è êâàäðàò ñî ñòîðîíîé åäèíè÷íîé äëèíû:

K1 =
{
(x, y) ∈ R

2 : x 6 1/2, y 6 1/2
}
.

Äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R
n
è ÷èñëà µ > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

µA = {x ∈ R
n : x/µ ∈ A}. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ òàêèõ µ è A

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî R(µA) = µR(A).
Ïîñêîëüêó ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî R(T ) = 6/4 è R(K1) = 5/2, ðàññìîòðèì

êâàäðàò K = 30
10K1. Òîãäà R(T ) = R(K) = 6/4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû

ïðåäñòàâëÿåò

Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî R{T,K} = 3/
√
3.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 áûëè èçó÷åíû ðàçìåùåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

ìíîæåñòâ âíóòðè êðóãà, íàéäåíû ýêñòðåìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà êðóãà äî

âåðøèí è ñòîðîí ìíîæåñòâ. Ìåòîäàìè, òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìûìè äëÿ ðåøå-

íèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, áûë ïîëó÷åí îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

�åøåíèå ëîêàëüíîãî âàðèàíòà ïðîáëåìû Ïîìïåéþ èìååò ïðèìåíåíèÿ â ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. �àññìîòðèì ïðèìåíåíèå â êîìïëåêñíîì àíàëèçå.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òèïà Ìîðåðû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ C(BR) è âûïîëíåíî óñëîâèå

∫

∂(λT )

f(z) dz = 0 ïðè âñåõ λ ∈ Mot(T,BR). (∗)

Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè R > R(T ), òî f ãîëîìîð�íà â BR;
2) åñëè 3

√
3 < R < R(T ), òî ñóùåñòâóþò íåãîëîìîð�íûå, áåñêîíå÷íî äè�-

�åðåíöèðóåìûå �óíêöèè â BR ñ óñëîâèåì (∗).
Âûâîäû. Â ðàáîòå â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíî çíà÷åíèå âåëè÷èíû R{T,K} =

3/
√
3 ≈ 0, 577. Îáùèå ñîîáðàæåíèÿ äàâàëè îöåíêó R{T,K} 6 6/4 ≈ 0.612. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñóùåñòâåííîå óòî÷íåíèå èñêîìîé âåëè÷èíû.
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Î p-ÂÛÏÓÊËÎÑÒÈ È q-ÂÎ�ÍÓÒÎÑÒÈ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ

ÁÀÍÀÕÀ � ÊÀÍÒÎ�ÎÂÈ×À ÍÀÄ ÊÎËÜÖÎÌ ÈÇÌÅ�ÈÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

�. Á. Çàêèðîâà

(Òàøêåíòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òðàíñïîðòíûé óíèâåðñèòåò;

Òàøêåíò, Óçáåêèñòàí)

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà è L0(B) := C∞(Q(B)) �
àëãåáðà âñåõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé x : Q(B) → [−∞,+∞], îïðåäåëåííûõ íà

ñòîóíîâñêîì êîìïàêòå Q(B), îòâå÷àþùåì áóëåâîé àëãåáðå B è ïðèíèìàþùèõ

çíà÷åíèÿ ±∞ ëèøü íà íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâàõ èç Q(B).
Ïóñòü L0(Ω) = L0(Ω,Σ, µ) � êîëüöî âñåõ êëàññîâ ðàâíûõ ïî÷òè âñþäó

äåéñòâèòåëüíûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå

(Ω,Σ, µ) ñ σ-êîíå÷íîé ÷èñëîâîé ìåðîé µ, B(Ω) � ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà âñåõ

èäåìïîòåíòîâ èç L0(Ω). Ïóñòü m � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ L0(Ω)-çíà÷íàÿ ìå-

ðà íà B, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì Ìàãàðàì, ò. å. äëÿ ëþáûõ e ∈ B, f ∈ L0(Ω),
0 6 f 6 m(e), ñóùåñòâóåò òàêîå q ∈ B, q 6 e, ÷òî m(q) = f (òàêèå ìåðû

íàçûâàþò ìåðàìè Ìàãàðàì). Â ýòîì ñëó÷àå [1℄ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíú-

åêòèâíûé âïîëíå àääèòèâíûé áóëåâ ãîìîìîð�èçì ϕ : B(Ω) → B òàêîé, ÷òî

∇(m) = ϕ(B(Ω)) åñòü ïðàâèëüíàÿ áóëåâà ïîäàëãåáðà â B, è m(ϕ(q)e) = qm(e)
äëÿ âñåõ q ∈ B(Ω), e ∈ B. Êðîìå òîãî, àëãåáðà L0(Ω) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-

äàëãåáðîé L0(∇(m)) = C∞(Q(∇(m))) â àëãåáðå L0(B) è ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé

âåêòîðíîé ïîäðåøåòêîé â L0(B). Ïðè ýòîì L0(B) ÿâëÿåòñÿ L0(∇(m))-ìîäóëåì.
Ïóñòü E � íåíóëåâîé L0(∇(m))-ïîäìîäóëü â L0(B), è ‖ · ‖E åñòü L0(Ω)-

çíà÷íàÿ íîðìà íà E, íàäåëÿþùàÿ E ñòðóêòóðîé ðåøåòî÷íî íîðìèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà íàä L0(Ω). Ïóñòü 0 < p, q < ∞. �ÍÏ E íàçûâàåòñÿ p-âûïóêëîé
(ñîîòâåòñòâåííî q-âîãíóòîé ), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîå ÷èñëî M òàêîå, ÷òî

äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}nk=1 ⊆ E èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

∥∥∥∥∥

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p∥∥∥∥∥

E

6M

(
n∑

k=1

∥∥xk
∥∥p
E

)1/p

, (1)

ñîîòâåòñòâåííî,

(
n∑

k=1

∥∥xk
∥∥q
E

)1/q

6M

∥∥∥∥∥

(
n∑

k=1

|xk|q
)1/q∥∥∥∥∥

E

. (2)

Íàèìåíüøåå ïîñòîÿííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (1) (ñîîòâåòñòâåííî (2)),

íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé p-âûïóêëîñòè (ñîîòâåòñòâåííî q-âîãíóòîñòè) E è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M (p)(E) (ñîîòâåòñòâåííî, M(q)(E)). Çàìåòèì, ÷òî �ÍÏ E
íàä L0(Ω) ÿâëÿåòñÿ 1-âûïóêëîé ñ êîíñòàíòîé âûïóêëîñòè ðàâíîé 1. Åñëè

E = Lp(B,m), 1 6 p < ∞ (îïðåäåëåíèå ñì. â [2℄), òîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}nk=1 ⊆ Lp(B,m) èìååì

∥∥∥∥∥

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p∥∥∥∥∥

p,m

=

(
n∑

k=1

∥∥xk
∥∥
p,m

)1/p

.
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Ñëåäîâàòåëüíî, Lp(B,m) ÿâëÿåòñÿ p-âûïóêëîé è p-âîãíóòîé è, êðîìå òîãî,

M (p)(Lp(B,m)) =M(p)(L
p(B,m)) = 1.

Äëÿ 1 6 p <∞ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

E(p) =
{
x ∈ L0(B) : |x|p ∈ E

}
,

è ïîëîæèì

‖x‖E(p) =
∥∥∥|x|p

∥∥∥
1/p

E
, x ∈ E(p).

(E(p), ‖ · ‖E(p)) ÿâëÿåòñÿ �ÍÏ íàä L0(Ω), è îíî íàçûâàåòñÿ p-êîíâåêñè�èêàöèåé
�ÍÏ (E, ‖ · ‖E).

Òåîðåìà 1 [3℄. Åñëè (E, ‖ · ‖E) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Áàíàõà � Êàíòîðî-

âè÷à íàä L0(Ω), òî åãî p-êîíâåêñè�èêàöèÿ (E(p), ‖ · ‖E(p)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâîì Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à íàä L0(Ω).

L0(Ω)-çíà÷íàÿ íîðìà â ðåøåòî÷íî íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå (E, ‖ · ‖E)
íàä L0(Ω) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé, åñëè ‖xn‖E ↓ 0 äëÿ êàæäîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ E òàêîé, ÷òî xn ↓ 0.

�îâîðÿò, ÷òî ðåøåòî÷íî íîðìèðîâàííàÿ ðåøåòêà (E, ‖ · ‖E) íàä L0(Ω) èìååò
ñâîéñòâî Ôàòó, åñëè äëÿ êàæäîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N
â E+, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ‖xn‖E < α äëÿ âñåõ n ∈ N , ãäå α ∈ L0(Ω)+,
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ E+, ÷òî xn ↑ x â E è

sup
n∈N

‖xn‖E = ‖x‖E .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü (E, ‖ · ‖E) � ðåøåòî÷íî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä L0(Ω) è p > 1.
(i) Åñëè (E, ‖·‖E) èìååò ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíóþ íîðìó, òîãäà (E(p), ‖·‖E(p))

òàêæå èìååò ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíóþ íîðìó.

(ii) Åñëè (E, ‖ · ‖E) èìååò ñâîéñâî Ôàòó, òîãäà (E(p), ‖ · ‖E(p)) òàêæå èìååò
ñâîéñòâî Ôàòó.

Äâà ýëåìåíòà x è y èç L0(B)+ íàçûâàþòñÿ m-ðàâíîèçìåðèìûìè, åñëè

m{x > h} = m{y > h} äëÿ ëþáîãî h ∈ L0(Ω)++, ãäå {x > h} ∈ B åñòü õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ çàìûêàíèÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà {s ∈ Q(B) : x(s) > h(s)} è

L0(Ω)++ :=
{
α ∈ L0(Ω)+ : s(α) = sup

n>1

{
|α| > n−1

}
= 1

}
.

Ïóñòü (E, ‖ · ‖E) ⊂ L0(B) � ðåøåòêà Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à íàä L0(Ω) ñî
ñâîéñòâîì èäåàëüíîñòè. �îâîðÿò, ÷òî E åñòü ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî Áàíà-

õà � Êàíòîðîâè÷à íàä L0(Ω), åñëè èç m-ðàâíîèçìåðèìîñòè ýëåìåíòîâ x è y, ãäå
0 6 x ∈ L0(B), 0 6 y ∈ E, ñëåäóåò, ÷òî x ∈ E è ‖x‖E = ‖y‖E .

Îñíîâíûìè ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà (Lp(B,m), ‖ · ‖p,m), 1 6 p <∞ [4℄.

Òåîðåìà 2. Åñëè (E, ‖·‖E) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì Áàíàõà �

Êàíòîðîâè÷à íàä L0(Ω), òî åãî p-êîíâåêñè�èêàöèÿ (E(p), ‖·‖E(p)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à íàä L0(Ω).
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Ì. Ñ. Èâøèí

(Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ �ÀÍ;

Íàëü÷èê, �îññèÿ)

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå äè��óçèè

uy − uxx = f(x, y) (1)

â îáëàñòè Ω = {(x, y) : −∞ < x <∞, 0 < y < T}.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàçëè÷íûå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [1�3℄.

Îïðåäåëåíèå 1. �åãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω íàçîâåì

�óíêöèþ u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C2,1
x,y(Ω) è óäîâëåòâîðÿþùóþ (1) â Ω.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç WT �óíêöèè

ϕ(x) =
{
ϕ(x) : ϕ(x) ∈ C(R), |ϕ(x)| < eCx

2
}
,

ãäå C < 1/8T .
Äëÿ óðàâíåíèÿ äè��óçèè ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî â êëàññå �óíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

|u(x, y)| < ex
2
,

|f(x, y)| < Cex
2
,

|f(x′, y)− f(x, y)| 6M |x′ − x|λ.
Åñëè τ ∈ WT , òî ýòî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿð-

íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

u(x, 0) = τ(x), x ∈ R. (2)

Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâà V ⊂ WT è �óíêöèè h(y) ∈ L2[0, T ],
íàéòè òàêîå τ ∈ V , ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà

T∫

0

[
u(x0, y)− h(y)

]2
dy (3)

ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ãäå u(x, y) ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2).
Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, åñëè êëàññ V ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

ïîëèíîìîâ, ò. å. êîãäà V = Pn, ãäå

Pn =

{
n∑

k=0

pkx
k, pk ∈ R

}
. (4)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü h(y) ∈ L2[0, T ] è V = Pn. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è â êëàññå V
ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëèíîìà ïî

íå÷åòíûì ñòåïåíÿì.
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�ÅÀËÈÇÀÖÈÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ ÔÓÍÊÖÈÉ,

�ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ Â ÎÁËÀÑÒßÕ �ÅÉÍÕÀ�ÒÀ

1

È. À. Êàçà÷àíñêèé

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè

è êîìïüþòåðíûõ íàóê èì. È. È. Âîðîâè÷à; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î ðåàëèçàöèÿõ ïðîñòðàíñòâ �óíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñ-

íûõ ïåðåìåííûõ, ãîëîìîð�íûõ â ïîëíîé îáëàñòè �åéíõàðòà, â âèäå ïðîñòðàíñòâ

(ìóëüòè)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èõ òåéëîðîâñêèõ êîý��èöèåíòîâ.

Äàëåå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C
N
,H(Ω)� ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîð�-

íûõ â Ω �óíêöèé. Ñèìâîë H∞(Ω) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ãîëîìîð�íûõ
â Ω �óíêöèé, áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ âïëîòü äî ãðàíèöû Ω:

H∞(Ω) := H(Ω) ∩ C∞(Ω
)
.

Ïðîñòðàíñòâî H−∞(Ω) ãîëîìîð�íûõ â Ω �óíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà

âáëèçè ãðàíèöû Ω îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H−n(Ω) :=
{
f ∈ H(Ω)

∣∣∣ sup
z∈Ω

|f(z)| (ρΩ(z))n < +∞
}
, H−∞(Ω) =

∞⋃

n=1

H−n(Ω),

ãäå ρΩ(z) := inft∈∂Ω |z − t| = inft∈CN\Ω |z − t| � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z ∈ Ω

äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè Ω; |z| :=
(∑N

k=1 |zk|2
)1/2

. Îíî íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé

òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îáëàñòüþ �åéíõàðòà ñ öåíòðîì â

òî÷êå 0, ò. å. îáëàñòüþ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ Ω ìíîæåñòâî {t ∈ C
N :

|tj | 6 |zj |, 1 6 j 6 N} ñîäåðæèòñÿ â Ω.
Ïóñòü N0 = N ∪ {0}. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷èñëà dk(Ω), k ∈ N

N
0 , ââåäåííûå

Ë. À. Àéçåíáåðãîì è Á. Ñ. Ìèòÿãèíûì [1]:

dk(Ω) := sup
z∈Ω

∣∣zk
∣∣ = sup

z∈Ω

N∏

j=1

|zj |kj , k ∈ N0
N .

Õàðàêòåðèñòèêè ïîäîáíîãî ðîäà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, â òåîðèè ðî-

ñòà öåëûõ �óíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Λn :=

{
c ∈ C

NN
0 :

∞∑

|k|=0

|ck| dk(Ω) (|k| + 1)n < +∞
}
, Λ∞ =

∞⋂

n=1

Λn;

Λ−n :=

{
c ∈ C

NN
0 :

∞∑

|k|=0

|ck| dk(Ω)
(|k|+ 1)n

< +∞
}
, Λ−∞ =

∞⋃

n=1

Λ−n.

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà � 25-21-00062,

https://rs
f.ru/proje
t/25-21-00062/.
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Â Λ∞
è Λ−∞

ââîäÿòñÿ òîïîëîãèè, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå è ñ÷åò-

íîãî èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Íèæå RΩ � äèàãðàììà �åéíõàðòà îáëàñòè Ω [2, 3℄; R+ := [0,+∞); ∂(RΩ) �
ãðàíèöà RΩ â R

N
+ , òîïîëîãèÿ êîòîðîãî èíäóöèðîâàíà èç R

N
.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî RΩ ÿâëÿåòñÿ ε-çâåçäíûì
îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, ãäå ε > 0, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ R

N
+ òàêîãî, ÷òî |x| < ε, è

âñåõ w ∈ ∂(RΩ), β ∈ [0, 1), òî÷êà βw + (1− β)x ïðèíàäëåæèò RΩ.

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ïîëíàÿ îáëàñòü �åéíõàðòà ñ öåíòðîì â

òî÷êå 0.
(i) Îòîáðàæåíèå

H∞(Ω) ∋ f(z) =
∑

k∈NN
0

akz
k 7−→ (ak)k∈NN

0

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð�èçìîì H∞(Ω) íà Λ∞
.

(ii) Åñëè RΩ ε-çâåçäíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, òî îòîá-
ðàæåíèå

H−∞(Ω) ∋ f(z) =
∑

k∈NN
0

akz
k 7−→ (ak)k∈NN

0

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð�èçìîì H−∞(Ω) íà Λ−∞
.
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Î ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÏÎ�ÎÓÏ�Ó�ÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ

È. Ñ. Êîçà÷åíêî

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè

è êîìïüþòåðíûõ íàóê èì. È. È. Âîðîâè÷à; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

Âîïðîñ î äå�îðìèðîâàíèè ïîðèñòûõ ñòðóêòóð âàæåí âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ,

òàêèõ êàê ìåõàíèêà êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, èíæåíåðèÿ ãðàäèåíòíûõ ìàòå-

ðèàëîâ è áèîìåõàíèêà ãëàçà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà êðóãëàÿ

ïîðîóïðóãàÿ èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíà çàäàííîãî ðàäèóñà ñ ïîðàìè íàñûùåííûìè

æèäêîñòüþ è ñ óïðóãîé ñâÿçüþ íà êðàþ. Ïîëàãàëîñü, ÷òî äàííàÿ ïëàñòèíà ÿâ-

ëÿåòñÿ ïëàñòèíîé Òèìîøåíêî, è áûëà ðåøåíà çàäà÷à î åå äå�îðìàöèè ïðè íåîä-

íîðîäíîñòè ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå êîý��èöèåíòîâ Ëàìå.

Íà îñíîâå òåîðèè Áèî è ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà äëÿ

ïëàñòèí áûë ïîëó÷åí �óíêöèîíàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, çàäà÷à î ìèíèìèçà-

öèè êîòîðîãî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �èòöà.

Ñõîæèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äå�îðìàöèè íåîäíîðîäíûõ ïëàñòèí

ìîæíî âñòðåòèòü â ñòàòüå [1℄, â êîòîðîé áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ

êðóãëîé óïðóãîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû çàäàííîãî ðàäèóñà ñ ïåðåìåííîé æåñò-

êîñòüþ è óïðóãîé ñâÿçüþ íà êðàþ. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ðàìêàõ ìîäåëè

Êèðõãî�à, â ðåçóëüòàòå áûëè íàéäåíû ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû, ïîñòðîåíî ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ ïðîãèáà è ðåøåí ðÿä îáðàòíûõ çàäà÷. Ïðîäîëæåíèåì

äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ [2℄, â íåé ðàññìîòðåíà äå�îðìàöèÿ àíàëîãè÷íîé

ïëàñòèíû, ïîìèìî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ïðîãèáîâ, îöåíåíî âëèÿíèå óïðóãîé

çàäåëêè íà äå�îðìàöèþ ïëàñòèíû è ðåøåíà çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè òðåõ ïà-

ðàìåòðîâ, â òîì ÷èñëå õàðàêòåðèçóþùèõ óïðóãóþ ñâÿçü. Â [3℄ èçó÷àåòñÿ ñõîæàÿ

ïëàñòèíà, íî óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãèïîòåçàì Òèìîøåíêî, à â [4℄ ðåøåíà çàäà÷à äëÿ

ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíû íà îñíîâå ìåòîäà ëîìàííûõ íîðìàëåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëî ïîñòðîåíî ðåøåíèå äëÿ ïðîãèáà è óãëà ïîâîðîòà

ïîðèñòîé êðóãëîé ïîðîóïðóãîé ïëàñòèíû ñ óïðóãîé ñâÿçüþ íà êðàþ è îöåíåíî

âëèÿíèå ïîðèñòîñòè. Êàê ïðèëîæåíèå áûëà ðàññìîòðåíà äå�îðìàöèÿ ðåøåò÷à-

òîé ïëàñòèíêè ãëàçà, äëÿ êîòîðîé ñðàâíèâàëèñü ðåçóëüòàòû ïðè ïàðàìåòðàõ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ çäîðîâîìó ãëàçó, è ñ ðàçëè÷íûìè ñòàäèÿìè ïåðâè÷íîé îòêðû-

òîóãîëüíîé ãëàóêîìû (ÏÎÓ�). �åçóëüòàòû ïîêàçàëè ñëàáîå âëèÿíèå ïîðèñòîñòè

íà ïðîãèá è óãîë ïîâîðîòà äå�îðìèðîâàííîé ïëàñòèíû. Â ïðèëîæåíèè áûë çà-

ìå÷åí ðîñò ïðîãèáà è óãëà ïîâîðîòà ïðè óâåëè÷åíèè ñòàäèè ÏÎÓ�, à òàêæå

ñìåùåíèå òî÷êè ïåðåãèáà ïðîãèáà.
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ÊÎÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÑÒÜ ÇÀÄÀ×È ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ

ÄÀ�ÑÈ � ÁÓÑÑÈÍÅÑÊÀ ÄËß �Î�ÈÇÎÍÒÀËÜÍÎ�Î

ÑÏËÎØÍÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�À

Ï. Â. Êîõàíîâ

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êîíâåêöèè íåñæèìàåìîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè,

íàñûùàþùåé áåñêîíå÷íî äëèííûé ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäð, çàïîëíåííûé ïîðè-

ñòîé ñðåäîé è ïîäîãðåâàåìûé ñíèçó. Íà îñíîâå ìîäåëè Äàðñè � Áóññèíåñêà è

óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ðàçðàáîòàíà ñõåìà ñî ñìåùåííûìè

ñåòêàìè è ñïåöèàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè â îêðåñòíîñòè îñåâîé ëèíèè. Àíàëè-

òè÷åñêè äîêàçàíà êîñèììåòðè÷íîñòü çàäà÷è �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè. Äëÿ

äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé êîíâåêöèè â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ

èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä. Îñóùåñòâëåí äèñêðåòíûé ïåðåõîä ê óðàâíå-

íèÿì îòíîñèòåëüíî �óíêöèè òîêà è äåâèàöèè òåìïåðàòóðû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ÷èñëà �ýëåÿ ïîëó÷åíû �îðìóëû íà îñíîâå íóëåé áåññå-

ëåâûõ �óíêöèé. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ïîðîãà âîçíèêíîâåíèÿ

êîíâåêöèè, ðàññ÷èòàíû îòâåòâëÿþùèåñÿ îò ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êîíâåê-

òèâíûå ðåæèìû.

Äëÿ çàäà÷è �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ïðè ïîäîãðåâå ñíèçó ñèñòåìà áåç-

ðàçìåðíûõ óðàâíåíèé â ïåðåìåííûõ �óíêöèÿ òîêà ψ è äåâèàöèÿ òåìïåðàòóðû θ
äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò èìååò âèä:

S1(θ, ψ) ≡ ∆ψ − λG(θ) = 0, ∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
,

S2(θ, ψ) ≡
∂θ

∂t
= ∆θ +G(ψ) − J(θ, ψ), J(θ, ψ) =

1

r

(
∂ψ

∂ϕ

∂θ

∂r
− ∂ψ

∂r

∂θ

∂ϕ

)
,

G =
1

r

[
∂

∂ϕ
(sinϕ)− ∂

∂r
(r cosϕ)

]
.

Çäåñü r è φ � ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿ êîîðäèíàòû, t � âðåìÿ, ∆ � îïåðàòîð

Ëàïëàñà, λ � ÷èñëî �ýëåÿ.

Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ íà îñè è ãðàíèöå öèëèíäðà:

∂ψ

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0,
∂θ

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, ψ
∣∣
r=R

= 0, θ
∣∣
r=R

= 0.

Ñèñòåìà äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ òîëüêî äëÿ òåì-

ïåðàòóðû: θ(r, φ, 0) = θ0(r, φ).
Äàííàÿ çàäà÷à êîñèììåòðè÷íà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Â. È. Þäîâè÷à [1℄. Êî-

ñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð L = {θ,−ψ}, êîòîðûé îðòîãîíàëåí âåêòîðó ïðàâîé
÷àñòè ýòîé ñèñòåìû è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñ íåíóëå-

âîé �óíêöèåé òîêà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îáëàñòè M = [0, R]× [0, 2π] ïîëó÷àåòñÿ:
∫

M

[
S2(θ, ψ)ψ − S1(θ, ψ)θ

]
r drdϕ = 0.
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Ýòî ñâîéñòâî çàäà÷è ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè íàéòè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà

�ýëåÿ, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî âîçíèêàþò êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ.

Â ñëó÷àå ïëîñêîé çàäà÷è êîíâåêöèè Äàðñè êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷èñëà �ý-

ëåÿ îáëàäàþò êðàòíîñòüþ íå ìåíåå äâóõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé îäíîñâÿçíîé îáëà-

ñòè [1℄. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå ÷åòûðå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ λcr äëÿ
ãîðèçîíòàëüíîãî áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà ñ ñå÷åíèåì R = 1, íàéäåííûå

àíàëèòè÷åñêè è ðàññ÷èòàííûå íà ñåòêå èç 12 × 24 óçëîâ [2℄. �àñ÷åò íà îñíîâå

íóëåé áåññåëåâûõ �óíêöèé ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ êðàòíîñòü, à âû-

÷èñëåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà ñåòîê äàþò òîëüêî äâóêðàòíîñòü êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë

�ýëåÿ [3℄.

Òàáëèöà 1

Nr ×Nϕ λ1
cr λ2

cr λ3
cr λ4

cr

Àíàëèòèêà 23.13 58.68 58.68 105.5

12× 24 23.57 62.57 63.14 120.5

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Â. �. Öèáóëèíó çà

ïîìîùü è âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ëèòåðàòóðà

1. Þäîâè÷ Â. È. Êîñèììåòðèÿ, âûðîæäåíèå ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêíî-
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Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÕ ÈÄÅÀËÎÂ ÀË�ÅÁ�

ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÓÌÍÎÆÅÍÈß ÍÀ �ÀÇ�ÛÂÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

1

Ì. Ì. Ëîãèíîâñêàÿ

(Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò; Ìèíñê, Áåëàðóñü),

È. Ë. Ëþêñåìáóðã

(Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè; Ìèíñê, Áåëàðóñü)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áàíàõîâà àëãåáðà JD [0; 1], ñîñòîÿùàÿ èç �óíê-

öèé íà îòðåçêå, äîïóñêàþùèõ ðàçðûâû ðàçâå ëèøü ïåðâîãî ðîäà, è åå ïîäàë-

ãåáðà T [0; 1] ⊂ JD [0; 1], ñîñòîÿùàÿ èç �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ â 0 è íåïðåðûâ-

íûõ ñëåâà â îñòàëüíûõ òî÷êàõ. Îòìå÷åíî, ÷òî ïîäàëãåáðà T [0; 1] ⊂ JD [0; 1] èçî-
ìåòðè÷åñêè èçîìîð�íà àëãåáðå îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà �óíêöèè èç JD [0; 1]
â ïðîñòðàíñòâå Lp[0; 1]. Ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî M(T [0; 1]) ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ
àëãåáðû T [0; 1] ⊂ JD [0; 1] è îïèñàíà ãåëü�àíäîâñêàÿ òîïîëîãèÿ íà íåì. Ïîêàçà-
íî, ÷òî M(T [0; 1]) ãîìåîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó, èçâåñòíîìó ïîä íàçâàíèåì ¾äâå

ñòðåëêè¿, ââåäåííîìó â ðàáîòàõ Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâà è Ï. Ñ. Óðûñîíà è èñïîëüçó-

þùåìñÿ êàê óíèâåðñàëüíûé êîíòðïðèìåð â îáùåé òîïîëîãèè. Â ðàáîòå ïîêàçàíî

êàê áîãàòûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ¾äâóõ ñòðåëîê¿ ñâÿçàíû ñî ñòðóêòóðîé àë-

ãåáðû T [0; 1].

Ëåììà 1. Åñëè µ � íåïðåðûâíàÿ ìåðà ñ íîñèòåëåì [0; 1], òî àëãåáðà A

îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà �óíêöèè èç JD [0; 1], äåéñòâóþùèõ â Lp([0; 1], µ), èçî-
ìåòðè÷åñêè èçîìîð�íà ïîäàëãåáðå T [0; 1] ⊂ JD [0; 1], ñîñòîÿùåé èç �óíêöèé,

íåïðåðûâíûõ â 0 è íåïðåðûâíûõ ñëåâà â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.
Èçâåñòíî (ñì. [1, � 4℄), ÷òî åñòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëè-

íåéíûìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè �óíêöèîíàëàìè áàíàõîâîé àëãåáðû è åå ìàêñè-

ìàëüíûìè èäåàëàìè. Òàê, ÿäðî êàæäîãî ëèíåéíîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî �óíê-

öèîíàëà åñòü ìàêñèìàëüíûé èäåàë, à �àêòîð-îòîáðàæåíèå ïî âñÿêîìó ìàêñè-

ìàëüíîìó èäåàëó ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì �óíêöèîíàëîì. Äëÿ

âñÿêîãî τ ∈ [0; 1] îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ϕ+
τ (f) = f+(τ) è ϕ−

τ (f) = f−(τ). Èç
ñòàíäàðòíûõ ñâîéñòâ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ìóëüòèïëè-

êàòèâíûìè �óíêöèîíàëàìè. ßäðàìè îïèñàííûõ �óíêöèîíàëîâ ÿâëÿþòñÿ ìàê-

ñèìàëüíûå èäåàëû M+
τ è M−

τ , ñîñòîÿùèå èç �óíêöèé, ïðåäåë êîòîðûõ ñïðàâà è

ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êå τ ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà 1. Ìàêñèìàëüíûìè èäåàëàìè T [0; 1] ÿâëÿþòñÿ M−
τ èëè M+

τ .

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâà {M+
τ }τ∈[x;y) ∪ {M−

τ }τ∈(x;y], ãäå x, y ∈ [0; 1] è x < y
îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè M(T [0; 1]).

Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ M(T [0; 1]) àëãåáðû T [0; 1]
ãîìåîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó ¾äâå ñòðåëêè¿ (ñì. [2, ñ. 99℄).

Ïðîñòðàíñòâî ¾äâå ñòðåëêè¿ ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì âïîëíå íåñâÿçíûì

ñîâåðøåííî íîðìàëüíûì íàñëåäñòâåííî ïàðàêîìïàêòíûì êîìïàêòîì êîíòèíó-

àëüíîãî âåñà. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà íàõîäÿò îòðàæåíèå â ñâîéñòâàõ àëãåá-

ðû T [0; 1].

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Á�ÔÔÈ, ïðîåêò � Ô25ÌÏ-010, è ÷àñòè÷-

íîé ïîääåðæêå ÍÀÍ Áåëàðóñè â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2025¿

(çàäàíèå 1.3.05).
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�èñ. 1. Ïðîñòðàíñòâî M(T [0; 1]) ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì èç áàçû,

ÿâëÿþùèìñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷åê ξ+ è η−
.

Òåîðåìà 4. Ïëîòíîñòü d(T [0; 1]) àëãåáðû T [0; 1] ðàâíà êîíòèíóóìó. Ëþáîå

ñåìåéñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ (òàêèõ, ÷òî f · g ≡ 0) íåíóëåâûõ �óíêöèé

èç T [0; 1] íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Âñÿêèé ÷èñòûé èäåàë â àëãåáðå T [0; 1] ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíûì è ïîðîæäåíííûì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì èäåìïîòåí-

òîâ. Çàìêíóòîñòü ÷èñòîãî èäåàëà ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì,

ïîðîæäåííûì îäíèì èäåìïîòåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà �àêòû, èçëîæåííûå â [3℄ è [4℄.

Ëèòåðàòóðà
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÅÇÈÑÒÈÂÍÎ�Î ÍÀ��ÅÂÀ ÎÒ ÑÎËÍÅ×ÍÎÉ

ÏÀÍÅËÈ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ Ï�Î��ÀÌÌÛ SIMINTECH

À. Ê. Ìàêîåâ

(Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ �ÀÍ;

Íàëü÷èê, �îññèÿ)

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàãðåâà íèõðîìîâîé

ïðîâîëîêè, ïèòàåìîé îò ñîëíå÷íîé ïàíåëè. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìîäåëè èñïîëüçîâà-

ëàñü îòå÷åñòâåííàÿ ïðîãðàììà äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ SimInTe
h [1℄.

Íà îñíîâå ýëåêòðî�èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîëíå÷íîé ïàíåëè çàäàåòñÿ âîëüò-

àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè. Äëÿ àíà-

ëèçà òåïëîâûõ ïðîöåññîâ ïðèìåíÿëàñü äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü íàãðåâà ïðîâîëî-

êè, ó÷èòûâàþùàÿ êîíâåêòèâíûé è ðàäèàöèîííûé òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé

ñðåäîé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä

C

(
dT

dt

)
= P

1

− P
2

, (1)

P1 =

(
V 2

R

)
, (2)

V =
NVtR

R+NRs
ln

[
R(Ip − Is)− V

RIs

]
, (3)

R = R0

[
1 + α(T − T0)

]
, (4)

P2 = hA(T − T0) + ǫσA
(
T 4 − T 4

0

)
, (5)

ãäå T � òåìïåðàòóðà, ÿâëÿþùàÿñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé âðåìåíè, P
1

� ïîä-

âîäèìàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ìîùíîñòü, P
2

� ðàññåèâàåìàÿ ìîùíîñòü.

Ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íàãðåâà äîáàâëÿåòñÿ òåðìîðåãóëÿòîð, êîòîðûé

îáåñïå÷èâàåò ðàáîòó ñèñòåìû â çàäàííîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð è îïèñûâàåò-

ñÿ �óíêöèåé âèäà

P̃1(τ) =

{
P1(τ), T (τ) 6 T

min

,

0, T (τ) > T
max

.
(6)

�åøåíèå óðàâíåíèé (1)�(6) íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì

âèäå.

Ïðîãðàììà SimInTe
h ïðîäåìîíñòðèðîâàëà ñâîþ ý��åêòèâíîñòü ïðè ðåøå-

íèè çàäà÷è, âêëþ÷àþùåé íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ àëãåáðàè-

÷åñêîé ïåòëåé.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñêâîðöîâ Ë. Ì. SimInTe
h: ×èñëåííîå ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ è

äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.�Ì.: ÄÌÊ-Ïðåññ, 2022.
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�ÎÌÎ�ÅÍÈÇÀÖÈß ÌÎÄÅËÈ ÕÈÙÍÈÊ�ÆÅ�ÒÂÀ

Ñ ÊÎ�ÎÒÊÎÂÎËÍÎÂÛÌ ÂÍÅØÍÈÌ ÑÈ�ÍÀËÎÌ

È ÒÀÊÑÈÑÎÌ ÒÈÏÀ ÏÀÒËÀÊÀ � ÊÅËËÅ�À � ÑÅ�ÅËß

Ê. Ìàëàë

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

Äàííîå ñîîáùåíèå îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ

À. Á. Ìîðãóëèñîì [1℄.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà ðåàêöèÿ äè��ó-

çèÿ ñ íåëèíåéíîé êðîññ-äè��óçèåé, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê

pt + divq = pf(p, s), (1)

q = p∇(χs+ κh− µ ln p), (2)

st = δ∆s+ sg(p, s). (3)

Çäåñü t � âðåìÿ, x ∈ R
n
� ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, p = p(x, t),

q = q(x, t) � ïëîòíîñòü è âåêòîð ïîòîêà ìàññû õèùíèêîâ, à �óíêöèÿ s = s(x, t)
îáîçíà÷àåò ïëîòíîñòü âèäà � æåðòâû. Æèðíûé øðè�ò îáîçíà÷àåò âåêòîðíûå

ïîëÿ. Ôóíêöèè f è g îïðåäåëÿþò êèíåòèêó ñèñòåìû. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíè

èçâåñòíû è àíàëèòè÷íû â êîíóñå {p > 0, s > 0}. Âíóòðè íåãî óðàâíåíèå (2)

îïðåäåëÿåò ïîòîê ìàññû õèùíèêîâ ñîãëàñíî ïðàâèëó Ïàòëàêà � Êåëëåðà � Ñå-

ãåëà (äàëåå � ÏÊÑ), ïðè÷åì ñèãíàëàìè ñëóæàò ïëîòíîñòü æåðòâû s, à òàêæå
âíåøíèé ñèãíàë ñ çàðàíåå çàäàííîé èíòåíñèâíîñòüþ, îáîçíà÷åííîé êàê h. Êî-
ý��èöèåíòû χ è κ èçìåðÿþò ÷óâñòâèòåëüíîñòü õèùíèêîâ ê ïëîòíîñòè æåðòâû

è âíåøíåìó ñèãíàëó ñîîòâåòñòâåííî, à êîý��èöèåíòû µ è δ � êîý��èöèåíòû

äè��óçèè äëÿ õèùíèêîâ è æåðòâ ñîîòâåòñòâåííî. Âñå îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïî-

ñòîÿííûìè. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (1), (2) è (3) ñîñòàâëÿþò ìíîãîìåðíóþ

ìîäåëü õèùíèê�æåðòâà ñ òàêñèñîì è ñ âíåøíèì ñèãíàëîì. Ìû ðàññìàòðèâàåì

ýòó ñèñòåìó êàê áåçðàçìåðíóþ, ñì. îáñóæäåíèå ìàñøòàáèðîâàíèÿ â ñòàòüå [2℄.

Â ïðåïðèíòå [1℄ ïðèâåäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1)�(3)

ïðè ñòðåìëåíèè êîý��èöèåíòà δ ê íóëþ è ïðè îáùåì êîðîòêîâîëíîâîì âíåøíåì

ñèãíàëå âèäà

h = h

(
x, t,

x

δ
,
t

δ

)
,

ãäå �óíêöèÿ h = h(x, t, ξ, τ) ÿâëÿåòñÿ C∞
-ãëàäêîé íà R

n+1 ×R
n+1

è ïåðèîäè÷å-

ñêîé ïî êîîðäèíàòàì ξ1, . . . , ξn, τ ñ ïåðèîäàìè ℓ1, . . . , ℓn, ℓ0, ïðè÷åì ñðåäíåå çíà-

÷åíèå �óíêöèè h ïî êîðîáêå ïåðèîäîâ ðàâíî íóëþ. �àçðàáîòàí èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ âèäà

(p, s) =
∑

k=0...∞
(pk, sk)(x, t, ξ, η)δ

k + . . . , δ → +0, ξ =
x

δ
, τ =

t

δ
, (4)

68



ãäå êîý��èöèåíòû pk, sk ïåðèîäè÷åñêèå ïî áûñòðûì êîîðäèíàòàì ξ, τ . Òàêèì
îáðàçîì, îáîáùåí ðåçóëüòàò, èçëîæåííûé â ñòàòüå [2℄, ãäå ðàññìàòðèâàëàñü îä-

íîìåðíàÿ çàäà÷à, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî h = h(x, t, η), ãäå

η =
x− ct

δ
, c = const, è p = p(x, t, η), s = s(x, t, η).

Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòèêà, óêàçàííàÿ â ïðåïðèíòå [1℄, äàåò íîâûé ðåçóëüòàò

äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñèãíàë â âèäå ñòîÿ÷åé

âîëíû

h = h1(τ)h2(ξ)A(x, t).

�àññìîòðèì ïîäðîáíî ïðîñòîé ïðèìåð òàêîãî ðîäà.

�ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èìååò âèä

s0 = s̄(x, t), p0 = p̄(x, t) e∗(ξ, τ), e∗ =
e

〈e〉ξ , e(ξ, τ) = e
κh
µ , (5)

ãäå êîñûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñðåäíåå çà ïåðèîä, à âåðõíèé èíäåêñ íàä ïðàâîé

ñêîáêîé � ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå (ξ èëè τ). Â ÷àñò-

íîñòè, p̄ = 〈〈p0〉ξ〉τ . Ïðè ýòîì íåèçâåñòíûå �óíêöèè p̄, s̄ ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå

òàê íàçûâàåìîé ãëàâíîé ìåäëåííîé ñèñòåìû. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îíà èìååò

âèä (1)�(3), ãäå δ = 0, h = 0, è òðàíñïîðòíûå êîý��èöèåíòû µ, χ è êèíåòè÷åñêèå
÷ëåíû f , g, èçìåíåíû òàê:

f(p̄, s̄) =
〈
〈e∗f(e∗p̄, s̄)〉ξ

〉τ
, g(p̄, s̄) =

〈
〈e∗g(e∗p̄, s̄)〉ξ

〉τ
,

µ̄ = σµ, χ̄ = σχ, σ =
〈(

〈e〉ξ
〈
e−1
〉ξ)−1

〉τ
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, íåçàâèñèìî îò �îðìû ñèãíàëà, ÷òî σ < 1, ò. å. âíåøíèé ñèãíàë
âñåãäà ïîäàâëÿåò òðàíñïîðò, êàê äè��óçèîííûé, òàê è òàêñè÷åñêèé.

Ñðàâíèì òðàíñïîðòíûå êîý��èöèåíòû â ñëó÷àÿõ áåãóùåé âîëíû

htrv = atrv sin(ξ − cτ)

è ñòîÿ÷åé âîëíû

hstn = astn
sin(ξ − cτ) + sin(ξ + cτ)

2
= astn sin(cτ) cos(ξ),

ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî κ = µ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè âåëè÷èíû,

îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àÿì áåãóùåé è ñòîÿ÷åé âîëí ïîìå÷àþòñÿ íèæíèìè èíäåêñàìè

trv è stn. Èìååì

σtrv = I−2
0 (atrv), σstn = I−2

0 (astn sin(cτ)),

ãäå I0 � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïåðâîãî ðîäà.

Â ñëó÷àå áåãóùåé âîëíû èìååì ýêñïîíåíöèàëüíîå óìåíüøåíèå òðàíñïîðòíûõ

êîý��èöèåíòîâ ñ ðîñòîì àìïëèòóäû. �àñ÷åòû ñèãìà äëÿ ñòîÿ÷åé âîëíû ïîçâî-

ëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òðàíñïîðòíûå êîý��èöèåíòû è â ýòîì ñëó÷àå óáûâàþò

ñ ðîñòîì àìïëèòóäû, íî ñòåïåííûì îáðàçîì.
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Âûâîä: êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ñèãíàë â �îðìå áå-

ãóùåé âîëíû çíà÷èòåëüíî (ýêñïîíåíöèàëüíî) ñèëüíåå ïîäàâëÿåò òàêñè÷åñêèé è

äè��óçèîííûé ìàññîïåðåíîñ, ÷åì ñèãíàë â �îðìå ñòîÿ÷åé âîëíû.

�èñ. 1. Ïî îñè îðäèíàò � çíà÷åíèÿ ln
(

µstn

µtrv

)

= ln
(

χstn

χtrv

)

.

Êðàñíûé ãðà�èê �

astn

atrv

= 1, ñèíèé � astn

atrv

= 2.
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÎÉ È ω-ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÎÉ

ÍÎ�ÌÀÕ ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÍÀ ÂÅÑÎÂÛÕ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

�. Ñ. Ìàííàíèêîâ

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû íîâûå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâåí-

íîé è ω-ñóùåñòâåííîé íîðì â ïðåäåëüíîé �îðìå ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-

åêòîðîâ. Â ïåðñïåêòèâå ýòî äàñò èíñòðóìåíòû äëÿ êîíòðîëÿ ïîãðåøíîñòè â àï-

ïðîêñèìàöèÿõ, òàêèõ êàê îöåíêà ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà, íàïðÿìóþ çàâèñÿùåé

îò åãî ñóùåñòâåííîé íîðìû. �ëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ðàâåíñòâå

ñóùåñòâåííîé è ω-ñóùåñòâåííîé íîðì äëÿ ω-íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â êâàçè-

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðèëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíûõ ðåçóëü-

òàòîâ î íîðìàõ îïåðàòîðà âåñîâîé êîìïîçèöèè äëÿ âñåé øêàëû (0 < p <∞).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C

N
, íàäåëåííîå

òîïîëîãèåé ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Ïóñòü w = (w(k))∞k=1 � �èêñèðîâàííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðè êàæäîì p ∈ (0,∞) îíà çàäàåò
âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

lp(w) :=

{
x = (xk) ∈ ω : ‖x‖pp,w :=

∞∑

k=1

|xk|p wp(k) <∞
}
.

Ïóñòü X è Y � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, íåïðåðûâíî âëîæåííûå â ω. ×å-
ðåç L (X,Y ) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-

ðîâ èç X â Y . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð L : X → Y ÿâëÿåòñÿ

ω-íåïðåðûâíûì, åñëè èç òîãî, ÷òî (x(m))∞m=1 � îãðàíè÷åííàÿ â X ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî x(m) → x â (X,ω), ñëåäóåò, ÷òî Lx(m) → Lx â (Y, ω). ×åðåç
Lω(X,Y ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ω-íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K (X,Y ) ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ èç X
â Y , à ÷åðåç Kω(X,Y ) åãî ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ω-íåïðåðûâíûõ îïåðà-

òîðîâ. Êàê è âûøå, â ñëó÷àå X = Y èñïîëüçóåì ñèìâîëû K (X) := K (X,X)
è Kω(X) := Kω(X,X). Ñóùåñòâåííàÿ è ω-ñóùåñòâåííàÿ êâàçèíîðìû îïåðàòîðà

L ∈ L (X,Y ) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

‖L‖e = inf
K∈K (X,Y )

‖L−K‖ è ‖L‖ωe = inf
K∈Kω(X,Y )

‖L−K‖,

ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ K ∈ Kω(X,Y ),
L ∈ Lω(X,Y ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ‖L+K‖ωe = ‖L‖ωe.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü p ∈ (0,+∞). Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Pn} ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî

x ∈ lp(w)

(Pnx)i =

{
xi, i 6 n,

0, i > n,
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è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Rn} òàêóþ, ÷òî Rn + Pn = I, ãäå
I � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç lp(w) â lp(w). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëþáîãî n ∈ N :

(i) Pn, Rn ∈ L (lp(w));

(ii) Pn, Rn ∈ Lω(l
p(w));

(iii) Pn ∈ Kω(l
p(w));

(iv) ‖Rn‖ = 1.

Ïðèâåäåì òåîðåìó î �îðìóëå ñóùåñòâåííîé íîðìû ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî

îïåðàòîðà â ïðåäåëüíîé �îðìå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L ∈ L (lp(w)) ïðè p ∈ (0,∞)
âåðíà �îðìóëà

‖L‖e = lim ‖RnL‖. (1)

Äëÿ L ∈ Lω(l
p(w)), p ∈ (0,∞) èìååì

‖L‖ωe = lim ‖RnL‖. (2)

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L ∈ Lω(l
p(w)), p ∈ (0,∞)

âåðíî ðàâåíñòâî

‖L‖e = ‖L‖
we. (3)
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ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÏÎÄÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÕÀ�ÒËÈ

È. À. �îìàíåíêî

(Âëàäèìèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò; Âëàäèìèð, �îññèÿ)

Ïðè öè�ðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ àíàëèçèðóþò ìàòðè÷íûé âèä ïðåîáðàçî-

âàíèÿ y = F · x, ãäå x è y ïðåäñòàâëåíû â âèäå âåêòîð-ñòîëáöîâ.

Ìàòðèöåé äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè (ÄÏÕàðò) ïåðâîãî ðîäà ïî-

ðÿäêà N [1℄ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

XN =




1 1 1 . . . 1
1 C1 C2 . . . CN−1

1 C2 C4 . . . C2(N−1)

. . . . . . . . . . . . . . .
1 CN−1 C2(N−1) . . . C(N−1)2



,

ãäå

Cn = Cn(N) = cas
2πn

N
= cos

2πn

N
+ sin

2πn

N
.

Ìàòðèöà ÄÏÕàðò ñëóæèò äåéñòâèòåëüíûì àíàëîãîì ìàòðèö äèñêðåòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ) è Óîëøà (ÄÏÓ). Ïðè÷åì, ìàòðèöà X4 ñîâïàäà-

åò ñ ìàòðèöåé ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè. Ïîýòîìó îòäåëüíûå ñâîéñòâà ìàòðèöû

äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè ïîâòîðÿþò ñâîéñòâà ÄÏÔ è ÄÏÓ.

1) Ìàòðèöà XN ñèììåòðè÷íà ïî îïðåäåëåíèþ.

2) Êîý��èöèåíòû Cn(N) ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì N .
3) Êâàäðàò ìàòðèöû ÄÏÕàðò ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêà N íà åäèíè÷íóþ

ìàòðèöó E.
Ìàòðèöà J = 1√

N
XN çàäàåò îïåðàòîð èíâîëþöèè: J2 = E.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè

âòîðîãî ðîäà ïîðÿäêà N (îáîçíà÷àåì YN ), ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî

�îðìóëå

sij = sac
2πij

N
= cos

2πij

N
− sin

2πij

N
.

Ñâîéñòâà ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè âòîðîãî ðîäà ïîâòîðÿþò

ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè ïåðâîãî

ðîäà.

Óòâåðæäåíèå 1. Âçàèìîñâÿçü ìàòðèö äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè

ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà:

XN · YN = YN ·XN = P,

YN = XN · P = P ·XN ,

XN = YN · P = P · YN ,
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ãäå

P =




1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0




� ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè íèæå è ïàðàëëåëüíî

ïîáî÷íîé (åùå åäèíèöà â íà÷àëå).

Â [2, 
. 36℄ îòìå÷åíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà èíâîëþöèè J âñå ïðî-

ñòðàíñòâî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

X = R+ ⊕R−, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì 1 è −1. Îðòîãîíàëüíûå ïðîåê-
òîðû íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà

P+ =
1

2
(E + J) è P− =

1

2
(E − J). (1)

Çíà÷èò, ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ÄÏÕàðò XN è YN åñòü

√
N è −

√
N .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îïèðàåòñÿ íà ñèììåòðè÷íîñòü QT = Q è èäåìïî-

íåíòíîñòü Q2 = Q îðòîïðîåêòîðîâ íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà. Íàéäåì ðàçìåðíîñòè

ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ R+ è R−.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ìàòðèöû XN ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ:

1) eñëè N = 2n+ 1, òî dimR+ = n+ 1 è dimR− = n;
2) eñëè N = 4n, òî dimR+ = 2n+ 1 è dimR− = 2n− 1;
3) eñëè N = 4n+ 2, òî dimR+ = dimR− = 2n + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îïèðàåòñÿ íà çíà÷åíèå ñóìì �àóññà, âûâîä êîòî-

ðûõ â [3, 4℄.

Äàëüíåéøèì îáîáùåíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè ñëóæèò åãî

êðîíåêåðîâà ñòåïåíü X⊗n
N â êà÷åñòâå íîâîé èññëåäóåìîé ìàòðèöû F . Ïî

ñâîéñòâàì êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè äîêàçûâàåòñÿ: ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû �

(X⊗n
N )T = X⊗n

N ; è åå îðòîãîíàëüíîñòü � (X⊗n
N )2 = Nn · E. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-

ñëå íîðìèðîâêè J = 1
Nn/2X

⊗n
N ìàòðèöà ñòàíîâèòñÿ ìàòðèöåé èíâîëþöèè, ÷òî

âëå÷åò íàëè÷èå äâóõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è âèä (1) îïåðàòîðîâ ïðîåê-

òèðîâàíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóìì �àóññà ðåøèì è äëÿ êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè

ìàòðèöû ÄÏÕàðò çàäà÷ó ïîèñêà ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ìàòðèöû X⊗n
N ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ:

1) dimR+ = dimR− + 1, åñëè N � íå÷åòíîå;

2) dimR+ = dimR−, åñëè N = 4k + 2;
3) dimR+ = 1

2N
n + 2n−1

è dimR− = 1
2N

n − 2n−1, åñëè N = 4k.

Îäíîìåðíîå äèñêðåòíîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ìàòðè÷íîì âèäå

åñòü ïåðåõîä îò ñòîëáöà x ê ñòîëáöó y ïî �îðìóëå óìíîæåíèÿ ìàòðèö y = F · x.
Àíàëîãè÷íîå äâóìåðíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ìàòðèöå X
ðàçìåðà N1 ×N2 ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå óìíîæåíèÿ ìàòðèö: Y = FN1 ·X · FN2 .

Ïîýòîìó äâóìåðíûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Õàðòëè ïåðâîãî ðîäà ñëóæèò

ïðåîáðàçîâàíèå

Y = XN1 ·X ·XN2 ,
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à íå çàïèñàííîå â êîîðäèíàòíîé �îðìå â [1, 
. 69℄ ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì

äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ïðè÷èíà íåñîîòâåòñòâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî �óíêöèè casϕ íå ìóëüòèïëèêàòèâíû.
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Î Ï�ÎÄÎËÆÅÍÈÈ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ

1

À. À. Ñààäóëàåâà

(Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ; Âëàäèêàâêàç, �îññèÿ)

Îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå ìåæäó âåêòîðíûìè ðåøåòêàìè, îáëàäàþò õîðî-

øèìè ñâîéñòâàìè, åñëè èõ çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ â ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé

ðåøåòêå. Òàê, êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à óòâåðæäàåò, ÷òî ïîëî-

æèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ìàæîðèðóþùåãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà G ⊂ E âåêòîðíîé ðåøåòêè E â ïîðÿäêîâî ïîëíóþ âåêòîðíóþ ðåøåòêó F
äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà âñå E ñ ñîõðàíåíèåì ëèíåéíîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè

[1, òåîðåìà 1.32℄. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî îñëàáèòü òðåáîâàíèå ïîðÿä-

êîâîé ïîëíîòû F çà ñ÷åò ïðåäúÿâëåíèÿ ê E íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ òðå-

áîâàíèé. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîå âçàèìîäåéñòâèå óñëîâèé

ñåïàðàáåëüíîñòè E è σ-èíòåðïîëÿöèîííîãî ñâîéñòâà F â çàäà÷å î ïðîäîëæå-

íèè ïîëîæèòåëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ). Âñå

íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê ïðåäñòàâëåíû â [1, 2].
Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ ñå-

ïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ E.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðíàÿ ðåøåòêà F îáëàäàåò σ-èíòåðïîëÿöèîííûì
ñâîéñòâîì (èëè ñâîéñòâîì Êàíòîðà), åñëè äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn ↑
(âîçðàñòàþùåé), zm ↓ (óáûâàþùåé) òàêèõ, ÷òî xn 6 zm äëÿ âñåõ n,m ∈ N, ñó-

ùåñòâóåò y ∈ F òàêîé, ÷òî xn 6 y 6 zm äëÿ âñåõ n,m ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 3. Òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëüíî òåëåñíûì, åñëè E îáëàäàåò áàçèñîì îêðåñòíîñòåé íóëÿ, ñîñòîÿùèì èç

òåëåñíûõ ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ E íàçûâàåòñÿ òåëåñíûì,

åñëè |y| 6 |x| è x ∈ A âëåêóò y ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E íàçûâàåòñÿ ðåøåò-

êîé Ôðåøå, åñëè îíà ìåòðèçóåìà è (ìåòðè÷åñêè) ïîëíà.

Òåïåðü ââåäåì îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü E è F � âåêòîðíûå ðåøåòêè. Îòîáðàæåíèå

P : E → F íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè n èëè n-îäíîðîäíûì

ïîëèíîìîì (n ∈ {1, 2, . . .}), åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

ϕ : En → F , íàçûâàåìîå ïîðîæäàþùèì, òàêîå, ÷òî

P (x) = ϕ
(
x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n ðàç

)
(x ∈ E).

Ñðåäè ïîëèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ äàííûé ïîëèíîì P , ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð ϕ, íàçûâàåìûé àññîöèèðîâàííûì

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò � 24-

71-10094.
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è îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì P̌ . Ñèììåòðè÷íîñòü ϕ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðå-

ñòàíîâêè σ ìíîæåñòâà {1, . . . , n} âûïîëíÿåòñÿ ϕ(x1, . . . , xn) = ϕ(xσ(1), . . . , xσ(n))
äëÿ ëþáûõ x1, . . . xn ∈ E [3℄.

Îïðåäåëåíèå 6. Îäíîðîäíûé ïîëèíîì P : E → F íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-

íî àääèòèâíûì, åñëè P (x+ y) = P (x)+P (y) äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ x, y ∈ E.
Íàïîìíèì, äâà ýëåìåíòà x, y ∈ E íàçûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè (è ïèøóò x ⊥ y),
åñëè |x| ∧ |y| = 0.

Îïðåäåëåíèå 7. Îäíîðîäíûé ïîëèíîì P : E → F íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíûì, åñëè P̌ (x1, . . . , xn) > 0 äëÿ âñåõ x1, . . . , xn ∈ E+.

Òåïåðü ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü E � ñåïàðàáåëüíàÿ ðåøåòêà Ôðåøå, G ⊂ E � ìàæîðè-

ðóþùàÿ ïîäðåøåòêà â E è F � ëîêàëüíî òåëåñíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ âåêòîðíàÿ

ðåøåòêà 
 σ-èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì. Òîãäà ëþáîé ïîëîæèòåëüíûé îðòî-

ãîíàëüíî àääèòèâíûé n-îäíîðîäíûé ïîëèíîì P0 : G → F äîïóñêàåò ïðîäîë-

æåíèå äî ïîëîæèòåëüíîãî îðòîãîíàëüíî àääèòèâíîãî n-îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà

P : E → F .
�åçóëüòàò âûâîäèòñÿ èç àíàëîãè÷íîé òåîðåìû äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî-

ðîâ [4, òåîðåìà 1℄ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ëèíåàðèçàöèè n-îäíîðîäíûõ îðòîãî-

íàëüíî àääèòèâíûõ ïîëèíîìîâ [5, òåîðåìà 4℄ è êîíñòðóêöèè ñòåïåíè âåêòîðíîé

ðåøåòêè [6, òåîðåìà 3.2℄.
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ÑÂÎÉÑÒÂÎ RUC ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ

ÈÇ ÕÀÎÑÎÂ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ Â L∞

Ï. À. Ñëèíÿêîâ

(Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè; Ìèíñê, Áåëàðóñü)

Ïóñòü X = {Xk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åííûõ ñèì-

ìåòðè÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ), çà-

äàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ([0, 1], µ), ãäå µ � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëå-

áåãà. Îãðàíè÷åííîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå sup-íîðìû, ò. å. ‖Xk‖L∞
= Ck > 0.

Áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìûå êîïèè èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè

{
X

(l)
k

}∞
k=1

, l = 1, . . . , d, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû ñèñòåìû ÑÂ X, X(1)
,

X(2)
, . . ., X(d)

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.

Ïóñòü d, n ∈ N òàêèå, ÷òî 1 6 d 6 n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N
d
n ìíîæåñòâî ìóëüòè-

èíäåêñîâ J = (j1, . . . , jd) òàêèõ, ÷òî jk ∈ [n], ãäå [n] := {1, 2, . . . , n}, à ÷åðåç ∆d
n

ìíîæåñòâî ìóëüòèèíäåêñîâ J = (j1, . . . , jd) òàêèõ, ÷òî 1 6 j1 < j2 < · · · < jd 6 n.

Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó

{
X

(1)
j1
X

(2)
j2
. . . X

(d)
jd

}
(j1,j2,...,jd)∈Nd îäíîðîäíîé ìóëüòè-

ïëèêàòèâíîé ñëó÷àéíîé ñèñòåìîé ñòåïåíè d, à îáúåäèíåíèå ïî òàêèì íåçàâèñè-

ìûì ñèñòåìàì ñòåïåíåé îò 1 äî d � ñìåøàííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëó÷àéíîé

ñèñòåìîé ñòåïåíè d.
Íàðÿäó ñ ýòîé ñèñòåìîé, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó, ñî-

ñòàâëåííóþ èç ýëåìåíòîâ ñàìîé èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÑÂ Xk, âèäà

{Xj1Xj2 . . . Xjd}(j1,j2,...,jd)∈∆d , êîòîðóþ íàçîâåì îäíîðîäíûì ñëó÷àéíûì õàîñîì

ïîðÿäêà d, à îáúåäèíåíèå ïî òàêèì íåçàâèñèìûì ñèñòåìàì ñòåïåíåé îò 1 äî d �
ñìåøàííûì ñëó÷àéíûì õàîñîì ïîðÿäêà d.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} îáëàäàåò RUC-ñâîéñòâîì

(Random Un
onditional Convergen
e), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå óíèâåðñàëüíûå

êîíñòàíòû, ÷òî äëÿ ëþáîãî n è äëÿ ëþáûõ ñêàëÿðîâ {ak}, 1 6 k 6 n, âûïîëíÿ-
åòñÿ

Eθ

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

θkakxk

∥∥∥∥∥
X

≍ min
θk=±1

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

θkakxk

∥∥∥∥∥
X

,

ãäå P{θk = 1} = P{θk = −1} = 1/2.

Òåîðåìà 1. Îäíîðîäíûé õàîñ ïîðÿäêà d, ñ�îðìèðîâàííûé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ X = (Xk) íåçàâèñèìûõ ñèììåòðè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
îáëàäàåò ñâîéñòâîì RUC. Áîëåå òîãî, ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñ

êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò d:

Eθ

∥∥∥∥∥∥

∑

J∈∆d
n

θJaJXJ

∥∥∥∥∥∥
L∞

≍ min
θ

∥∥∥∥∥∥

∑

J∈∆d
n

θJaJXJ

∥∥∥∥∥∥
L∞

≍
n∑

j=1

(
∑

J = (j1, j2, . . . , jd) ∈ ∆d
n :

∃ k ∈ [d] : jk = j

ã 2
J

) 1
2

.

Òåîðåìà 2. Ñìåøàííûé ñëó÷àéíûé õàîñ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Xk) íåçà-
âèñèìûõ ñèììåòðè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ ÑÂ îáëàäàåò ñâîéñòâîì RUC. Áîëåå òîãî,

ïóñòü

S(X,Θ) = Θ1P1(X) + Θ2P2(X) + . . .+ΘdPd(X),
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ãäå

ΘmPm :=
∑

J∈∆m
n

θJaJXJ , XJ = Xj1Xj2 . . . Xjm .

Òîãäà âåðíî

EΘ

∥∥S(X,Θ)
∥∥
L∞

≍ min
Θ

∥∥S(X,Θ)
∥∥
L∞

≍
d∑

m=1

n∑

j=1

(
∑

J = (j1, j2, . . . , jm) ∈ ∆m
n :

∃ k ∈ [d] : jk = j

ã 2
J

) 1
2

.

Èñïîëüçóÿ äàííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íîðì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíîðîäíûé

õàîñ (è òåì áîëåå ñìåøàííûé) íå îáëàäàåò áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâîì áåçóñëîâíîé

ñõîäèìîñòè.
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ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÅ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û

Ñ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÌÈ ÑÒÅÏÅÍÈ (−n) ßÄ�ÀÌÈ

Â Lp-Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ Ñ �ÀÄÈÀËÜÍÛÌ ÂÅÑÎÌ

�. À. Òèõîíîâà

(Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ)

Ïóñòü 1 6 p < ∞ è �óíêöèÿ w : R+ → R+ èçìåðèìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Lp(R
n, w) ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ) èçìåðèìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé ñ

íîðìîé

∥∥f
∥∥
Lp(Rn,w)

=
∥∥f
∥∥
p,w

=

( ∫

Rn

|f(x)|pw(|x|) dx
)1/p

.

�àññìîòðèì îïåðàòîð

(Kϕ)(x) =

∫

Rn

k(x, y)ϕ(y) dy, x ∈ R
n, (1)

ãäå �óíêöèÿ k(x, y) èçìåðèìà è îäíîðîäíà ñòåïåíè (−n), ò. å.

k(αx, αy) = α−nk(x, y) (∀α > 0). (2)

Íàçîâåì �óíêöèþ w∗(t) = sups>0
w(ts)
w(s) ðàñòÿæåíèåì �óíêöèè w(t).

Â ðàáîòå [1℄ áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòî-

ðà K â ïðîñòðàíñòâå Lp(R
n, w) ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè èíâàðèàíò-

íîñòè ÿäðà îòíîñèòåëüíî âñåõ âðàùåíèé ïðîñòðàíñòâà R
n
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 6 p < ∞ è ÿäðî k(x, y) îïåðàòîðà K óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (2), à òàêæå óñëîâèÿì:

κ1 = ess sup
σ∈Sn−1

∫

Rn

∣∣k(σ, y)
∣∣ ∣∣y
∣∣−n/p

(
w∗

(
1

|y|

))1/p

dy <∞,

κ2 = ess sup
σ∈Sn−1

∫

Rn

∣∣k(x, σ)
∣∣ ∣∣x
∣∣−n/p′(w∗(|x|)

)1/p
dx <∞.

Òîãäà îïåðàòîð K îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Lp(R
n, w), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ∥∥Kϕ
∥∥
p,w

6 κ
1/p′

1 κ
1/p
2

∥∥ϕ
∥∥
p,w
.

Óñòàíîâèì óñëîâèÿ íà ÿäðî k(x, y) íåîáõîäèìûå äëÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðà-

òîðà K âèäà (1) â ïðîñòðàíñòâå Lp(R
n, w).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p < ∞, �óíêöèÿ k(x, y) îäíîðîäíà ñòåïåíè (−n)
è íåîòðèöàòåëüíà, è îïåðàòîð K îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Lp(R

n, w). Òîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∫

Sn−1

dσ

∫

Rn

k(σ, t) |t|−n/p
(
w∗(|t|)

)−1/p
dt <∞,
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∫

Sn−1

dσ

∫

Rn

k(t, σ) |t|−n/p′
(
w∗

(
1

|t|

))−1/p

dt <∞.

Ïóñòü Ma � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ a ∈ L∞(Rn). Îïåðàòîð Ma

îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Lp,w(R
n), ïðè÷åì ‖Maϕ‖p,w 6 ‖a‖∞‖ϕ‖p,w äëÿ ëþáîé

ϕ ∈ Lp(R
n, w). Ïîñòàâèì âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðà Ma è

îïåðàòîðà K âèäà (1). Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÿäðî k(x, y), ïîìèìî óñëî-
âèÿ (2), èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé SO(n), ò. å.

k(ω(x), ω(y)) = k(x, y) (∀ω ∈ SO(n)), (3)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñóììèðóåìîñòè

∫

Rn

∣∣k(e1, y)
∣∣∣∣y
∣∣−n/p

(
w∗

(
1

|y|

))1/p

dy =

∫

Rn

∣∣k(x, e1)
∣∣∣∣x
∣∣−n/p′(w∗(|x|)

)1/p
dx <∞. (4)

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ a ∈ L∞(Rn) ïðèíàäëåæèò
êëàññó Bsup

0,0 (R
n), åñëè

lim
N→∞

ess sup
|x|>N

|a(x)| = lim
N→∞

ess sup
|x|<1/N

|a(x)| = 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ÿäðî k(x, y) îïåðàòîðà K óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2),
(3), (4), à òàêæå äëÿ ëþáîãî s0 > 0 è h ∈ R

n
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
h→0

sup
s∈(0,s0)

∫

Rn

∣∣∣∣k(e1, t+ h)

(
w(s|t|)

w(s|t+ h|)

)1/p

− k(e1, t)

∣∣∣∣ |t|
−n/p

(
w∗

(
1

|t|

))1/p

dt = 0.

Òîãäà åñëè a ∈ Bsup
0,0 (R

n), òî îïåðàòîðMaK êîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâå Lp(R
n, w).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü w(|x|) = |x|α è ÿäðî k(x, y) îïåðàòîðà K óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (2), (3), (4). Òîãäà åñëè a ∈ Bsup
0,0 (R

n), òî îïåðàòîð MaK êîìïàêòåí â

ïðîñòðàíñòâå Lp(R
n, w).
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ÎÁ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÀÊÓÑÒÈÊÈ

Ì. �. Òîìàåâ

(Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ; Âëàäèêàâêàç, �îññèÿ)

Èññëåäóåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòî-

ðà ñâåðòêè, âõîäÿùåãî â óðàâíåíèå àêóñòèêè ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ôóíêöèÿ ÿäðà çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Ïðÿìàÿ

çàäà÷à â îáëàñòè ïåðåìåííûõ (x, z, t), x ∈ R, z > 0, t ∈ R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ àêóñòè÷åñêîãî (èçáûòî÷íîãî) äàâëåíèÿ ñ íóëåâû-

ìè íà÷àëüíûìè äàííûìè è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ

äåëüòà-èñòî÷íèêîì âîçáóæäåíèÿ âîëí:

1

c2(z)

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
∂u

∂x
+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂u

∂x
dτ

]
+
∂2u

∂z2
+

+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂2u

∂z2
dτ +∇ ln ρ(x, z)∇x,z U, t > 0

(1)

u
∣∣
t<0

≡ 0, (2)

[
∂u

∂z
+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂u

∂z

]

z=+0

= −δ(t), (3)

ãäå

∇x,zU := ∇x,zu(x, z, t) +

t∫

0

k(x, t− τ)∇x,zu(x, z, τ) dτ.

Çäåñü u(x, z, t) � àêóñòè÷åñêîå (èçáûòî÷íîå) äàâëåíèå, c(z) > 0 � ñêîðîñòü

ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ρ(x, z) > 0 � ïëîòíîñòü ñðåäû, δ(t) �

äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà. Ôóíêöèÿ k(x, t), âõîäÿùàÿ â èíòåãðàë ñâåðòêè, îïèñû-
âàåò âÿçêèå ñâîéñòâà ñðåäû è íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ïàìÿòè. Ôóíêöèè c(z), ρ(x, z)
ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè è äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè.

Óðàâíåíèå (1) ó÷èòûâàåò ïîãëîùåíèå èäåàëüíî-óïðóãîé ñðåäû è âîçíèêàåò

â ãåî�èçèêå ïðè èçó÷åíèè (èäåíòè�èêàöèè) ñâîéñòâ ñðåäû ñ ïîìîùüþ ñåéñìè-

÷åñêèõ âîëí. Ôàêòè÷åñêè, ïðè ïðåäïîëîæåíèè î ãëàäêîñòè ñèñòåìà óðàâíåíèé

Áîëüöìàíà (îäíà èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ äëÿ ëèíåéíîé íåóïðóãîé ñðå-

äû) â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (1).

Ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçàöèè, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé, îáðàòíàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé

ñèñòåìå ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà. À èìåí-

íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÿäðî ïàìÿòè k(x, t) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé è, ââîäÿ

�îðìàëüíî ïàðàìåòð ìàëîñòè ε, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

k(x, t) = εk1(x, t). (4)
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Òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî

ρ(x, z) = ρ0(z) + ερ1(x, z). (5)

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε:

u(x, z, t, ε) =
∞∑

j=0

εjuj(x, z, t). (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (4)�(6) â (1) è ñ÷èòàÿ, ÷òî âêëàä ñëàãàåìûõ ñ ÷ëåíàìè ïðè εj ,
j = 2, 3, . . . , ïðåíåáðåæèìî ìàë, ïðèðàâíèâàåì ÷ëåíû, ñòîÿùèå ïðè εj , j = 0, 1.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâå ïðÿìûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî u0, u1. Çàäà÷à äëÿ u0
èçó÷åíà â ìîíîãðà�èè [1℄.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ÿäðî k1(x, t) ∈ C1
t ([0,∞); L2(R)), t > 0, åñëè èç-

âåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è u1:

u1(x, z, t)
∣∣
z=+0

= g(x, t), x ∈ R, t > 0,

g(x, t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

k̃1(ν, t) = Fx[k1](ν, t) ∈ Λ̃1(ω, T )

(îáðàç Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k̃1(ν, t) ∈ C1
t (R×R+)

è äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t ∈ [0, T ] supp k̃1(ν, t) ⊂ [−ω, ω]. Ñîîòâåòñòâåííî,
k1(x, t) ∈ Λ1(ω, T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k̃1(ν, t) = Fx[k1](ν, t) ∈ Λ̃1(ω, T ).

Â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé äîêàçàíà òåîðåìà îäíîçíà÷íîé ðàç-

ðåøèìîñòè è ïîëó÷åíà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ω > 0, T > 0 �èêñèðîâàíû. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è k1(x, t) ∈ Λ(ω, T ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

g̃(ν, t) := Fx[g](ν, t) ∈ C2
t (R × [0, T ]), g̃(ν, 0) = 0

è ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t ∈ [0, T ] supp g̃(ν, t) ⊂ [−ω, ω].
Òåîðåìà 2. Ïóñòü k

(1)
1 (x, t), k

(2)
1 (x, t) ∈ Λ(ω, T ) � ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è,

îòâå÷àþùèå èí�îðìàöèÿì g(1)(x, t), g(2)(x, t) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî îöåíêà óñòîé÷èâîñòè

∫

R

∥∥∥k(1)1 − k
(2)
1

∥∥∥
2

C[0,T ]
dx 6 C

ω∫

−ω

∥∥∥g̃ (1) − g̃ (2)
∥∥∥
2

C2[0,T ]
dν,

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âåëè÷èí ω, T è çíà÷åíèé �óíê-

öèé c(z), ρ0(z), ρ1(ν, z).

Ëèòåðàòóðà

1. ßõíî Â. �. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óïðóãîñòè.�Íîâîñè-

áèðñê: Íàóêà, 1990.�304 ñ.

83



Î Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÔÈ-ÑÒÀÒÈÑÒÈÊ

ÄËß ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÈ Ò�È

À. Â. Øåðÿåâ

(Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà;

Ìîñêâà, �îññèÿ)

�àññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè: ïóñòü âåêòîð

Y = (Y1, Y2, Y3)
⊤
èìååò ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå M3(n,π), ò. å.

P
(
Y1 = n1, Y2 = n2, Y3 = n3

)
=





n!

3∏

j=1

π
nj

j

nj!
, nj = 0, n,

3∑
j=1

nj = n,

0, èíà÷å,

ãäå

π = (π1, π2, π3)
⊤, πj > 0,

3∑

j=1

πj = 1,

è ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííîé íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : π = p. Îñíîâíûì îáúåêòîì

èññëåäîâàíèÿ â ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåííîå ïî âûøåóêàçàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ

ñåìåéñòâî �è-ñòàòèñòèê

Tφ =
2n

φ′′(1)
·

3∑

j=1

pjφ

(
Yj
npj

)
,

ãäå φ � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà R+ òàêàÿ, ÷òî φ(u) > 0 ∀u > 0, φ(1) = φ′(1) = 0,
φ′′(1) > 0.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè n→ ∞ ðàñïðåäåëåíèå äàííîé ñòàòèñòèêè ñõîäèòñÿ ê ðàñ-

ïðåäåëåíèþ õè-êâàäðàò ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îäíàêî ïðè ïðîâåðêå ãèïî-

òåç âàæíî ïîíèìàòü, íàñêîëüêî âåëèêà îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ðåàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûì. Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè òî÷-

íîñòè ïðèáëèæåíèÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ P(Tφ(Y) < c), ãäå c > 0.
Ââåäåì íîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû Xj = (Yj − npj)/

√
n è áóäåì èññëåäîâàòü

ñâîéñòâà âåêòîðà X = (X1,X2). Êîìïîíåíòû X ñêîíöåíòðèðîâàíû íà ðåøåòêå

L =
{
x = (x1, x2) : xj =

nj − npj√
n

, j = 1, 2
}
, nj ∈ Z+.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Tφ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P
(
Tφ
(
Y) < c

)
= P

(
X ∈ Bφ(c)

)
,

ãäå Bφ = {(x, y) : Tφ(x, y) < c} è

Tφ(x, y) =
2n

φ′′(1)

(
p1φ

(
1 +

x√
np1

)
+ p2φ

(
1 +

y√
np2

)
+ p3φ

(
1− x+ y√

np3

))
.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Bφ(c) ïðèíàäëåæèò êëàññó òàê íàçûâàåìûõ

îáîáùåííûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî B ⊂ R
2
íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì âûïóêëûì

ìíîæåñòâîì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

B =
{
(x, y) : λ1(y) < x < θ1(y), y ∈ B1

}
=
{
(x, y) : λ2(x) < y < θ2(x), x ∈ B2

}
,

ãäå B1 ⊂ R, B2 ⊂ R è λ1, θ1, λ2, θ2 � íåïðåðûâíûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå íà

B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäóÿ ðåçóëüòàòàì ßðíîëüäà [1℄ è ðàáîòû [2℄, ïîëó÷èì, ÷òî åñëè φ ÷åòûðå-
æäû äè��åðåíöèðóåìà è φ(4)(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t = 1, òî

P
(
X ∈ Bφ(c)

)
= Jφ1 + Jφ2 +O

(
n−1

)
,

ãäå

Jφ1 = P
(
χ2
2 < c

)
+O

(
n−1

)
, Jφ2 =

(
Nφ − nV φ

) e−c/2
2πn

√
p1p2p3 + o(1),

Nφ
� ÷èñëî òî÷åê ðåøåòêè L â ìíîæåñòâå Bφ(c), V φ

� ïëîùàäü ìíîæå-

ñòâà Bφ(c). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê îöåíêå ÷ëåíà Jφ2 .

Äëÿ ÷ëåíà Jφ2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ßðíîëüäà: Jφ2 = O(n−1/2), îäíàêî åå ìîæ-
íî óëó÷øèòü. �àññìîòðèì âàæíîå ïîäñåìåéñòâî �è-ñòàòèñòèê: ñòåïåííûå ñòàòè-

ñòèêè ñîãëàñèÿ, ïîëó÷àåìûå ïðè ëþáîì λ ∈ R âûáîðîì ñëåäóþùåé �óíêöèè:

φλ(u) =
uλ+1 − (λ+ 1)(u− 1)− 1

λ(λ+ 1)
.

Â ðàáîòå [3℄ Àñûëáåêîâ, Çóáîâ è Óëüÿíîâ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ∀λ ∈ R è äëÿ ëþáîãî

�èêñèðîâàííîãî c > 0 âûïîëíåíî

P
(
Tφλ < c

)
= P

(
χ2
2 < c

)
+O

(
n−50/73(log n)315/146

)
.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà

�è-ñòàòèñòèê. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû èç îáëàñòè òåî-

ðèè ÷èñåë (ñì. [4℄) äëÿ îöåíêè ðàçíîñòè Nφ − nV φ
.

Îáîçíà÷èì R++ := R+ \ {0}. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü φ ∈ C4(R++). Òîãäà ∀ c > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Jφ2 = Oc,φ,p
(
n−50/73(log n)315/146

)
.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ P(Tφ < c).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü φ ∈ C4(R++). Òîãäà ïðè �èêñèðîâàííîì c > 0 ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå

P
(
Tφ < c

)
= P

(
χ2
2 < c

)
+Oc,φ,p

(
n−50/73(log n)315/146

)
.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñòàòüå [5℄ ïðèâåäåíà íèæíÿÿ îöåíêà íà ïîðÿäîê Jφ12 (ãäå

�óíêöèÿ φ1(u) ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå õè-êâàäðàò Ïèðñîíà):
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O(n−3/4 log log n). �åçóëüòàò æå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

P
(
Tφ < c

)
= P

(
χ2
2 < c

)
+Oc,φ,p

(
n−3/4+β

)
, β ≈ 0, 065.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,

ïðî�åññîðó êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè �àêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-

òèêè è êèáåðíåòèêè Ì�Ó èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Â. Â. Óëüÿíîâó çà ïîñòàíîâêè çàäà÷

è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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