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Предисловие

Теория определителей возникла в результате работы
над теорией линейных систем уравнений. Общий закон со-
ставления определителей впервые подметил Лейбниц в 1693
году. В письме к Лопиталю от 28 апреля 1693 года он го-
ворит о системе двойных индексов, которыми он обозначал
коэффициенты при неизвестных. Ввиду того, что резуль-
таты Лейбница не были опубликованы, они остались неиз-
вестными.

В 1750 г. швейцарский ученый Г. Крамер опублико-
вал работу, посвященную теории алгебраических кривых.
В этой работе он указывает общий закон составления опре-
делителей и приводит общую формулу решения системы n

линейных уравнений с n неизвестными.
Более законченную теорию определителей выработал

французский математик А. Вандермонд. В 1741 г. в пред-
ставленных в Парижскую академию наук мемуарах он
впервые выделяет вопрос об определителях и рассматри-
вает его как самостоятельную теорию.

Большую роль в развитии теории определителей сыгра-
ла работа Коши, написанная в 1812 г. В этой работе он впер-
вые расположил элементы определителя в виде квадратной
схемы (термин «матрица» появился позже). Он говорит о
«детерминанте» этой системы (схемы), термин «детерми-
нант» впервые был им употреблен в современном значении.

Определители (или детерминанты), имеющие интерес-
ные свойства, применяются не только в исследовании и ре-
шении систем линейных уравнений, но и почти во всех от-
раслях математики: в алгебре, в аналитической геометрии,
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в механике, в теории дифференциальных уравнений, в тео-
рии функций, в теории чисел и т. д.

Для построения теории определителей существуют раз-
ные подходы. Часто применяются теории перестановок и
подстановок.

В данной брошюре, после введения понятия матри-
цы, вводятся понятия двукратного минора и двукратного
алгебраического дополнения, доказываются некоторые их
свойства и после этого строится теория определителей [7, 8].

Плиев А. Н.



1. Основные понятия

Определение 1.1. Прямоугольная таблица








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann









,

в которой n натуральное число, а a11, a12, a13, . . . , ann эле-
менты некоторого числового поля, называется квадратной
матрицей n-го порядка.

Из двух индексов первый обозначает номер строки, а
второй — номер столбца. Например, a23 является элементом
второй строки и третьего столбца, а

(a11),

(

a11 a12

a21 a22

)

,





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33





являются квадратными матрицами соответственно первого,
второго и третьего порядков.

Определение 1.2. Число a называется определителем

матрицы, составленной из единственного элемента a. Если
для натурального числа n > 1 известно значение определи-
теля квадратной матрицы (n− 1)-го порядка, то определи-

телем квадратной матрицы порядка n








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann









(1)
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называется число

∆ = (−1)1+1a11M11 + (−1)
1+2a12M12 + · · ·+ (−1)1+na1nM1n,

(2)
где M1j (j = 1, . . . , n) — определитель квадратной матри-
цы (n− 1)-го порядка, которая из матрицы (1) получается
вычеркиванием первой строки и j-го столбца.

Определитель матрицы (1) обозначают так:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (3)

Определитель матрицы n-го порядка также называют
определителем n-го порядка или детерминантом n-го по-
рядка.

Определитель (n − 1)-го порядка M1j называют также
минором элемента a1j определителя (3).

Таким образом, M1j является определителем (n − 1)-го
порядка, который из определителя (3) получается вычер-
киванием первой строки и j-го столбца.

Определение 1.3. Минором Mij элемента aij опреде-
лителя n-го порядка называется определитель (n − 1)-го
порядка, который из данного определителя получается вы-
черкиванием i-й строки и j-го столбца, т. е. вычеркиванием
строки и столбца, на пересечении которых расположен дан-
ный элемент.

Определение 1.4. Алгебраическим дополнением эле-
мента aij определителя (3) называется минор этого элемен-
та Mij, взятый со знаком (−1)i+j.

Если алгебраическое дополнение элемента aij обозна-
чить через Aij, тогда, согласно определению, получим

Aij = (−1)
i+jMij.
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После вышеуказанных обозначений напишем:

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n. (4)

Определение 1.5. В определителе n-го порядка вы-
черкнем сначала строку и столбец, проходящие через эле-
мент aij, а потом в полученном определителе (n− 1)-го по-
рядка — строку и столбец, проходящие через элемент akl
(k 6= i, l 6= j). Таким образом получим минор элемента akl
в миноре элемента aij. Такой минор назовем двукратным

минором элементов aij и akl. Обозначим его через M kl
ij .

Очевидно, что

Mkl
ij =M

ij
kl . (5)

Определение 1.6. Двукратным алгебраическим дополне-

нием элементов aij и akl (i 6= k, j 6= l) определителя (3)
назовем двукратный минор этих элементов M kl

ij , взятый со
знаком (−1)i+j+k1+l1 , в котором k1 и l1 являются индексами
элемента akl в миноре Mij.

Двукратное алгебраическое дополнение элементов aij и
akl обозначим через Akl

ij , тогда, согласно определению,

Akl
ij = (−1)

i+j+k1+l1Mkl
ij .

Пример 1.1. Вычислить определитель

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 4
0 5 7
9 8 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



8 Теория определителей

Решение. Согласно определению определителя, имеем:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 4
0 5 7
9 8 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=(−1)1+12

∣

∣

∣

∣

5 7
8 6

∣

∣

∣

∣

+ (−1)1+23

∣

∣

∣

∣

0 7
9 6

∣

∣

∣

∣

+ (−1)1+34

∣

∣

∣

∣

0 5
9 8

∣

∣

∣

∣

=

= 2((−1)1+1 · 5 · |6|+ (−1)1+2 · 7 · |8|)− 3((−1)1+1 · 0 · |6|+

+ (−1)1+2 · 7 · |9|) + 4((−1)1+1 · 0 · |8|+ (−1)1+2 · 5 · |9|) =

= 2(5 · 6− 7 · 8)− 3(−7 · 9) + 4(−5 · 9) =

= −52 + 189− 180 = −43.

Пример 1.2. Дан определитель 4-го порядка
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Вычислить M23, A23, M
42
23 , A42

23, A
44
23, A

14
23, A

12
23.

Решение. Для M23, A23, M
42
23 , A42

23 получим следующее:

M23 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

а так как (−1)2+3 = −1, то

A23 = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

M42
23 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a11 a14

a31 a34

∣

∣

∣

∣

,
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A42
23 = (−1)

2+3+3+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a11 a14

a31 a34

∣

∣

∣

∣

(индексы элемента a42 в миноре элемента a23 будут k1 = 3,
l1 = 2). Для A44

23, A
14
23, A

12
23 получим:

A44
23 = (−1)

2+3+3+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(k1 = 3, l1 = 3),

A14
23 = (−1)

2+3+1+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(k1 = 1, l1 = 3),

A12
23 = (−1)

2+3+1+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(k1 = 1, l1 = 2).

Заметим, что четности сумм i+ j + k + l и i+ j + k1 + l1 не
всегда совпадают. Так, например, для двукратных алгебра-
ических дополнений A44

23 и A12
23 четности этих сумм совпада-

ют (2+3+4+4 = 13, 2+3+3+3 = 11; так же 2+3+1+2 = 8,
2+3+1+2 = 8), а для двукратных алгебраических допол-
нений A42

23 и A14
23 — нет (2 + 3 + 4 + 2 = 11, 2 + 3 + 32 = 10;

так же 2 + 3 + 1 + 4 = 10 и 2 + 3 + 1 + 3 = 9 — проти-
воположной четности). Какая закономерность существует
между четностями этих сумм? Этот вопрос исследуется в
следующем параграфе.

2. Теоремы о двукратных алгебраических

дополнениях

Определение 2.1. Скажем, что элементы определите-
ля aij и akl стоят на левой диагонали, если индексы одного
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из них больше соответствующих индексов другого, а на пра-
вой диагонали — если они не лежат ни на левой диагонали,
ни в одном столбце.

Например, a12 и a23 лежат на левой диагонали, а эле-
менты a34 и a44 — на правой диагонали.

Теперь докажем следующую теорему:

Теорема 2.1. Двукратное алгебраическое дополнение
элементов определителя n-го порядка aij и akl имеет знак
(−1)i+j+k+l, если эти элементы лежат на левой диагонали,
и знак противоположный этому, если они лежат на правой
диагонали.

C Допустим aij и akl лежат на левой диагонали данного
определителя

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ akl ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ aij ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Двукратное алгебраическое дополнение элементов aij и akl
есть

Akl
ij = (−1)

i+j+k1+l1Mkl
ij .

Нетрудно заметить, что при вычеркивании строки и столб-
ца, проходящих через элемент aij, индексы элемента akl не
изменяются, т. е. k1 + l1 = k+ l и, следовательно, знак дву-
кратного алгебраического дополнения Akl

ij будет

(−1)i+j+k+l.

Двукратное алгебраическое дополнение элементов akl и aij
есть

A
ij
kl = (−1)

k+l+i1+j1M
ij
kl .
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Если вычеркнуть строку и столбец, содержащие элемент
akl, то оба индекса элемента aij уменьшаться на единицу,
т. е. i1 + j1 = i+ j − 2 и знак двукратного алгебраического
дополнения будет

(−1)k+l+i1+j1 = (−1)k+l+j+i.

Теперь допустим, что элементы aij и akl лежат на правой
диагонали

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ akl ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ aij ∗ ∗ ∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

При вычеркивании строки и столбца, проходящих через
элемент aij, второй индекс элемента akl уменьшится на еди-
ницу, т. е.

k1 + l1 = k + l − 1.

Аналогично, при вычеркивании строки и столбца, проходя-
щих через элемент akl, первый индекс элемента aij умень-
шится на единицу, т. е. i1+j1 = i+j−1. Следовательно, зна-
ки как Akl

ij , так и A
ij
kl совпадают со знаком (−1)i+j+k+l−1. B

Теорема 2.2. Двукратные алгебраические дополнения
определителя n-го порядка Akl

ij и A
ij
kl равны.

C Согласно предыдущей теореме знаки двукратных ал-
гебраических дополнений Akl

ij и A
ij
kl совпадают. Приняв во

внимание и равенство (5), заключаем, что Akl
ij = A

ij
kl. B

Теорема 2.3. Если поменять местами любые две строки
определителя n-го порядка, то двукратные алгебраические
дополнения элементов этих строк изменят знак на проти-
воположный (по абсолютной величине не изменятся).
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C Пусть элементы aij и akl каких-нибудь двух строк
(i 6= k, j 6= l) определителя n-го порядка лежат на левой
диагонали, если поменять местами эти строки, то они ока-
жутся на правой диагонали, и наоборот. Тогда, согласно
теореме 1, данную теорему можно считать доказанной. B

3. Свойства определителей

Определители имеют ряд замечательных свойств.

Свойство 1. Определитель n-го порядка ∆ равен сум-
ме произведений элементов любой строки на их алгебраи-
ческие дополнения.

C Согласно определению,

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= (−1)1+1a11|a22|+(−1)
1+2a12|a21| = a11a22−a12a21.

Рассмотрим сумму произведений элементов второй строки
на соответствующие алгебраические дополнения

a21A21 + a22A22 = (−1)
2+1a21|a12|+ (−1)

2+2a22|a11| =

= −a21a12 + a22a11,

т. е. разложения a11A11 + a12A12 и a21A21 + a22A22 равны.
Следовательно, теорема верна для определителя второго
порядка.

Применим метод математической индукции. Допустим,
что теорема верна для определителя (n − 1)-го порядка.
Определитель n-го порядка ∆ разложим по элементам пер-
вой строки, см. (4).

Потом, в этом разложении миноры (n − 1)-го порядка,
согласно индуктивному допущению, разложим по элемен-
там (k − 1)-ой строки (в определителе ∆ — k-й строки).
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Заметим, что ∆ является суммой n(n− 1) членов вида

a1jaklA
kl
1j, k 6= 1, l 6= j. (6)

Сомножители a1jakl являются произведениями каждого
элемента a1j первой строки определителя ∆ на все элемен-
ты k-й строки, для которых l 6= j. Следовательно, получен-
ные n(n− 1) членов вида (6) попарно различны.

Теперь составим сумму произведений элементов k-й
строки определителя ∆ на соответствующие алгебраиче-
ские дополнения. Обозначим полученную сумму через ∆1.
Здесь миноры (n − 1)-го порядка разложим по элементам
первой строки.

Заметим, что ∆1 является суммой n(n− 1) членов вида

akla1jA
1j
kl , k 6= 1, l 6= j, (7)

которые также попарно различны.
Согласно теореме 2.2, выражения (7) и (6) равны. Та-

ким образом, суммы ∆ и ∆1, каждая из которых состоит
из n(n − 1) попарно различных членов, содержат попарно
равные слагаемые, т. е. ∆ = ∆1. B

Определение 3.1. Операция замены строк в матри-
це соответствующими по номеру столбцами называется
транспонированием матрицы. Аналогично определяется
транспонирование определителя.

Свойство 2. При транспонировании определителя его
значение не изменяется.

C Следует доказать равенство определителей:

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

и ∆′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

. . . . . . . . . . . .

a1n a2n . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Утверждение верно для n = 2. Допустим, что оно верно и
для определителя порядка n − 1. Определитель ∆′ разло-
жим по элементам k-й строки (k = 1, 2, . . . , n). В этом раз-
ложении по индуктивному допущению производим транс-
понирование определителей (миноров) порядка n − 1. Та-
ким образом определитель ∆′ является суммой произведе-
ний элементов k-го столбца определителя ∆′ на их алгеб-
раические дополнения.

Разложим ∆ по элементам всех строк:

∆ = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n,

∆ = a21A21 + a22A22 + · · ·+ a2nA2n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆ = an1An1 + an2An2 + · · ·+ annAnn.

Согласно сделанному заключению, сумма первых (а так-
же вторых, третьих...) слагаемых равна ∆′. Следовательно,

n∆ = ∆′ +∆′ + · · ·+∆′, т. е. n∆ = n∆′ или ∆ = ∆′. B

Согласно свойству 2 все свойства определителя, кото-
рые справедливы для строк, будут справедливыми и для
столбцов. В этом смысле строки и столбцы определителя
равноправны. Например, вместо свойства 1 получим такое
свойство.

Свойство 3. Определитель n-го порядка равен сум-
ме произведений элементов любой строки (столбца) на их
алгебраические дополнения.

Следствие 1. Если все элементы какого-нибудь столб-
ца (строки), кроме одного, равны нулю, то определитель
равен произведению этого элемента на его алгебраическое
дополнение.
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Следствие 2. Если все элементы какого-нибудь столб-
ца (строки) определителя равны нулю, то определитель
также равен нулю.

Следствие 3. Если все элементы какого-нибудь столб-
ца (строки) определителя n-го порядка умножить на одно
и то же число k, то значение определителя умножится на k.

Указание. Определитель разложим по элементам ука-
занного столбца (строки) и вынесем k за скобки.

Следствие 4. Если все элементы какого-нибудь столб-
ца (строки) определителя n-го порядка имеют общий мно-
житель, то его можно вынести за знак определителя.

Свойство 4. Если поменять местами две строки (столб-
ца) определителя n-го порядка, то определитель изменит
только знак.

C Допустим, что ∆′ определитель n-го порядка, кото-
рый из определителя ∆ получается перестановкой i-й и k-й
строк. Разложим оба определителя по элементам i-й и k-й
строк. Тогда, согласно теореме 2.3, соответствующие члены
этих разложений будут различаться только знаком. Следо-
вательно, ∆′ = −∆. B

Свойство 5. Определитель n-го порядка, у которого
две строки (столбца) одинаковые, равен нулю.

C Пусть у определителя ∆ две строки одинаковые. Ес-
ли поменять местами эти две строки, то согласно свойству
4, определитель ∆ должен изменить знак, но этого не слу-
чится (так как эти строки одинаковые). Число, которое не
изменяется с изменением его знака, есть 0. Следовательно,
∆ = 0. B

Свойство 6. Определитель n-го порядка, у которого
элементы двух строк (столбцов) пропорциональны, равен
нулю.
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C Справедливость этого свойства вытекает из свойств 3
и 5. B

Свойство 7. Определитель n-го порядка ∆, элемен-
ты k-го столбца (строки) которого являются суммами двух
слагаемых, равен сумме двух определителей, один из кото-
рых есть ∆ без первых слагаемых k-того столбца (строки),
а другой, также ∆, без вторых слагаемых k-того столбца
(строки).

C Следует доказать:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1i + b1i . . . a1n

a21 a22 . . . a2i + b2i . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ani + bni . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1i . . . a1n

a21 a22 . . . a2i . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ani . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . b1i . . . a1n

a21 a22 . . . b2i . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . bni . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(8)

Или после соответствующих обозначений:

∆ = ∆1 +∆2.

Левую сторону равенства (8) разложим по элементам i-го
столбца:

∆ = (a1i + b1i)A1i + (a2i + b2i)A2i + · · ·+ (ani + bni)Ani

= (a1iA1i + a2iA21 + · · ·+ aniAni) + (b1iA1i + b2iA21

+ · · ·+ bniAni) = ∆1 +∆2. B

Свойство 8. Определитель n-го порядка не меняет
своего значения от прибавления ко всем элементам какой-
нибудь строки (столбца) соответствующих элементов дру-
гой строки (столбца), умноженных на одно и тоже число.
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C Следует доказать:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1i . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2i . . . a2j . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ani . . . anj . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1i + ka1j . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2i + ka2j . . . a2j . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ani + kanj . . . anj . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (9)

К правой части равенства (9) применим свойство 7, по-
лучим сумму двух определителей: один из них — данный
определитель, а второй — определитель с двумя пропорци-
ональными столбцами, который, согласно свойству 4, равен
нулю. B

4. Теорема Лапласа

В определителе n-го порядка ∆ выделим k строк и k

столбцов. В пересечении этих строк и столбцов получится
минор k-го порядка. Обозначим его через ∆αβ, где α и β

являются суммами номеров соответственно строк и столб-
цов этого минора. Минор порядка n−k, который получится
в результате вычеркивания указанных k строк и k столб-
цов определителя∆, называется дополнительным минором

минора ∆αβ.
Пусть элемент aij определителя ∆ не принадлежит к

указанным строкам и столбцам. Вычеркнем эти k строк и
k столбцов, а также i-ю строку и j-й столбец. Получится
минор порядка n− k− 1. Этот минор назовем двукратным

минором элемента aij и минора ∆αβ определителя ∆. Обо-

значим его через Mαβ
ij .
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Двукратным алгебраическим дополнением элемента aij

и минора ∆αβ определителя ∆ назовем (−1)i+j+α1+β1M
αβ
ij , в

котором α1 и β1 являются суммами номеров соответственно
строк и столбцов ∆αβ в миноре элемента aij. Обозначим его

через Aαβ
ij , т. е.

A
αβ
ij = (−1)

i+j+α1+β1M
αβ
ij .

Аналогично определяются двукратный минор M
ij
αβ и дву-

кратное алгебраическое дополнение минора ∆αβ и элемен-

та aij
A
ij
αβ = (−1)

α+β+i1+j1M
ij
αβ,

в котором i1 и j1 являются индексами элемента aij в допол-
нительном миноре минора ∆αβ.

Пример 4.1. Пусть в определителе

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17

a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27

a31 a32 a33 a34 a35 a36 a37

a41 a42 a43 a44 a45 a46 a47

a51 a52 a53 a54 a55 a56 a57

a61 a62 a63 a64 a65 a66 a67

a61 a72 a73 a74 a75 a76 a77

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∆αβ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a43 a45 a46

a53 a55 a56

a73 a75 a76

∣

∣

∣

∣

∣

∣

и aij = a64.

Тогда двукратный минор элемента aij и минора ∆αβ будет

M
αβ
ij =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Составим двукратное алгебраическое дополнение элемента
aij и минора ∆αβ:

A
αβ
ij = (−1)

(i+j+α1+β1)M
αβ
ij .

Суммы первых и вторых индексов минора ∆αβ соответ-
ственно равны

α = 4 + 5 + 7 = 16, β = 3 + 5 + 6 = 14. (10)

Так как вычеркнуты 6-я строка и 4-й столбец определителя
∆, получим

α1 = 4 + 5 + 6 = 15, β1 = 3 + 4 + 5 = 12

(в результате вычеркивания 6-й строки 7-я строка переме-
стилась в 6-ю строку, а в результате вычеркивания 4-го
столбца 5-й и 6-й столбцы переместились соответственно
в 4-й и 5-й столбцы). Тогда

A
αβ
ij = A

16;14
64 = (−1)6+4+15+12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a17

a21 a22 a27

a31 a32 a37

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Теперь составим двукратное алгебраическое дополнение
минора ∆αβ и элемента aij:

A
ij
αβ = (−1)

α+β+i1+j1M
ij
αβ.

i = 6, а i1 = 4, так как выше шестой строки были две
строки минора ∆αβ (5-я и 4-я) и строки с этими номерами
определителя вычеркнуты.

Также j = 4, а j1 = 3, так как левее 4-го столбца был
1-й столбец (3-й) минора ∆αβ и столбец с этим номером
вычеркнут. Следовательно,

A
ij
αβ = A64

16;14 = (−1)
16+14+4+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a17

a21 a22 a27

a31 a32 a37

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Заметим, что в последнем примере

A
αβ
ij = A

ij
αβ.

Ниже это равенство будет доказано в виде леммы.

Лемма 4.1. Справедливо равенство

A
αβ
ij = A

ij
αβ.

C Так как M
αβ
ij =M

ij
αβ, достаточно доказать

(−1)i+j+α1+β1 = (−1)α+β+i1+j1 .

Допустим, в определителе ∆ ниже i-й строки стоит s строк
минора ∆αβ (это минор порядка k), а правее j-го столбца t

столбцов. Тогда

α1 + β1 = α + β − (s+ t).

В определителе ∆ выше i-й строки будет k−s строк, а левее
j-го столбца k − t столбцов минора ∆αβ. Тогда

i1 + j1 = (i− (k − s)) + (j − (k − t)) = i+ j − 2k + (s+ t).

Четность этого числа совпадает с четностью числа:

i+ j = (s+ t)− 2(s+ t) = i+ j − (s+ t).

Таким образом,

(−1)i+j+α1+β1 = (−1)i+j+α+β−(s+t),

(−1)α+β+i1+j1 = (−1)α+β+i+j−(s+t).

Следовательно, (−1)i+j+α1+β1 = (−1)α+β+i1+j1 . B
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Теорема Лапласа. Пусть в определителе ∆ поряд-
ка n произвольно выбраны k строк (или k столбцов)
1 6 k 6 n− 1. Тогда сумма произведений всех миноров k-го
порядка, содержащихся в выбранных строках, на их алгеб-
раические дополнения равна определителю ∆. Указанную
сумму назовем разложением по k строкам.

C Обозначим сумму индексов элемента aij определителя
n-го порядка через s, а сумму номеров строк и столбцов его
минора через σ, тогда

s+ σ = 2 ·
(n+ 1)

2
· n = n(n+ 1)

(это число является суммой всех номеров строк и столбцов
определителя ∆, т. е. s и σ имеют одинаковую четность).

Следовательно, теорема Лапласа верна для определите-
ля порядка k + 1 относительно k строк (чтобы убедиться в
этом, представим разложение его по элементам какой-либо
строки. Это и будет разложением по k строкам).

Допустим, что теорема верна для определителя порядка
n−1 относительно k строк (n−1 > k+1) и докажем, что она
верна для определителя n-го порядка относительно k строк.
Определитель ∆ n-го порядка разложим по элементам i-й
строки. А в полученном разложении миноры порядка n− 1
(по индуктивному допущению) по каким-нибудь k строкам.

Получим:
n!

k!(n− k − 1)!
слагаемых вида aij∆αβA

αβ
ij .

После этого составим сумму произведений всех миноров
k-го порядка, содержащихся в выбранных k строках, на их
алгебраические дополнения. Обозначим эту сумму через∆′.
В разложении ∆′ дополнительные миноры порядка n − k

разложим по элементам i-й строки. Получим

n!

k!(n− k − 1)!
слагаемых вида ∆αβaijA

ij
αβ.
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Полученные суммы, согласно лемме 4.1, совпадают, т. е.
∆ = ∆′. B

В определителе n-го порядка ∆ выделим k строк и k

столбцов. В пересечении этих строк и столбцов получит-
ся минор данного определителя k-го порядка. Обозначим
его через ∆αβ, где α и β являются суммами индексов соот-
ветственно строк и столбцов этого минора. Минор поряд-
ка n − k, который получится в результате перечеркивания
указанных k строк и k столбцов определителя ∆, называ-
ется дополнительным минором минора ∆αβ. Дополнитель-
ный минор со знаком (−1)α+β называется алгебраическим

дополнителем ∆αβ.

Пример 4.2. В определителе
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

для минора

∣

∣

∣

∣

a11 a13

a21 a23

∣

∣

∣

∣

дополнительным минором будет
∣

∣

∣

∣

a32 a34

a42 a44

∣

∣

∣

∣

. Суммы индексов соответственно строк и столб-

цов данного минора равны

α = 1 + 2 = 3, β = 1 + 3 = 4,

тогда его алгебраическое дополнение равно

(−1)3+4

∣

∣

∣

∣

a32 a34

a42 a44

∣

∣

∣

∣

.

Мы знаем, что определитель равен сумме произведений
всех элементов произвольной строки (столбца) на их ал-
гебраические дополнения.
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C II способ доказательства теоремы Лапласа. Теоре-
ма верна относительно одной строки (свойство определи-
теля 3). Допустим, эта теорема верна для k > 1 строки и
докажем ее справедливость для k + 1 строки.

В определителе ∆ выделим любые k строк и не входя-
щую в эти строки еще одну i-ю строку. ∆ разложим (по
индуктивному допущению) по выделенным k строкам. По-
лучится сумма членов следующего вида

∆αβ · (−1)
α+βM, (11)

где ∆αβ минор k-го порядка, α и β суммы индексов соот-
ветственно строк и столбцов минора ∆αβ, M — дополни-
тельный минор минора ∆αβ.

Число слагаемых вида (11) будет равно числу сочетаний
из n элементов (столбцов) по k:

n!

k!(n− k)!
.

Все дополнительные миноры этого разложения разложим
по элементам i-й строки. Тогда каждое слагаемое разлага-
ется еще на n − k слагаемых и ∆ окажется суммой членов
вида

(−1)α+β ·∆αβ · aij(−1)
i1+j1Mi1j1

или

(−1)α+β+i1+j1 · aijMi1j1 ·∆αβ. (12)

Число слагаемых этой суммы будет

n!

k!(n− k)!
(n− k) =

n!

k!(n− k − 1)!
.

Ясно, что все эти члены попарно различны.
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Теперь за k+1 строк примем раннее выделенные k строк
и i-ю строку. Составим сумму произведений всех миноров
(k + 1)-го порядка, содержащихся в выбранных k + 1 стро-
ках, на их алгебраические дополнения. Эту сумму обозна-
чим через ∆′. Пусть минор (k+1)-го порядка, для которого
∆αβ является минором k-го порядка, есть Mα+i,β+j . Тогда
соответствующий член этого разложения будет равен

(−1)α+i+β+jMα+i,β+j ·M
′, (13)

где α+i и β+j являются суммами индексов соответственно
строк и столбцов минора Mα+i,β+j .

Число членов вида (13) будет

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
.

В указанном разложении разложим все миноры (k + 1)-го
порядка по элементам i-й строки. Всего получится

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
(k + 1) =

n!

k!(n− k − 1)!

слагаемых, которые попарно различны.
Один из членов этого разложения, в который входит

∆αβ, будет

(−1)α+β+i+jaij(−1)
i2+j2∆αβ·M

′ = (−1)α+β+i+j+i2+j2·aij∆αβM
′

(14)
i2 и j2 являются индексами элемента aij в миноре (k+1)-го
порядка Mα+i,β+j .

Докажем равенство членов (12) и (14). Mi1j1 =M ′, т. к.
каждый из них получен в результате вычеркивания выде-
ленных k строк и k столбцов, в пересечении которых стоит
минор ∆αβ, и также i-й строки и j-го столбца.
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Установим равенство знаков выражений (12) и (14).

Допустим, выше элемента aij из строк минора∆αβ стоит
p строк, а левее от него — q столбцов.

Тогда после вычеркивания строк и столбцов, проходя-
щих через минор ∆αβ, индексы элемента aij в дополнитель-
ном миноре Mi1j1 , будут i1 = i−p и j1 = j− q. Поэтому (12)
примет вид

(−1)α+β+i−p+j−q · aij ·∆αβ ·M
′. (12′)

По той же причине, индексы элемента aij в миноре ∆α+i,β+j

(после вычеркивания строк и столбцов, проходящих через
минор ∆αβ) будут равны i2 = p+1, j2 = q+1 и (14) примет
вид

(−1)α+β+i+j+p+q+2 · aij ·∆αβ ·M
′, (14′)

(α+β+i−p+j−q)+(α+β+i+j+p+q+2) = 2(α+β+i+j+1)—
четное число, т. е. четности показателей степеней (−1) в
(12) и (14) совпадают.

Таким образом, для любого слагаемого в разложении
∆ существует равное ему слагаемое в разложении ∆′. Но
эти разложения состоят из одинакового количества попарно
различных членов. Следовательно, ∆ = ∆′. B

5. Вычисление определителей

При помощи определения и свойств определителя мож-
но преобразовать его к более удобному для нахождения чис-
ленного значения виду.

5.1. Согласно определению

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21.
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Для запоминания правила вычисления детерминанта вто-
рого порядка поступаем так: условно элементы a11 и a22 на-
зовем элементами левой диагонали (эта диагональ идет сле-
ва вниз), а элементы a12 и a21 — элементами правой диаго-
нали (диагональ идет справа вниз). Теперь ясно, что произ-
ведение элементов левой диагонали в определитель входит
со знаком плюс, а произведение элементов правой диагона-
ли — со знаком минус. Схематически это правило выглядит
так:

−

∣

∣

∣

∣

• •
• •

∣

∣

∣

∣

+

Рассмотрим определитель третьего порядка

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11(−1)
1+1

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+

+a12(−1)
1+2

∣

∣

∣

∣

a21 a23

a31 a33

∣

∣

∣

∣

+ a13(−1)
1+3

∣

∣

∣

∣

a21 a22

a31 a32

∣

∣

∣

∣

=

= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31)+

+a13(a21a32 − a22a31) = a11a22a33 − a11a23a32−

−a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.

С целью запоминания правила вычисления определителя
третьего порядка, условимся элементы a11, a22, a33 назы-
вать элементами левой главной диагонали, элементы a21 и
a32 (также a12 и a23) — элементами левой неполной диаго-
нали (все левые диагонали параллельны, они идут слева
вниз). Аналогично определяются элементы правой главной
диагонали и элементы правых неполных диагоналей.

Видно, что произведение элементов левой главной диа-
гонали (a11, a22, a33) в определитель входит со знаком плюс.
С таким же знаком в определитель входит произведение
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элементов каждой неполной диагонали на элемент, стоя-
щий в противоположном углу (a21, a32, a13 и a12, a23, a31).

Аналогично определяются члены определителя, соот-
ветствующие правой главной диагонали и правым непол-
ным диагоналям

−a13a22a31, −a12a21a33, −a23a32a11.

Приведенное выше правило вычисления определителя тре-
тьего порядка известно как правило Саррюса (или правило
диагоналей и треугольников). Схематически оно выглядит
так:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

• • •

• • •
• • •

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ ∣

∣

∣

∣

∣

∣

• • •

• • •

• • •

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

Пример 5.1. Вычислить определитель, воспользовав-
шись правилом Саррюса.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 4
−2 6 −5
0 −4 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · 6(−1) + (−2)(−4)4 + (−3)(−5)0

− 4 · 6 · −(−5)(−4)2− (−3)(−2)(−1)

= −12 + 32− 40 + 6 = −14.

Существует и такой способ (разновидность правила Саррю-
са): к матрице третьего порядка справа припишем первые
два столбца без изменения:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Проводим диагонали, параллельные главным диагоналям.
Составляем произведения элементов, лежащих на каждой
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диагонали. Произведения, соответствующие левым диаго-
налям, берутся со знаком плюс. Остальные произведения
соответствуют правым диагоналям и берутся со знаком ми-
нус.

Рассмотренный определитель этим способом вычисля-
ется так:

2 −3 4 2 −3
−2 6 −5 −2 6
0 −4 −1 0 −4

− − − + + +

Получим:

2 · 6(−1) + (−3)(−5)0 + 4(−2)(−4)

− 4 · 6 · 0− 2(−5)(−4)− (−3)(−2)(−1) = −14.

Можно поступить так: к матрице третьего порядка снизу
приписываем первые две строки без изменения и проводим
диагонали, параллельные к главным диагоналям:

+ a11 a12 a13 −
+ a21 a22 a23 −
+ a31 a32 a33 −

a11 a12 a13

a21 a22 a23

И здесь произведения элементов левых диагоналей берутся
со знаком плюс, остальные — со знаком минус.

Перед вычислением определителя следует ознакомиться
с составами отдельных строк и столбцов, и согласно этому
выбрать наиболее рациональное свойство. Например, выше
рассмотренный определитель заметно упростился бы, если
бы ко 2-ой строке прибавили 1-ую:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 4
−2 6 −5
0 −4 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 4
0 3 −1
0 −4 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2(−3− 4) = −14.
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5.2. Определитель правой треугольной матрицы имеет
вид

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(все элементы ниже левой главной диагонали равны нулю).
Согласно следствию 1 свойства 3 указанный определитель
равен произведению элементов его главной диагонали, т. е.

∆ = a11a22 . . . ann.

Действительно,

∆ = a11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23 . . . a2n

0 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a33 a34 . . . a3n

0 a44 . . . a4n

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= · · · = a11a22 . . . ann.

Определитель левой треугольной матрицы
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . 0 ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

тоже равен a11a22 . . . ann. Рассуждаем аналогично, или при-
меняем свойство 2, согласно которому от транспонирования
значение определителя не меняется.

5.3. Аналогично вычисляется определитель правой

треугольной матрицы
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 . . . a1n

0 0 . . . a2,n−1 a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an,n−1 ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Данный определитель разложим по элементам 1-ой строки,
потом полученный определитель опять по элементам 1-ой
строки и т. д.

Применяя это преобразование n−1 раз, показатель сте-
пени (−1) станет (1 + 2) + (1 + 3) + · · · + (1 + n) или
(2 + 1) + (2 + 2) + · · ·+ (2 + (n− 1)). Если выбросим четное

слагаемое 2(n− 1), получим n(n−1)
2

и, следовательно,

∆′ = (−1)
n(n−1)

2 a1na2,n−1 . . . an1.

Знак «+» получится, если n делится на 4 с остатком 0 или 1.

5.4. Способ нулей. Если один элемент какой-нибудь
строки (столбца) определителя не равен нулю, тогда, ис-
пользуя свойство 8, все элементы этой строки (столбца),
кроме указанного, можно превратить в нули. Этот способ
преобразования определителя можно назвать способом ну-
лей. С помощью этого способа определитель можно приве-
сти к треугольной форме.

Пример 5.2. Привести определитель

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1 −4
4 8 3 −7
6 7 5 −8
8 8 3 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

к правой треугольной форме и вычислить.
Решение. Выполним следующие преобразования:
1) из 2-й, 3-й, 4-й строк вычтем 1-ю строку, умноженную

соответственно на 2, 3, 4;
2) в полученном определителе из 3-й строки вычтем 2-ю

строку, а к 4-й строке прибавим 2-ю, умноженную на 2;
3) в новом определителе из 4-й строки вычтем 3-ю стро-

ку.
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Последовательно получим:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1 −4
4 8 3 −7
6 7 5 −8
8 8 3 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1 −4
0 2 1 1
0 2 2 4
0 −1 −1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1 −4
0 2 1 1
0 0 1 3
0 0 1 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1 −4
0 2 1 1
0 0 1 3
0 0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · 2 · 1 · 2 = 8.

Пример 5.3. Вычислить определитель при помощи раз-
ложения по строкам или столбцам.

Решение.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 3 5 2
2 0 0 7
0 4 0 1
7 0 6 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · (−1)2+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 5 2
4 0 1
0 6 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 7 · (−1)2+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 3 5
0 4 0
7 0 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −2 · 6(−1)3+2

∣

∣

∣

∣

3 2
4 1

∣

∣

∣

∣

+ 7 · 4 · (−1)2+2

∣

∣

∣

∣

4 5
7 6

∣

∣

∣

∣

=

= 12(3− 8) + 28(24− 35) = −368.

5.5. Вычислить определитель используя свойства выне-
сения общего множителя за знак определителя и прибавле-
ния к одной строке (столбцу) другой, умноженной на неко-
торое число

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a a a a

2 4 8 6
6 9 3 6
3 9 2 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · 3 · a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 4 3
2 3 1 2
3 5 2 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Из третьей строки вычтем сумму первых двух строк, а из
4-й строки — сумму 2-й и 3-й строк:

6a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 4 3
0 0 −4 −2
0 0 −3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6a(−2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 4 3
0 0 2 1
0 0 −3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −12a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 1 3 2
0 0 2 1
0 0 −3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Теперь к 3-му столбцу прибавим 4-й столбец, умноженный
на 3 и получим определитель треугольной формы

−12a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 4 1
0 1 9 2
0 0 5 1
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −12a · 5 = −60a.

5.6. Вычислить определитель n-го порядка
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 . . . n− 1 n

2 3 4 . . . n 1
3 4 5 . . . 1 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

n− 2 n− 1 n . . . n− 4 n− 3
n− 1 n 1 . . . n− 3 n− 2
n 1 2 . . . n− 2 n− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Строки этого определителя получаются циклическим пере-
движением элементов первой строки.

Из n-й строки вычтем (n − 1)-ю, из (n − 1)-й строки
(n− 2)-ю и т. д. из второй строки первую, получим:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 . . . n− 1 n

1 1 1 . . . 1 1− n

1 1 1 . . . 1− n 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1− n . . . 1 1
1 1− n 1 . . . 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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В полученном определителе n-ю строку вычтем из всех
предыдущих строк:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 + n 2 . . . n− 2 n− 1
0 n 0 . . . 0 −n
0 n 0 . . . −n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 n −n . . . 0 0
1 1− n 1 . . . 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Разложим по элементам первого столбца:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + n 2 3 . . . n− 2 n− 1
n 0 0 . . . 0 −n
n 0 0 . . . −n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

n −n 0 . . . 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Из каждой строки, кроме первой, нового определителя
(n− 1)-го порядка вынесем за знак определителя множи-
тель n:

(−1)n+1nn−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + n 2 3 . . . n− 2 n− 1
1 0 0 . . . 0 −1
1 0 0 . . . −1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 −1 0 . . . 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

К первому столбцу прибавим все остальные столбцы:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n+1
2
n 2 3 . . . n− 2 n− 1
0 0 0 . . . 0 −1
0 0 0 . . . −1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 −1 0 . . . 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Полученный определитель разложим по элементам первого
столбца:

(−1)n+1 · nn−2 ·
n+ 1

2
· n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 . . . 0 −1
0 0 . . . −1 0
. . . . . . . . . . . . . . .

−1 0 . . . 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Получим левую треугольную матрицу и, следовательно, по-
следний определитель (n− 2)-го порядка равен:

(−1)
(n−1)(n−3)

2 (−1)n−2 = (−1)
n
2
−3n+2

2 .

Подставим это значение:

(−1)n+1 ·
n+ 1

2
· nn−1 · (−1)

n
2
−3n+2

2 = (−1)
n(n−1)

2 ·
n+ 1

2
· nn−1

(из показателя степени (−1) отбросили четное слагаемое 2).
Таким образом:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 . . . n− 1 n

2 3 4 . . . n 1
3 4 5 . . . 1 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

n− 1 n 1 . . . n− 3 n− 2
n 1 2 . . . n− 2 n− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)
n(n−1)

2 ·
(n+ 1)nn−1

2
.

5.7. Определитель вида

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13 . . . a1n

−a12 0 a23 . . . a2n

−a13 −a23 0 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . .

−a1n −a2n −a3n . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

называется кососимметрическим определителем.
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Из каждой строки вынесем множитель (−1), получим:

∆ = (−1)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 −a12 −a13 . . . −a1n

a12 0 −a23 . . . −a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

a1n a2n a3n . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Второй множитель является транспонированным определи-
телем данного определителя. Следовательно,

∆ = (−1)n ·∆.

Если n нечетное число, тогда ∆ = −∆. А это значит, что
∆ = 0, т. е. кососимметрический определитель нечетного
порядка равен нулю.

5.8. Определитель Вандермонда n-го порядка имеет вид
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 . . . 1
a1 a2 a3 . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .

an−1
1 an−1

2 an−1
3 . . . an−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Для определителя Вандермонда 2-го порядка имеем:

V2 =

∣

∣

∣

∣

1 1
a1 a2

∣

∣

∣

∣

= a2 − a1.

Рассмотрим определитель Вандермонда 3-го порядка:

V3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a1 a2 a3

a2
1 a2

2 a2
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Из третьей строки вычтем 2-ую, умноженную на a1, а из
2-ой строки 1-ую, умноженную на a1

V3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
0 a2 − a1 a3 − a1

0 a2
2 − a1a2 a2

3 − a1a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a2 − a1)a3(a3 − a1) =

− (a2 − a1)a2(a3 − a1) = (a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2).
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Докажем равенство:

Vn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 . . . 1
a1 a2 a3 . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .

an−1
1 an−1

2 an−1
3 . . . an−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1)×

× (a3 − a2)(a4 − a2) . . . (an − a2)×

× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ×

× (an−1 − an−2)(an − an−2)×

× (an − an−1).

Допустим, что для определителя (n − 1)-го порядка Vn−1

данное равенство справедливо.

Как и при вычислении определителя V3, из каждой стро-
ки, начиная со второй, вычтем 1 строку, умноженную на a1:

Vn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 . . . 1
0 a2 − a1 a3 − a1 . . . an − a1

0 a2
2 − a1a2 a2

3 − a1a3 . . . a2
n − a1an

. . . . . . . . . . . . . . .

0 an−1
2 − a1a

n−2
2 an−1

3 − a1a
n−2
3 . . . an−1

n − a1a
n−2
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Этот определитель разложим по элементам первого столб-
ца и вынесем общие множители за знак определителя, по-
лучим:

Vn = (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 . . . 1
a2 a3 . . . an
a2

2 a2
3 . . . a2

n

. . . . . . . . . . . .

an−2
2 an−2

3 . . . an−2
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Здесь последний множитель есть определитель Вандермон-
да порядка (n− 1) для элементов a2, a3, . . . , an, т. е.

Vn = (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1) · Vn−1.

Применяя индуктивное предположение, напишем:

Vn = (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1)(a3 − a2)(a4 − a2) . . .

(an−1 − an−2)(an − an−2)(an − an−1) =
∏

16j<i6n

(ai − aj).

5.9. Определитель-многочлен. Рассмотрим определи-
тель

∆(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a0 a1 a2 a3

−1 x 0 0
0 −1 x 0
0 0 −1 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Разложим его по элементам первой строки и вычислим

∆(x) = a0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x 0 0
−1 x 0
0 −1 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− a1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 0 0
0 x 0
0 0 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+ a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 x 0
0 −1 0
0 0 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 x 0
0 −1 x

0 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

или ∆(x) = a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3.
Аналогично получим

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a0 a1 a2 . . . an−1 an
−1 x 0 . . . 0 0
0 −1 x . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . −1 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an.
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6. Произведение определителей

Теорема 6.1. Произведение двух определителей n-го
порядка есть определитель n-го порядка, элемент cij кото-
рого является суммой произведений элементов i-й строки
первого определителя на соответствующие элементы j-го
столбца второго определителя.

C Даны определители n-го порядка

∆1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ∆2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b11 . . . b1n
...

. . .
...

bn1 . . . bnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Докажем, что

∆1 ·∆2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

где cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj, i, j = 1, 2, . . . , n.
По теореме Лапласа определитель порядка 2n

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

равен произведению ∆1 ·∆2. Определитель ∆ преобразует-
ся так, чтобы элементы bij превратились в нули. Для этой
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цели к (n + 1)-му столбцу определителя ∆ прибавим его
первый столбец, умноженный на b11, второй, умноженный
на b22 и т. д., наконец, n-й столбец, умноженный на bn1.
Затем к (n− 2)-му столбцу определителя ∆ прибавим пер-
вый столбец, умноженный на b12, второй, умноженный на
b22 и т. д. Вообще, к (n + j)-му столбцу определителя ∆
(j = 1, 2, . . . , n), прибавим сумму первых n столбцов взя-
тых, соответственно, с коэффициентами b1j, b2j, . . . , bnj.

После этих преобразований ∆ примет вид:

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n c11 c12 . . . c1n
a21 a22 . . . a2n c21 c22 . . . c2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −1 0 0 . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Разложим полученный определитель по минорам послед-
них n строк. Ясно, что минор

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 0 . . . 0
0 −1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)n

есть единственный минор, отличный от нуля. Алгебраиче-
ское дополнение этого минора равно:

a = (−1)((n+1)+(n+2)+···+2n)+(1+2+···+n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=



40 Теория определителей

= (−1)2n
2+n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Тогда

∆ =MA+ (−1)2n
2+n+n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. B

Пример.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 3
1 3 2
1 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 4
1 0 2
2 3 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 + 1 + 1 + 1 + 3 + 2 0 + 0 + 1 + 0 + 3 + 2 0 + 4 + 1 + 2 + 3 + 0
1 + 1 + 3 + 1 + 2 + 2 1 + 0 + 3 + 0 + 2 + 2 1 + 4 + 3 + 2 + 2 + 0
1 + 1 + 4 + 1 + 1 + 2 1 + 0 + 4 + 0 + 1 + 2 1 + 4 + 4 + 2 + 1 + 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8 6 10
10 8 12
10 8 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

7. Формулы Крамера

Для вывода формул Крамера докажем следующую тео-
рему.

Теорема 7.1. Сумма произведений элементов некото-
рого столбца определителя на алгебриаческие дополнения
соответствующих элементов другого столбца равна нулю.

C Вместе с определителем ∆

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1k . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2k . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ank . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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рассмотрим еще определитель D, который из ∆ получит-
ся следующим образом: элементы k-го столбца меняются с
соответствующими элементами j-го столбца, все остальные
элементы остаются без изменения

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2j . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . anj . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

и т. к. j-й и k-й столбцы у определителя D одинаковы, он
равен нулю.

Поэтому, разлагая его по элементам k-го столбца, полу-
чим:

D = a1jB1k + a2jB2k + · · ·+ anjBnk = 0.

Но алгебраические дополнения k-го столбца определителя
D соответственно равны алгебраическим дополнениям эле-
ментов k-го столбца определителя ∆:

A1k = B1k, A2k = B2k, . . . , Ank = Bnk.

Тогда получим:

a1jA1k + a2jA2k + · · ·+ anjAnk = 0. B

Согласно свойству равноправности строк и столбцов
теорема будет справедливой и для строк.

Теперь на некотором числовом поле рассмотрим систему
n линейных уравнений с n неизвестными:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(15)

Числа b1, b2, . . . , bn называются свободными членами.
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Решением системы (15) называется совокупность таких
значений неизвестных

x1 = α1, x2 = α2, . . . , xn = αn,

которые удовлетворяют всем уравнением данной системы.
Указанное решение коротко обозначают так:

(α1, α2, . . . , αn).

Если система имеет хотя бы одно решение, то она называет-
ся совместной. Две системы n линейных уравнений с одни-
ми и теми же n неизвестными называются равносильными,
если каждое решение одной системы является решением и
другой, или если они обе несовместны.

Из коэффициентов при неизвестных уравнений системы
(15) составим определитель

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Этот определитель называют определителем данной систе-
мы. Допустим, что ∆ 6= 0 и постараемся решить систе-
му (15).

Чтобы исключить неизвестные x2, x3, . . . , xn системы
(15) достаточно 1-ое, 2-ое, . . . , n-ое уравнения данной си-
стемы умножить соответственно на алгебраические допол-
нения элементов 1-го столбца, т. е. на

A11, A21, . . . , An1.

Все это наглядно видно из следующего:

A11(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn) = b1A11,
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A21(a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn) = b2A21,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

An1(an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn) = bnAn1.

Складывая эти равенства, получим:

(a11A11 + a21A21 + · · ·+ an1An1)x1+

+ (a12A11 + a22A21 + · · ·+ an2An1)x2 + . . .

+ (a1nA11 + a2nA21 + · · ·+ annAn1)xn =

= b1A11 + b2A21 + · · ·+ bnAn1.

Видно, что коэффициентом для x1 оказался определитель
∆, все остальные коэффициенты при неизвестных равны
нулю.

Получим уравнение

(a11A11+a21A21+· · ·+an1An1)x1 = b1A11+b2A21+· · ·+bnAn1.

(16)
Правая часть этого уравнения есть определитель n-го по-
рядка, который из определителя ∆ получится заменой в
нем коэффициентов при x1 соответствующими свободными
членами. Обозначив его через ∆1, будем иметь

∆1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12 . . . a1n

b2 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

bn an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Тогда уравнение (16) примет вид

∆ · x1 = ∆1.
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Аналогичные уравнения получим относительно и других
неизвестных. Таким образом, получим следующую систе-
му уравнений:

∆ · x1 = ∆1,

∆ · x2 = ∆2,

. . . . . . . . . . . .

∆ · xn = ∆n.

(17)

Покажем равносильность систем (15) и (17).
Допустим (α1, α2, . . . , αn) есть некоторое решение систе-

мы (15). Тогда получим следующие числовые равенства:

a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1nαn = b1,

a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2nαn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1α1 + an2α2 + · · ·+ annαn = bn.

(18)

Если данные равенства умножить на соответствующие ал-
гебраические дополнения элементов 1-го столбца ∆ и потом
сложить, получим ∆ ·α1 = ∆1. Аналогично получим также

∆ · α2 = ∆2, ∆ · α3 = ∆3, . . . , ∆ · αn = ∆n.

Эти числовые равенства показывают, что (α1, α2, . . . , αn)
есть решение и системы (17).

Докажем теперь обратное: любое решение системы (17)
будет решением и системы (15).

Так как ∆ 6= 0, решением системы (17) будет

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
. (19)

Эти значения подставим в левую часть, например, первого
уравнения системы (15), получим числовое выражение:

a11
∆1

∆
+ a12

∆2

∆
+ · · ·+ a1n

∆n

∆
.
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В этом выражении подставим значения:

∆1 = b1A11 + b2A21 + · · ·+ bnAn1,

∆2 = b1A12 + b2A22 + · · ·+ bnAn2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆n = b1A1n + b2A2n + · · ·+ bnAnn.

Получим:

1

∆
(a11b1A11 + a11b2A21 + · · ·+ a11bnAn1+

+ a12b1A12 + a12b2A22 + · · ·+ a12bnAn2+

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . · · ·+

+ a1nb1A1n + a1nb2A2n + · · ·+ a1nbnAnn) =

=
1

∆
(b1(a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n)+

+ b2(a11A21 + a12A22 + · · ·+ a1nA2n)+

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +

+ bn(a11An1 + a12An2 + · · ·+ a1nAnn)) =
1

∆
· b1 ·∆ = b1.

Значит (19) — решение системы (17) удовлетворяет перво-
му уравнению системы (15). Аналогично покажем, что оно
удовлетворяет и другим уравнениям системы (15).

Таким образом, решение (19) системы (17) является ре-
шением системы (15). Следовательно, они эквивалентны.
Но (19) не только решение системы (15), но и ее единствен-
ное решение, т. к. она эквивалентна системе (17), а эта по-
следняя имеет единственное решение — решение (19). B

Теорема 7.2. Система n линейных уравнений с n неиз-
вестными, определитель которой отличен от нуля, разре-
шима и имеет единственное решение. Это решение можно
найти по формулам (19).
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Идея такого способа решения, рассмотренной выше си-
стемы линейных уравнений, принадлежит швейцарскому
математику Г. Крамеру (1704–1752), поэтому формулы (19)
носят название формул Крамера, а правило решения этой
системы с использованием указанных формул — правила

Крамера.
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