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ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÅÑÎÂÛÕ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ �ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

È ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ Â ÍÈÕ

À. Â. Àáàíèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ;

Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ è ïåðñïåê-

òèâíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâà-

íèþ êëþ÷åâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ

ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé è êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â íèõ. Ê

íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëíîå ðåøåíèå ìíîãèõ ïðîáëåì â äàí-

íîé îáëàñòè óäàëîñü óñòàíîâèòü äëÿ ñëó÷àåâ åäèíè÷íîãî êðóãà

èëè âñåé ïëîñêîñòè è ðàäèàëüíûõ âåñîâ. Ýòî êàñàåòñÿ ïðîáëåì

ïëîòíîñòè ïîëèíîìîâ (ñì. îáçîð Ñ. Í. Ìåðãåëÿíà [1℄) è áè-

äâîéñòâåííîñòè [2℄ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âåñîâîé sup-íîðìîé,

à òàêæå íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè êëàññè÷åñêèõ îïåðà-

òîðîâ â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. ñòàòüè [3, 4℄ è îáçîð Õ. Áî-

íåòà [5℄). Êàê èçâåñòíî [6℄, ðåøàþùåå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè

ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ â îáùåì ñëó÷àå èìåþò, òàê íàçûâàåìûå,

àññîöèèðîâàííûå âåñà. Õàðàêòåðèçàöèÿ ðàäèàëüíûõ àññîöèè-

ðîâàííûõ âåñîâ â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êðóãà è âñåé ïëîñêîñòè

áûëà ïîëó÷åíà Å. Àáàêóìîâûì è Å. Äóáöîâûì [7, 8℄. Íèêà-

êèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îáëàñòåé áîëåå îáùåãî âèäà äî ñèõ ïîð

ïîëó÷åíî íå áûëî. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåò ïðèâåäåí ðÿä íîâûõ

ðåçóëüòàòîâ î ðåøåíèè óïîìÿíóòûõ âûøå ïðîáëåì äëÿ ñèëüíî

çâåçäíûõ îáëàñòåé è îòêðûòûõ ïðîáëåìàõ îá àññîöèèðîâàííûõ

âåñàõ äëÿ íèõ.
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1

À. Â. Áîðîâñêèõ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó;

Âëàäèêàâêàç, ÍÎÌÖ ÑÎ�Ó),

Ê. Ñ. Ïëàòîíîâà

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó)

Îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ñïëîøíîé

ñðåäû èç êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ãðóïïîâûõ ìåòî-

äîâ àíàëèçà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, âû÷èñëèâ

ãðóïïó ñèììåòðèé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïåðåíåñòè åå äåé-

ñòâèå íà ìîìåíòíûå âåëè÷èíû, íàéòè èíâàðèàíòû ýòîé ãðóïïû

êàê �óíêöèé îò ìîìåíòíûõ âåëè÷èí è, çàäàâàÿ èíâàðèàíòíûå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè, óðåçàòü è çàìêíóòü áåñêîíå÷íóþ ñè-

ñòåìó ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èâ óæå êîíå÷íóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé ñïëîøíîé ñðåäû.

Ýòà èäåÿ ðåàëèçóåòñÿ íà ïðîñòåéøåì îäíîìåðíîì êèíåòè-

÷åñêîì óðàâíåíèè

ft + cfx + (Ff)c = 0. (1)

�ðóïïîâîé àíàëèç óðàâíåíèÿ (1) îñóùåñòâëÿåòñÿ â êëàññå äè�-

�åîìîð�èçìîâ ïðîñòðàíñòâà âñåõ âåëè÷èí t, x, c, f (à â ñëó÷àå
ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè � åùå è F ), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, 
îãëàøåíèå � 075-02-2025-

1530.
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• óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñîîò-

íîøåíèé

dx = c dt, dc = F dt, (2)

÷òî âûðàæàåò ñîõðàíåíèå îòíîøåíèÿ ìåæäó �èçè÷åñêèìè âå-

ëè÷èíàìè (t, x, c, F );
• óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ñåìåéñòâà ïðÿìûõ

dx = dt = 0, (3)

íåîáõîäèìîå, ÷òîáû ñîõðàíÿëñÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë ìîìåíòíûõ

âåëè÷èí;

• óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ïðè çàìåíàõ ïåðåìåííûõ âåëè÷è-
íû

(1 + cθx + Fθc)f(t, x, c) dxdc (4)

íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè t = θ(x, c), ÷òî âûðàæàåò íåçàâèñèìîñòü
êîëè÷åñòâà ÷àñòèö îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-

ñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ (t, x, c, f, F ), îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíò-

íûìè ñîîòíîøåíèÿ (2), (3) è âåëè÷èíó (4), ñîâïàäàåò ñ ãðóï-

ïîé äè��åîìîð�èçìîâ ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ (t, x) è ïî-

ðîæäåííûõ èìè ïðåîáðàçîâàíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ; ãðóï-

ïà ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ (1) ñîâïàäàåò ñ ýòîé ãðóïïîé.

Îñóùåñòâëåíà ãðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ óðàâíåíèé (1) â

óêàçàííîì êëàññå ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ïîëó÷åííûõ ãðóïï ñèì-

ìåòðèé âû÷èñëåíî äåéñòâèå ýòèõ ãðóïï íà ìîìåíòíûå âåëè÷è-

íû è íàéäåíû èíâàðèàíòû.

Â ñëó÷àå F = 0 íàéäåííûé äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò

ïðèâåë ê ñèñòåìå ρt + (ρu)x = 0, ut + uux = 0, êîòîðàÿ õîðîøî
èçâåñòíà êàê óðàâíåíèÿ ¾ãèäðîäèíàìèêè áåç äàâëåíèÿ¿. Ïðè

ýòîì êàæäîìó ðåøåíèþ (ρ(t, x), u(t, x)) 
 íà÷àëüíûìè çíà÷åíè-
ÿìè ρ0(x) è u0(x) ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå

f(t, x, c) = ρ0(x− ct)δ(c − u0(x− ct)).

Äëÿ óðàâíåíèé ñ òðåõìåðíûìè (ñóáìàêñèìàëüíûìè ïî ðàç-

ìåðíîñòè) ãðóïïàìè ñèììåòðèé èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è
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ïðèøëîñü òðàíñ�îðìèðîâàòü, ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé

îêàçàëîñü, ÷òî ìîìåíòíûõ âåëè÷èí ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî íåò

â ïðèíöèïå.

Ýòî ïîòðåáîâàëî ïåðå�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â òåðìèíàõ èñ-

õîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî ðå-

øèòü ñèñòåìó èç óðàâíåíèÿ (1) ñ îäíîé ñòîðîíû, è èç óðàâ-

íåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ óñëîâèå èíâàðèàíòíîãî âûðàæåíèÿ f
÷åðåç ïåðâûå äâå ìîìåíòíûå âåëè÷èíû ñ äðóãîé ñòîðîíû, à

çàòåì óæå äëÿ ýòèõ f ñòðîèòü óðàâíåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, ñâÿ-
çûâàþùèå êàê ðàç ýòè äâå ìîìåíòíûå âåëè÷èíû.

Îäíàêî è òóò îêàçàëîñü, ÷òî ñîâìåñòíîñòü èñõîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ è óñëîâèé èíâàðèàíòíîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåò íåêî-

òîðûå óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ñâÿçü ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ ìî-

ìåíòíûìè âåëè÷èíàìè. Îíè è îêàçûâàþòñÿ èñêîìûìè ¾óðàâ-

íåíèÿìè ñïëîøíîé ñðåäû¿.
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Çà ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê îáðàòíûì êîý��èöèåíòíûì

çàäà÷àì � ïîñòàíîâêàì, àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ìåòî-

äàì ðåøåíèÿ � çíà÷èòåëüíî óñèëèëñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðîñòîì

ïðèëîæåíèé â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ íàóê

è â òåõíèêå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáåííî àêòèâíî ðàçâèâàþò-

ñÿ ïðèëîæåíèÿ â òåõíîëîãèÿõ ïðîèçâîäñòâà �óíêöèîíàëüíî-

ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ è îïòèìèçàöèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-

öèé, èçãîòîâëåííûõ ïðè ïîìîùè 3D ïå÷àòè, ïðè ïðîèçâîäñòâå

ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, îáëàäàþùèõ ïüåçîñâîéñòâàìè, â òîì

÷èñëå è ïðè íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè, â áèîìåõàíèêå ïðè

èäåíòè�èêàöèè ðîñòîâûõ êîý��èöèåíòîâ è ñâîéñòâ áèîëîãè÷å-

ñêèõ òêàíåé (îïèñûâàåìûõ â ðàìêàõ ïîðîóïðóãèõ, âÿçêîóïðó-

ãèõ è íåëèíåéíî-óïðóãèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè) � êîñòíàÿ òêàíü,

ìÿãêèå òêàíè � ñóõîæèëèÿ, ìûøå÷íàÿ òêàíü, òêàíü ñêëåðû,

â òåõíè÷åñêîé �èçèêå, â ãåî�èçèêå è ãîðíîé ìåõàíèêå. Ñîâåð-

øåíñòâóþòñÿ è óòî÷íÿþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ â ñîîòâåòñòâèè ñ

èçìåðÿåìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè âîç-

äåéñòâèÿ; îñîáóþ ðîëü èãðàþò óïðîùåííûå ïîñòàíîâêè.

Îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â îáðàòíûõ çàäà÷àõ ñî-

ñòàâëÿþò ïîñòàíîâêè ïðÿìûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äëÿ íåîäíîðîä-

íîé ñïëîøíîé ñðåäû â ðàìêàõ ëèáî ñòàöèîíàðíûõ âîçäåéñòâèé,

ëèáî ïðè àíàëèçå ðàâíîâåñèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ íàãðóçîê.

Äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé ïðè ïîñòàíîâêå îáðàòíûõ çàäà÷

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 22-11-00265-Ï, https://rs
f.ru/proje
t/22-11-00265/, â Þæíîì �åäåðàëü-

íîì óíèâåðñèòåòå.
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ñëóæàò èçìåðåííûå íà ãðàíèöå òåëà êîìïîíåíòû �èçè÷åñêèõ

ïîëåé, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñìåùåíèé, çàâèñÿùèõ ëèáî îò êîîð-

äèíàò, ëèáî îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîäõîäû îòëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå çàäàíû

(èçìåðåíû) ñìåùåíèÿ � ïîä íàãðóçêîé (çàäà÷à À) èëè â îáëà-

ñòè, ãäå íàãðóçêà îòñóòñòâóåò (çàäà÷à B).

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûå âûøå ïîñòàíîâêè ïîðîæäàþò

íåëèíåéíûå ïðîáëåìû áèëèíåéíîãî òèïà, ïîñêîëüêó îïåðàòî-

ðû ïî îòíîøåíèþ ê ñìåùåíèÿì è óïðóãèì ìîäóëÿì ÿâëÿþò-

ñÿ ëèíåéíûìè è îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Áèëè-

íåéíîñòü ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî �îðìóëèðîâàòü èòåðà-

öèîííûå ïðîöåññû â çàäà÷å À, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî íåîá-

õîäèìî ðåøàòü ïðÿìóþ çàäà÷ó ñ ïåðåìåííûìè óïðóãèìè êî-

ý��èöèåíòàìè è ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-

ìà ïåðâîãî ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê ê

êîý��èöèåíòàì. Îòìåòèì, ÷òî ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùà-

åòñÿ, êîãäà èñêîìûå �óíêöèè êîý��èöèåíòû âûáèðàþòñÿ èç

íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà, â ÷àñòíîñòè â âèäå ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèè èçâåñòíûõ �óíêöèé-ïîëèíîìîâ, ýêñïîíåíò. Òî-

ãäà â ðàìêàõ çàäà÷è À âìåñòî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåä-

ãîëüìà 1-ãî ðîäà äîñòàòî÷íî ðåøàòü ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå

ñèñòåìû íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè (ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðè-

çàöèè Òèõîíîâà â ñëó÷àå èõ ïåðåîïðåäåëåííîñòè). Ôàêòè÷åñêè

ñóæåíèå ìíîæåñòâà ïîèñêà ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê êîíå÷íî-

ìåðíîé àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìå äëÿ íåêîòîðîãî áèëèíåéíîãî

îïåðàòîðà. Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé òàêîãî òèïà ïîäîáíûå

çàäà÷è, îïèñàííûå â ëèòåðàòóðå, ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî íà áàçå

ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè, ïðè÷åì â ïîñëåäíèå ãîäû

ê ýòîìó äîâîëüíî ÷àñòî ïðèâëåêàþòñÿ ãåíåòè÷åñêèå èëè áèîèí-

ñïèðèðîâàííûå àëãîðèòìû. Îòìåòèì, ÷òî ý��åêòèâíîñòü òàêî-

ãî ïîäõîäà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà ïîèñêà, â öåëîì òàêîé ïîäõîä ïðîèãðûâàåò ïî òî÷-

íîñòè è âðåìåíè ðåàëèçàöèè â ñðàâíåíèè ñ ïåðâûì ïîäõîäîì.
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Â çàäà÷å B òàêîãî òèïà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåàëèçîâàòü

íå óäàåòñÿ â ñèëó ñïåöè�èêè �îðìóëèðóåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé äëÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Ïðåäëîæåí èíîé ïîäõîä, îñíî-

âàííûé íà ìîäè�èêàöèè ìåòîäà àëãåáðàèçàöèè è ñëàáîé ïî-

ñòàíîâêå ïðÿìîé çàäà÷è. Â çàäà÷å òàêîãî òèïà íà ïåðâîì ýòàïå

ïðåäëàãàåòñÿ îòûñêèâàòü ïîëÿ ñìåùåíèé èëè íàïðÿæåíèé èç

ñëàáîé ïîñòàíîâêè. Âîçìîæåí âàðèàíò îòûñêàíèÿ ïîëåé ñìåùå-

íèé ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà, ïðèìåíåííîãî ê ó÷àñò-

êó ãðàíèöû, íà êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà

íàïðÿæåíèé ðàâíû íóëþ, à ñìåùåíèÿ çàäàíû, ÷òî ïîðîæäà-

åò íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà

òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñìåùåíèé çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê ïåðâîé ïîñòàíîâêå äëÿ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ

çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ñïîñîáû ðåøåíèÿ êîòîðîé äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàçðàáîòàíû.

Çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ðåøåíèå ÎÇ â äâóìåðíîì ñëó÷àå â

ðàìêàõ ïëîñêîé çàäà÷è. Òàê, íàïðèìåð, â ïëîñêîé çàäà÷å òåî-

ðèè óïðóãîñòè äëÿ òåëà, îãðàíè÷åííîãî ãëàäêîé êðèâîé, ìîæ-

íî ââåñòè �óíêöèþ íàïðÿæåíèé Ýðè è îòûñêèâàòü åå â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé, à ïðîáíûå

ïîëÿ ñìåùåíèé âûáèðàòü â âèäå íàáîðà äâàæäû äè��åðåí-

öèðóåìûõ â èññëåäóåìîé îáëàñòè �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (â òîì ÷èñëå è ïîëèíîìîâ). Èç

ñëàáîé ïîñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò-

íîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ, ðàçðåøèâ êîòîðóþ, ìîæíî íàéòè

�óíêöèþ íàïðÿæåíèé, äàëåå ñàìè íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè,

âûðàæåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò äâå èñêîìûå íåèçâåñòíûå

�óíêöèè (ïàðàìåòðû Ëÿìå). Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïåðåìåùåíèÿ. Â ðÿäå çàäà÷ äëÿ êàíîíè-

÷åñêîé êîí�èãóðàöèè òèïà ïðÿìîóãîëüíèêà íåèçâåñòíûå �óíê-

öèè â ñëó÷àå èõ çàâèñèìîñòè îò îäíîé êîîðäèíàòû íàõîäÿòñÿ 


ïîìîùüþ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà. Â îá-

ùåé ñèòóàöèè èñïîëüçóåòñÿ èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè èçâåñòíûõ �óíêöèé, à êîý��èöèåíòû íàõîäÿòñÿ
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èç äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðåèìóùåñòâà ïðåä-

ëàãàåìîãî ïîäõîäà ïðîÿâëÿþòñÿ, êîãäà èñêîìûå �óíêöèè (èëè

ïîäàòëèâîñòè) îòûñêèâàþòñÿ ñðåäè ëèíåéíûõ èëè êâàäðàòè÷-

íûõ.

Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîóãîëüíè-

êà ñ çàùåìëåííûì òîðöîì, íà îðòîãîíàëüíîé ê òîðöó ãðàíèöå

äåéñòâóåò ïðîèçâîëüíàÿ íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà, ñìåùåíèÿ çàäà-

íû íà ïàðàëëåëüíîé ãðàíèöå.

Äëÿ êîíñîëüíîé áàëêè, íàãðóæåííîé ìîìåíòîì, ãäå èí�îð-

ìàöèÿ î ñìåùåíèÿõ çàäàíà íà ÷àñòè ãðàíèöû, ïîñòðîåíî ðåøå-

íèå äëÿ ïîäàòëèâîñòè â êëàññå ïîëèíîìîâ.



�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÌÈËËÈÎÍÙÈÊÎÂÀ

Î ÌÈÍÎ�ÀÍÒÀÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ ËßÏÓÍÎÂÀ

À. Í. Âåòîõèí

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N, k ∈ {1, . . . , n} è ñèñòåìû
ẋ = A(t)x, x(t) ∈ R, t ∈ R+,

ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè è ïîêàçàòå-

ëÿìè Ëÿïóíîâà λ1(A) 6 . . . 6 λn(A), ìàêñèìàëüíàÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíàÿ ñíèçó ìèíîðàíòà k-ãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿ-

åòñÿ �îðìóëîé

λ k(A) = lim
ε→0

inf{
B: sup

t∈R+

‖B(t)‖<ε
} λk(A+B).

Ïî ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó M è íåïðåðûâíîìó îãðàíè-

÷åííîìó îòîáðàæåíèþ

A : M × [0;+∞) → EndRn (1)

ïîñòðîèì �óíêöèþ

µ 7→ λ k(A(µ, ·)). (2)

Â äîêëàäå [1℄ áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î òî÷íîì áýðîâñêîì êëàññå

�óíêöèè (2). Ñàì Â. Ì. Ìèëëèîíùèêîâ óñòàíîâèë, ÷òî ïðè ëþ-

áîì n ∈ N è k = 1 ìèíîðàíòà ìëàäøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà

ñîâïàäàåò ñ íèæíèì öåíòðàëüíûì ïîêàçàòåëåì Âèíîãðàäà [2℄, à

ïîýòîìó �óíêöèÿ (2) ïðèíàäëåæèò òðåòüåìó áýðîâñêîìó êëàñ-

ñó. Äàëåå â ðàáîòå [3℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè n = 3 �óíêöèè
λ 2(·) è λ 3(·) ïðèíàäëåæàò òðåòüåìó áýðîâñêîìó êëàññó. Îêà-

çàëîñü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ n > 3 è k ∈ {2, . . . , n} [4℄.
Â ñòàòüå [5℄ â ñëó÷àå, êîãäà M ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì B èð-

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ìåòðèêîé èíäóöèðîâàííîé åñòåñòâåííîé

ìåòðèêîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
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îòîáðàæåíèå (1) òàêîå, ÷òî �óíêöèÿ (2) íå ïðèíàäëåæèò òðå-
òüåìó êëàññó Áýðà. Îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâ áîëåå îáùèé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 1 [6, 7℄. E
ëè ïðîñòðàíñòâî M ñîäåðæèò Fσδ-
ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ Gδσ-ìíîæåñòâîì, òî äëÿ ëþáûõ

n > 2 è k ∈ {1, . . . , n}, íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå (1) òàêîå, ÷òî
�óíêöèÿ (2) íå ïðèíàäëåæèò âòîðîìó áýðîâñêîìó êëàññó íà

ïðîñòðàíñòâå M .
�. Áýð óñòàíîâèë [8℄, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷è-

ñåë, ó êîòîðûõ íåïîëíûå ÷àñòíûå ïðè ðàçëîæåíèè â öåïíóþ

äðîáü ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ Fσδ-ìíîæåñòâîì è

íå ÿâëÿåòñÿGδσ-ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå B. Èñïîëüçóÿ ýòîò

ðåçóëüòàò è òåîðåìó 1, ïîëó÷èì

Òåîðåìà 2 [6, 7℄. Åñëè M = [0; 1], n > 2 è k ∈ {1, . . . , n}, òî
íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå (1) òàêîå, ÷òî �óíêöèÿ (2) íå ïðèíàäëå-
æèò âòîðîìó áýðîâñêîìó êëàññó íà ïðîñòðàíñòâå M .
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ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÌÈ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀÌÈ

Â ÓÏ�Ó�ÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈ: ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ

ÇÀÄÀ×È È ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ

1

Ñ. Þ. Äîáðîõîòîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, ÈÏÌåõ �ÀÍ)

Â ðàìêàõ ìîäåëè Ïîäúÿïîëüñêîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçíè-

êàþùàÿ ïðè îïèñàíèè âîëí öóíàìè çàäà÷à, îïèñûâàåìàÿ �óíê-

öèÿìè, çàäàííûìè â ñëîå æèäêîñòè (óðàâíåíèåì Ëàïëàñà) è

â áåñêîíå÷íîì ïîëóïðîñòðàíñòâå (óðàâíåíèÿìè Ëàìå), ñâÿçàí-

íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ. Ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ íåñòàíäàðòíîñòü çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðî-

èçâîäíûå ïî âðåìåíè ïðèñóòñòâóþò â óðàâíåíèÿõ Ëàìå è îò-

ñóòñòâóþò â óðàâíåíèè Ëàïëàñà, êðîìå òîãî, ÷àñòü ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Â ïðåäïî-

ëîæåíèè, ÷òî óïðóãîå îñíîâàíèå îäíîðîäíî è ãðàíèöà ðàçäåëà

óïðóãîå îñíîâàíèå æèäêîñòü � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü, çà-

äà÷à ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ

ñïåêòðà (ñëîæíîé ñòðóêòóðû) îïåðàòîðíîãî ïó÷êà ïî âåðòè-

êàëüíîé ïåðåìåííîé. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, äàåò âîçìîæíîñòü

ïðàâèëüíî ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó Êîøè è ïðåäñòàâèòü ïî-

ñëå ðÿäà ïîëåçíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (¾òðþêîâ¿) åå ðåøåíèå ñ

íà÷àëüíûìè äàííûìè, ëîêàëèçîâàííûìè â óïðóãîì ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå, â ïðîñòîé êîíñòðóêòèâíîé �îðìå ÿâíî îòðàæàþùåé

âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, òàêèõ êàê ðàçìåðû, ãëóáèíà çà-

ëåãàíèÿ è íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà, ñêîðîñòè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí, ïëîòíîñòè æèäêîñòè è óïðóãîé ñðåäû

è ãëóáèíû ñëîÿ æèäêîñòè. Òàêæå ïîëó÷åííûå �îðìóëû ïîçâî-

ëÿþò ïîñòðîèòü ¾ýêâèâàëåíòíûå èñòî÷íèêè¿, êîòîðûå ìîãóò

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 24-11-00213.
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áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè îïèñàíèè âîëí öóíàìè â ðàìêàõ òàê

íàçûâàåìîé ¾ïîðøíåâîé ìîäåëè¿.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â ñîâìåñò-

íûõ ðàáîòàõ ñ �. �ðèíèâûì, Ê. Âàðãàñîì, Õ. Èëüÿñîâûì,

Ñ. ß. Ñåêåðæ-Çåíüêîâè÷åì, Î. Òîëñòîâîé, È. ×óäèíîâè÷åì è

À. Øêàëèêîâûì. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äî-

êëàäå, ïîääåðæàíû �ÍÔ, ïðîåêò 24-11-00213.



INVERSE POSITIVITY OF A DIFFERENTIAL

OPERATOR ON A METRIC GRAPH

1

V. A. Eloeva

(Russia, Vladikavkaz, SMI VSC RAS; NOSU),

R. Ch. Kulaev

(Russia, Vladikavkaz, SMI VSC RAS; NOSU)

We study the positive invertibility of the linear di�erential

operator Lr of the fourth-order boundary value problem on a graph

that arises in modeling Euler�Bernoulli beam systems. We brie�y

write the 
orresponding boundary value problem as

Lru ≡ L0u+ r(x)u = f(x), x ∈ Γ, (1)

u
∣∣
∂Γ

= (ϑu′ − βu′′)
∣∣
∂Γ

= 0. (2)

Here Lr is a di�erential operator with the for
ing term r(x)u;
the operator L0 is de�ned by Euler�Bernoulli beam equations on

the edges of Γ, and by sets of the rigid joint 
onditions at the

jun
tion nodes [1, 2℄; ∂Γ is the boundary of Γ.
By a di�erential equation (1) on a graph, following [1, 3℄, we

understand the set of di�erential equations on the edges and the

set of 
onsisten
y 
onditions at the interior verti
es. The equations

on the edges have the form

(
p(x)u′′

)′′
+ r(x)u = f(x), x ∈ E(Γ), (3)

where p ∈ C2[E(Γ)], infx∈Γ p(x) > 0, and r, f ∈ C[Γ].
At ea
h jun
tion node c ∈ J(Γ), |I(c)| > 3, we impose the

following transmission 
onditions:

ui(c) = u(c) (∀ i ∈ I(c)),

u′i(c) = αki(c)u
′
k(c) + αji(c)u

′
j(c) (∀ i ∈ I(c) \ {j, k}),

∑

i∈I(c)
αki(c)(piu

′′
i )(c) = 0,

∑

i∈I(c)\{j,k}
αji(c)(piu

′′
i )(c) = 0,

(4)

1
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∑

i∈I(c)
(piu

′′
i )

′(c) + r(c)u(c) = f(c), c ∈ J(Γ). (5)

Here k and j are �xed indi
es from I(c); αki(c), αji(c) are given
real numbers.

The system of relations (3)�(5) is 
alled the di�erential equation

on the graph Γ and is denoted by L0u = f(x). A solution of this

equation is any fun
tion u(x) ∈ C4[Γ] 
ontinuous on Γ that satis�es
the 
orresponding ordinary di�erential equation (3) on E(Γ) and
obeys 
onditions (4), (5) at ea
h inner vertex.

Thus, the di�erential operator L0 : D → C[Γ] is de�ned by

relations D =
{
u ∈ C4[Γ] : u satis�es (4) on J(Γ)

}
,

L0u(x) :=




(p(x)u′′)′′, x ∈ E(Γ),∑
i∈I(x)

(pi(x)u
′′
i )

′, x ∈ J(Γ);

Lru(x) := L0u(x) + r(x)u(x), x ∈ Γ.

(6)

Throughout we assume that the graph Γ is a tree.

For ea
h vertex a ∈ ∂Γ, we de�ne a pair of fun
tions wa, va
that are solutions of the equation Lru(x) = 0, x ∈ Γ, satisfying
the following boundary 
ondition

wa(a) = 1, ϑ(a)w′
a(a)− β(a)w′′

a(a) = 0,

wa
∣∣
∂Γ\a = (ϑw′

a − βw′′
a)
∣∣
∂Γ\a = 0;

va(a) = 0, ϑ(a)v′a(a)− β(a)v′′a(a) = 1,

va
∣∣
∂Γ\a = (ϑv′a − βv′′a)

∣∣
∂Γ\a = 0.

Definition 1. The di�erential operator Lr is said to be

nonos
illatory on a graph Γ if for ea
h vertex a ∈ ∂Γ the


orresponding solution va is positive on Γ.

Definition 2. We say that the operator Lr+λρ is 
riti
ally

nonos
illatory on Γ if for ea
h vertex a ∈ ∂Γ the 
orresponding

solution va(x, λ) is positive on Γ and if there is a vertex a0 ∈ ∂Γ
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su
h that the solution va0(x, λ) has a triple zero at some boundary
vertex.

Let us 
onsider fun
tions r∗, r∗ ∈ C[Γ]. Denote by Lr∗ , Lr∗

di�erential operators generated by relations (6) with the 
oe�
ient

r = r∗ and r = r∗, respe
tively.

Corollary 1 (Comparison Theorem). Let 0 6 r∗(x) 6 r∗(x)
on Γ. If the operator Lr∗ is nonos
illatory on Γ, then the operator
Lr∗ is nonos
illatory as well. Conversely, if the operator Lr∗ is

os
illatory on Γ, then the operator Lr∗ is os
illatory as well.

Corollary 2. Let λ0 > 0 on Γ. If the operator Lλ0 = L0 +λ0I
is 
riti
ally nonos
illatory on Γ, then there exists a pair a, b ∈ ∂Γ
su
h that the number λ0 is the smallest positive eigenvalue of the
following spe
tral problem

L0u+ λu = 0, x ∈ Γ,

u
∣∣
∂Γ

= (ϑu′ − βu′′)
∣∣
∂Γ\{a,b} = 0, u′(b) = u′′(b) = 0.

Definition 3. The operator Lr is 
alled inverse-positive if

and only if for all u ∈ D satisfying the boundary 
onditions (2)

Lru > 0 ⇒ u > 0.

Denote by λ0 a positive 
onstant su
h that the operator Lλ :=
L0 + λ0I is 
riti
ally nonos
illatory on Γ. By λ0 we denote the

prin
ipal eigenvalue of the operator L0.

Theorem 1. Assume that the operator L0 is nonos
illatory

on Γ. Let −λ0 < r(x) 6 λ0, x ∈ Γ ∪ ∂Γ. Then the operator Lr is
inverse-positive.
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COLLECTIVE ORDER BOUNDEDNESS OF SETS

OF OPERATORS BETWEEN ORDERED

VECTOR SPACES

N. Erkur�sun

�
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(Turkiye, Ankara, Ha
ettepe University)

Colle
tively 
ompa
t sets of operators between normed spa
es

were introdu
ed by P. M. Anselone and T. W. Palmer. Re
ently,


olle
tively quali�ed sets of operators on Bana
h latti
ed were

investigate by many authors. In this talk the following results

are explored. Ea
h 
olle
tively order 
ontinuous set of operators

from an Ar
himedean OVS with a generating 
one to an OVS is


olle
tively order bounded; and ea
h 
olle
tively order to norm

bounded set of operators from an ordered Bana
h spa
e with a


losed generating 
one to a normed spa
e is norm bounded. Several

appli
ations to 
ommutative operator semigroups on ordered

ve
tor spa
es are given.

It is the joint work with E. Emelyanov and S. Gorokhova. The author

a
knowledges the �nan
ial support from the Turkish A
ademy of S
ien
e

under the name S
ienti�
 Support after GEBIP.
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(Êèòàé, Õàðáèí, ÕÏÓ)

Äîêëàä ïîñâÿùåí íåêîììóòàòèâíûì ïðîñòðàíñòâàì è ìå-

ðàì Ëÿïóíîâà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Ëÿïóíîâà àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì Ëÿïóíîâà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îáîáùåíèå âåð-

ñèè òåîðåìû Ëÿïóíîâà, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå Àêåìàíà � Àíäåð-

ñîíà [1℄. Ïîêàçàíî, ÷òî íåêîììóòàòèâíûå ìåðû Ëÿïóíîâà èìå-

þò ãëóáîêóþ ñâÿçü ñ òàê íàçûâàåìîé ¾ïðîáëåìîé Êàðïåíòåðà¿,

ïðåäëîæåííîé Êàäèñîíîì â 2002 ãîäó [2℄. Â ÷àñòíîñòè, ïðåä-

ñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êàðïåíòåðà î ïîä�àêòîðàõ â êîíå÷-

íîé àëãåáðå �îí Íåéìàíà. Òàêæå ïðåäñòàâëåí ïîëîæèòåëüíûé

îòâåò ïðîáëåìû Êàðïåíòåðà äëÿ �àêòîðîâ òèïà II1, ñâÿçàííûõ

ñî ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà ðàáîòû [3℄. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ

Õóàíîì Äæèíõàî è Ôåäîðîì Àíàòîëüåâè÷åì Ñóêî÷åâûì.
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SOME ANALYTIC PROBLEMS

WITH ALGEBRAIC SOLUTIONS

1

A. G. Kusraev

(Russia, Vladikavkaz, VSC RAS)

In analysis, often arise problems that are of purely algebrai


nature and are redu
ed to some algebrai
 
onsiderations. This

talk aims to present three su
h instan
es. The resear
h method

is Boolean valued analysis, a bran
h of fun
tional analysis that

uses a spe
ial model-theoreti
 te
hnique wi
h 
onsists in studying

the properties of a mathemati
al obje
t by means of 
omparison

between its representations in two di�erent set-theoreti
 models:

the von Neumann universe (Cantorian paradise) and a spe
ially

sele
ted (
onstru
ted) Boolean valued universe over a 
omplete

Boolean algebra, see [1℄.

I. The Wi
kstead Problem. A. W. Wi
kstead in [2℄ raised

the question of the 
onditions for all band preserving linear

operators to be order bounded in a ve
tor latti
e. In [3, Theo-

rem 2.1℄ and [4, Theorem 3.2℄ it was showed that all band

preserving operators in a universally 
omplete ve
tor latti
e E are

bounded automati
ally if and only if E is lo
ally one-dimensional.

Gutman found a signi�
antly di�erent solution in [5℄.

Theorem 1 (Gutman, 1995). All band preserving operators

in a universally 
omplete ve
tor latti
e G are order bounded if and

only if the Boolean algebra of bands P(G) of G is σ-distributive.

The Boolean valued analysis approa
h to band preserving

operators as developed in [6℄ reveals new inter
onne
tions. In

parti
ular, every band preserving linear operator 
an be repre-

sented as a linear operator in the �eld of reals R 
onsidered as

1
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a ve
tor spa
e over its sub�eld R∧
within an appropriate Boolean

valued model. Now, working in this model the 
onstru
tion of a

dis
ontinuous R∧
-linear operator in R 
an be 
arried out by using

the algebrai
 fa
t that the Hamel basis of R is in�nite, whenever

R∧
is a proper sub�eld of R, see [1, Chap. 4℄.

II. The Ayupov Problem. In 2000, Sh. A. Ayupov proposed

a program for studying the derivations of algebras of measurable

operators asso
iated with von Neumann algebras. One of the


entral questions is worded as follows: Are there non-trivial (=non-
zero) derivations on the algebra of measurable operators asso
iated

with von Neumann algebras?

In 2014, R. Kadison and Zhe Liu [7℄ noted that the problem

remains open for the 
ase of von Neumann algebras of type II1.
The �nal nail in the 
o�n of the problem was driven in 2019 by

Ber, Kudaybergenov, and Suko
hev [8℄.

In the 
ommutative 
ase, the Ayupolv problem 
an be

formulated as follows: Find ne
essary and su�
ient 
onditions for

the existen
e of non-trivial derivations on a universally 
omplete


omplex f -algebra. The solution in this 
ase was obtained in Ber,

Suko
hev and Chilin [9, 10℄ and Kusraev [11℄.

Theorem 2 (Kusraev, 2006). A universally 
omplete 
omplex

f -algebra A is free of nontrivial derivations if and only if the

Boolean algebra of its idempotents P(A) is σ-distributive. In
Parti
ular, There is no nontrivial 
omplex derivation on the algebra

L0(µ) if and only if µ is atomi
.

Boolean valued analysis approa
h presented in [11℄ enables one

to derive the result from the following well known fa
t: If C is

a trans
endental extension of a sub�eld F ⊂ C, then there is a

nontrivial F-derivation on C, see [11℄ and [1, �4.11 and 4.12℄.

III. The Chilin�Karimov Problem. Chilin and Kari-

mov [12℄ obtained a 
lassi�
ation result for laterally 
omplete

modules over universally 
omplete f -algebras. A natural question

is whether this result is valid for a wider 
lass of modules. Let K be

a semiprime rationally 
omplete 
ommutative ring with unit and
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let X be a separated inje
tive module over K, see [13℄. Denote by

P(K) the Boolean algebra of idempotents of K. A K-module X is

said to be stri
tly Hamel γ-homogeneous whenever γ is the least


ardinal for whi
h πX has a Hamel K-basis of 
ardinality γ for all
nonzero π ∈ P(X). The following assertion is a generalization of

the mentioned Chilin�Karimov's result, see [14℄.

Theorem 3 (Kusraev, 2021). There exists a (unique up

to permutation) partition of unity (eγ)γ∈Γ in P(K) (
alled the

passport of X) with Γ a set of 
ardinals su
h that eγX is stri
tly

Hamel γ-homogeneous for all γ ∈ Γ and X is isomorphi
 to∏
γ∈Γ eγX. Faithful separated inje
tive K-modules are isomorphi


if and only if their passports 
oin
ide.

The proofs are based on the following fa
t: If K and X are

as in Theorem 2, and K and X are the 
orresponding Boolean

valued representations, then K is a �eld and X is a ve
tor spa
e

over K . (This was established by Gordon in [15℄.) Therefore, by

Boolean valued transfer prin
iple, we 
an use within an appropriate

Boolean valued model that X has a Hamel basis and all Hamel

bases of X have the same 
ardinality.
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DISJOINTNESS PRESERVING HOMOGENEOUS

POLYNOMIALS IN VECTOR LATTICES

1

Z. A. Kusraeva

(Russia, Rostov-on-Don, RMC SFU;

Vladikavkaz, VSC RAS)

A linear operator between ve
tor latti
es is said to be

disjointness preserving if it sends disjoint elements into disjoint

elements. Various aspe
ts of disjointness preserving operators have

long attra
ted the interest of resear
hers. An example of a disjoint-

ness preserving operator is a latti
e homomorphism, i. e. a linear

operator between ve
tor latti
es that preserves latti
e operations.

Meyer's fundamental result [1℄ tells that an order bounded linear

operator preserves disjointness if and only if it 
an be written as

the di�eren
e of two latti
e homomorphisms with disjoint images.

The study of disjointness preserving multilinear and

polynomial operators on ve
tor latti
es is of more re
ent

date: latti
e multimorphisms and disjointness preserving bilinear

operators �rst appeared in papers [2℄ and [3℄, respe
tively, while

the study of disjointness preserving homogeneous polynomials

began in [4℄, see also a survey [5℄. A latti
e multimorphisms or

a latti
e n-morphism is a multilinear operator that is a latti
e

homomorphism in ea
h of its n arguments, provided that the

remaining arguments take �xed positive values. A polymorphism

(weak polymorphism) is a homogeneous polynomial whose

asso
iated (generating, not ne
essarily symmetri
) multilinear

operator is a latti
e multimorphism. The 
ounterpart of Meyer's

theorem also holds for multilinear operators [6, Theorem 2.5℄

and homogeneous polynomials [7, Corollary 3.4.1℄. Thus, many

questions about disjointness preserving multilinear operators

1
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and homogeneous polynomials are redu
ed to that of latti
e

n-morphisms and weak polymorphisms.
A multilinear version of Meyer's theorem is worded as follows,

see [6, Theorem 3℄.

Theorem 1. Let E1, . . . , En, F be ve
tor latti
es, T : E1 ×
· · ·×En → F be an order bounded disjointness preserving n-linear
operator. Then the assertions hold:

(1) There exist latti
e n-morphisms T+
and T−

from E1 ×
. . .×En to F su
h that T = T+ − T−

and for all 0 6 x1 ∈
E1, . . . , 0 6 xn ∈ En one has

T+(x1, . . . , xn) = (T (x1, . . . , xn))
+,

T−(x1, . . . , xn) = (T (x1, . . . , xn))
−.

(2) T is regular and im(T+) ⊥ im(T−).

(3) The modulus |T | exists, |T | is a latti
e n-morphism, |T | =
T+ + T−

and

∣∣T (x1, . . . , xn)
∣∣ =

∣∣T (|x1|, . . . , |xn|)
∣∣ =

=
∣∣|T |(x1, . . . , xn)

∣∣ = |T |(|x1|, . . . , |xn|)

for all x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En.

Next two results demonstrate that latti
e homomorphisms

serve as the building blo
ks for order bounded disjointness

preserving multilinear operators and order bounded homogeneous

polynomials whose generating multilinear operators preserve

disjointness. Re
all that the universal 
ompetion F u of an

Ar
himedean ve
tor latti
e F 
an be 
onsidered with a �xed order

unit and hen
e with a �xed f -algebra multipli
ation ∗, see [8℄.
Theorem 2. Let E1, . . . , En and F be ve
tor latti
es and let

T be a latti
e n-morphism from E1 × · · · × En to F . Then there

exist n latti
e homomorphisms Tk : Ek → F u (k := 1, . . . , n) su
h
that

T (x1, . . . , xn) = T1(x1)∗· · ·∗Tn(xn) (x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En). (1)
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This representation is unique in the sense that if (1) holds with

Tk repla
ed by some latti
e homomorphism Sk : Ek → F u for all
k := 1, . . . , n, and π is the band proje
tion onto im(T )⊥⊥, then
there exist τ1, . . . , τn ∈ Orth(F u) with

τ1 ∗ · · · ∗ τn = π1, Tk = τk ∗ Sk (k = 1, . . . , n).

Remind that a homogeneous polynomial of degree n is a

mapping P : E → F de�ned as P (x) = T (x, . . . , x) for all x ∈ E,
where T : En → F is some n-linear operator 
alled generating

for P .

Theorem 3. Let E and F be ve
tor latti
es with F Dedekind


omplete, P : E → F be a homogeneous polynomial, and F0 :=
P (E)⊥⊥

. The following 
onditions are equivalent:

(1) P is a weak latti
e polymorphism of degree n.

(2) There exist a disjoint 
olle
tion of latti
e homomorphisms

T1, . . . , Tn from E to F u with

F u0 := T1(E)⊥⊥ = · · · = Tn(E)⊥⊥,

a partition of unity (πκ)κ∈In in P(F0), and a disjoint family

(γκ)κ∈In in Z (F0) satisfying πκ(F0) = γκ(F0)
⊥⊥

for all κ ∈ In
su
h that for every κ = (k1, . . . , kν) ∈ In(ν) the representation
holds:

πκP (x) = γκ
(
T1(x)

k1 ∗ . . . ∗ Tν(x)kν
)
.
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ÎÁ ÎÏÅ�ÀÒÎ�Å ÏÅ�ÈÎÄÈÇÀÖÈÈ

Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ �ÅËÜÔÀÍÄÀ � ØÈËÎÂÀ

ÒÈÏÀ S

È. Õ. Ìóñèí

(�îññèÿ, Ó�à, ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ �ÀÍ)

Ïóñòü ϕ = {ϕν}∞ν=1 � ñåìåéñòâî �óíêöèé ϕν : Zn+ → [0,∞)
òàêèõ, ÷òî ∀ ν ∈ N:

1) ñóùåñòâóþò ÷èñëà a1 > 0, a2 > 0 òàêèå, ÷òî

ϕν(α) > a1 + a2|α|, α ∈ Zn+;

2) ϕν+1(α) > ϕν(α) äëÿ ëþáîãî α ∈ Zn+ è

lim
|α|→+∞

(ϕν+1(α)− ϕν(α)) = +∞.

Äëÿ êàæäîãî ν ∈ N è m ∈ Z+ ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

S
ϕν
m =

{
f ∈ C∞(Rn) :

ρm,ν(f) = sup
x∈Rn, α∈Zn

+

(1 + ‖x‖)m |(Dαf)(x)|
eϕν(α)

<∞
}
.

Ïóñòü S ϕν
� ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ S

ϕν
m , à S ϕ

�

èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ S ϕν
.

Ïóñòü C∞
2π(R

n) � ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæ-

äîé ïåðåìåííîé �óíêöèé f ∈ C∞(Rn).

Ïóñòü H = {hν}∞ν=1 � ñåìåéñòâî ðàçäåëüíî ðàäèàëüíûõ

âûïóêëûõ �óíêöèé hν : Rn → [0,∞) ñ hν(0) = 0 òàêèõ, ÷òî
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äëÿ ëþáîãî ν ∈ N:

i1) lim
x→∞

hν(x)

‖x‖ = +∞;

i2) lim
x→∞

(hν+1(x)− hν(x)) = +∞;

i3)
∑

α=(α1,..., αn)∈Zn

eh
∗
ν+1(ln

+ |α1|, ..., ln+ |αn|)−h∗ν(ln+ |α1|, ..., ln+ |αn|)<∞,

ãäå h∗ν(x) = sup
α∈Zn

(〈α, x〉 − hν(α)), x ∈ Rn.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J(H ) êàê èíäóêòèâíûé ïðåäåë

ïðîñòðàíñòâ

J(hν) =

{
f ∈ C∞

2π(R
n) : Nν(f) = sup

x∈Rn, α∈Zn
+

|(Dαf)(x)|
ehν(α)

<∞
}
,

ν ∈ N.

P � îïåðàòîð ïåðèîäèçàöèè íà S ϕ
:

(Pf)(x) =
∑

α∈Zn

f(x+ 2πα), x ∈ Rn.

Â [1, Òåîðåìà 5℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè H = {hν}∞ν=1 óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì:

i4) (∀ ν ∈ N) (∃ cν > 0) :

(hν(α+ β) 6 cν + hν+1(α)) (α ∈ Zn+, β ∈ Zn+ ∩ [0, 1]n);

i5) (∀ ν,m ∈ N) (∃ cν,m > 0) :

(hν+1(α) > cν,m + hν(α) +m ln(1 + ‖α‖)) (α ∈ Zn+),

à ñåìåéñòâî ϕ ñîñòîèò èç �óíêöèé ϕν := hν |Zn
+
, ν = 1, 2, . . ., òî

îïåðàòîð P äåéñòâóåò èç S ϕ
â J(H ) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Â äîêëàäå áóäóò ïðèâåäåíû óñëîâèÿ íà ñåìåéñòâî H =
{hν}∞ν=1, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð P áóäåò ñþðúåêòèâíûì.
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INVERSE SOURCE PROBLEM

FOR SPACE-TIME FRACTIONAL DIFFUSION

EQUATIONS ON METRIC GRAPHS

1

I. A. Narziyeva

(Uzbekistan, Tashkent, NUUz),

Z. A. Sobirov

(Uzbekistan, Tashkent, IM AS RUz; NUUz),

A. A. Turemuratova

(Uzbekistan, Tashkent, NUUz;

Tashkent Bran
h of Plekhanov RUE)

Di�erential equations on metri
 graphs e�e
tively model

various physi
al phenomena, in
luding os
illations in elasti


networks and di�usion pro
esses. A signi�
ant part of resear
h

on this area has 
on
entrated on di�erential operators and

equations within this framework, exploring their impli
ations

and appli
ations in diverse 
ontexts. These studies provide

valuable information on the behavior of systems represented by

metri
 graphs, improving our understanding of 
omplex physi
al

intera
tions.

In this talk we dis
uss inverse sour
e problems that aims to

determine the right-hand side of the subdi�usion equations under

spe
i�
 integral overdetermination 
onditions on a metri
 star

graph in Sobolev spa
es. We 
onsidered di�erent 
ases, in
luding

dire
t and inverse problems for the 
ase of

(1) subdi�usion equation with same order of the time-fra
tional

derivatives as well as with di�erent orders of derivatives;

(2) spa
e-time fra
tional paraboli
 equations.

1
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Dire
t problem is solved in fra
tional order Sobolev-Slobodeskii

spa
es. We reformulate dire
t and inverse problems as an operator

equations. In the 
ase of dire
t problem we use operator-based

method, �rstly used by Ladijenskaya. To show solvability of the

inverse problems we use resolvent operator method, i. e., we show

that the 
orresponding resolvent operator is well-de�ned.



ON TETRAHEDRA WITH A GIVEN BASE

E. V. Nikitenko

(Russia, Rubtsovsk, RII AltSTU),

Yu. G. Nikonorov

(Russia, Vladikavkaz, SMI VSC RAS)

This talk is devoted to the study of some properties of

tetrahedra in 3-dimensional Eu
lidean spa
e E3
, the main results

are published in [1℄. In what follows, d(L,M) denotes the Eu
lidean
distan
e between the points L,M ∈ E3

.

Let us �x a non-degenerate triangle ABC in E3
with

d(A,B) = x, d(B,C) = z, and d(A,C) = y. For a tetrahedron

ABCD in E3
with the base ABC, we will use the following

notation: d(D,A) = z, d(D,B) = y, d(D,C) = x, ∠ADB = γ,
∠ADC = β, and ∠BDC = α. It is easy to 
he
k that the numbers
x = d(D,C), y = d(D,B), and z = d(D,A) 
hara
terize the

point D, up to the symmetry with respe
t to the plane ABC.
Let us 
onsider the set Ω(△ABC) of all tetrahedra ABCD

with a given non-degenerate base ABC in E3
and D lying outside

the plane ABC. Obviously, Ω(△ABC) is naturally parameterized
by points D ∈ E3\Π0

, where Π0
is the plane ABC. Moreover, if Π−

and Π+
are two distin
t half-spa
es determined by the plane Π0

,

then it is su�
ient to 
onsider points D in only one of these half-

spa
es.

The main problem is as follows:

Problem 1: What is the set

Σ(△ABC) :=
{(

cosα, cos β, cos γ
)
∈R3

∣∣ABCD∈Ω(△ABC)
}
,

where α = ∠BDC, β = ∠ADC, and γ = ∠ADB ?

Sin
e the angles α, β, γ ∈ (0, π), then they are 
ompletely

determined by their 
osines. We take the 
osines instead of the

angles only for te
hni
al reason (in order to simplify 
al
ulations).
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Let us re
all some known results in this dire
tion. It is well

known that

α < β + γ, β < α+ γ, γ < α+ β, α+ β + γ < 2π

for all non-degenerate tetrahedra ABCD. Moreover, re
ently

M. Q. Rie
k obtained some other restri
tions on α, β, and γ [2℄.
It is interesting and helpful to 
ompare Problem 1 with the

following one:

Problem 2: What is the set

Υ(△ABC) :=
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ABCD ∈ Ω(△ABC)
}
,

where x = d(D,C), y = d(D,B), and z = d(D,A) ?

The solution of this problem is well known: (x, y, z) ∈
Υ(△ABC) if and only if the Cayley�Menger determinant

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x2 y2 z2 1
x2 0 z2 y2 1
y2 z2 0 x2 1
z2 y2 x2 0 1
1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

is positive, see details e. g. in [3, 4℄.

In order to get a solution of Problem 1, we are going to use the

following idea: We 
onsider the 
losure of the set Σ(△ABC) in
R3

and get an expli
it des
ription of the boundary of this 
losure.

After this step, the solution of the original problem 
an already be

obtained by standard methods. The following result is the starting

point for our further resear
h.

Theorem 1. For any �xed base ABC, the 
losure of the set
Σ(△ABC) is situated in the set

P =
{
(x, y, z) ∈ [−1, 1]3

∣∣ 1 + 2xyz − x2 − y2 − z2 > 0
}
.

We have proved that the 
losure of the set Σ(△ABC) is a
proper subset of P for any given base. However, the stru
ture
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of this 
losure depends signi�
antly on the 
hosen base. In

parti
ular, there is a fundamental di�eren
e between a
ute-angled,

re
tangular, and obtuse-angled bases.

We note that the formulation of Problem 1 is preserved if

we supplement the set of tetrahedra Σ(△ABC) with degenerate

tetrahedra with verti
es D in the plane ABC, but under the


ondition D 6∈ {A,B,C}. A separate and important problem is

to des
ribe 
ases when D approa
hes one of the base verti
es.

We are going to dis
uss a detailed solution of Problem 1. This

solution is based on standard methods of di�erential geometry,

on the inverse fun
tion theorem, and on some properties of

immersions of the two-sphere in three-dimensional Eu
lidean

spa
e, see e. g. [5�7℄.
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Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÎ ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û

ÍÀ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÂÅÊÒÎ�-ÔÓÍÊÖÈÉ:

ÎÒÊ�ÛÒÛÅ Ï�ÎÁËÅÌÛ

1

Ì. À. Ïëèåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû (ÎÀÎ) â âåêòîðíûõ

ðåøåòêàõ áûëè âïåðâûå ââåäåíû â ñòàòüå [1℄. Â äàëüíåéøåì

ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè ÎÀÎ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [2�4℄. Â

ðàáîòå [5℄ áûë óêàçàí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ÎÀÎ, çà-

äàííûõ íà ïðîñòðàíñòâàõ âåêòîð-�óíêöèé. Â äîêëàäå áóäåò

ðàññêàçàíî î âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè ñ ýòèì íîâûõ ïðîáëåìàõ

è çàäà÷àõ.
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Î. Â. Ïî÷èíêà

(�îññèÿ, Íèæíèé-Íîâãîðîä, ÍÈÓ ÂØÝ)

Ñèñòåìû Ìîðñà � Ñìåéëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-

þò â ïðèëîæåíèÿõ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðî-

öåññîâ ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé. Íàïðèìåð, â öåïî÷êàõ ñâÿçàí-

íûõ îòîáðàæåíèé, îïèñûâàþùèõ ðåàêöèè äè��óçèè, èëè ïðè

èçó÷åíèè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, â

÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ ñåïàðàòî-

ðîâ â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ õîðîøî ïðîâîäÿùèõ ñðåä. Ïîñêîëüêó

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â �îðìå ñèñòåì Ìîðñà � Ñìåéëà ïî-

ÿâëÿþòñÿ ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ, èìåþùèõ ðàçíóþ ïðèðîäó,

ïåðâûì øàãîì â èçó÷åíèè òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå

ñâîéñòâ, íå çàâèñÿùèõ îò �èçè÷åñêîãî êîíòåêñòà, íî îïðåäå-

ëÿþùèõ ðàçáèåíèå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè. Îò-

íîøåíèå, ñîõðàíÿþùåå ðàçáèåíèå íà òðàåêòîðèè ñ òî÷íîñòüþ

äî ãîìåîìîð�èçìà, íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-

ñòüþ, à îòíîøåíèå, ñîõðàíÿþùåå äîïîëíèòåëüíî âðåìÿ äâèæå-

íèÿ ïî òðàåêòîðèÿì (íåïðåðûâíîå â ñëó÷àå ïîòîêîâ è äèñêðåò-

íîå â ñëó÷àå êàñêàäîâ), íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-

íîñòüþ. Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì ñîñòîèò â ïîèñêå èíâàðèàíòîâ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþ-

ùèõ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èëè ñîïðÿæåííîñòè äëÿ çàäàííîé

ñèñòåìû.

Íàñòîÿùèé îáçîðíûé äîêëàä ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ ðåçóëü-

òàòîâ ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè ñèñòåì Ìîðñà �

Ñìåéëà íà çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàòû, ïî-

ëó÷åííûå ñ ó÷àñòèåì àâòîðà.

1

Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ.
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THE CAUCHY PROBLEM FOR DOUBLY

DEGENERATE PARABOLIC EQUATIONS

WITH WEIGHTS

A. F. Tedeev

(Russia, Vladikavkaz, SMI VSC RAS)

We 
onsider the Cau
hy problem in the Eu
lidean spa
e

for doubly degenerate paraboli
 equation with spa
e dependent

exponential spa
e dependent exponential weights in the following

form

f(x)
∂u

∂t
− div

(
f(x)um−1 |∇u|p−2∇u

)
in ST = RN × (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN , f(x) = eg(|x|).

We assume here the solutions of the Cau
hy problem to be

globally integrable in spa
e and non-negative. Under suitable

assumptions, we prove for the solutions sup estimates, i. e., the

de
ay rate at in�nity, the property of �nite speed of propagation

and support estimates. All our results are given expli
itly in terms

of the weight appearing in the equation. For example, the sup

bound of the solution reads as follows

∥∥u(t)
∥∥p+m−3

∞ 6 C
g(−1)(log(t ‖u0f‖1)p

log(t ‖u0f‖1)
t−1
∥∥u0f

∥∥−1

1
.

This is the joint work with prof. Daniele Andreu

i.



MITYAGIN'S QUESTION CONCERNING

ISOMORPHISMS BETWEEN FUNCTION SPACES

ON FINITE AND INFINITE INTERVALS, AND

ITS NONCOMMUTATIVE COUNTERPART

Huang Jinghao

(China, Harbin, IASM HIT)

In [1℄, Mityagin asked whether a symmetri
 spa
e E of

measurable fun
tions on (0, 1) other than Lp, 1 6 p < ∞, 
an

be isomorphi
 (isometri
) to any symmetri
 spa
e F on (0,∞).
In this talk, we present a negative answer to the isometri
 part

of this question (for 
omplex-valued fun
tion spa
es) and its non-


ommutative 
ounterpart.
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Ñåêöèÿ I

Ôóíêöèîíàëüíûå

ïðîñòðàíñòâà

è òåîðèÿ îïåðàòîðîâ





Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ËÀÒÅ�ÀËÜÍÎÉ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎÑÒÈ

�Å�ÓËß�ÍÎ�Î Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÎ

ÀÄÄÈÒÈÂÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À

Í. Ì. Àáàñîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�ÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà)

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû (ÎÀÎ) â êîíòåêñòå

òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû â ðà-

áîòå [1℄. Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè îð-

òîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïåðàòîðîâ â ðàáîòàõ [2�4℄. Â ñòà-

òüå [5℄ áûëà ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé èçó÷àòü ñ òî÷-

êè çðåíèÿ ïîðÿäêîâîãî àíàëèçà ÎÀÎ, çàäàííûå íà ðåøåòî÷íî-

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, ñî çíà÷åíèåì â ïîðÿäêîâî ïîë-

íîé âåêòîðíîé ðåøåòêå. Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î âåêòîðíûõ

ðåøåòêàõ è ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðåä-

ñòàâëåíû â ìîíîãðà�èè [6℄.

Ïóñòü (X , E) � ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è

F � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Îòîáðàæåíèå T : X → F íàçûâàåòñÿ

îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûì îïåðàòîðîì, åñëè T (x+ y) = Tx+
Ty äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ x, y ∈ X .

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : X → F íàçûâàåò-

ñÿ:

1) ïîëîæèòåëüíûì, åñëè T (X ) ⊂ F+;

2) ðåãóëÿðíûì, åñëè T = S1 − S2, ãäå S1, S2 � ïîëîæèòåëü-

íûå îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû èç X â F .
Ìíîæåñòâà âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåãóëÿðíûõ ÎÀÎ èç X

â F îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç OA +(X , F ) è OA r(X , F ) ñîîò-

âåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü)

(xα)α∈A ((xn)n∈N) ýëåìåíòîâ ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X ëàòåðàëüíî ñõîäèòñÿ ê x ∈ X , åñëè ñåòü (ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü) (xα)α∈A ((xn)n∈N) ïîðÿäêîâî ñõîäèòñÿ ê x è èç
óñëîâèÿ α 6 β (n 6 m) ñëåäóåò, ÷òî xα ⊑ xβ (xn ⊑ xm) äëÿ
ëþáûõ èíäåêñîâ α, β ∈ A (n,m ∈ N).
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Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T :X →F íàçûâàåòñÿ

ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíûì (ëàòåðàëüíî σ-íåïðåðûâíûì), åñëè
äëÿ êàæäîé ñåòè (xα)α∈A (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N), ëàòå-
ðàëüíî ñõîäÿùåéñÿ â X ê ýëåìåíòó x ∈ X ñåòü (ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü) (Txα)α∈A ((Txn)n∈N) ïîðÿäêîâî ñõîäèòñÿ â F ê

ýëåìåíòó Tx ∈ F . Ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ ëàòåðàëüíî íåïðå-

ðûâíûõ è ëàòåðàëüíî σ-íåïðåðûâíûõ ÎÀÎ èç E â F îáîçíà-

÷àþòñÿ ÷åðåç OA c(X , F ) è OA σc(X , F ) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
S ∈ OA +(X , F ) ïîëîæèì Null(S) := {x ∈ X : Sx = 0}. ×åðåç
IT îáîçíà÷èì ïîðÿäêîâûé èäåàë â OA r(X , F ), ïîðîæäåííûé
îïåðàòîðîì T

Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X , E) � ðàçëîæèìîå ðåøåòî÷íî-íîð-

ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, F � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ

ðåøåòêà, T : X → F � ïîëîæèòåëüíûé îðòîãîíàëüíî àääè-

òèâíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) T ëàòåðàëüíî (ëàòåðàëüíî σ-íåïðåðûâíûé) íåïðåðûâ-
íûé îïåðàòîð;

(2) ëàòåðàëüíûé èäåàë Null(S) ÿâëÿåòñÿ ëàòåðàëüíîé σ-
ïîëîñîé äëÿ ëþáîãî S ∈ IT .
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ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÅ ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ

ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ �

�

ÅËÜÄÅ�À �

ÇÈ�ÌÓÍÄÀ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ �ËÀÄÊÎÑÒÈ

È ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß

À. Á. Áàáàåâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ),

Â. Ä. Êðÿêâèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

Íà Rn ââåäåì àíèçîòðîïíîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå áóäåò êîí-

òðîëèðîâàòüñÿ âåêòîðîì àíèçîòðîïíîñòè κ = (κ1, . . . ,κn) ∈
Qn
>0, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ κ1 + . . . + κn = n. À èìåííî,

äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn åãî àíèçîòðîïíóþ äëèíó |x|κ îïðå-

äåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: |x|κ = 0, åñëè x = 0; |x|κ = t,
åñëè x21t

−2κ1 + . . . + x2nt
−2κn = 1. Çàìåòèì, ÷òî èçîòðîïíîìó

ñëó÷àþ îòâå÷àåò âåêòîð κ = (1, . . . , 1), ïðè ýòîì | · |κ ñîâ-

ïàäàåò ñ îáû÷íîé åâêëèäîâîé íîðìîé | · |. Â äàëüíåéøåì ïî-

íàäîáÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû κ− = min(κ1, . . . ,κn) è
κ+ = max(κ1, . . . ,κn).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿ íà

Rn × Rn �óíêöèÿ a(x, ξ) ïðèíàäëåæèò êëàññó (ñèìâîëîâ) Smκ ,
m ∈ R, åñëè äëÿ ëþáûõ q1, q2 ∈ Z>0

|a|mq1,q2 := max
|β|6q2, |α|6q1

sup
(x,ξ)∈R2n

∣∣∂βx∂αξ a(x, ξ)
∣∣ (1+|ξ|κ

)α·κ−m
<∞.

Åñëè κ = (1, 1, . . . , 1), òî ýòîò êëàññ ñèìâîëîâ ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì Ë. Õåðìàíäåðà Sm1,0(R

n). Êàæäîìó ñèìâîëó a(x, ξ) èç êëàñ-
ñà Smκ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð Op(a), îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå Ë. Øâàðöà S(Rn)
ïî ïðàâèëó

Op(a)u(x) =

∫
a(x, ξ) û(ξ) eixξ dξ, u ∈ S(Rn).
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Ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà

àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Λ
s(·)
κ (Rn) ñ ïåðåìåííûì âåùå-

ñòâåííûì íåïðåðûâíûì ïîêàçàòåëåì s è âåêòîðîì àíèçîòðîï-

íîñòè κ, ñîñòîÿùèõ èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé f ∈ S′(Rn), äëÿ êî-
òîðûõ êîíå÷íà íîðìà

∥∥f
∥∥
Λ
s(·)
κ (Rn)

= sup
j∈Z>0

∥∥2js(·) λj(D)f
∥∥
L∞(Rn)

<∞,

ãäå ðàçáèåíèå åäèíèöû Ëèòëâóäà � Ïýëè λj(ξ) ñîãëàñîâàíî ñ κ.
Åñëè ïîêàçàòåëü s óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëîãàðè�ìè÷åñêîé

íåïðåðûâíîñòè, òî ïðè s− > 0 ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòíà íîðìå

∥∥f
∥∥
C

s(·)
κ (Rn)

=
∥∥f
∥∥
L∞(Rn)

+ sup
h∈Rn\{0}

∥∥|h|−s(·)κ δNh f
∥∥
L∞(Rn)

,

ãäå N > s+/κ− è êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü δNh N -ãî ïîðÿäêà çàäàåòñÿ

ðàâåíñòâàìè

δNh f(x) = δ1h
(
δN−1
h f(x)

)
, δ1hf(x) = f(x+ h)− f(x).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0 < s− 6 s(x) 6 s+ < κ−, òî ýòà íîðìà

ýêâèâàëåíòíà íîðìå

‖u‖
C

s(·)
κ (Rn)

= ‖u‖L∞(Rn) + sup
0<|h|κ<1

sup
x∈Rn

|u(x+ h)− u(x)|
|h|s(x)κ

.

Â êàêîì-òî ñìûñëå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì

ñâîéñòâà ïñåâäîëîêàëüíîñòè ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü m ∈ R è s(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëî-

ãàðè�ìè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè. Àíèçîòðîïíûé ïñåâäîäè��å-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Op(a) ∈ OPSmκ îãðàíè÷åí èç ïðîñòðàí-

ñòâà ��åëüäåðà � Çèãìóíäà Λ
s(·)
κ (Rn) â ïðîñòðàíñòâî ��åëüäåðà �

Çèãìóíäà Λ
s(·)−m
κ (Rn). Ñóùåñòâóþò íåçàâèñÿùèå îò ñèìâîëà a

ïîñòîÿííûå C > 0 è q1, q2 ∈ Z>0 òàêèå, ÷òî äëÿ îïåðàòîðíîé

íîðìû ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖Op(a)‖ 6 C|a|mq1,q2 .
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Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u ∈ ∪s∈ZΛsκ(Rn) è Op(a)u ∈ Λ
s(·)
κ (Rn).

Åñëè îïåðàòîð Op(a) ∈ OPSmκ è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû C è R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn íåðàâåí-

ñòâî |a(x, ξ)| > C|ξ|mκ âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì |ξ|κ > R, òî

u ∈ Λ
s(·)+m
κ (Rn).

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðåòü

íà Rn ïîëóëèíåéíîå óðàâíåíèå

Au(x) = εT+u(x) + h(x), h ∈ Λs(·)κ (Rn),

ãäå ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A ∈ OPSmκ , à îïåðàòîð
T+

òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé u è v è äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ Rn âûïîëíÿþòñÿ äâà íåðàâåíñòâà:
(i) ‖T+u‖L∞(Rn) 6 CT+‖u‖L∞(Rn),

(ii) |T+u(x)− T+v(y)| 6 CT+|u(x) − v(y)|,
ñ íåçàâèñèìîé îò �óíêöèé u è v ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿí-

íîé CT+.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m > 0 è h ∈ Λ
s(·)
κ (Rn), ãäå −m <

s− 6 s(x) 6 s+ < κ− äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < ε 6 ε0 óðàâíåíèå

Au(x) = εT+u(x) + h(x) èìååò, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå.

Ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò Λ
s(·)+m
κ (Rn).
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ALMOST SYMPLECTIC STRUCTURES

ON HOMOGENEOUS k-SYMMETRIC SPACES

1

V. V. Balash
henko

(Belarus, Minsk, BSU),

D. V. Vylegzhanin

(Belarus, Minsk, BSU)

We propose a method for 
onstru
ting invariant almost sym-

ple
ti
 stru
tures on Riemannian generalized symmetri
 spa
es. In

parti
ular, it is proved that homogeneous k-symmetri
 spa
es have
a ri
h sto
k of 
anoni
al almost symple
ti
 stru
tures, i. e. invariant

not only with respe
t to the a
ting Lie group, but also with respe
t

to generalized symmetries of order k. A key role in this approa
h

is played by the previously obtained 
omplete des
ription of 
a-

noni
al almost 
omplex stru
tures on homogeneous k-symmetri

spa
es.

Let M be a smooth manifold of dimension 2n, Ω non-singular

2-form. Then (M,Ω) is said to be an almost symple
ti
 or almost

Hamiltonian manifold. If, in addition, dΩ = 0, then M is 
alled a

symple
ti
 or Hamiltonian manifold.

The role of symple
ti
 stru
tures is extremely important

in problems of me
hani
s and integrability of Hamiltonian

systems. Besides, pairs of 
ompatible symple
ti
 stru
tures (bi-

Poisson geometry) were 
onsidered when studying bi-Hamiltonian

systems [1, 2℄. However, the 
ase of almost symple
ti
 stru
tures

(dΩ 6= 0) is also of essential interest, in parti
ular, for an

investigation of Hamiltonian ve
tor �elds and integrable almost-

symple
ti
 Hamiltonian systems [3, 4℄.
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If (g, J) is an almost Hermitian stru
ture onM , then the tensor

�eld Ω(X,Y ) = g(X,JY ) is skew-symmetri
, i. e. (M,Ω) is an

almost symple
ti
 manifold. Here 2-form Ω is usually 
alled the

fundamental form (K�ahler form) of the stru
ture (g, J) on M . If

dΩ = 0, then (g, J) is 
alled almost K�ahler stru
ture.

Now let M = G/H be a redu
tive homogeneous spa
e of

the Lie group G, and g = h⊕m be the 
orresponding redu
tive

de
omposition of the Lie algebra g. As usual, we identify m with

the tangent spa
e To(G/H) at o = H. Further, let g be an invariant
(pseudo)Riemannian metri
 on G/H, and J an invariant almost


omplex stru
ture. Su
h stru
tures are 
ompletely determined

by their values at o, whi
h are invariant with respe
t to the

subgroup AdG(H). For 
onvenien
e, we will not distinguish in

the notation the metri
 g, the stru
ture J , and other invariant

stru
tures on G/H with their values at o. If G/H is given an

invariant almost Hermitian stru
ture (g, J), then it is easy to show
that the formula Ω(X,Y ) = g(X,JY ) de�nes an invariant almost
symple
ti
 stru
ture on G/H.

Our goal is to 
onstru
t a 
olle
tion of invariant almost

symple
ti
 stru
tures on homogeneous k-symmetri
 spa
es using

anoni
al almost 
omplex stru
tures on these spa
es [5, 6℄. Note

that the almost symple
ti
 stru
ture on homogeneous k-symmetri

spa
e G/H de�ned by the formula ΩJ(X,Y ) = g(X,JY ), where
J is a 
anoni
al almost 
omplex stru
ture, is said to be 
anoni
al

almost symple
ti
 stru
ture.

Theorem. Let (G/H, g) be a Riemannian homogeneous k-
symmetri
 spa
e, where −1 /∈ spec θ and the metri
 g is invariant
with respe
t to both G and the �symmetries� {Sp}. Denote by

s a number of di�erent pairs k-th roots of unity from spec(θ).
Then G/H admits 2s−1

di�erent (up to sign) 
anoni
al almost
symple
ti
 stru
tures, whi
h are invariant with respe
t to both G
and the �symmetries� {Sp}. In addition, any of these stru
tures ΩJ
is invariant with respe
t to all 
anoni
al almost 
omplex stru
tures

as well as all 
anoni
al almost produ
t stru
tures on G/H.
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As one of the most important examples realizing the

theorem, we note a large 
lass of Riemannian homogeneous 3-
symmetri
 spa
es that have the 
lassi
al 
anoni
al almost 
omplex

stru
ture (see [7, 8℄)

J =
1√
3

(
θ − θ2

)
.

A large 
lass of homogeneous manifolds that have two different

invariant almost symple
ti
 stru
tures are homogeneous Rieman-

nian 5-symmetri
 spa
es, for whi
h the spe
trum of the operator θ
is maximal, i. e. it 
ontains all 4 
omplex roots of degree 5 of

unity. On su
h spa
es there are two (up to a sign) 
anoni
al almost


omplex stru
tures J1 and J2 (see [5, 6℄), from whi
h the 
anoni
al

almost symple
ti
 stru
tures ΩJ1 and ΩJ2 are 
onstru
ted in the

above manner.

It should be noted that many known homogeneous Riemannian

manifolds (a number of �ag manifolds of 
ompa
t Lie groups, Led-

ger�Obata spa
es, some nilpotent Lie groups) are homogeneous k-
symmetri
 spa
es possessing 
anoni
al almost 
omplex stru
tures.

Therefore, the proposed approa
h allows to e�e
tively 
onstru
t


anoni
al almost symple
ti
 stru
tures on su
h homogeneous

manifolds.
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ÎÁ ÈÍÄÅÊÑÀÕ ÄÅÔÅÊÒÀ ÍÅÊÎÒÎ�Î�Î ÊËÀÑÑÀ

ÁËÎ×ÍÛÕ ßÊÎÁÈÅÂÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ

Â. Ñ. Áóäûêà

(�îññèÿ, Äîíåöê, ÄîíÀÓè�Ñ; Ô�ÁÍÓ ÈÏÌÌ;

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÑÏá�Ó)

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ èíäåêñîâ äå�åêòà áëî÷íûõ ÿêîáè-

åâûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷åé, åñòåñòâåííî

âîçíèêàþùåé â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ÿêîáèåâûõ ìàòðèö. Â íà-

ñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíû íîâûå óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè è ìè-

íèìàëüíîñòè (ñàìîñîïðÿæåííîñòè) èíäåêñîâ äå�åêòà íåêîòî-

ðîãî êëàññà áëî÷íûõ ÿêîáèåâûõ ìàòðèö, êîòîðûé àññîöèèðî-

âàí ñ ìàòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè Äèðàêà ñ òî÷å÷íûìè âçàèìî-

äåéñòâèÿìè. Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [1℄ è [2℄.

�àññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ áëî÷íóþ ÿêîáèåâó ìàòðèöó

JX,α(D) =

=




Op
ν(d1)
d2

1

Im Om Om Om . . .

ν(d1)
d2

1

Im
ν(d1)
d2

1

Im
ν(d1)

d
3/2
1

d
1/2
2

Im Om Om . . .

Om
ν(d1)

d
3/2
1

d
1/2
2

Im −α1

d2

ν(d2)
d2

2

Im Om . . .

Om Om
ν(d2)
d2

2

Im
ν(d2)
d2

2

Im
ν(d2)

d
3/2
2

d
1/2
3

Im . . .

Om Om Om
ν(d2)

d
3/2
2

d
1/2
3

Im −α2

d3

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .




.
(1)

Çäåñü Om, Im ∈ Cm×m
� íóëåâîé è åäèíè÷íûé îïåðàòîðû, ñî-

îòâåòñòâåííî; α := {αn}∞1 ⊂ Cm×m
, αn = α∗

n, inf dn = 0, n ∈ N,
è ν(x) := cx√

1+c2x2
, c � ñêîðîñòü ñâåòà.

Ïîëó÷åíî óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè èíäåêñîâ äå�åêòà îïå-

ðàòîðà JX,α(D).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {dn}∞1 ∈ l1(N) è αn = α∗
n, n ∈ N. Òîãäà

n±(JX,α(D)) = m, åñëè ïðè íåêîòîðûõ 0 6 a < 1 è N ∈ N



Áóäûêà Â. Ñ. 69

âûïîëíåíî óñëîâèå:

∥∥αn
∥∥
Cm×m 6 ac

(
1 +

√
dn+1

dn

)
, n > N.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü {dn}∞1 ∈ l1(N), αn = α∗
n, n ∈ N. Òîãäà

n±(JX,α(D)) = m, åñëè ïðè íåêîòîðûõ 0 6 a < 1 è N ∈ N
âûïîëíåíà îöåíêà

∥∥αn
∥∥
Cm×m 6 ac (< c), n > N.

Òàêæå ïîëó÷åíî óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè èíäåêñîâ äå�åêòà

(ñàìîñîïðÿæåííîñòè) îïåðàòîðà JX,α(D).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü JX,α(D) � ÿêîáèåâ îïåðàòîð, àññîöèè-

ðîâàííûé ñ ìàòðèöåé (1). Ïóñòü òàêæå αn < 0 è kerA = {0},
ãäå A � äèàãîíàëü ìàòðèöû JX,α(D). Òîãäà îïåðàòîð JX,α(D)
ñàìîñîïðÿæåí â l2(N0;C

m), åñëè

lim sup
n→∞

∥∥|αn|−1
∥∥
Cm×m <

1

4c
.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü {dn}∞1 ∈ l1(N) è JX,α(D) âèäà (1). Ñî-
ïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû ñëåäñòâèÿ 1 è òåîðåìû 2, ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùèì èìïëèêàöèÿì ïðè m > 1:

λmax(|αn|) 6 ac, a < 1 =⇒ n±(JX,α(D)) = m,

λmin(|αn|) > 4c =⇒ n±(JX,α(D)) = 0.
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ËÅÍÒÎ×ÍÛÕ ÒÅÏËÈÖÅÂÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ

ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÂÈÄÀ

È. Â. Âîðîíèí

(�îññèÿ, Äîëãîïðóäíûé, ÌÔÒÈ),

Â. À. Ñòóêîïèí

(�îññèÿ, Äîëãîïðóäíûé, ÌÔÒÈ;

Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü a(t)� èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó �óíêöèÿ, îïðåäåëåí-

íàÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T = {t ∈ C : |t| = 1}. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Tn(a) ìàòðèöó Òåïëèöà Tn(a) = (aj−k)

n−1
j,k=1, ãäå n �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à al � åñòü l-é êîý��èöèåíò ðÿäà Ôóðüå

�óíêöèè a(t). Îòìåòèì, ÷òî òåïëèöåâó ìàòðèöó ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíîì âåê-

òîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ôóíêöèÿ a(t) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì òåï-

ëèöåâîé ìàòðèöû (òåïëèöåâà îïåðàòîðà) Tn(a). Ìû ðàññìàòðè-

âàåì ëåíòî÷íûå òåïëèöåâû ìàòðèöû, ïîðîæäåííûå ñèìâîëîì

a(z) = (z + z−1 − 2)3. Ýòîò ñèìâîë � ïðîñòîé ïðèìåð ñèìâîëà

îáðàùàþùåãîñÿ â íîëü âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî âòî-

ðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â òî÷êàõ ±1. Ñëåäóåò òàêæå îòìå-
òèòü, ÷òî òåïëèöåâû ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìûå ýòèì ñèìâîëîì,

ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè, à ñàì ñèìâîë � âåùåñòâåííûì.

Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òàêèõ òåïëèöåâûõ ìàòðèö íàéäå-

íû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû â ðàáîòå [1℄. Ñàìà çàäà÷à íà-

õîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåïëè-

öåâûõ ìàòðèö î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðîâ èìååò âàæíîå çíà÷å-

íèå, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷å-

ñêîé ìåõàíèêè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ëåíòî÷íûõ

òåïëèöåâûõ ìàòðèö àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîìïîíåíò

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïîëó÷åíû â ðàáîòå [2℄ äëÿ ñëó÷àÿ íåâû-

ðîæäåííîãî ñèìâîëà. Ìû ïðåäñòàâëÿåì àíàëîãè÷íûå �îðìó-

ëàì äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íàéäåííûì â [1℄, �îðìóëû äëÿ
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ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòûå �îðìóëû äëÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ �îðìóë äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ îñíîâàíî íà êîìáèíàöèè ðåçóëüòàòà î âû-

ðàæåíèè êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â âèäå îïðåäåëèòå-

ëåé íåêîòîðûõ ìàòðèö, âûðàæàþùèõ êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ÷åðåç êîðíè ñèìâîëà [3℄, ïîçâîëÿþùåãî íàéòè ñàìè

àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, è ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-

áëèæåíèé, ïîçâîëÿþùåãî íàõîäèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïðè-

áëèæåííî, íî ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ, è äàþùåãî

âîçìîæíîñòü äîêàçàòü íàéäåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû.

Ñàìè �îðìóëû, íåñìîòðÿ íà ãðîìîçäêèé âèä, äàþò ý��åê-

òèâíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

äëÿ òåïëèöåâûõ ìàòðèö î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðîâ, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ðàçìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ íå ðàáîòàþò ñòàíäàðòíûå ìåòîäû

íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö.
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ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÓÌÌ ÔÓ�ÜÅ

ÏÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ßÊÎÁÈ � ÑÎÁÎËÅÂÀ

1

�. Ì. �àäæèìèðçàåâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà, ÄÔÈÖ �ÀÍ)

Ïóñòü α, β > −1, ρ(α, β;x) = (1 − x)α(1 + x)β, 1 6 p < ∞,

Lpρ � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, ñîñòîÿùåå èç èçìåðèìûõ íà [−1, 1]
�óíêöèé f ñ íîðìîé

∥∥f
∥∥
Lp
ρ
=

1∫

−1

∣∣f(x)
∣∣p ρ(α, β;x) dx.

×åðåç W 1
Lp
ρ
îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ

íà [−1, 1] �óíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ f ′ ∈ Lpρ. Ïðè p = 2 â W 1
L2
ρ

ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Ñîáîëåâà ñëåäóþùåãî

âèäà:

〈
f, g
〉
S
= f(−1)g(−1) +

1∫

−1

f ′(x)g′(x)ρ(α, β;x) dx. (1)

�àññìîòðèì ñèñòåìó ïîëèíîìîâ ßêîáè � Ñîáîëåâà

pα,β1,0 (x) = 1, pα,β1,n+1(x) =

x∫

−1

pα,βn (t) dt, n > 0, (2)

ãäå pα,βn (x) � îðòîíîðìèðîâàííûé ïîëèíîì ßêîáè ñòåïåíè n.

Ñèñòåìà {pα,β1,n (x)} ïîëíà â W 1
L2
ρ
è îðòîíîðìèðîâàíà îòíîñè-

òåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1) [1, 2℄. �ÿä Ôóðüå �óíêöèè

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 24-21-00143.
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f ∈W 1
Lp
ρ
ïî ýòîé ñèñòåìå è ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ðÿäà èìåþò

âèä [1, 2℄:

f(x) ∼ f(−1) +
∞∑

k=1

cα,βk (f) pα,β1,k (x), (3)

Sα,β1,n (f, x) = f(−1) +

n∑

k=1

cα,β1,k (f) p
α,β
1,k (x),

cα,β1,k (f) =

1∫

−1

f ′(t) pα,βk−1(t) ρ(α, β; t) dt.

Ñõîäèìîñòü ðÿäà (3) ê f ∈W 1
Lp
ρ
áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ

[1�4℄. Àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ñóìì S0,0
1,n(f, x) è Sα,01,n (f, x)

(α � íåöåëîå ÷èñëî) â òåðìèíàõ âçâåøåííîé âåëè÷èíû íàèëó÷-

øåãî ïðèáëèæåíèÿ áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [5�7℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîé-

ñòâà ñóìì Sα,β1,n (f, x) â òåðìèíàõ áåçâåñîâîé âåëè÷èíû íàèëó÷-

øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè α, β > 0 äëÿ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà
W 1
L1
ρ
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En(f) íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå �óíê-

öèè f ∈ W 1
L1
ρ
àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè qn ñòåïåíè íå âû-

øå n:
En(f) = inf

qn∈Hn

max
x∈[−1,1]

∣∣f(x)− qn(x)
∣∣.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α, β > 0 èëè α = β = 0, x ∈ [−1, 1],
f ∈W 1

L1
ρ
. Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè:

∣∣f(x)− Sα,β1,n (f, x)
∣∣ 6

6 c(α, β)En(f)





ln
(
1+n2(1− x2)

)
+1, α, β∈

[
0, 12
)
;

ln
(
1+n2(1− x2)

)
+nβ−

1
2 , α∈

(
0, 12
)
, β> 1

2 ;

ln
(
1+n2(1− x2)

)
+nα−

1
2 , α> 1

2 , β∈
(
0, 12
)
;

lnn+ nα− 1
2

(n
√
1−x )α− 1

2+1
+nβ−

1
2 , α, β> 1

2 .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü α > 0, β = 0, x ∈ (−1, 1], f ∈W 1
L1
ρ
. Òîãäà

∣∣f(x)−Sα,01,n (f, x)
∣∣ 6

6 c(α)En(f)








ln
(
n
√
1− x+ 1

)
+1, α∈

(
0, 12
)
,

lnn+ nα− 1
2

(n
√
1−x )α− 1

2+1
, α> 1

2 ,
x∈ [0, 1];

ln
(
n
√
1 + x+ 1

)
+ 1, x∈ [−1, 0).

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü α = 0, β > 0, x ∈ [−1, 1), f ∈ W 1
L1
ρ
.

Òîãäà

∣∣f(x)− S0,β
1,n(f, x)

∣∣ 6

6 c(β)En(f)

{
lnn+ nβ−

1
2 , β > 1

2 ;

ln
(
n
√
1−x2+1

)
+1, β∈

(
0, 12
)
.
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ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÅ ÏÎ�ßÄÊÎÂÛÅ ÈÄÅÀËÛ

ÈÇÌÅ�ÈÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÀ ÏÎËÓÎÑÈ

1

�. ß. �ðàáàðíèê

(ÑØÀ, Íüþ-Éîðê, Óíèâåðñèòåò èì. Ñâÿòîãî Èîàííà),

Ì. À. Ìóðàòîâ

(�îññèÿ, Ñèì�åðîïîëü, ÊÔÓ èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî),

Þ. Ñ. Ïàøêîâà

(�îññèÿ, Ñèì�åðîïîëü, ÊÔÓ èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî),

Á. À. �óáøòåéí

(Èçðàèëü, Áååð-Øåâà, Óíèâåðñèòåò èì. Áåí-�óðèîíà)

Ïóñòü (I,Bm,m) èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå I = R+ =
[0,∞) èëè I = [0, a] ñ 0 < a < ∞, m � îáû÷íàÿ ìåðà

Ëåáåãà íà I, à Bm = B(I)m ÿâëÿåòñÿ m-ïîïîëíåíèåì áîðå-

ëåâñêîé σ-àëãåáðû B = B(I) îòíîñèòåëüíî ìåðû m. Ïóñòü
S = S(I,Bm,m) � ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ m-èçìåðèìûõ (ðàâ-
íûõ m-ïî÷òè âñþäó) �óíêöèé f : I → R = (−∞,+∞), f∗ �

íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà �óíêöèè |f | îòíîñèòåëüíî ìå-

ðû m è

L0(I,Bm,m) := {f ∈ S(I,Bm,m) : f∗(x) <∞}, x ∈ I.

Ïóñòü

f∗∗(x) =
1

x

x∫

0

f∗dm, x ∈ I f ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m)

� ìàæîðàíòíàÿ �óíêöèÿ Õàðäè � Ëèòòëâóäà.

Äëÿ êàæäîé íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé �óíêöèè v íà

[0,∞) òàêîé, ÷òî v∗ ∈ L0, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî K(v) =
{g ∈ L0 : g∗ 6 cv∗ äëÿ íåêîòîðîãî c > 0}.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèå � 075-02-2025-

1543.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü v ∈ L0. Òîãäà

1) K(v) � ïîðÿäêîâûé èäåàë, ò. å. åñëè g ∈ L0, h ∈ K(v) è
|g| 6 |h|, òî g ∈ K(v);

2) aK(v) ⊆ K(v) äëÿ ëþáîãî a ∈ R;

3) èäåàë K(v) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ò. å. åñëè f ∈ L0,

g ∈ K(v) è f∗ = g∗, òî f ∈ K(v);

4) Dt(K(v)) = K(Dt(v)) äëÿ âñåõ t > 0, è Ds(K(v)) ⊆
Dt(K(v)) äëÿ 0 < s 6 t, ãäå Dt � îïåðàòîð ñæàòèÿ, îïðåäå-

ëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Dtf(x) = f
(x
t

)
, 0 < t <∞, x > 0, f ∈ L0 ;

5) D2(K(v)) = K(v) +K(v).

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî N(v) =
⋃
t>0Dt(K(v)). Ïî îïðåäå-

ëåíèþ, g ∈ N(v) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g∗ 6 aDbv äëÿ

íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a > 0 è b > 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü v = v∗ ∈ L0. Òîãäà

1) N(v) ÿâëÿåòñÿ Dt-èíâàðèàíòíûì, ò. å. DtN(v) = N(v)
äëÿ ëþáîãî t > 0;

2) N(v) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïîðÿäêîâûì èäåàëîì, ïðè-

÷åì åñëè g∈N(v), h ∈ N(v), òî g + h ∈ N(v);

3) N(v) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ðåøåòêîé, ò. å. çàìêíóò îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèé max è min: g ∈ N(v), h ∈ N(v) =⇒
max(g, h) ∈ N(v), min(g, h) ∈ N(v);

4) N(v) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé,

ò. å. êàæäîå ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî E ⊆ N(v)
èìååò supE ∈ N(v) è inf E ∈ N(v).

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî v > 0 òàêîãî, ÷òî v∗ ∈ L0 ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) K(v) = N(v);

2) Dt(K(v)) = K(v) äëÿ âñåõ t > 0;

3) K(v) +K(v) = K(v);
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4) K(v) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ðåøåòêîé: max(g, h) ∈ K(v) è
min(g, h) ∈ K(v), åñëè g, h ∈ K(v).

Ïóñòü V � êâàçè-âîãíóòàÿ �óíêöèÿ íà [0,∞), ò. å. íåîòðè-
öàòåëüíàÿ �óíêöèÿ V íà (0,∞) òàêàÿ, ÷òî V (0) = 0, è �óíê-

öèè V (x) è V∗(x) =
x

V (x) ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè. Íàïîìíèì

îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Ìàðöèíêåâè÷à:

MV = MV (I,Bm,m) =

=
{
f ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m) : V∗ · f∗∗ ∈ L∞(I,Bm,m)

}
,

è

∥∥f
∥∥
MV

=
∥∥V∗ · f∗∗

∥∥
L∞

=

= inf

{
C>0:

x∫

0

f∗dm 6 C V (x), x>0

}
äëÿ f ∈MV .

Îïðåäåëèì íèæíèé è âåðõíèé êëàññû Ìàðöèíêåâè÷à MV

è MV :

MV = K(V ′) =

{
f ∈ L0 :

f∗

V ′ ∈ L∞

}
,

∥∥f
∥∥
M V

=

∥∥∥∥
f∗

V ′

∥∥∥∥
L∞

, f ∈ MV

MV = K

(
1

V∗

)
=
{
f ∈ L0 : V∗f

∗ ∈ L∞
}
,

∥∥f
∥∥
MV

=
∥∥V∗f∗

∥∥
L∞
, f ∈ MV .

Òåîðåìà 4. 1) MV ⊆ MV ⊆ MV ;
2) MV ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì êâàçè-íîðìèðîâàííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ñ êâàçè-íîðìîé ‖f‖
MV

= ‖V∗f∗‖L∞ , f ∈ MV ;

3) MV óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ôàòó: åñëè 06fn ↑, fn∈MV ,

supn ‖fn‖MV
<∞ ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò f = supn fn ∈ MV

è ‖f‖
MV

= supn ‖fn‖MV
, è ϕ

MV
= ϕMV

= V∗;
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4) MV ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì êâàçè-íîðìèðîâàííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ñ êâàçè-íîðìîé ‖f‖MV
= ‖ f∗V ′ ‖L∞ , f ∈ MV , ïðè

óñëîâèè, ÷òî �óíêöèÿ xV ′(x) âîçðàñòàåò, ò. å. �óíêöèÿ 1
V ′(x) ÿâ-

ëÿåòñÿ êâàçè-âîãíóòîé. Ïðè ýòîì MV ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì

êâàçè-áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñâîéñòâîì Ôàòó è ϕMV
=

ϕMV
= 1

V ′ .
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ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ Ï�ÈÇÍÀÊÎÂ ÔÓ�ÜÅ
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�ÍÎÌÖ ÞÔÓ)

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (xt, yt)
T
t=1. Çäåñü

xt ∈ Rd � ïðèçíàêè, yt ∈ R � öåëåâàÿ ïåðåìåííàÿ. �àññìàòðè-

âàåòñÿ çàäà÷à ðåãðåññèè íà ñëó÷àéíûå ïðèçíàêè Ôóðüå â ðåæè-

ìå îíëàéí. Ïî îòíîøåíèþ ê ðåøàþùèì ïðàâèëàì èç ãèëüáåð-

òîâûõ ïðîñòàíñòâ ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì (RKHS) ïîëó÷åíû

îöåíêè ñîæàëåíèÿ ïîðÿäêà O(T 1/2 lnT ) â ñðåäíåì, êîãäà ÷èñëî
ñëó÷àéíûõ ïðèçàíêîâ ðàñòåò êàê T 1/2

.

Ïðåäëîæåííûé VAW

2
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõóðîâíåâóþ

ïðîöåäóðó. �àññìîòðèì N ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âîñïðî-

èçâîäÿùèì ÿäðîì (RKHS) Hj . Ïóñòü ÿäðà ÿâëÿþòñÿ òðàíñëÿ-

öèîííî-èíâàðèàíòíûìè: kj(x, y) = κj(x − y). Ïî òåîðåìå Áîõ-
íåðà

κj(z) =

∫

Rd

qj(ω) cos〈ω, z〉 dω,

ãäå qj � íåêîòîðàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Äëÿ êàæäîãî ÿäðà

ñãåíåðèðóåì âåêòîð ñëó÷àéíûõ ïðèçíàêîâ Ôóðüå [1℄:

Φθj(x) =
(
φ(x, θjk)

)m
k=1

=
(√

2 cos(〈ωjk, x〉+ bjk)
)m
k=1

,

ãäå θjk = (ωjk, bjk), ωjk ∼ qj , bjk ∼ U(0, 2π) � íåçàâèñè-

ìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äëÿ ïðè-

çíàêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó ÿäðó, ïðèìåíèì àëãîðèòì
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VAW (Vovk�Azoury�Warmuth) [2℄:

wt,j = argmin
wj∈Rd

{
λ

2

∥∥wj
∥∥2
2
+

1

2

t−1∑

i=1

(
〈Φθj (xi), wj〉 − yi

)2
+

+
1

2

〈
Φθj(xt), wj

〉2
}
.

Ê ïîëó÷åííûì ïðåäñêàçàíèÿì

zt =
(
〈wt,1,Φθ1(xt)〉, . . . , 〈wt,N ,ΦθN (xt)〉

)

¾ýêñïåðòîâ¿ ñíîâà ïðèìåíèì àëãîðèòì VAW.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü wt,j ∈ Rm ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè àëãî-

ðèòìîâ VAW, ïðèìåíåííûõ ê (Φθj (xt), yt), è αt ∈ RN ïîëó÷åíû

ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà VAW, ïðèìåíåííîãî ê (zt, yt), ãäå zt �
âåêòîð ïðåäñêàçàíèé ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé. Ïóñòü |yt| 6 Y .
Òîãäà

1

2
Eθ

T∑

t=1

(
〈αt, zt〉 − yt

)2
6

1

2

T∑

t=1

(
yt − fj(xt)

)2
+
λ

2
+

+

(
λ

2
+ T

) ‖fj‖2Hj

m
++

mY 2

2
ln

(
1 +

2T

λ

)
+

+
NY 2

2
ln

(
1 +

NY 2

λ

(
2T (T + 1) + 2mT ln

(
1 +

2T

λ

)))

äëÿ ëþáûõ fj ∈ Hj , j = 1, . . . , N . Ïðè T → +∞,

1

2
Eθ

T∑

t=1

(
〈αt, zt〉− yt

)2
6

1

2
min

16j6N
inf

fj∈BR(Hj)

T∑

t=1

(
yt− fj(xt)

)2
+

+O
((
R2 + Y 2 lnT

)√
T
)
, åñëè m ∝

√
T .

Çäåñü BR(Hj) � øàð â Hj ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà âåðõíÿÿ îöåíêà Y äëÿ |yt|. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç zt = min(Y,max(zt,−Y )), zt,j = 〈wt,j ,Φθj (xt)〉
óðåçàííûå ýêñïåðòíûå ïðåäñêàçàíèÿ. Ïåðâóþ îöåíêó òåîðå-

ìû 1 ìîæíî íåñêîëüêî óëó÷øèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî

η-ýêñïîíåíöèàëüíîé âîãíóòîñòè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ïîòåðü
ñ η = 1/(8Y 2) è ïðèìåíèòü àëãîðèòì ýêñïîíåöèàëüíîãî âçâåøè-

âàíèÿ (EWA) [2℄: α1,j = 1/N ,

αt,j =
αt−1,j exp(−η(zt,j − yt)

2)
∑N

k=1 αt−1,k exp(−η(zt,k − yt)2)
, t = 2, . . . , T.

Ïðè ýòîì âòîðàÿ îöåíêà òåîðåìû 1 îñòàåòñÿ ïðåæíåé.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ýòàëîííûõ íà-

áîðîâ äàííûõ: Airfoil, Con
rete, Naval, Bias, íàõîäÿùèõñÿ â

ñâîáîäíîì äîñòóïå â UCI Ma
hine Learning Repository. Ñëå-

äóÿ [3℄, áûëî ñãåíåðèðîâàííî 50 ñëó÷àéíûõ ïðèçíàêîâ Ôóðüå

äëÿ êàæäîãî èç 76 ÿäåð, èç êîòîðûõ 51 ÿäðî ÿâëÿëîñü ãàóññîâ-

ñêèì è 25 � ëàïëàñîâñêèì ñ ïàðàìåòðàìè σ2 ∈ {102i/25−2}50i=0

è σ ∈ {10i/6−2}24i=0 ñîîòâåòñòâåííî. Àëãîðèòì VAW

2
ïîêà-

çàë íàèìåíüøóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó (MSE) íà óêà-

çàííûõ íàáîðàõ äàííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ îíëàéí-àëãîðèòìàìè

ìóëüòèÿäåðíîé îïòèìèçàöèè (Raker, OMKL-GF [3℄) è äðóãè-

ìè ìåòîäàìè êîìáèíèðîâàíèÿ ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé (Àãðå-

ãèðóþùèé àëãîðèòì Âîâêà, EWA, ML-Prod, ML-Poly, BOA).

Êîä äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà ðåçóëüòàòîâ äîñòóïåí ïî ññûëêå:

https://github.
om/O-Gurt/VAW2.
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ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ �ÅØÅÒÊÀÕ
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(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÑÎ�Ó)

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû (ÎÀÎ) â âåêòîðíûõ

ðåøåòêàõ âïåðâûå áûëè èññëåäîâàíû â [1℄. Â äàëüíåéøåì èíòå-

ðåñíûå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâàõ ÎÀÎ áûëè ïîëó-

÷åíû ðÿäîì ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ [3�5℄. Âñå

íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ è áàíàõîâûõ ðå-

øåòêàõ ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðà�èè [6℄.

Ïóñòü X � äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî XC, çàäàí-

íîå ðàâåíñòâîì

XC := X + iX = {x+ iy : x, y ∈ X},

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà X. Ëèíåéíûå îïå-
ðàöèè íà XC çàäàþòñÿ ïðàâèëàìè:

(x+ iy) + (v + iu) = x+ v + i(y + u)

è

(α+ iβ)(x+ iy) = αx− βy + i(αy + βx)

äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R è x, y, v, u ∈ X.
Ïóñòü E � ðàâíîìåðíî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Äëÿ ëþ-

áîãî ýëåìåíòà z = x+ iy ∈ EC ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ñóïðå-

ìóì:

|z| = |x+ iy| := sup
06ϕ62π

{
(cosϕ)x+ (sinϕ)y

}

â E+, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì z. Çàìåòèì, ÷òî ìîäóëü
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îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) |z| = 0 ⇔ z = 0;

2) |λz| = |λ| |z| äëÿ ëþáûõ λ ∈ C è z ∈ EC;

3) |z + w| 6 |z|+ |w| äëÿ ëþáûõ z, w ∈ EC.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u è v äèçúþíêòíû, è ïèñàòü u ⊥C v, åñ-
ëè |u|∧|v| = 0. Ïóñòü E � ðàâíîìåðíî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåò-

êà. Ýëåìåíò w ∈ EC íàçûâàåòñÿ îñêîëêîì u, åñëè (u− w) ⊥C w.
Ìíîæåñòâî âñåõ îñêîëêîâ ýëåìåíòà u îáîçíà÷àåòñÿ Fu.

Ïóñòü E � ðàâíîìåðíî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà è F �

âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Îòîáðàæåíèå T : EC → F íàçûâàåòñÿ îð-

òîãîíàëüíî àääèòèâíûì îïåðàòîðîì, åñëè T (x+ y) = Tx+Ty
äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ x, y ∈ EC.

Ïóñòü E � ðàâíîìåðíî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà è

F � áàíàõîâà ðåøåòêà. Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð

T : EC → F íàçûâàåòñÿ:

1) ïîëîæèòåëüíûì, åñëè T (EC) ⊂ F+;

2) ðåãóëÿðíûì, åñëè T = S1 − S2, ãäå S1, S2 � ïîëîæèòåëü-

íûå îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû èç EC â F ;

3) îñêîëî÷íî êîìïàêòíûì, åñëè ìíîæåñòâî T (Fu) ïðåäêîì-
ïàêòíî â F äëÿ ëþáîãî u ∈ EC.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ÎÀÎ èç EC â F
îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç OA r(EC, F ). Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãó-
ëÿðíûõ îñêîëî÷íî êîìïàêòíûõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïå-

ðàòîðîâ èç EC â F îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç C OA r(EC, F ).

Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü E � ðàâíîìåðíî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðå-

øåòêà è F � áàíàõîâà ðåøåòêà ñ ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé íîð-

ìîé. Òîãäà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî C OA r(EC, F ) âñåõ ðåãó-

ëÿðíûõ îñêîëî÷íî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîé â

OA r(EC, F ) � ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêå ðåãóëÿð-

íûõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïåðàòîðîâ èç EC â F .
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�Å�ÓËß�ÍÎ�Î Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÎ ÀÄÄÈÒÈÂÍÎ�Î

ÎÏÅ�ÀÒÎ�À

À. Ê. �óòíîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÑÎ�Ó),

Ä. À. Òàëõàíîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÑÎ�Ó)

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû (ÎÀÎ) â êîíòåêñòå

òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [1℄. Èíòåðåñ

ê ýòèì îïåðàòîðàì ñâÿçàí ñ çàäà÷àìè òåîðèè èíòåãðàëüíûõ è

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [2℄. Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçëè÷-

íûå àñïåêòû òåîðèè ÎÀÎ èçó÷àëèñü ðÿäîì ðîññèéñêèõ è çàðó-

áåæíûõ ìàòåìàòèêîâ [3�5℄. Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î âåê-

òîðíûõ ðåøåòêàõ è ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðà�èè [6℄.

Ïóñòü (X , E) � ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è

F � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Îòîáðàæåíèå T : X → F íàçûâàåòñÿ

îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûì îïåðàòîðîì, åñëè T (x+ y) = Tx+
Ty äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ x, y ∈ X .

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T :X →F íàçûâàåòñÿ:

• ïîëîæèòåëüíûì, åñëè T (X ) ⊂ F+;

• ðåãóëÿðíûì, åñëè T = S1−S2, ãäå S1, S2 � ïîëîæèòåëüíûå

îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû èç X â F .

Ìíîæåñòâà âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ è ðåãóëÿðíûõ ÎÀÎ èç X â

F îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç OA+(X , F ) è OAr(X , F ) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) (xα)α∈A
((xn)n∈N) ýëåìåíòîâ ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

X ëàòåðàëüíî ñõîäèòñÿ ê x ∈ X , åñëè ñåòü (ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü) (xα)α∈A ((xn)n∈N) ïîðÿäêîâî ñõîäèòñÿ ê x è èç óñëîâèÿ

α 6 β (n 6 m) ñëåäóåò, ÷òî xα ⊑ xβ (xn ⊑ xm) äëÿ ëþáûõ

èíäåêñîâ α, β ∈ A (n,m ∈ N).
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Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : X → F íàçûâà-

åòñÿ ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíûì (ëàòåðàëüíî σ-íåïðåðûâíûì),
åñëè äëÿ êàæäîé ñåòè (xα)α∈A (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N),
ëàòåðàëüíî ñõîäÿùåéñÿ â X ê ýëåìåíòó x ∈ X ñåòü (ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü) (Txα)α∈A ((Txn)n∈N) ïîðÿäêîâî ñõîäèòñÿ â F ê

ýëåìåíòó Tx ∈ F . Ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ ëàòåðàëüíî íåïðå-

ðûâíûõ è ëàòåðàëüíî σ-íåïðåðûâíûõ ÎÀÎ èç X â F îáîçíà-

÷àþòñÿ ÷åðåç OAc(X , F ) è OAσc(X , F ) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X , E) � ðàçëîæèìîå ðåøåòî÷íî-

íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, F � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåê-

òîðíàÿ ðåøåòêà. Òîãäà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî OAc(X , F )
(OAσc(X , F )) âñåõ ðåãóëÿðíûõ ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíûõ

(ëàòåðàëüíî σ-íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîé â

OAr(X , F ) � ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêå ðåãóëÿð-

íûõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïåðàòîðîâ èç (X , E) â F .
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ÎÁ ÀË�ÅÁ�Å �ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎ�Î �ÎÑÒÀ

1

Î. À. Èâàíîâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÈÌÌèÊÍ ÞÔÓ)

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C; ∂G � ãðàíèöà G;
d(z) = inft∈∂G |z − t|, z ∈ G; H(G) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ �óíê-

öèé, ãîëîìîð�íûõ â G. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îïðåäåëèì áàíàõî-

âî ïðîñòðàíñòâî

H−n(G) :=
{
f(z) ∈ H(G) : ‖f‖n := sup

z∈G
|f(z)| (d(z))n < +∞

}

ñ íîðìîé ‖ · ‖n. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå

H−∞(G) :=
⋃

n∈N
H−n(G)

ãîëîìîð�íûõ â G�óíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà âáëèçè ãðà-

íèöû G òîïîëîãèþ èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâ H−n(G), n ∈ N, îòíîñèòåëüíî èõ âëîæåíèé

â H−∞(G). Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G � îãðàíè÷åííàÿ îá-

ëàñòü, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Äëÿ f, g ∈ H(G) ïðî-
èçâåäåíèå Äþàìåëÿ f ∗ g îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (èíòåãðàë

áåðåòñÿ ïî îòðåçêó [0, z])

(f ∗ g)(z) := d

dz

z∫

0

f(t)g(z−t)dt=g(0)f(z) +
z∫

0

f(t)g′(z−t)dt, z∈G.

Â H(G) îíî áûëî ââåäåíî è èçó÷åíî Í. Óèãëè [1℄. Ñ óìíîæåíè-

åì ∗ ïðîñòðàíñòâî H−∞(G) ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è êîììó-

òàòèâíîé òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé. Ôóíêöèÿ 1, òîæäåñòâåííî

1

�àáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà � 25�

21�00062, https://rs
f.ru/proje
t/25-21-00062/.
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ðàâíàÿ 1, ÿâëÿåòñÿ åå åäèíèöåé. Äëÿ g ∈ H−∞(G) ââåäåì îïå-

ðàòîð Äþàìåëÿ

Sg(f) := f ∗ g, f ∈ H−∞(G).

Ïóñòü {J}′ � êîììóòàíò ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî â

H−∞(G) îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ

J(f)(z) :=

z∫

0

f(t) dt, f ∈ H−∞(G), z ∈ G,

â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ â H−∞(G) îïåðàòîðîâ
ñ óìíîæåíèåì � êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, çâåçäíàÿ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0.

(i) Åñëè A ∈ {J}′, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ

g ∈ H−∞(G), äëÿ êîòîðîé A = Sg.

(ii) Äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ H−∞(G) îïåðàòîð Sg ïðèíàä-
ëåæèò {J}′.

(iii) Îòîáðàæåíèå g 7→ Sg ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì àëãåáðû

(H−∞(G), ∗) íà àëãåáðó {J}′.
Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáëàñòè, îáëàäàþùèå óñèëåí-

íûì ñâîéñòâîì çâåçäíîñòè. Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G â C ÿâëÿ-

åòñÿ ñòðîãî çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, åñëè äëÿ ëþáîãî

q ∈ [0, 1) ìíîæåñòâî qG ñîäåðæèòñÿ â G. Ïðè ýòîì G � çàìû-

êàíèå G â C. ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G â C, ñòðîãî
çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî 0, ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ñòðîãî
çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Ôóíêöèÿ g ∈ H−∞(G) îáðàòè-
ìà â (H−∞(G), ∗) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(0) 6= 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ ñòðîãî çâåçäíàÿ îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòü â C, g ∈ H−∞(G). Ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
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(i) Îïåðàòîð Sg : H−∞(G) → H−∞(G) èìååò ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îáðàòíûé.

(ii) Îïåðàòîð Sg : H
−∞(G) → H−∞(G) ñþðúåêòèâåí.

(iii) g(0) 6= 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ñòðîãî
çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0.

(i) Äëÿ ëþáîãî m ∈ N0 := N ∪ {0} ìíîæåñòâî

Im :=
{
f ∈ H−∞(G) : f (k)(0) = 0, 0 6 k 6 m

}

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì èäåàëîì àëãåáðû

(H−∞(G), ∗).
(ii) Ëþáîé ñîáñòâåííûé çàìêíóòûé èäåàë (H−∞(G), ∗) ñîâ-

ïàäàåò ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì Im.
(iii) Ñåìåéñòâî {Im}m∈N0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ

ñîáñòâåííûõ çàìêíóòûõ J-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

H−∞(G).

Èç òåîðåì 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà (H−∞(G), ∗) ëî-

êàëüíà è åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì â íåé ÿâëÿ-

åòñÿ I0, ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ∗-íåîáðàòèìûõ ýëå-

ìåíòîâ H−∞(G). Òåîðåìà 3 âëå÷åò, ÷òî �óíêöèÿ f ∈ H−∞(G)
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì îïåðàòîðà J â H−∞(G) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(0) 6= 0.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ñ. Í. Ìåëèõî-

âûì.

Ëèòåðàòóðà
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ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ

Ä�ÎÁÍÛÕ ËÀÏËÀÑÈÀÍÎÂ

ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ

�. �. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó;

Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Å. Î. Ñèâêîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ;

Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)

Ïóñòü d ∈ N, α > 0 è F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â

L2(R
d). Äëÿ �óíêöèé f(·) ∈ L2(R

d), äëÿ êîòîðûõ �óíêöèÿ

ξ 7→ |ξ|αF [f ](ξ) òàêæå ïðèíàäëåæèò L2(R
d), îáîçíà÷èì ÷åðåç

(−∆)α/2 îïåðàòîð èç L2(R
d) â L2(R

d), äåéñòâóþùèé â îáðàçàõ

Ôóðüå ïî ïðàâèëó:

F
[
(−∆)

α
2 f
]
(ξ) = |ξ|αF [f ](ξ), äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd.

Íàçîâåì ýòîò îïåðàòîð (α/2)-é ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ïóñòü α > 0. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ �óíêöèé â

L2(R
d):

Wα
2

(
Rd
)
=
{
f(·) ∈ L2

(
Rd
)
:
∥∥(−∆)

α
2 f(·)

∥∥
L2(Rd)

6 1
}
.

Ïóñòü, äàëåå, 0 6 β < α, A � íåïóñòîå èçìåðèìîå ïîäìíî-

æåñòâî Rd è δ > 0. Ìû õîòèì âîññòàíîâèòü (ïî âîçìîæíîñòè

íàèëó÷øèì îáðàçîì) çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (−∆)β/2 â ìåòðèêå

L2(R
d) íà êëàññå Wα

2 (R
d) ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè: î êàæ-

äîé �óíêöèè f(·) ∈ Wα
2 (R

d) èçâåñòíà �óíêöèÿ g(·) ∈ L2(A)
òàêàÿ, ÷òî

1

(2π)
d
2

∥∥F [f ](·)− g(·)
∥∥
L2(A)

6 δ

(åñëè δ = 0, òî �óíêöèÿ F [f ](·)|A � ñóæåíèå F [f ](·) íà A �

èçâåñòíà òî÷íî).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çàêëþ÷à-

åòñÿ â ñëåäóþùåì. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : L2(A) → L2(R
d)

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è åãî ïîãðåøíîñòü

îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

e
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), δ,m

)
=

= sup
f(·)∈Wα

2 (Rd), g(·)∈L2(A)
1

(2π)d/2
‖F [f ](·)−g(·)‖L2(A) 6δ

∥∥(−∆)
β
2 f(·)−m(g(·))(·)

∥∥
L2(Rd)

.

Íàñ èíòåðåñóåò ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,

ò. å. âåëè÷èíà

E
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), δ

)
=

= inf
m
e
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), δ,m

)
,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : L2(A) → L2(R
d),

è òå ìåòîäû m̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å.

E
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), δ

)
=e
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), δ, m̂

)
.

Òàêèå ìåòîäû ìû íàçûâàåì îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòà-

íîâëåíèÿ.

Ïóñòü B(x, r) � çàìêíóòûé øàð â Rd ñ öåíòðîì â òî÷êå x
ðàäèóñà r > 0 (B(x, 0) = x), à 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

â Rd. Ïîëîæèì

rA = sup
{
r > 0 : mes (A ∩B(0, r)) = mesB(0, r)

}
,

ãäå mes îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà â Rd.

Ïóñòü 0 < β < α è δ > 0. Îáîçíà÷èì

r̂ = r̂ (α, β, δ, d) =

(
α

β

) 1
2(α−β)

δ−
1
α , r0 = min(rA, r̂ ),
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λ1 = λ1(α, β, r0) =
α− β

α

(
β

α

) β
α−β

r2β0 ,

λ2 = λ2(α, β, r0) = r
−2(α−β)
0 .

Òåîðåìà. Ïóñòü A � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â Rd, 0 < β < α
è δ > 0. Òîãäà

1) Åñëè rA = 0, òî

E
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), δ

)
= +∞;

2) Åñëè 0 < rA < +∞ è δ = 0, òî

E
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), 0

)
=

1

rα−βA

.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð m̂ : L2(A) → L2(R
d), äåéñòâóþùèé

äëÿ ï. â. x ∈ Rd ïî ïðàâèëó

m̂
(
F [f ](·)|A

)
(x) =

1

(2π)d

∫

|ξ|6rA

|ξ|βF [f ](ξ) ei〈ξ, x〉 dξ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3) Åñëè 0 < rA 6 +∞ è δ > 0, òî

E
(
(−∆)

β
2 ,Wα

2

(
Rd
)
, L2(A), δ

)
=

=





√√√√α− β

α

(
β

α

) β
α−β

δ2r2βA +
1

r
2(α−β)
A

, rA6 r̂,

δ
α−β
α , rA>r̂.

Äëÿ êàæäîé �óíêöèè a(·) ∈ L∞(Rd) òàêîé, ÷òî a(ξ) = 0,
åñëè ξ /∈ B(0, r0) è

|a(ξ)|2
λ1

+
||ξ|β − a(ξ)|2
λ2|ξ|2α

6 1
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äëÿ ï. â. ξ ∈ B(0, r0), ëèíåéíûé îïåðàòîð m̂a : L2(A) →
L2(R

d), äåéñòâóþùèé äëÿ ï. â. x ∈ Rd ïî ïðàâèëó

m̂a(g(·))(x) =
1

(2π)d

∫

|ξ|6r0

a(ξ)g(ξ)ei〈ξ, x〉 dξ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì.
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�ÀÂÍÎÌÅ�ÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ �ßÄÎÂ ÔÓ�ÜÅ

ÏÎ ÑÎÁÎËÅÂÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ,

ÀÑÑÎÖÈÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ Ñ ÏÎËÈÍÎÌÀÌÈ ßÊÎÁÈ

1

Ì. �. Ìàãîìåä-Êàñóìîâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà, ÄÔÈÖ �ÀÍ)

ÏóñòüW r
Lp
ρ
=W r

Lp
ρ
[a, b] � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñîñòîÿùåå

èç r−1 ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà [a, b] �óíêöèé f
òàêèõ, ÷òî f (r−1)

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è f (r) ∈ Lpρ[a, b], ãäå
Lpρ = Lpρ[a, b] � âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñ íîðìîé

‖f‖Lp
ρ
=




b∫

a

|f(x)|pρ(x) dx




1
p

.

Ïðè p = 2 â ïðîñòðàíñòâå W r
Lp
ρ
ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå:

〈f, g〉 =
r−1∑

k=0

f (k)(a)g(k)(a) +

b∫

a

f (r)(x)g(r)(x)ρ(x) dx. (1)

Íîðìó â ïðîñòðàíñòâå W r
Lp
ρ
îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥∥f
∥∥
W r

L
p
ρ

=



r−1∑

k=0

∣∣f (k)(a)
∣∣p +

b∫

a

∣∣f (r)(t)
∣∣pρ(t) dt




1
p

. (2)

×åðåç Pα,β =
{
P̂ α,β
n

}∞
n=0

îáîçíà÷èì ñèñòåìó ïîëèíî-

ìîâ ßêîáè, îðòîíîðìèðîâàííûõ íà îòðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà,

ïðîåêò � 24-21-00143.
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ρ(α, β;x) = (1−x)α(1+x)β. Îïðåäåëèì íîâóþ ñèñòåìó �óíêöèé

P
α,β
r , r > 1, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ:

Pα,βr,k (x) =
(x+ 1)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1, (3)

Pα,βr,k (x) =
1

(r − 1)!

x∫

−1

(x− t)r−1P̂ α,β
k−r (t) dt, k = r, r + 1, . . . (4)

Ñèñòåìà �óíêöèé P
α,β
r îðòîíîðìèðîâàíà îòíîñèòåëüíî (1)

ïðè ρ(x) = ρ(α, β;x) [1, ñ. 231℄. Ìû áóäåì íàçûâàòü P
α,β
r ñè-

ñòåìîé ïîëèíîìîâ, îðòîãîíàëüíîé â ñìûñëå Ñîáîëåâà è àññî-

öèèðîâàííîé ñ ïîëèíîìàìè ßêîáè Pα,βn .

�ÿä Ôóðüå �óíêöèè f ∈ W r
L2
ρ(α,β)

[−1, 1] ïî ñèñòåìå P
α,β
r è

÷àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ðÿäà èìåþò ñëåäóþùèé âèä [1, ñ. 227℄:

f(x) ∼
r−1∑

k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+

∞∑

k=r

cα,βr,k (f)P
α,β
r,k (x), (5)

Sα,βr,n (f, x) =
r−1∑

k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+

+

n∑

k=r

cα,βr,k (f)P
α,β
r,k (x), n > r,

(6)

ãäå

cα,βr,k (f) =

1∫

−1

f (r)(t) P̂ α,β
k−r (t) ρ(α, β; t) dt.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà (6) ïðè n > r ñîâïàäàåò r-
êðàòíî ñ èñõîäíîé �óíêöèåé f(x) â òî÷êå x = −1 [1, ñ. 228℄:

(
Sα,βr,n

)(ν)
(f,−1) = f (ν)(−1), 0 6 ν 6 r − 1. (7)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uα,βr ìíîæåñòâî �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà îòðåçêå [−1, 1], òàêèõ, ÷òî maxx∈[−1,1] |Sα,βr,n (f, x)− f(x)| → 0,
n→ ∞.

Âîïðîñû ïîòî÷å÷íîé è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôó-

ðüå âèäà (5) ïî ñèñòåìàì, îðòîãîíàëüíûì îòíîñèòåëüíî (1) è

àññîöèèðîâàííûì ñ òàêèìè êëàññè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, êàê ñè-

ñòåìà ïîëèíîìîâ ßêîáè, Ëàãåððà, ñèñòåìà �óíêöèé Õààðà, Óî-

ëøà, Ëàãåððà è ñèñòåìà êîñèíóñîâ äîâîëüíî ïîäðîáíî èññëåäî-

âàëèñü â ðàáîòàõ [2�7℄. Â ÷àñòíîñòè, â [6℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà A. Åñëè −1 < α, β 6 0, òî W r
L1
ρ(α,β)

⊂ Uα,βr , r > 1.

Îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè îñëàáèòü

óñëîâèÿ íà α, β â òåîðåìå A. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ óëü-

òðàñ�åðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîëó÷åí â [7℄.

Òåîðåìà B. Ïóñòü α = β > −1. Âêëþ÷åíèåW r
L1
ρ(α,β)

⊂ Uα,βr ,

r > 1, èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α 6 3/2.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí îáùèé ñëó÷àé ïîëèíîìîâ ßêî-

áè è ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå P
α,β
r ê �óíêöèÿì èç W r

L1
ρ(α,β)

.

Òåîðåìà C. Ïðè −1 < α, β 6 3/2, |α − β| 6 1 èìååò ìåñòî

âêëþ÷åíèå W r
L1
ρ(α,β)

⊂ Uα,βr , r > 1.
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Ê. �. Ìàëþòèí

(�îññèÿ, Êóðñê, Ê�Ó)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H∞
ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè-

÷åñêèõ �óíêöèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+ = {z : Im z > 0}.
Îïðåäåëåíèå. Äèâèçîð D = {an, qn}∞n=1 (ò. å. ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {an = rne
iθn}∞n=1 ⊂

C+, ïðåäåëüíûå òî÷êè êîòîðîé íà âåùåñòâåííîé îñè R è áåñ-

êîíå÷íîñòè, ñ èõ êðàòíîñòÿìè {qn}∞n=1 ⊂ N) íàçûâàåòñÿ èí-

òåðïîëÿöèîííûì â H∞
, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {bn,k}, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèþ:

sup
n∈N

max
16k6qn

|bn,k|(Im an)
k−1

(k − 1)!
<∞,

ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F ∈ H∞
, ðåøàþùàÿ ïðîáëåìó

F (k−1)(an) = bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N.

Äèâèçîð D ïîðîæäàåò ìåðó â ïîëóïëîñêîñòè C+:

µ+(G) = µ+D(G) :=
∑

an∈G
qn sin θn, µ+(r) = µ+(C(0, r)).

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî �óíêöèé

Φ̃+
z (α) = µ+

(
C(z, α|z|) \ {an}

)
,

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 24-21-00006, https://rs
f.ru/proje
t/24-21-00006/.
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ãäå an � òî÷êà, áëèæàéøàÿ ê z (åñëè òàêèõ òî÷åê íåñêîëüêî,

òî áåðåì òî÷êó ñ íàèìåíüøèì ïðîèçâåäåíèåì qn sin θn). Ñïðà-
âåäëèâà

Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1) Äèâèçîð D ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì äèâèçîðîì

â H∞;

2) Âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Âàñþíèíà � Êàðëåñîíà

sup
n

qn!

(Im an)qn |B(qn)(an)|
<∞;

3) sup
n∈N

qn <∞,

sup
z∈C+

sin arg z

1∫

0

Φ̃+
z (α) dα

α(α + sin arg z)2
<∞.

Çäåñü B(z) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå äèâèçîðà D.

Ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé 1) è 2) äîêàçàíà â ðàáî-

òàõ [1�3℄. Â [1℄ ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíòåðïîëèðóþùåé

�óíêöèè. Â [2℄ ïîëó÷åíî ðåøåíèå ìåòîäîì Ýðëà (ñäâèãîì óçëîâ

èíòåðïîëÿöèè). Â [3℄ ïîëó÷åíî ý��åêòèâíîå ðåøåíèå ìåòîäîì

áèîðòîãîíàëèçàöèè Äæðáàøÿíà. Óñëîâèå 3) � íîâîå.

Ìû ïîëó÷àåì êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå â âèäå èíòåðïîëÿ-

öèîííîãî ðÿäà.

Ïåðåíóìåðîâàâ, åñëè åñòü íåîáõîäèìîñòü, òî÷êè äèâèçî-

ðà D, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Im an+1

1 + r2n+1

6
Im an
1 + r2n

, n ∈ N .

Ïîëîæèì

αn(z) =
∞∑

k=n

1 + āk(z + i Im an)

i(āk − z − i Im an)

Im ak
1 + r3k

, n = 1, 2, . . .
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�ÿä, îïðåäåëÿþùèé �óíêöèþ αn(z), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

â êàæäîé îáëàñòè

Dn
r,δ =

{
z : |z| 6 r, Im z > − Im an + δ, δ > 0

}
.

Îïðåäåëèì ïîëèíîìû

Pn(z) =

qn∑

m=1

αn,m

[
ϕn(z)

z − an

](m−1)

,

ãäå

αn,m =
(−1)m−1

(m− 1)!

qn−m∑

i=o

1

i!
γn,qn+1−m−ibn,i+1 ,

γn,k =
1

(k − 1)!

(
d

dz

)k−1 (z − an)
qn

B(z)

∣∣∣∣
z=an

,

k = 1, . . . , qn, n ∈ N ,

ϕn(z) =

(
2 Im an
z − ān

)2

exp
[
αn(an)− αn(z)

]
.

Çàìåòèì, ÷òî ϕn(an) = 1, n ∈ N.
�ÿä

F (z) = B(z)
∞∑

n=1

Pn(z)

ðåøàåò ïðîáëåìó èíòåðïîëÿöèè è F ∈ H∞
.
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ñ óçëàìè îãðàíè÷åííîé êðàòíîñòè â H∞
// Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�.�1982.�

Ò. 263, � 4.�Ñ. 805�808.
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Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÌ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ

ÑÎÁÎËÅÂÀ

1

Á. Ï. Îñèëåíêåð

(�îññèÿ, Ìîñêâà, ÍÈÓ Ì�ÑÓ)

Ïóñòü µ(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà ïðîìå-

æóòêå [−1, 1] è çàäàíû òî÷êè ak, −∞ < ak <∞, k = 1, 2, . . . ,m.
Äëÿ �óíêöèé f è g èç L2

µ([−1, 1]) òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò èõ

ïðîèçâîäíûå â òî÷êàõ ak, ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 :=
1∫

−1

f(x)g(x) dµ(x) +
m∑

k=1

Nk∑

i=0

Mk,if
(i)(ak)g

(i)(ak), (1)

ãäå

Mk,i > 0, Mk,Nk
> 0 (i = 0, 1, 2, . . . , Nk − 1; k = 1, 2, . . . ,m).

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1)

íàçûâàþòñÿ ¾êîíòèíóàëüíî-äèñêðåòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ñî-

áîëåâà¿.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rp (1 6 p <∞) ìíîæåñòâî �óíêöèé

Rp =





f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1∫

−1

|f(x)|p dµ(x) <∞;

f (i)(ak) ñóùåñòâóþò, −∞ < ak <∞
(
i = 0, Nk; k = 0,m

)





.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 24-21-00143.
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Ââåäåì ìíîãî÷ëåíû Ñîáîëåâà {q̂n(x)}∞n=0, îðòîíîðìèðîâàííûå

â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (1):

q̂n(x) = k(q̂n)x
n + r(q̂n)x

n−1 + . . . ,

k(q̂n) > 0 (n ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . . }),

〈
q̂n, q̂m

〉
=

1∫

−1

q̂n(x)q̂m(x) dθ(x)+

+
m∑

k=1

Nk∑

i=0

Mk,iq̂
(i)
n (ak)q̂

(i)
m (ak) = δn,m (n,m ∈ Z+).

Ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí wN (x) ñòåïåíè N òàêîé, ÷òî ìíîãî÷ëå-

íû q̂n(x) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

wN (x)q̂n(x) =

N∑

j=0

dn+j,j q̂n+j(x) +

N∑

j=1

dn,j q̂n−j(x), (2)

ãäå

n ∈ Z+; q̂−j(x) = 0, j > 1;

dn,j = 0, j > n; x ∈ [−1, 1].

Êàæäîé �óíêöèè f ∈ Rp (1 6 p < ∞) ïîñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå ðÿä Ôóðüå � Ñîáîëåâà

f(x) ∼
∞∑

k=0

ck(f)q̂k(x), ck(f) = 〈f, q̂k〉, k ∈ Z+.

�àññìîòðèì òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

Λ =
{
λ
(n)
k , k = 0, 1, . . . , n, n+ 1; λ

(n)
0 = 1, λ

(n)
n+1 = 0, n ∈ Z+

}
.
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Êàæäîé �óíêöèè f ∈ Rp (1 6 p < ∞) ïî åå ðÿäó Ôóðüå �

Ñîáîëåâà ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíîé ïî Ò�åïëèöó ìàòðèöû Λ ïî-

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ-ñðåäíèõ:

Unf(x; Λ) =
n∑

k=0

λ
(n)
k ck(f)q̂k(x) (n ∈ Z+; x ∈ [−1, 1]).

Äëÿ �óíêöèé f ∈ Rp (1 6 p < ∞) ðàññìîòðèì ëèíåéíîå

íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî W p
µ([−1, 1]) ñ íîðìîé

∥∥f
∥∥p
W p

µ ([−1,1])
=
∥∥f
∥∥p
Lp
µ([−1,1])

+
m∑

k=1

Nk∑

i=0

Rk,i
∣∣f (i)(ak)

∣∣p (16p<∞).

Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î Λ-ñóììèðóåìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå � Ñî-

áîëåâà, ò. å. ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ è

îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ïîëèíîìîâ {q̂k}∞k=0 ðàâíîìåðíî,

ïî÷òè âñþäó è ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà W p
µ âûïîëíÿþòñÿ ñî-

îòíîøåíèÿ

lim
n→∞

Unf(x; Λ) = f(x)

è

lim
n→∞

n∑

l=0

λ
(n)
l cl(f)q̂

(k)
l (ai) = f (k)(ai)

(i = 0, 1, 2, . . . , Nk; k = 1, . . . ,m).

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé îñíîâàíû íà ïîëó÷åííîì

ïðåäñòàâëåíèè ÿäåð Âàëëå-Ïóññåíà (Ôåéåðà) è ïîñòðîåíèè

¾ãîðáàòûõ ìàæîðàíò¿ äëÿ ÿäåð ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðûõ ïîëó÷àåì îöåíêè ëèíåéíûõ ñðåäíèõ ÷åðåç ìàê-

ñèìàëüíûå �óíêöèè Õàðäè � Ëèòòëâóäà. Âàæíóþ ðîëü ïðè

ýòîì èãðàåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (2).

Ïðèìåð. Ñèììåòðè÷íûå ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà � Ñîáîëå-

âà

{
B̂

(α)
n (x)

}
(n ∈ Z+; x ∈ [−1, 1]), îðòîíîðìèðîâàííûå â ñêà-
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ëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè

〈f, g〉α =

1∫

−1

f(x)g(x)wα(x)dx+M
[
f(1)g(1) + f(−1)g(−1)

]
+

+N
[
f ′(1)g′(1) + f ′(−1)g′(−1)

]
(M > 0, N > 0),

ãäå

wα(x) =
Γ(2α+ 2)

22α+1Γ2(α+ 1)

(
1− x2

)α
(α > −1).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû [1℄.

Ëèòåðàòóðà
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Â ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ �ÅØÅÒÊÀÕ

1

À. À. Ñààäóëàåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ �ÀÍ)

Îäèí èç �óíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ �óíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà � òåîðåìà Õàíà � Áàíàõà ãëàñèò, ÷òî ëèíåéíûé �óíê-

öèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è ìàæîðèðóåìûé òàì ñóáëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì,

îïðåäåëåííûì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå

íà âñå ïðîñòðàíñòâî ñ ñîõðàíåíèåì ëèíåéíîñòè è ìàæîðèðóå-

ìîñòè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ îïåðàòîðîâ, äåé-

ñòâóþùèõ â ïîðÿäêîâî ïîëíóþ âåêòîðíóþ ðåøåòêó. Ýòîò �àêò

ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðåìîé Õàíà � Áàíàõà � Êàíòîðîâè-

÷à [1℄. Âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ïîëó÷åí-

íîå Áîíàéñîì, Ñèëüâåðìàíîì è Òó (ñì., íàïðèìåð, [2℄): óïî-

ðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ìàæîðèðî-

âàííîå ïðîäîëæåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêî-

âî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî îñëàáèòü òðåáîâàíèå ïîðÿä-

êîâîé ïîëíîòû, íàêëàäûâàåìîå íà îáëàñòü çíà÷åíèé, çà ñ÷åò

ïðåäúÿâëåíèÿ ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèé, à èìåííî ìîæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ σ-èíòåðïîëÿöèîííîãî ñâîéñòâà â îáëàñòè çíà÷åíèé è óñëî-
âèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ýòà èäåÿ âïåðâûå

áûëà ðåàëèçîâàíà â ðàáîòå Àáðàìîâè÷à è Âèêñòåäà [3℄. Äàëü-

íåéøåå æå ðàçâèòèå ïðåäñòàâëåíî â îáçîðå Äàíåòà [4℄.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîé ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî-

÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E := (E,6), â êîòîðîì êàæäàÿ

ïàðà ýëåìåíòîâ x, y ∈ E èìåþò ñóïðåìóì sup{x, y} è èí�èìèóì
inf{x, y}. Ïðè ýòîì, âåêòîðíàÿ ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 24-71-10094, https://rs
f.ru/en/proje
t/24-71-10094/.
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ïîëíîé, åñëè â íåé êàæäîå íåïóñòîå ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî A ∈ E èìååò ñóïðåìóì sup(A) ∈ E è èí�èìèóì

inf(A) ∈ E.
Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðíàÿ ðåøåòêà F îáëàäàåò ñèëüíûì

σ-èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì, åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé (xn) è (zm), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó xn 6 zm äëÿ

âñåõ n,m ∈ N, ñóùåñòâóåò y ∈ F òàêîé, ÷òî xn 6 y 6 zm äëÿ

âñåõ n,m ∈ N.

Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé â [5℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîå òîïîëîãè-

÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, óïîðÿäî÷åííîå âîñïðîèçâîäÿ-

ùèì, çàìêíóòûì è íîðìàëüíûì êîíóñîì Y+. Òîãäà ðàâíîñèëü-
íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) F îáëàäàåò ñèëüíûì σ-èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì;

(2) F îáëàäàåò ñ÷åòíûì ñâîéñòâîì ìàæîðèðîâàííîãî ïðî-

äîëæåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Äàëåå ñ�îðìóëèðóåì äâà ïðèëîæåíèÿ ê óñòàíîâëåííîé òåî-

ðåìå. Íî ïðåæäå ââåäåì åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî X îáëàäàåò äåêîìïîçèöèîííûì ñâîéñòâîì �èññà, åñëè

[0, x] + [0, y] = [0, x + y] (0 6 x, y ∈ X).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü P : X → Y � ñóáëèíåéíûé îïåðà-

òîð. Îïîðíûì ìíîæåñòâîì èëè ñóáäè��åðåíöèàëîì (â íóëå)
îïåðàòîðà P íàçûâàåòñÿ

∂P :=
{
T ∈ L(X,Y ) : (∀x ∈ X) Tx 6 P (x)

}
,

ãäå L(X,Y ) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y .
Îïåðàòîðû èç ∂P íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè ê îïåðàòîðó P .

Ñëåäñòâèå 1 (�îðìóëà Ìîðî � �îêà�åëëàðà). Ïóñòü X �

ñåïàðàáåëüíîå è ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî è Y � ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå âåê-
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òîðíîå ïðîñòðàíñòâî, óïîðÿäî÷åííîå çàìêíóòûì, âîñïðîèçâî-

äÿùèì è íîðìàëüíûì êîíóñîì Y+. Åñëè Y îáëàäàåò ñèëüíûì σ-
èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì, òî äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà íåïðå-

ðûâíûõ ñóáëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ P1, . . . , Pn : X → Y èìååò

ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

∂(P1 + . . .+ Pn) = ∂P1 + . . .+ ∂Pn.

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,

åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ñèìâîëîì Lr(X,Y ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èçX â Y .

Ñëåäñòâèå 2 (äåêîìïîçèöèîííîå ñâîéñòâî �èññà). Ïóñòü

X � ìåòðèçóåìàÿ è ñåïàðàáåëüíàÿ ëîêàëüíî òåëåñíàÿ òîïîëî-

ãè÷åñêàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, à Y � ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîå òî-

ïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, óïîðÿäî÷åííîå âîñïðî-

èçâîäÿùèì, çàìêíóòûì è íîðìàëüíûì êîíóñîì Y+. Åñëè Y îá-

ëàäàåò ñèëüíûì σ-èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì, òî Lr(X,Y )
îáëàäàåò äåêîìïîçèöèîííûì ñâîéñòâîì �èññà.
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1

Å. Ì. Ñåìåíîâ

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�Ó)

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé èç áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà E â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F , íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ñèíãó-

ëÿðíûì, åñëè ñóæåíèå A íà ëþáîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî E íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì. Ýòî ìíîæåñòâî, îáðàçóþ-

ùåå çàìêíóòûé îïåðàòîðíûé èäåàë, áûëî ââåäåíî Ò. Êàòî â

1958 ã. â ñâÿçè ñ òåîðèåé âîçìóùåíèÿ �ðåäãîëüìîâûõ îïåðà-

òîðîâ. Âñÿêèé ñòðîãî ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð êîìïàêòåí. Îá-

ðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, è â Lp (p 6= 2)
ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé íå ñòðîãî ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð. Îä-

íàêî â L2 êëàññû êîìïàêòíûõ è ñòðîãî ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòî-

ðîâ ñîâïàäàþò. Åñëè A ñòðîãî ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð â Lp, òî,
êàê äîêàçàë Â. Ìèëüìàí, A2

êîìïàêòåí.

Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =
(x1, x2, . . .) ñ íîðìîé ‖x‖ = supn∈N |xn|, ãäå N � ìíîæåñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ℓ∞. Ëèíåéíûé íåïðå-

ðûâíûé �óíêöèîíàë B ∈ ℓ∗∞ íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðåäåëîì,

åñëè

1) B > 0, ò. å. Bx > 0 äëÿ âñåõ x ∈ ℓ∞, x > 0;
2) Bx = BTx äëÿ âñåõ x ∈ ℓ∞, ãäå T � îïåðàòîð ñäâèãà;

3)B1I = 1, ãäå 1I = (1, 1, . . . ).

Ìíîæåñòâî áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ � çàìêíóòîå âûïóêëîå

ìíîæåñòâî íà åäèíè÷íîé ñ�åðå ïðîñòðàíñòâà ℓ∗∞. Äëÿ ëþáî-

ãî B ∈ B è äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî Bx = limn→∞ xn. Ñóùåñòâîâàíèå áàíàõîâûõ
ïðåäåëîâ áûëî àíîíñèðîâàíî Ñ. Ìàçóðîì â 1929 ã., à äîêàçà-

òåëüñòâî ïðèâåäåíî â êíèãå Áàíàõà. Áàíàõîâû ïðåäåëû áûëè

1

�àáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà � 24-

21-00220.
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èñïîëüçîâàíû â [1℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî ñèíãóëÿðíûõ îïåðà-

òîðîâ â íåñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äîïîëíèòåëüíàÿ èí-

�îðìàöèÿ î áàíàõîâûõ ïðåäåëàõ ñîäåðæèòñÿ â îáçîðå [2℄.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ Ä�ÎÁÍÛÕ

ÑÒÅÏÅÍÅÉ �ÀÇÍÎÑÒÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ËÀÏËÀÑÀ

Å. Î. Ñèâêîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ;

Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)

Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷è-

ñåë è h > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2(Z
d
h) ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé f ,

îïðåäåëåííûõ íà ðåøåòêå

Zdh =
{
h(k1, . . . , kd) : k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd

}

ñ íîðìîé

‖f‖l2(Zd
h)

=

√
hd
∑

k∈Zd

f2(hk).

×åðåç Tdh îáîçíà÷àåì d-ìåðíûé òîð, êîòîðûé áóäåì îòîæ-

äåñòâëÿòü ñ êóáîì [−π/h, π/h] × . . .× [−π/h, π/h] (d ðàç).
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F : l2(Z

d
h) → L2(T

d
h) äåéñòâóåò ïî

ïðàâèëó

F [f ](ξ) =
∑

k∈Zd

f(hk)e−i〈ξ, hk〉,

ãäå

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξd), ξj ∈ [−π/h, π/h], j = 1, 2, . . . , d,

è 〈ξ, hk〉 =
d∑

j=1

ξjhkj .

Îïåðàòîð ∆h : l2(Z
d
h) → l2(Z

d
h), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

∆hf =

d∑

j=1

∆2
kj ,h f, f ∈ l2

(
Zdh
)
,
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íàçîâåì ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ñ øàãîì h.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè ∆hf äëÿ ï. â. ξ =

(ξ1, . . . , ξd) ∈ Tdh èìååò âèä

F [∆hf ](ξ) =

(
1

h2

d∑

j=1

(
1− eiξjh

)2
)
F [f ](ξ) = ψ(ξ)F [f ](ξ),

ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Tdh.

Ïóñòü α > 0. Ïîëîæèì

(ψ(ξ))α/2 = |ψ(ξ)|α/2ei(α/2) argψ(ξ), −π < argψ(ξ) 6 π.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆
α/2
h îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé �óíêöèè

f ∈ l2(Z
d
h) �óíêöèþ ∆

α/2
h f ∈ l2(Z

d
h), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êî-

òîðîé èìååò âèä

F
[
∆
α/2
h f

]
(ξ) = (ψ(ξ))α/2F [f ](ξ).

Îïåðàòîð ∆
α/2
h íàçîâåì α/2-é ñòåïåíüþ ðàçíîñòíîãî îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êëàññ �óíêöèé:

Wα
2

(
Zdh
)
=
{
f ∈ l2

(
Zdh
)
:
∥∥∆α/2

h f
∥∥
l2(Zd

h)
6 1
}
.

Î êàæäîé �óíêöèè f ∈ Wα
2 (Z

d
h) èçâåñòíà �óíêöèÿ g ∈

l2(Z
d
h) òàêàÿ, ÷òî ‖f − g‖l2(Zd

h)
6 δ, ãäå δ > 0.

Ïî ýòîé èí�îðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü (ïî âîçìîæíî-

ñòè, íàèëó÷øèì îáðàçîì) β/2-þ ñòåïåíü ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà

Ëàïëàñà (0 6 β < α) íà êëàññå Wα
2 (Z

d
h).

Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : l2(Z
d
h) → l2(Z

d
h) ðàññìàòðèâàåì êàê

ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì

âåëè÷èíó

e
(
β,Wα

2

(
Zdh
)
, δ,m

)
= sup

f∈Wα
2 (Zd

h), g∈l2(Zd
h),

‖f−g‖
l2(Z

d
h
)
6δ

∥∥∆β/2
h f −m(g)

∥∥
l2(Zd

h)
.
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Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E
(
β,Wα

2

(
Zdh
)
, δ
)
= inf

m : l2(Zd
h)→l2(Zd

h)
e
(
β,Wα

2

(
Zdh
)
, δ,m

)
,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ è ìåòîäû m̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íà-
çûâàåìûå îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïóñòü 0 < β < α è δ > 0. Ïîëîæèì

λ1 =
α− β

α
δ−2β/α, λ2 =

β

α
δ2(α−β)/α, åñëè δ >

(
h2

4d

)α/2
,

è

λ1 =

(
h2

4d

)β
, λ2 = 0, åñëè δ <

(
h2

4d

)α/2
.

Òåîðåìà. Ïóñòü δ > 0 è 0 < β < α. Òîãäà

E(β,W, δ) =





δ(α−β)/α, δ >

(
h2

4d

)α/2
;

(
4d

h2

)β/2
δ, δ <

(
h2

4d

)α/2
.

Åñëè δ > (h2/4d)α/2, òî äëÿ êàæäîé �óíêöèè ω(·) ∈
L∞(Tdh), äëÿ êîòîðîé

|ω(ξ)|2
λ1

+
|(ψ(ξ))β/2 − ω(ξ)|2

λ2|ψ(ξ)|α
6 1,

ìåòîä m̂ω : l2(Z
d
h) → l2(Z

d
h), äåéñòâóþùèé â îáðàçàõ Ôóðüå ïî

�îðìóëå

Fm̂ω(g)(ξ) = ω(ξ)F [g](ξ) äëÿ ï. â. ξ ∈ Tdh,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Åñëè δ < (h2/4d)α/2, òî ìåòîä m̂ : l2(Z
d
h) → l2(Z

d
h), äåéñòâó-

þùèé ïî ïðàâèëó

m̂(g) = ∆
β/2
h g,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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ÁÈËÈÍÅÉÍÛÅ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ

Ñ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÌÈ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÀÌÈ ÂÎËÜÒÅ��À

Â. Ä. Ñòåïàíîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, ÌÈÀÍ),

�. Ý. Øàìáèëîâà

(�îññèÿ, Ìîñêâà, ÍÈÓ Ì�ÑÓ)

Ïóñòü M+
ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ ïî

Ëåáåãó �óíêöèé íà R+ := [0,∞), à M↓ ⊂ M+
è M↑ ⊂ M+

�

êîíóñû âñåõ íåâîçðàñòàþùèõ è íåóáûâàþùèõ �óíêöèé, ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïðè v ∈ M+
è 0 < p < ∞ îïðåäåëèì âåñîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî Ëåáåãà

Lpv :=

{
f ∈ M : ‖f‖Lp

v
:=

( ∞∫

0

|f(x)|pv(x) dx
) 1

p

<∞
}
.

Ïóñòü ÿäðî k : [0,∞)2 → [0,∞) � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Îéíàðîâà [1℄: k(x, y) = 0, 0 6 x < y;
k(x, y) > 0, 0 6 y 6 x è

D−1(k(x, z) + k(z, y)) 6 k(x, y) 6 D(k(x, z) + k(z, y)),

x > z > y > 0,
(1)

ãäå êîíñòàíòà D > 1 íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x, z, y. Íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ k(x, y) íåóáû-
âàþùàÿ ïî ïåðåìåííîé x è íåâîçðàñòàþùàÿ ïî ïåðåìåííîé y,
ïîñêîëüêó èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

k0(x, y) := sup
y6s6x

[
sup
s6z6x

k(z, s)
]
≈ k(x, y),

ãäå êîíñòàíòû ýêâèâàëåíòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò D, ïîýòî-
ìó äëÿ íàøèõ öåëåé k(x, y) âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà ÿä-

ðî k0(x, y), îáëàäàþùåå ýòèìè ñâîéñòâàìè (ñì. [2, çàìå÷à-

íèå 1.18℄).



116 Ñòåïàíîâ Â. Ä., Øàìáèëîâà �. Ý.

Ïóñòü 1 6 p1, p2, q < ∞ è v1, v2, w ∈ M+. �àññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè áèëèíåéíîãî âåñîâîãî íåðàâåíñòâà

∥∥R∗
1f ·R2g

∥∥
Lq
w
6 C

∥∥f
∥∥
L
p1
v1

∥∥g
∥∥
L
p2
v2
, f, g ∈ M+, (2)

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g è ïîëàãàåòñÿ

íàèìåíüøåé èç âîçìîæíûõ, à îïåðàòîðû Âîëüòåððà èìåþò âèä

R∗
1f(x) :=

∞∫

x

k1(y, x)f(y) dy, R2g(x) :=

x∫

0

k2(x, y)g(y) dy. (3)

Òàêæå çàäà÷à èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîé ïàðû èç ÷åòûðåõ îïåðà-

òîðîâ Ri, R
∗
i , i = 1, 2, ãäå

R1f(x) :=

x∫

0

k1(x, y)f(y)dy, R
∗
2g(x) :=

∞∫

x

k2(y, x)g(y)dy. (4)

Áèëèíåéíûå âåñîâûå íåðàâåíñòâà ñ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðà-

ìè Õàðäè, ò. å. êîãäà ki ≡ 1, èçó÷àëèñü â [3℄. Ìåòîäàìè äèñ-

êðåòèçàöèè àâòîðàìè ïîëó÷åíû êðèòåðèè äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ

ñóììèðîâàíèÿ 1 < q, p1, p2 < ∞. Áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëü-

ñòâî ðåçóëüòàòîâ [3℄ ïðåäëîæåíî â [4℄. Äëÿ îïåðàòîðîâ Õàðäè �

Ñòåêëîâà ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðåí â [5℄. Áèëèíåéíûå âåñîâûå

íåðàâåíñòâà ñ îïåðàòîðàìè Âîëüòåððà R1 è R2 èçó÷åíû â [6℄,

ïðè÷åì ñëó÷àé 1 < min(p1, p2) 6 q < ∞ íåðàâåíñòâà (2) áûë

ðåøåí â ÿâíîì âèäå, à â ñëó÷àå 1 < q < min(p1, p2) ðåçóëüòàò
ïîëó÷åí ðåäóêöèîííûì ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèì âñïîìîãàòåëü-

íóþ �óíêöèþ.

Ïðè èçó÷åíèè áèëèíåéíûõ âåñîâûõ íåðàâåíñòâ îñíîâíûì

ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèîííûé ìåòîä, ñâîäÿùèé èñêîìîå íåðàâåíñòâî

ê íåðàâåíñòâàì ñ îïåðàòîðàìè èòåðàöèîííîãî òèïà, ïîýòîìó

îò êà÷åñòâà õàðàêòåðèçàöèè ïîñëåäíèõ çàâèñèò ïðîçðà÷íîñòü

îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå ïîëó÷åí

ÿâíûé êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè êâàçèëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
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îïåðàòîðîâ ñ ÿäðàìè Îéíàðîâà â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáå-

ãà íà ïîëóîñè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé â

ñëó÷àå 1 < min(p1, p2) 6 q <∞, ïðåäñòàâëåí â ÿâíîì âèäå.

Âñþäó â ðàáîòå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà 0 · ∞ ïîëàãàþòñÿ ðàâ-

íûìè 0. Ñîîòíîøåíèå A . B îçíà÷àåò A 6 cB ñ êîíñòàíòîé c,
çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ ñóììèðîâàíèÿ è D; A ≈ B
ðàâíîñèëüíî A . B . A. Åñëè 1 < p < ∞, òî p′ := p/(p − 1).
Êîíñòàíòû C â íåðàâåíñòâàõ òèïà (2) è äðóãèõ ïîëàãàþòñÿ íàè-

ìåíüøèìè èç âîçìîæíûõ è ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè â ðàçíûõ

ìåñòàõ.

Ïóñòü u, v1, v2, w ∈ M+
. Îáîçíà÷èì

Vi(t) :=

t∫

0

v
1−p′i
i , Vi∗(t) :=

∞∫

t

v
1−p′i
i , i = 1, 2,

V2,k(t) :=

t∫

0

k
p′2
2 (t, y)v

1−p′2
2 (y) dy.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ϕ ∈ M↑
è ϕ íåïðåðûâíà ñïðàâà. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ìåðà Áîðåëÿ ηϕ òàêàÿ, ÷òî

ϕ(t) =

∫

[0,t]

dηϕ(s) =:

t∫

0

dηϕ(s).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ íåâîçðàñòàþ-

ùèõ �óíêöèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü 1 < q < min(p1, p2) < ∞ è

1
ri

:= 1
q − 1

pi
,

i = 1, 2. Òîãäà äëÿ íàèëó÷øåé êîíñòàíòû C â íåðàâåíñòâå (2)

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

(i)

1
q 6 1

p1
+ 1

p2
, òîãäà C ≈ F + F̃, ãäå F, F̃ îïðåäåëåíû â (5)

è (7);

(ii)

1
q >

1
p1

+ 1
p2
, òîãäà C ≈ F+ F̃, ãäå F, F̃ îïðåäåëåíû â (6)

è (8).
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(a1) Ïóñòü
1
q 6 1

p1
+ 1

p2
(ò. å. 1 < q < p2 6 r1), òîãäà

F ≈ F1 + F2, (5)

F1 :=sup
t>0

V

1
p′
1

1∗ (t)

( t∫

0

( t∫

x

kq2(t, y)k
q
1(y, x)w(y)dy

) r2
q

dV

r2
p′
2

2 (x)

) 1
r2

+

+sup
t>0

V

1
p′2
2 (t)

( ∞∫

t

( x∫

t

kq2(y, t)k
q
1(x, y)w(y)dy

) r1
q

d

(
−V

r1
p′1
1∗ (x)

)) 1
r1

.

F2 := sup
t>0

V

1
p′
1

1∗ (t)

( t∫

0

( t∫

x

kq1(y, x)w(y) dy

) r2
q

dV

r2
p′
2

2,k (x)

) 1
r2

+

+sup
t>0

V

1
p′2

2,k (t)

( ∞∫

t

( x∫

t

kq1(x, y)w(y) dy

) r1
q

d

(
− V

r1
p′1
1∗ (x)

)) 1
r1

.

(b1) Ïðè
1
q >

1
p1

+ 1
p2

(ò. å. 1 < q < r1 < p2),
1
s := 1

r1
− 1

p2
èìååì

F ≈ F1 + F2 =: F, (6)

F1 :=

( ∞∫

0

( t∫

0

( t∫

x

kq2(t, y)k
q
1(y, x)w(y) dy

) r2
q

dV

r2
p′
2

2 (x)

) s
r2

×

×d
(
− V

s
p′1
1∗ (t)

)) 1
s

+

( ∞∫

0

( ∞∫

t

( x∫

t

kq2(y, t)k
q
1(x, y)w(y) dy

) r1
q

×

×d
(
− V

r1
p′
1

1∗ (x)

)) s
r1

dV

s
p′
2

2 (t)

) 1
s

,
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F2 :=

( ∞∫

0

( t∫

0

( t∫

x

kq1(y, x)w(y) dy

) r2
q

dV

r2
p′
2

2,k (x)

) s
r2

×

× d

(
− V

s
p′
1

1∗ (t)

)) 1
s

+

( ∞∫

0

( ∞∫

t

( x∫

t

kq1(x, y)w(y) dy

) r1
q

×

× d

(
− V

r1
p′1
1∗ (x)

)) s
r1

dV

s
p′2

2,k (t)

) 1
s

.

(a2) Ïðè
1
q 6 1

p1
+ 1

p2
(ò. å. 1 < q < p2 6 r1), íàõîäèì

F̃ ≈ F̃1 + F̃2, (7)

F̃1 := sup
t>0

K
1
r1
1∗ (t)

( t∫

0

( t∫

x

kq2(t, y)w(y) dy

) r2
q

dV

r2
p′
2

2 (x)

) 1
r2

+

+sup
t>0

V

1
p′2
2 (t)

( ∞∫

t

( x∫

t

kq2(y, t)w(y) dy

) r1
q

d
(
−K1∗(x)

)
) 1

r1

.

F̃2 := sup
t>0

K
1
r1
1∗ (t)

( t∫

0

( t∫

x

w

) r2
q

dV

r2
p′
2

2,k (x)

) 1
r2

+

+sup
t>0

V

1
p′2

2,k (t)

( ∞∫

t

( x∫

t

w

) r1
q

d
(
−K1∗(x)

)
) 1

r1

.

(b2) Åñëè
1
q >

1
p1

+ 1
p2

(ò. å. 1 < q < r1 < p2),
1
s := 1

r1
− 1

p2
, òî

F̃ ≈ F̃1 + F̃2 =: F̃, (8)
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F̃1 :=

( ∞∫

0

( t∫

0

( t∫

x

kq2(t, y)w(y) dy

) r2
q

dV

r2
p′
2

2 (x)

) s
r2

×

× d
(
−K

s
r1
1∗ (t)

)) 1
s

+

( ∞∫

0

( ∞∫

t

( x∫

t

kq2(y, t)w(y) dy

) r1
q

×

× d
(
−K1∗(x)

)
) s

r1

dV

s
p′2
2 (t)

) 1
s

,

F̃2 :=

( ∞∫

0

( t∫

0

( t∫

x

w

) r2
q

dV

r2
p′
2

2,k (x)

) s
r2

d
(
−K

s
r1
1∗ (t)

)) 1
s

+

+

( ∞∫

0

( ∞∫

t

( x∫

t

w

) r1
q

d
(
−K1∗(x)

)
) s

r1

dV

s
p′
2

2,k (t)

) 1
s

.
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ÈÇÌÅ�ÈÌÛÕ ÂÅÊÒÎ�-ÔÓÍÊÖÈÉ

1

Â. À. Òàìàåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ �ÀÍ)

Ïîëèíîìû â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ îáëàäàþò èíòåðåñíûìè

ïîðÿäêîâûìè ñâîéñòâàìè è âûçûâàþò ðàñòóùèé èíòåðåñ èñ-

ñëåäîâàòåëåé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàèáîëüøèé ïðîãðåññ äî-

ñòèãíóò â èçó÷åíèè êëàññà îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ ïîëèíî-

ìîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X è Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà,

n ∈ N := {1, 2, . . . }. Îòîáðàæåíèå P : X → Y íàçûâàþò îäíî-

ðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè n, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : Xn → Y , íàçûâàåìîå ïîðîæäàþùèì, òàêîå

÷òî

P (x) = ϕ(x, . . . , x) (x ∈ X).

Ïóñòü (Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé, E ⊂
L0(Ω,Σ, µ) � èäåàëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ñì. [1℄) è X �

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíóþ àääèòèâ-

íîñòü âåùåñòâåííîçíà÷íîãî ïîëèíîìà íà E.

Îïðåäåëåíèå 2. Îäíîðîäíûé ïîëèíîì P : E → R íàçû-

âàåòñÿ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûì, åñëè

P (f + g) = P (f) + P (g)

äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ f, g ∈ E. Ïðè ýòîì äâå �óíê-

öèè f, g ∈ E íàçûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

|f | ∧ |g| = 0 (â ñëó÷àå �óíêöèîíàëüíîé ðåøåòêè E ðàâíîñèëüíî

f · g = 0).

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 24-71-10094, https://rs
f.ru/en/proje
t/24-71-10094/.
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Îïðåäåëåíèå 3. Îäíîðîäíûé îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé

ïîëèíîì P , äåéñòâóþùèé èç áàíàõîâîé ðåøåòêè E â R, íàçû-
âàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî íîðìå, åñëè

‖P‖ := sup
{
|P (f)| : f ∈ E, ‖f‖ 6 1

}
.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ

n-îäíîðîäíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ïîëèíîìîâ, îïðåäåëåííûõ

íà E, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Po(
nE,R).

Êëàññ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ ïîëèíîìîâ â áàíàõîâîé

ðåøåòêå èçìåðèìûõ ñ p-é ñòåïåíüþ �óíêöèé âïåðâûå ââåë

Ê. Ñàíäàðåñàí â [3]. Â ýòîé ðàáîòå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðî-

ñòðàíñòâî Po(
nLp(µ),R) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîð�íî ïðîñòðàí-

ñòâó L
p

p−n (µ). Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà Ñàíäàðåñà-

íà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P ∈ Po(
nLp(µ),R) è p > n. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) �óíê-

öèÿ g ∈ L
p

p−n (µ) òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå:

P (f) =

∫

Ω

fn(ω)g(ω) dµ(ω) (f ∈ Lp(µ)).

Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå P 7→ g óñòàíàâëèâàåò èçîìåòðè÷å-

ñêèé ðåøåòî÷íûé èçîìîð�èçì ìåæäó áàíàõîâûìè ðåøåòêàìè

Pb
o(
nLp(µ),R) è L

p
p−n (µ).

Ñèìâîëîì Lp(µ,X) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ ýê-

âèâàëåíòíîñòè) X-çíà÷íûõ èçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó �óíêöèé

f : Ω → X òàêèõ, ÷òî

‖f‖ :=

(∫

Ω

‖f(ω)‖p dµ(ω)
) 1

p

<∞.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ÷àñòíûé ñëó÷àé íàøåãî îñíîâíîãî ðå-

çóëüòàòà ïðè X = Ls(ν), ÿâëÿþùèéñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì òåî-

ðåìû 1.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü p, s ∈ R (1 < p, s <∞). Òîãäà äëÿ êàæäî-
ãî P ∈ Po(

nLp(µ,Ls(ν)),R), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷-

íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) âåêòîð-�óíêöèÿ g : Ω → L
s

s−n (ν)
òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

P (f) =

∫

Ω

〈
f(ω)n, g(ω)

〉
dµ(ω)

(
f ∈ Lp

(
µ,Ls(ν)

))
.

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâèå P 7→ g̃ óñòàíàâëèâàåò èçîìåò-

ðè÷åñêèé ðåøåòî÷íûé èçîìîð�èçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè

Po(
nLp(µ,Ls(ν)),R) è L

p
p−n (µ,L

s
s−n (ν)).

Ââåäåì åùå íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü E � èäåàëüíàÿ áà-

íàõîâà ðåøåòêà, ñîäåðæàùàÿñÿ â L0(Ω,Σ, µ), X � áàíàõîâà ðå-

øåòêà è

L0(µ,X) := L0(Ω,Σ, µ,X).

Åñëè ũ ∈ L0(µ,X) � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçìåðèìîé âåêòîð-

�óíêöèè u : Ω → X, òî ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ t 7→ ‖u(t)‖ (t ∈ Ω)
èçìåðèìà è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà-

÷èì ñèìâîëîì ũ ∈ L0(µ). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

E(X) :=
{
u ∈ L0(µ,X) : u ∈ E

}
.

Òåïåðü ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü E � q-âûïóêëàÿ áàíàõîâà ðåøåòêà ñ

ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé íîðìîé, X � p-âûïóêëàÿ áàíàõîâà

ðåøåòêà è X ′
(n) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �àäîíà � Íèêîäèìà

(N ∋ n 6 q, p). Òîãäà äëÿ ëþáîãî P ∈ Po(
nE(X),R) ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) âåêòîð-
�óíêöèÿ g : Ω → X ′

(n) òàêàÿ, ÷òî

P (f) =

∫

Ω

〈
fn(ω), g(ω)

〉
dµ(ω) (f ∈ E(X)).

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâèå P 7→ g̃ óñòàíàâëèâàåò èçîìåò-

ðè÷åñêèé ðåøåòî÷íûé èçîìîð�èçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè

Po(
nE(X),R) è E′

(n)(X
′
(n)).
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè àíàëîãè÷íîé òåî-

ðåìû äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâëåííîé, íàïðèìåð, â

ðàáîòå [2] è òåîðåìû î ëèíåàðèçàöèè îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ

èç [4].
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ÏÎ�ßÄÊÎÂÀß ÑÒ�ÓÊÒÓ�À Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

×ÀÑÒÈ×ÍÎ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

1

Á. Á. Òàñîåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ �ÀÍ)

×àñòè÷íî èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû âïåðâûå âîçíèêëè â ðà-

áîòå [1℄. �àçëè÷íûå àñïåêòû ýòèõ îïåðàòîðîâ èçó÷àëèñü ìíî-

ãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [2, 3℄). Â íàñòîÿùåì èññëåäî-

âàíèè íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîðÿäêîâàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàí-

ñòâà ÷àñòè÷íî èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Íåîáõîäèìûå ñâåäå-

íèÿ èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê è îïåðàòîðîâ â íèõ ìîæíî

íàéòè â ìîíîãðà�èÿõ [4, 5℄.

Ïóñòü (Ω,Σ, µ), (S,F ,m) � èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà ñ

σ-êîíå÷íûìè ïîëíûìè ìåðàìè µ è m ñîîòâåòñòâåííî, (Ω ×
S,Σ⊗ F , µ ⊗m) � ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñèìâîëîì

L0(µ) := L0(Ω,Σ, µ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè èçìåðèìûõ µ-ï. â. êîíå÷íûõ �óíêöèé. Èçâåñò-

íî, ÷òî L0(µ) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé

ñ ïî÷òè âñþäó ïîòî÷å÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè è ðåøåòî÷íûìè

îïåðàöèÿìè.

Çà�èêñèðóåì �óíäàìåíòàëüíûå ïðîñòðàíñòâà E è F â

L0(Ω× S,Σ⊗ F , µ⊗m). Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : E → F íàçû-

âàåòñÿ:

1) ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Tf > 0 äëÿ âñåõ 0 6 f ∈ E;
2) ðåãóëÿðíûì, åñëè T = T1 − T2, ãäå T1, T2 � ïîëîæèòåëü-

íûå îïåðàòîðû èç E â F .

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Lr(E,F ) âñåõ ðåãóëÿðíûõ îïå-
ðàòîðîâ èç E â F ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåò-

êîé.
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Ëèíåéíûé îïåðàòîð Tk : E → F íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî èí-

òåãðàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ k ∈ L 0(Ω×
S × S,Σ ⊗ F ⊗ F , µ ⊗m ⊗m), íàçûâàåìîå ÿäðîì, òàêàÿ, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

(Tkf)(ω, t) =

∫

S

k(ω, t, s)f(ω, s) dm(s)

äëÿ âñåõ f ∈ E è äëÿ µ⊗m-ïî÷òè âñåõ (ω, t) ∈ Ω× S.
×àñòè÷íî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Tk : E → F ñ ÿäðîì k

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ÷àñòè÷íî èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì,

åñëè îïåðàòîð T|k| : E → L0(µ⊗m), îïðåäåëÿåìûé ïî �îðìóëå

T|k|(ω, t) :=
∫

S

∣∣k(ω, t, s)
∣∣ f(ω, s) dm(s)

äëÿ âñåõ f ∈ E è äëÿ µ⊗m-ïî÷òè âñåõ (ω, t) ∈ Ω×S, ïðèíèìàåò
ñâîè çíà÷åíèÿ â F .

Ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíûõ ÷àñòè÷íî èíòåãðàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Lrpk(E,F ).

Òåîðåìà. Ïóñòü (Ω,Σ, µ) è (S,F ,m) � ïðîñòðàíñòâà ñ σ-
êîíå÷íûìè ïîëíûìè ìåðàìè, E è F � �óíäàìåíòàëüíûå ïðî-

ñòðàíñòâà â L0(Ω× S,Σ⊗F , µ⊗m). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ðåãó-
ëÿðíûõ ÷àñòè÷íî èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Lrpk(E,F ) ÿâëÿåòñÿ
ïîëîñîé â Lr(E,F ) è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Tk1 ∨ Tk2 = Tk1∨k2 , Tk1 ∧ Tk2 = Tk1∧k2 ,

ãäå Tk1 , Tk2 ∈ Lrpk(E,F ) 
 ÿäðàìè k1, k2 ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñò-

íîñòè, |Tk| = T|k| äëÿ âñåõ Tk ∈ Lrpk(E,F ).
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Â äîêëàäå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ äèíàìèêà îòêðûòûõ

êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì óðîâíåé, ñëàáî âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ñî ñâîáîäíûìè áîçîííûìè ïîëÿìè â ïðèáëèæå-

íèè âðàùàþùåéñÿ âîëíû, íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.

À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

H ≡
(
C⊕ CN

)
⊗

N⊗

i=1

Fb
(
L

2(R)
)
,

Fb(L
2(R)) � áîçîííûå ïðîñòðàíñòâà Ôîêà, îïèñûâàþùèå ðå-

çåðâóàðû. Ïóñòü |j〉, j = 0, 1, . . . , N , � îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ â C ⊕ CN , |0〉 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îñíîâíîå ñîñòîÿíèå.

Ïóñòü |Ω〉 � âàêóóìíûé âåêòîð äëÿ ðåçåðâóàðîâ. Ââåäåì òàêæå

áîçîííûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[bk,i, b
†
k′,j] = δijδ(k − k′), [bk,i, bk′,j] = 0, bk,i|Ω〉 = 0.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû âèäà ĤS = 0 ⊕
HS, ãäå HS � ýðìèòîâà N×N -ìàòðèöà. �àìèëüòîíèàí ðåçåðâó-

àðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ãàìèëüòîíèàíîâ ñâîáîäíûõ áî-

çîííûõ ïîëåé (ñ îäèíàêîâûì äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì ωk
è �îðì-�àêòîðàìè gk), à ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ çàäàí

ñ ó÷åòîì ïðèáëèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ âîëíû:

ĤB =
N∑

j=1

∫
ωkb

†
k,jbk,j dk,

1
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ĤI =

N∑

j=1

∫ (
g∗k|0〉〈i| ⊗ b†k,j + gk|j〉〈0| ⊗ bk,j

)
dk.

Äèíàìèêà îáùåé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñèñòåìû è ðåçåðâóàðîâ

çàäàåòñÿ óíèòàðíîé ñèëüíî-íåïðåðûâíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé

ãðóïïîé eiĤt êàê

ρ(t;λ) = e−iĤ(λ)tρ(0)eiĤ(λ)t,

ãäå Ĥ(λ) = ĤS⊗I+I⊗ĤB+λĤI , à íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èìååò

âèä

ρ(0) =

(
pσ ⊗ |Ω〉〈Ω|+

+ (1− p)|0〉〈0| ⊗
∫
dkdk′̺ij(k, k

′)b†k,i|Ω〉〈Ω|bk′,j

)
,

ãäå σ � ìàòðèöà ïëîòíîñòè, p ∈ [0, 1] è

̺jj′(k, k
′) = ̺(k)δjj′δ(k − k′).

Ââåäåì íå âàêóóìíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü

J̺(ω) ≡
∫
dkδ(ωk − ω)̺(k)|gk|2.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåäóöèðîâàííàÿ äèíàìèêà ìíîãî-

óðîâíåâîé ñèñòåìû â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

ρSI(t;λ) ≡ TrB

(
ei(ĤS⊗I+I⊗ĤB)tρ(t;λ)e−i(ĤS⊗I+I⊗ĤB)t

)
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èíòåãðàë

G(t) =

∫
dk |gk|2 e−iωkt
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ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ t ∈ R+ è îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíî-

äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü J̺(ω) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà S (R). Ïóñòü

G̃(p) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà G(t) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

G̃(−iHS) � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ

�èêñèðîâàííîãî t è λ→ +0 âûïîëíåíî:

ρSI(λ
−2t;λ) =

=

(
(1− Tr((ρSI(λ

−2t;λ))ee) (ρSI(0))0er
†(λ)eL

†(λ)t

eL(λ)tr(λ)(ρSI(0))e0 (ρSI(λ
−2t;λ))ee

)
+ o(λ2),

ãäå

L(λ) = −G̃(−iHS) + λ2G̃′(−iHS)G̃(−iHS),

r = 1− λ2G̃′ (−iHS) ,

(ρSI(λ
−2t;λ))ee = eL(λ)t

(
r(λ) (ρSI(0))ee r

†(λ)−

− (ρSI(+∞))ee

)
eL

†(λ)t + (ρSI(+∞))ee,

(ρSI(+∞))ee =
2π

L(λ) + L†(λ)
r(λ)

(
J̺(HS)+

+ iλ2J ′
̺(HS)

L†(λ)− L(λ)

2

)
r†(λ).

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîò-

íîñòè àñèìïòîòè÷åñêè (ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó λ) îïèñûâàåòñÿ

ïîëóãðóïïîé eL
†(λ)t

. Òàêîãî ðîäà ðåçóëüòàòû õîðîøî èçâåñò-

íû äëÿ �àêòîðèçîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (íàïðèìåð, äëÿ

p = 1 â íàøåé ìîäåëè) â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùå-

íèé. Íî íàì óäàëîñü îáîáùèòü èõ íà íå�àêòîðèçîâàííûå íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ è âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé. Áîëåå

òîãî, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ ïîñëå-

äóþùèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé.
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Î ÑÂÎÉÑÒÂÅ ÁÀÇÈÑÍÎÑÒÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß

ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À

È. Ä. Öîïàíîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÈÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð T , îïðåäå-
ëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

Ty = −y′′, 0 < x < 1, y(0) = 0, y′(0) = y′(1). (1)

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (1) èçó÷åíû â ðàáîòå [1℄. Â

÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð σ(T ) îïåðàòîðà T ñîñòî-

èò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk = (2kπ)2

(k = 0, 1, 2, . . .), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ñîáñòâåííûõ è

ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé:

ϕ0(x) = x, ϕ2k−1(x) = sin(2πkx), ϕ2k(x) = x cos(2πkx) (k ∈ N).

Ïðè÷åì

Tϕ2k−1 = λkϕ2k−1, Tϕ2k = λkϕ2k + pkϕ2k−1, pk = 4kπ,

ò. å. ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 = 0 ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñîá-

ñòâåííàÿ �óíêöèÿ ϕ0, à êàæäîìó íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ λk (k ∈ N) ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñîáñòâåííàÿ ϕ2k−1 è

îäíà ïðèñîåäèíåííàÿ �óíêöèÿ ϕ2k. Ïðè ýòîì óêàçàííàÿ ñèñòå-

ìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ îáðàçóåò áàçèñ �èññà [2] â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T � ñïåêòðàëüíûé îïå-

ðàòîð [3].

Ëåììà 1. Îïåðàòîð T ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ

îïåðàòîðîâ S è N : T = S +N , ãäå

Sx =
∞∑

k=1

λk
[
(x, ψ2k−1)ϕ2k−1 + (x, ψ2k)ϕ2k

]
,
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Nx =

∞∑

k=1

pk(x, ψ2k)ϕ2k−1.

Ïðè ýòîì, σ(S) = σ(T ). Îïåðàòîð N íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì, íî, åñëè ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòóðîâ

Γn =
{
z ∈ C : |z − λn| = dn/2

}
,

ãäå dn = λn − λn−1 = (2π)2(2n − 1), òî îïåðàòîð NRz(S)
(∀ z ∈ Γn) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì,

îïðåäåëåííîì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòî-

ðà B êîðíåâûå âåêòîðû îïåðàòîðà T +B îáðàçóþò áàçèñ �èññà

ñî ñêîáêàìè, ò. å. êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò áàçèñ

�èññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ â L2(0, 1).

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðàáîòû [4], ìîæíî îáîáùèòü ïðèâåäåí-

íóþ òåîðåìó íà âîçìóùåíèÿ äèñêðåòíûõ ñïåêòðàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü T � äèñêðåòíûé ñïåêòðàëüíûé îïåðà-

òîð [3] â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïóñòü
T ïðåäñòàâèì â âèäå T = S +N , ãäå S � ñïåêòðàëüíûé îïåðà-

òîð ñêàëÿðíîãî òèïà [3], êîðíåâûå âåêòîðû {ϕk}∞k=0 êîòîðîãî

îáðàçóþò áàçèñ �èññà, à N � êâàçèíèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð,

êàæäîå îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì. �àçìåðíî-

ñòè êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åíû îäíîé ïîñòîÿííîé.

Ïóñòü �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà T óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ

lim
r→∞

N(r)

rα
= ε <∞ (0 < α 6 1).

�àññìîòðèì âîçìóùåíèå îïåðàòîðà T ïðîèçâîëüíûì îãðàíè-

÷åííûì îïåðàòîðîì B. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåâûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà T + B îáðàçóåò áàçèñ �èññà ñî ñêîáêàìè

â H.
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BOUNDED SOLUTIONS FOR DUFFING-TYPE

EQUATIONS WITH PERIODIC COEFFICIENTS

OF INCOMMENSURATE PERIODS

1

G. L. Al�mov

(Russia, Mos
ow, Zelenograd, MIET;

Ufa, IMCC UFRS RAS),

Ya. A. Murenkov

(Russia, Mos
ow, Zelenograd, MIET)

We 
onsider the Du�ng-type equation of the following form

uxx +Q(x)u+ P (x)u3 = 0, (1)

where Q(x) and P (x) are periodi
 fun
tions. Equations of this kind
arise in the theory of Bose�Einstein Condensate (BEC). In this


ontext Q(x) 
orresponds to opti
al trap potential that 
on�ne

BEC and P (x) is so-
alled pseudopotential that may arise, for

example, due to the Feshba
h resonan
e. The potential Q(x) and
the pseudopotential P (x) generally are of di�erent physi
al nature
and 
an be manipulated independently. In our 
ase, we assume

that Q(x) and P (x) are periodi
 fun
tions with in
ommensurate

periods.

The main goal of our resear
h is providing as 
omplete as

posible des
ription of all bounded solutions of equation (1). For

this purpose we use the approa
h �rstly introdu
ed in [1℄. The

te
hnique presented in this work involves numeri
al s
anning of

some area Ω of initial data plane (u(0), ux(0)), whi
h allows to

��lter out� unbounded solutions. After that we 
an des
ribe �the

rest� of solutions in terms of symboli
 dynami
s.

In the paper [1℄ this approa
h was justi�ed and applied

for the 
ase of periodi
 fun
tions Q(x) and P (x) of the same

1
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h is supported by Russian S
ien
e Foundation, grant � 23-11-

00009.



138 Al�mov G. L., Murenkov Ya. A.

period. Assuming that Q(x) and P (x) are 
osine fun
tions with
in
ommensurate periods we show that it's possible to extend this

te
hnique for 
omplete des
ription of (1).
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Êîìïëåêñíûé àíàëèç, ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà è íåëèíåéíûå óðàâíå-

íèÿ: ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (17�

21 ìàðòà 2025 ã.) / îòâ. ðåä. �.Í. �àðè�óëëèí.�Ó�à: Àýòåðíà, 2025.�

Ñ. 32�33.
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Àíòèïîâà Ë. À.

(�îññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

��ÏÓ èì. À. È. �åðöåíà),

Âåðíåð À. Ë.

(�îññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

��ÏÓ èì. À. È. �åðöåíà)

�åîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ è äðåâíåéøåé çàäà-

÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, è ñàìîé ñîâðåìåííîé èõ

çàäà÷åé, åñëè ïðèìåíÿòü ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðíûå òåõíîëî-

ãèè. Èçó÷åíèå ìíîãîãðàííèêîâ � âîò îáëàñòü òàêîé ðàáîòû â

ýòîì íàïðàâëåíèè. Â 20-ì âåêå ýòèì çàíèìàëèñü øêîëû äâóõ

âûäàþùèõñÿ ãåîìåòðîâ � À. Ä. Àëåêñàíäðîâà è �. Êîêñåòåðà.

Áàçîé ýòèõ èññëåäîâàíèé ñòàëè íàïèñàííûå èìè êíèãè ¾Âû-

ïóêëûå ìíîãîãðàííèêè¿ [1℄ è ¾Regular Polytopes¿ [2℄. Ê ñå-

ðåäèíå 20-ãî âåêà �. Êîêñåòåðó è åãî êîëëåãàì óäàëîñü îáú-

åäèíèòü â îäíîì îáøèðíîì êëàññå ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûå

îíè íàçâàëè Uniform Polyhedra (à ïî-ðóññêè èõ ñòàëè íàçûâàòü

îäíîðîäíûìè ìíîãîãðàííèêàìè), è ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííè-

êè Ïëàòîíà, è ïîëóïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè Àðõèìåäà, è

çâåçä÷àòûå ìíîãîãðàííèêè Êåïëåðà � Ïóàíñî, è åùå áîëåå 50-

òè íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Îáúåäèíÿåò èõ âñåõ óñëîâèå

ðàâåíñòâà èõ ìíîãîãðàííûõ óãëîâ âî âñåõ âåðøèíàõ è ïðàâèëü-

íîñòü ãðàíåé.

�îâîðÿ î ñòðîåíèè òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ, �. Êîêñåòåð â ñòà-

òüå [3℄ îïèñàë êàê èõ êîìáèíàòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè, ò. å. õà-

ðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå ðàçâåðòêó ìíîãîãðàííèêà, òàê è

ñâîéñòâà ñàìîãî ìíîãîãðàííèêà â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, êàê ðåàëèçàöèè ýòîé ðàçâåðòêè. Ê êîìáèíàòîðíûì

õàðàêòåðèñòèêàì ñëåäóåò îòíåñòè � êîëè÷åñòâî âåðøèí, ðåáåð,

ãðàíåé; èíöèäåíòíîñòü ãðàíåé è ðåáåð îäíîé âåðøèíå; òèïû
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ãðàíåé è ïðàâèëî èõ ¾ñêëåéêè¿ ïî ñòîðîíàì. Ñâîéñòâà ðåàëè-

çàöèè ðàçâåðòêè ñëåäóþùèå: ñèììåòðèè ìíîãîãðàííèêà è åãî

ïëîòíîñòü. Â ñòàòüå [4℄ àâòîð, èñïîëüçóÿ ñèìâîëû Âèòãî��à,

îïðåäåëèë �îðìóëû âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåðøèí îäíîðîä-

íûõ ìíîãîãðàííèêîâ, îïèñàë îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå è ìåò-

ðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îäíîðîäíûõ ìíîãîãðàííèêîâ è ìíî-

ãîãðàííèêîâ äâîéñòâåííûõ ê íèì.

Â òî æå âðåìÿ, íàðÿäó ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì èññëåäîâà-

íèé â ýòîé îáëàñòè, ïîøàãîâîãî íàãëÿäíîãî ïîñòðîåíèÿ òàêèõ

ìíîãîãðàííèêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ

òåõíîëîãèé, èç êîòîðîãî áû ñëåäîâàëè êîìáèíàòîðíûå è ìåòðè-

÷åñêèå èõ õàðàêòåðèñòèêè â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå íåò. Àâòîðû

ñòàòüè ðàññìîòðåâ 17 òèïîâ îäíîðîäíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ âû-

ïóêëûìè ãðàíÿìè â ðàáîòå [5℄ îïèñàëè âîçìîæíîå ïîøàãîâîå

ïîñòðîåíèå âñåõ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ. Â ðàáîòàõ [6, 7℄ îïðåäå-

ëåíà ïîëÿðíàÿ äâîéñòâåííîñòü îäíîðîäíûõ ìíîãîãðàííèêîâ è

èõ êîìáèíàòîðíî-äâîéñòâåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðàÿ ïðî-

ÿñíÿåò ñòðóêòóðó ãðàíåé äâîéñòâåííîãî ìíîãîãðàííèêà è îïðå-

äåëÿåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïàð ïîëÿðíî-äâîéñòâåííûõ ìíîãî-

ãðàííèêîâ.

Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè âèçóàëèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ

�èãóð ïîçâîëèëè àâòîðàì, ïî-íîâîìó èñïîëüçóÿ ñòàðûé ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ïðèíöèï ¾ðèñóíêè äîêàçûâàþò¿, ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) îêòàòåòðàýäð ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííîé ðåàëèçàöèåé ïëîñ-

êîãî òîðà;

2) äëÿ âñÿêîãî íåâûïóêëîãî íåîðèåíòèðóåìîãî îäíîðîäíîãî

ìíîãîãðàííèêà P ñ âûïóêëûìè ãðàíÿìè ñóùåñòâóåò îðèåíòè-

ðóåìûé àáñòðàêòíûé ìíîãîãðàííèê P∗, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíîé íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííè-

êà P . Ïðèìåðîì òàêîé ïàðû ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿþòñÿ íåîðè-

åíòèðóåìûé îäíîðîäíûé ìíîãîãðàííèê ãåïòàýäð è äâóëèñòíî

íàêðûâàþùèé åãî àðõèìåäîâ êóáîîêòàýäð;

3) ïàðû ìíîãîãðàííèêîâ � èêîñàýäð è áîëüøîé èêîñàýäð,
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ðîìáîêóáîîêòàýäð è áîëüøîé ðîìáîêóáîîêòàýäð � ÿâëÿþòñÿ

èçîìåòðè÷íûìè ïî ñâîåé âíóòðåííåé ìåòðèêå;

4) âñÿêèé îäíîðîäíûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî ïðåäñòàâèòü,

êàê îáúåäèíåíèå ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé �èãóð, ÿâëÿþùèõñÿ îá-

ëàñòÿìè Âîðîíîãî � Äèðèõëå åãî âåðøèí.
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ÀÍÀËÈÇ Â�ÅÌÅÍÍÛÕ �ßÄÎÂ

ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÏÎËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ

Ñ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÌ ÌÎÄÅËÈ ÖÂÅÒÍÛÕ ØÓÌÎÂ

Å. Ê. Áàñàåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÑÎ�Ó),

Å. Ñ. Êàìåíåöêèé

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ñêðûòûå çàêî-

íîìåðíîñòè è ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìèêó ÿâëåíèé. Ìíîãèå ïðè-

ðîäíûå è ñîöèàëüíûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ âðåìåííûìè ðÿ-

äàìè, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðûõ ðàâíîìåðíî óáûâàåò â

ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû:

S(f) ∼ 1

fα
. (1)

Òàêèå ïðîöåññû ÷àñòî èññëåäóþò ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíöåïöèè

ñàìîîðãàíèçîâàííîé êðèòè÷íîñòè (ÑÎÊ). Åñëè ïîêàçàòåëü α
áëèçîê ê 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðî-

çîâûé øóì, à åãî áëèçîñòü ê íóëþ � êàê áåëûé øóì. Äëÿ

ñîöèàëüíî-ïîëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé âàæíî òî, ÷òî ðîçîâûé

øóì õàðàêòåðèçóåò ïðîöåññ, íà êîòîðûé ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå

îêàçûâàåò äîëãîâðåìåííàÿ ïàìÿòü [1℄.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âðåìåííûå ðÿäû ñàìî-

óáèéñòâ è óáèéñòâ, ãîäîâûå òåìïû ðîñòà êîòîðûõ áóäåì èí-

òåðïðåòèðèòèðîâàòü êàê èíäèêàòîðû ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííî-

ñòè. Äëÿ äîñòîâåðíîñòè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìû äîñòàòî÷íî

äëèííûå ðÿäû èíäèêàòîðîâ íàïðÿæåííîñòè (íå ìåíåå 20 çíà÷å-

íèé) [2℄. Äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà áûëè âûáðàíû ÷åòûðå

ñòðàíû Þæíîé Àìåðèêè (Áðàçèëèÿ, Âåíåñóýëà, ×èëè è Ýê-

âàäîð), òàê êàê äëÿ ýòèõ ñòðàí èìåþòñÿ äîñòàòî÷íî äëèííûå

ðÿäû èíäèêàòîðîâ íàïðÿæåííîñòè.
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Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � îïðåäåëèòü ïàðàìåòð α â �îðìó-

ëå (1) è ñ åãî ïîìîùüþ îöåíèòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñîöèàëüíîé

íàïðÿæåííîñòè.

�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ Python è áèáëèîòåê NumPy, Pandas è S
ipy. Äëÿ îöåí-

êè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ïðèìåíÿëîñü áûñòðîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðàí Þæíîé

Àìåðèêè ðÿäû èíäèêàòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ñîäåðæàò ïî 28�29
òî÷åê, ïîýòîìó îíè ðàññìàòðèâàëèñü êàê îäèí ïåðèîä. Â õî-

äå ðàñ÷åòîâ äëÿ êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðàí îïðåäåëÿ-

ëèñü ïîêàçàòåëü ñòåïåíè α, êîý��èöèåíò äåòåðìèíàöèè R2
è

åãî çíà÷èìîñòü, ñì. òàáëèöó 1.

Òàáëèöà 1

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ñòðàíàì Þæíîé Àìåðèêè

Ñòðàíà (ïåðèîä) α R2 p-value

Áðàçèëèÿ (1991�2019) 1.41 0.28 0.06

Ýêâàäîð (1991�2019) 0.76 0.26 0.08

Âåíåñóýëà (1991�2018) 0.49 0.08 0.36

×èëè (1991�2018) 0.09 0.01 0.82

Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 1 ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äè-

íàìèêà òåìïîâ ðîñòà íàïðÿæåííîñòè äëÿ Áðàçèëèè è Ýêâàäîðà

ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà êàê ðîçîâûé øóì, à äëÿ Âåíå-

ñóýëëû è ×èëè � êàê áåëûé.

Òàêèì îáðàçîì, ðîçîâûé øóì, ñâèäåòåëüñòâóåò îá îïðåäå-

ëÿþùåé ðîëè â èçìåíåíèèè íàïðÿæåííîñòè íèçêî÷àñòîòíûõ

êîëåáàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàâíèòåëüíî äëèòåëüíûå ïåðèîäû

ñòàáèëüíîñòè áóäóò ñìåíÿòüñÿ äëèòåëüíûìè ïåðèîäàìè íåñòà-

áèëüíîñòè. À ÷åì áëèæå α ê 0, òåì áîëüøå â èçìåíåíèè íàïðÿ-

æåííîñòè ðîëü âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé. Òàêèì îáðàçîì,

ïðèìåíåíèå ìîäåëè öâåòíûõ øóìîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü õàðàê-

òåð èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè.
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ß. Ë. Áîãîìîëîâ

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä, ÈÏÔ �ÀÍ),

À. Ä. Þíàêîâñêèé

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä, ÈÏÔ �ÀÍ)

Â ðÿäå �èçè÷åñêèõ çàäà÷ (íàïðèìåð, â îïòèêå) âñòðå÷àþòñÿ

âîëíîâîäû ñ îñòðûìè óãëàìè. Äëÿ ðàñ÷åòà ýëåêòðîäèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì òàêîãî âèäà òðóäíî ïîäîáðàòü êàêîé-ëèáî ÷èñëåí-

íûé ìåòîä ââèäó íàëè÷èÿ ñèíãóëÿðíîñòåé â ðàéîíå óãëîâ. Èñ-

ïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ÷èñëåííûõ êîäîâ (ïàêåòîâ), êàê ïðà-

âèëî, îãðàíè÷åíî ïî òî÷íîñòè. Õîðîøèì èíñòðóìåíòîì â òàêèõ

ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ (ÌÄÈ) [1℄.

Â ÌÄÈ íåèçâåñòíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè �óíêöèé �ðèíà (èñòî÷íèêîâ) â íåêîòîðîé

îáúåìëþùåé (ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîé) îáëàñòè, äëÿ

êîòîðîé ýòè �óíêöèè ìîæíî íàïèñàòü ÿâíî. Ïîäñòàíîâêà òàêî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Â ñëó÷àå îñòðûõ

óãëîâ ìàòðèöû ÑËÀÓ èìåþò áîëüøèå ðàçìåðû è, êàê ñëåä-

ñòâèå, èõ ðàñ÷åò òðåáóåò áîëüøèõ âðåìåííûõ çàòðàò è çà÷à-

ñòóþ ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè. Ý��åêòèâíîñòü ÌÄÈ ñèëü-

íî çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçìåùåíèÿ èñòî÷íèêîâ âáëèçè ãðàíèöû

ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Èííîâàöèîííîå ðàçìåùåíèå èñòî÷-

íèêîâ äèïîëüíîãî õàðàêòåðà â îêðåñòíîñòè îñòðûõ óãëîâ [2℄

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ ïðè ñó-

ùåñòâåííî áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè

ìåòîäàìè.

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî â ðàìêàõ ñîãëàøåíèÿ ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè � 075-02-2025-1639.
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Â êà÷åñòâå òåñòîâîé ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à

ïëîñêîãî ðàññåÿíèÿ â áåñêîíå÷íîé ïîëîñå ñ ïðÿìîóãîëüíîé âû-

åìêîé. Çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà ñ óñëîâè-

ÿìè Íåéìàíà íà ãðàíèöå è óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ â áåñêîíå÷-

íîñòè. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò ý��åêòèâíîñòü

ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
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1

À. Î. Âàòóëüÿí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ;

Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Â. Î. Þðîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ðåêîíñòðóêöèè ïåðåìåííûõ óïðó-

ãèõ ñâîéñòâ âåñüìà àêòóàëüíû âñëåäñòâèå àêòèâíîãî ïðèìåíå-

íèÿ íà ïðàêòèêå �óíêöèîíàëüíî ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ, ïîç-

âîëÿþùèõ ïðîåêòèðîâàòü è èçãîòàâëèâàòü îïòèìàëüíûå â ñîîò-

âåòñòâèè ñ íåêîòîðûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà ýëåìåíòû êîíñòðóê-

öèé. Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà íå âñåãäà ïîçâî-

ëÿåò òî÷íî ïðåäñêàçàòü ñâîéñòâà ãîòîâîãî îáðàçöà. Èññëåäîâà-

íèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèçâàíû ïîìî÷ü â ïåðâè÷íîé äèàãíî-

ñòèêå, à òàêæå ïîçâîëÿò âûÿâèòü èçìåíåíèå ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè. �àçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ

ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ îïèñàíû

â [1, 2℄.

�àññìîòðèì êëàññ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, â êî-

òîðûõ ðåêîíñòðóêöèÿ ïåðåìåííûõ óïðóãèõ ìîäóëåé îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ïî èí�îðìàöèè î ïîëå äå�îðìàöèé/ñìåùåíèé, èçìå-

ðåííûõ íà ÷àñòè ñâîáîäíîé îò íàãðóæåíèÿ âíåøíåé ãðàíèöû â

ðàìêàõ íåêîòîðîãî òåñòîâîãî íàãðóæåíèÿ â êëàññå ïîëèíîìîâ.

Îñíîâíàÿ èäåÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è çàêëþ÷àþòñÿ â

ïîñòðîåíèè óïðîùåííûõ ìîäåëåé ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è î äå-

�îðìèðîâàíèè èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé

ñèñòåìû òåñòîâûõ íàãðóæåíèé. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè,

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 22-11-00265-Ï, https://rs
f.ru/proje
t/22-11-00265/, â Þæíîì �åäåðàëü-

íîì óíèâåðñèòåòå.
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íàãðóæåííîé ñ îäíîãî òîðöà è çàêðåïëåííîé íà äðóãîì, òà-

êàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà Êàíòîðîâè÷à. Âûÿâ-

ëåíû íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè â ñòðóêòóðå ïîëÿ ñìåùåíèé,

îñóùåñòâëåíà àëãåáðàèçàöèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîé

ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Ïðè çàäàííîì âèäå íàãðóæåíèÿ ïî èç-

ìåðåííûì êîìïîíåíòàì ïîëÿ íà ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû óäàåò-

ñÿ ïðèáëèæåííî âîññòàíîâèòü ïîëå âî âñåé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ

ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà. Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è çàäàåòñÿ ÿâíûé âèä �óíêöèè íåîäíîðîäíîñòè: ïîäàòëè-

âîñòü èëè ìîäóëü óïðóãîñòè ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå ïîëèíî-

ìîâ. Ñóæåíèå îáëàñòè ïîèñêà çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò ý��åê-

òèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðè âîññòàíîâëåíèè �óíêöèé

èç òîãî æå êëàññà. Íà îñíîâå ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, àï-

ïðîêñèìàöèè ïîëÿ è ñèñòåìû ïðîáíûõ �óíêöèé, âûáèðàåìîé

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, �îðìèðóåòñÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ íåèçâåñòíîé ïîëèíîìè-

àëüíîé �óíêöèè. Òàê, äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà â

ðàìêàõ ïëîñêîé çàäà÷è â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ óäàëîñü îñóùåñòâèòü ðåêîíñòðóêöèþ ëèíåéíûõ è êâàä-

ðàòè÷íûõ ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè.

Òàêæå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá èçãèáå íåîäíîðîäíîé êîíñîëü-

íî-çàêðåïëåííîé áàëêè ïðè íàãðóæåíèè ðàñïðåäåëåííîé íà-

ãðóçêîé, ñèëîé è ìîìåíòîì íà êîíöå, à äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îð-

ìàöèÿ î ïðîãèáå èçìåðÿåòñÿ â ñâîáîäíîé îò íàãðóçêè îáëàñòè.

Óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èíòåãðèðóåòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷å-

ãî òî÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èçãèáàþùèé ìîìåíò âî âñåé áàëêå, êî-

òîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíîé

èçãèáíîé æåñòêîñòè è âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè ïðîãè-

áà. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿÿ àëãåáðàèçàöèþ ïðîãèáà è íàõîäÿ

åãî âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, îïðåäåëèì íåèçâåñòíóþ æåñòêîñòü.

Âàæíî ïðàâèëüíî äîîïðåäåëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà îá-

ëàñòü, ãäå ïðîãèá íå çàäàí. Îïòèìàëüíûì ñïîñîáîì îêàçàëîñü

ïîñòðîåíèå êâàäðàòè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ âòîðîé ïðîèçâîä-

íîé ïðîãèáà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñúåìà äîïîëíèòåëüíîé èí-
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�îðìàöèè, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè l0 îò çàäåëêè. Âû÷èñ-

ëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äî 60% îáëàñòè, çàíÿ-

òîé áàëêîé ìîãóò áûòü íåäîñòóïíû äëÿ ñúåìà äîïîëíèòåëüíîé

èí�îðìàöèè, è ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ îñòàþòñÿ

ïðèåìëåìûìè. �åçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè çíà÷èòåëüíî óõóä-

øàþòñÿ ïðè íàëè÷èè çàøóìëåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ.

Òàêæå ïðåäëîæåí âòîðîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çà-

äà÷è äëÿ áàëêè. Çàäàâàÿ ïåðåìåííóþ �óíêöèþ ïîäàòëèâîñòè

â âèäå ïîëèíîìà ñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè, óäàåòñÿ ïî-

ëó÷èòü ïðîñòûå �îðìóëû. Êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà íàõîäÿòñÿ

èç ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñè-

ñòåìû ïîäîáåí îïðåäåëèòåëþ Âàíäåðìîíäà [3℄, è ïîýòîìó îáó-

ñëîâëåííîñòü ñèñòåìû óäàåòñÿ ïîâûñèòü, âûáèðàÿ òî÷êè íà-

áëþäåíèÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû 2

ïîðÿäêà x1 = 0.666l0, x2 = l0, à äëÿ ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà

x1 = 0.442l0, x2 = 0.808l0, x3 = l0. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè âûñîêóþ òî÷íîñòü âîññòàíîâëå-

íèÿ êâàäðàòè÷íûõ è êóáè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ïîäàòëèâî-

ñòè. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ çàøóìëåíèåì

âõîäíîé èí�îðìàöèè.
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Î ÊÎÍÔÎ�ÌÍÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ ÊÈËËÈÍ�À

ÍÀ 2-ÑÈÌÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÍÅ�ÀÇËÎÆÈÌÎÌ
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Ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M,g) íàçûâàåòñÿ ñèììåò-

ðè÷åñêèì ïîðÿäêà k èëè k-ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè ∇kR = 0,
∇(k−1)R 6= 0, ãäå k > 1 è R � òåíçîð êðèâèçíû (M,g), à ∇ �

ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòû.

Çàìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíûì ïðèìåðîì òàêèõ ïðîñòðàíñòâ

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå k-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Êàõå-

íà � Óîëëàõà

Äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü ñîãëàñíî òåîðåìå Âó âñå ðàññìàòðèâàåìûå ëîðåíöåâû

ìíîãîîáðàçèÿ ëîêàëüíî íåðàçëîæèìûìè.

Îïðåäåëåíèå. �ëàäêîå ïîëíîå âåêòîðíîå ïîëå K íà (ïñåâ-

äî) ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M,g) íàçûâàåòñÿ êîí�îðìíî

êèëëèíãîâûì âåêòîðíûì ïîëåì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

LKg = f(p)g, ãäå LKg � ïðîèçâîäíàÿ Ëè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

âäîëü ïîëÿ K, p ∈M , à f(p) � ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ

íà ìíîãîîáðàçèè.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàí êîí�îðìíûé àíàëîã óðàâíå-

íèÿ Êèëëèíãà íà 2-ñèììåòðè÷åñêèõ íåðàçëîæèìûõ ëîðåíöå-

âûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ñâîéñòâà êîí�îðìíîãî ìíîæèòåëÿ. Óñòà-

íîâëåíî, ÷òî êîí�îðìíûé ìíîæèòåëü êîí�îðìíîãî àíàëîãà

óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà íà íèõ çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ òåíçîðà Âåé-

ëÿ. Åñëè òåíçîð Âåéëÿ íåòðèâèàëåí, òî êîí�îðìíûé ìíîæè-
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òåëü ïîñòîÿíåí, è äàííûé ñëó÷àé èññëåäîâàí ðàíåå â ðàáî-

òàõ [1, 2℄. Åñëè æå òåíçîð Âåéëÿ òðèâèàëåí, òî êîí�îðìíûé

ìíîæèòåëü è îáùåå ðåøåíèå êîí�îðìíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ

Êèëëèíãà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ýéðè. Êðîìå òîãî, â

ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ òåíçîðà Âåéëÿ, ïîñòðîåíû íîâûå íåòðè-

âèàëüíûå ïðèìåðû êîí�îðìíî êèëëèíãîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

ñ ïåðåìåííûì êîí�îðìíûì ìíîæèòåëåì.
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Ïóñòü M � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Îïðå-
äåëèì íà M ïîëóñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü �îðìóëîé

∇XY = ∇g
XY + g(X,Y )V − g(V, Y )X,

ãäå V � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå

ïîëå, X è Y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ∇g
� ñâÿçíîñòü

Ëåâè-×èâèòû, g(X,Y ) � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Ñâÿçíîñòü ∇ ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé è âïåðâûå îïèñàíà Ý. Êàðòàíîì â [1℄.

Òåíçîð êðèâèçíû è òåíçîð �è÷÷è ñâÿçíîñòè ∇ îïðåäåëÿþò-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâàìè:

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

Ric (X,Y) = tr (Z → R(X,Z)Y ).

Îïðåäåëèì íà M îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðèìàíî-

âûõ ìåòðèê g(t) è çàïèøåì óðàâíåíèå ïîòîêà �è÷÷è

∂

∂t
g(t) = −Ric(g(t)). (1)

Óðàâíåíèå (1) âïåðâûå èññëåäîâàëîñü �. �àìèëüòîíîì äëÿ

ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû â [2℄. Èçâåñòíî, ÷òî òåíçîð �è÷÷è ïî-

ëóñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêèì. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîëóñèììåò-

ðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ýêâèà��èííîé, ò. å. òåíçîð �è÷÷è
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ñèììåòðè÷åí. Òîãäà ñîãëàñíî [3℄ â ñëó÷àå ãðóïï Ëè G ýòî ðàâ-

íîñèëüíî:

V igijc
j
kt = 0,

ãäå gij � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, V i
� êîîðäèíà-

òû âåêòîðà, cikt � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè, îïðåäå-

ëÿåìûå ðàçëîæåíèåì [Ei, Ej ] = cjktEj äëÿ íåêîòîðîãî îðòîáàçè-
ñà Ei â àëãåáðå Ëè L(G).

Â ðàáîòå, äëÿ òðåõìåðíûõ ãðóïï Ëè èññëåäóåòñÿ ïîòîê �è÷-

÷è ñ ïîëóñèììåòðè÷åñêîé ýêâèà��èííîé ñâÿçíîñòüþ. Óðàâíå-

íèå ïîòîêà ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ è äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. �åøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñíà÷àëà ïîäñè-

ñòåìó èç àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå

ðåøåíèå â ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìû íàõîäèì

ðåøåíèÿ ïîòîêà �è÷÷è íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ìåòðèêîé

Äæ. Ìèëíîðà îòíîñèòåëüíî ïîëóñèììåòðè÷åñêîé ýêâèà��èí-

íîé ñâÿçíîñòè.
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ÑÒ�ÀÒÅ�Èß ØÒÀÊÅËÜÁÅ��À

Ï�È ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÎÏÎËÇÍÅÉ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ È��

À. Ê. �óö

(�îññèÿ, Ñî÷è, Ñ�Ó)

Â ñòàòüå [1℄ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ èãð äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îïîëçíåé. Áûëè íàéäåíû

äâå ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè Íýøà, êîòîðûå ïîêàçûâàëè, ÷òî ïðè

îïðåäåëåííûõ äåéñòâèÿõ ãîðîäñêèõ ñëóæá ìîæíî ïîääåðæè-

âàòü îïîëçíåâûå ïðîöåññû â êîíòðîëèðóåìîì ñîñòîÿíèè. �àâ-

íîâåñèÿ Íýøà � ýòî äîñòàòî÷íî èäåàëèçèðîâàííûå ñòðàòåãèè,

êîòîðûå íåÿâíî ïîëàãàþò íàëè÷èå ¾îñìûñëåííûõ¿ äåéñòâèé ó

èãðîêà, èìåíóåìîãî ¾Ïðèðîäîé¿.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì âîçìîæíîñòè (ïðîãðàììíî-

ãî) óïðàâëåíèÿ îïîëçíåâûìè ïðîöåññàìè â ñëó÷àå áîëåå ðåà-

ëèñòè÷åñêèõ ñòðàòåãèé Øòàêåëüáåðãà, êîãäà ãîðîäñêèì ñëóæ-

áàì ïðèõîäèòñÿ äåéñòâîâàòü â óñëîâèÿõ ëèäèðîâàíèÿ èãðîêà

¾Ïðèðîäà¿, êîòîðîå ïðîÿâëÿåòñÿ â �îðìå ïðîëèâíûõ äîæäåé,

ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé, íàïðèìåð â Ñî÷è, êàòàñòðî-

�è÷åñêîé àêòèâèçàöèè îïîëçíåé.

Â èãðå, îñíîâàííîé íà ñòðàòåãèè Øòàêåëüáåðãà, îäèí èã-

ðîê ÿâëÿåòñÿ ëèäåðîì, îí äèêòóåò ñâîè óñëîâèÿ äðóãèì èãðî-

êàì. Ïîèùåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ Øòàêåëüáåðãà äëÿ íà-

øåé äè��åðåíöèàëüíîé èãðû

dx

dt
= f(x,H, r) = −x3 −Hx− r, x(0) = x0, t ∈ [0, T ], (1)

ñ âûèãðûøíîé �óíêöèåé èãðîêà ¾�îðîäñêèå ñëóæáû¿ [2, ñ. 115℄:

JH [x0,H, r] =

T∫

0

vH(x,H, r) dt,

vH(x,H, r) = −H − H2

2
− x2

2
,

(2)
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ãäå x� ñìåùåíèå îïîëçíÿ,H = H(t)� èãðîê ¾�îðîäñêèå ñëóæ-

áû¿, r = r(t) � èãðîê ¾Ïðèðîäà¿, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîëèâ-

íûì äîæäÿì. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàì èçâåñòíà ñòðàòåãèÿ èãðî-

êà ¾Ïðèðîäà¿, ò. å. íàì èçâåñòåí ïðîãíîç îñàäêîâ, â òîì ÷èñëå

è ïðîãíîç ëèâíåâûõ äîæäåé r = r∗(t). Îòìåòèì, ÷òî ñî÷èí-

ñêèé �èäðîìåò èìååò òàêèå ïðîãíîçû, ïîñòóïàþùèå èç Ìîñê-

âû, êàê ìèíèìóì çà ñóòêè, à óòî÷íåííûå � çà øåñòü ÷àñîâ. Èã-

ðîê ¾�îðîäñêèå ñëóæáû¿, çíàÿ ýòó ñòðàòåãèþ r∗(t), âûáèðàåò
ñâîþ ñòðàòåãèþ, ñâîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå H∗(t) òàê, ÷òî-
áû ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ âûèãðûøíóþ �óíêöèþ, ò. å. èùåì

�óíêöèþ H∗(t) òàê, ÷òî

H∗(t) = arg max
H(t)

JH
[
x0,H(t), r∗(t)

]
.

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ Øòàêåëüáåðãà èãðîêà ¾�îðîäñêèå

ñëóæáû¿ ðàâíà H∗(t) = −1 − x(t)y(t) [2, 
. 114�115℄, ãäå y(t)
åñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è:





dx

dt
= −x3 + x(1 + yx)− r∗(t),

dy

dt
= x+ y

[
3x2 − 1− yx

]
,

x(0) = x0, y(T ) = 0.

(3)

Áûëè ðàññìîòðåíû ñòðàòåãèè r∗(t) = −t (äîæäü óñèëèâàåò-
ñÿ) è ïðè r∗(t) = t (äîæäü ïðåêðàùàåòñÿ). ×àñòè÷íûå ðåçóëü-
òàòû äàíû íà ðèñ. 1. Õàîòè÷íîå ïîâåäåíèå êðèâûõ ñâÿçàíî ñ

òåì, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè âåëè÷èíû x è y
ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü áîëüøèìè (ñì. ðèñ. 2) è èñïîëüçóåìûé ïàêåò

Dynasys ïëîõî îòðàæàþò ýòó ñèòóàöèþ. Ìû âèäèì, ñðàâíèâàÿ

ñ èãðîé ñ ïðèíÿòèåì ñòðàòåãèè Íýøà [1℄, ÷òî âûáîð ¾áîëåå ðåà-

ëèñòè÷åñêîé¿ ñòðàòåãèè Øòàêåëüáåðãà â ñëó÷àå ìîäåëè îïîëç-

íåâîãî ïðîöåññà (1)�(2) äåìîíñòðèðóåò äîñòàòî÷íî íåïðèÿòíóþ

êàòàñòðî�è÷åñêóþ îáñòàíîâêó äëÿ èãðîêà ¾�îðîäñêèå ñëóæ-

áû¿, à çíà÷èò, è äëÿ íàñåëåíèÿ.
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�èñ. 1. Ïîâåäåíèå ñìåùåíèÿ îïîëçíÿ x(t) ïðè r∗(t) = −t

(äîæäü óñèëèâàåòñÿ) è ïðè r∗(t) = t (äîæäü ïðåêðàùàåòñÿ).

�èñ. 2. Ïðèìåð ðàñ÷åòà êðèâûõ x(t) = y1
è y(t) = y2 ïðè r∗(t) = −t â ïàêåòå R.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêè çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè áîðüáû ñ îïîëçíÿìè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòå-

ìû (3). Î÷åâèäíî, ýòî ïðåäïîëàãàåò ïîäáîð �óíêöèé r∗(t),
àäåêâàòíî îòðàæàþùèõ ñèòóàöèþ ñ ëèâíåâûìè äîæäÿìè. ×èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìàëüíóþ ñòðà-

òåãèþ äëÿ ¾�îðîäñêèõ ñëóæáû¿ (ïðîâåäåíèå ïðîòèâîîïîëçíå-

âûõ ìåðîïðèÿòèé, óñòàíîâêà çàãðàæäåíèé, ëèêâèäàöèÿ ïîñëåä-

ñòâèé è ïð.) ïðè ðàçëè÷íûõ ëèâíåâûõ äîæäÿõ, à òàêæå ïîçâî-

ëÿåò ïðåäñêàçûâàòü îïàñíûå ñèòóàöèè.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

ÊÎÍÊÓ�È�ÓÞÙÈÕ ÏÎÏÓËßÖÈÉ

Ñ ÈÄÅÀËÜÍÛÌ ÑÂÎÁÎÄÍÛÌ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅÌ

1

Ï. À. Çåëåí÷óê

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÈÌÌèÊÍ ÞÔÓ)

Êîíêóðåíòíûå îòíîøåíèÿ � ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé òèï

âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó æèâûìè ñóùåñòâàìè [1℄. Ïðè èçó÷åíèè

êîíêóðåíöèè ìåæäó íåñêîëüêèìè âçàèìîäåéñòâóþùèìè âèäà-

ìè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î èõ ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïðåäå-

ëåíèè, îáóñëîâëåííîì ñòðàòåãèÿìè ïîâåäåíèÿ âèäîâ. Îñîáûé

èíòåðåñ âûçûâàþò ýâîëþöèîííî ñòàáèëüíûå ñòðàòåãèè (ÝÑÑ),

ïðè êîòîðûõ ïîïóëÿöèÿ îáåñïå÷èâàåò ñâîå äîëãîâðåìåííîå ñó-

ùåñòâîâàíèå è íå ìîæåò áûòü âûòåñíåíà ñ àðåàëà ïîïóëÿöèåé

ñ äðóãîé ñòðàòåãèåé [2℄. Îäíèì èç âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè ÝÑÑ

ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîå ñâîáîäíîå ðàñïðåäåëåíèå (ÈÑ�) [3℄, êîãäà

îñîáè ïîïóëÿöèè ðàçìåùàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî äîñòóïíîìó

íà àðåàëå ðåñóðñó [4℄.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõ

êîíêóðèðóþùèõ çà îáùèé ðåñóðñ ïîïóëÿöèé ñ ÈÑ� íà íåîäíî-

ðîäíîì àðåàëå. Ìîäåëü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ñèñòåìû äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (îäíîìåðíàÿ

ìîäåëü äè��óçèè�ðåàêöèè):

∂V1
∂t

= D1V
′′
1 + a1V1p(x)− b11V

2
1 − b12V1V2,

∂V2
∂t

= D2V
′′
2 + a2V2p(x)− b21V1V2 − b22V

2
1 ,

(1)

ãäå D1, D2 � êîý��èöèåíòû äè��óçèè, a1, a2 � êîý��èöè-

åíòû ðîñòà ïîïóëÿöèé V1 è V2 ñîîòâåòñòâåííî. Êîý��èöèåíòû

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ãðàíò

� 25-21-00419.
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b11, b22 îòâå÷àþò çà êîíêóðåíöèþ ìåæäó îñîáÿìè âíóòðè ïîïó-

ëÿöèé, à b12, b21 � çà êîíêóðåíöèþ ìåæäó ïîïóëÿöèÿìè. Ïî-

ëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ p(x) � íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé

íà àðåàëå ðåñóðñ, çà êîòîðûé âåäåòñÿ êîíêóðåíòíàÿ áîðüáà.

Êîîðäèíàòà x ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0,1℄, íà êîíöàõ êîòîðîãî

çàäàþòñÿ òå èëè èíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ñèñòåìà (1) òàêæå

äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé

íà àðåàëå.

Çàìåíîé

t =
τ

a1
, k1 =

D1

a1
, k2 =

D2

a1
, V1 =

a1
b11

U1, V2 =
a2
b22

U2,

γ =
a2
a1
, β1 =

b12
b22

, β2 =
b21
b11

,

ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó

∂U1

∂τ
= k1U

′′
1 + U1

[
p(x)− U1 − β1γU2

]
,

∂U2

∂τ
= k2U

′′
2 + γU2

[
p(x)− β2

γ
U1 − U2

]
.

(2)

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè (k1, k2 < 1)
è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî k2 = εk1, ãäå 0 6 ε 6 1, à òàêæå ñ÷èòàÿ, ÷òî
ïîïóëÿöèè îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó âèäó (ò. å. èõ êîý��èöèåíòû

ðîñòà ðàâíû a1 = a2, γ = 1), ïîëó÷èì

∂U1

∂τ
= k1U

′′
1 + U1

[
p(x)− U1 − β1U2

]
,

∂U2

∂τ
= εk1U

′′
2 + U2

[
p(x)− β2U1 − U2

]
.

(3)

Â îòñóòñòâèè äè��óçèè (k1 = 0) ñèñòåìà (3) èìååò íåóñòîé-
÷èâîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (U1, U2) = (0, 0) è òðè ñòàöèîíàð-
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íûõ ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèõ ÈÑ�

(p, 0), óñòîé÷èâî ïðè β1<1, β2>1, (4)

(0, p), óñòîé÷èâî ïðè β1>1, β2<1, (5)

(
1− β1

1− β1β2
p,

1− β2
1− β1β2

p

)
, óñòîé÷èâî ïðè β1<1, β2<1. (6)

Íàëè÷èå ìàëîé äè��óçèè ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèÿì â ñòà-

öèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (4). Â íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå

(êîãäà íà àðåàëå ñîñóùåñòâóþò îáå ïîïóëÿöèè) ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

U1 =
1− β1
1− β1β2

p+ k1
p′′

p

[
1

1− β1
− εβ1

1− β2

]
,

U2 =
1− β2
1− β1β2

p+ k1
p′′

p

[
ε

1− β2
− β2

1− β1

]
.

(7)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (3) ñ

óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ìîäè�èöè-

ðîâàííûé èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä ñ äèñêðåòèçàöè-

åé íà îñíîâå ñìåùåííûõ ñåòîê. Ñ ïîìîùüþ ðåàëèçîâàííîãî â

ñðåäå MATLAB êîìïëåêñà ïðîãðàìì SPECIES-21, ïðîâåäåíà

ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñòå-

ïåíü âëèÿíèÿ òðåõ êëþ÷åâûõ �àêòîðîâ (íà÷àëüíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé ïîïóëÿöèé, êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè è êîíêóðåíòíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ) íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû.

Â ðàáîòå òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî îò-

êëîíåíèþ ðàñïðåäåëåíèé ïîïóëÿöèé îò ÈÑ� ïðè ìàëûõ âàðè-

àöèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
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ÑÖÅÍÀ�ÈÈ ÌÓËÜÒÈÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÈ

ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎÍÊÓ�È�ÓÞÙÈÕ ÂÈÄÎÂ

1

Ï. À. Çåëåí÷óê

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÈÌÌèÊÍ ÞÔÓ),

Á. Õ. Íãóåí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÈÌÌèÊÍ ÞÔÓ),

Â. �. Öèáóëèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

êîíêóðèðóþùèõ âèäîâ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-

äè��óçèè-àäâåêöèè ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Â ñëó-

÷àå îäíîìåðíîãî àðåàëà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü

çàïèñàíà â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòåé

ui(x, t), x ∈ Ω = [0, a], ïîòîêîâ qi è ëîêàëüíûõ ðåàêöèé fi,
i = 1, . . . ,m [1℄. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé òðåõ ïîïóëÿöèé

(m = 3), i = 1, . . . ,m:

u̇i = −q′i + fi, fi = riuigi, qi = −kiu′i + uiϕ
′
i, (1)

gi = 1− 1

p(x)

m∑

j=1

αijuj , ϕi = ai ln p+

m∑

j=1

bij ln(p+ uj), (2)

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî x, à òî÷êîé � äè�-

�åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t. Â �óíêöèÿõ fi, îïèñûâàþùèõ
ëîêàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, ri åñòü ïàðàìåòð ëèíåéíîãî ðîñòà,

à êîý��èöèåíòû αij õàðàêòåðèçóþò âëèÿíèå âèäà j íà ðîñò

âèäà i, ïðè÷åì αii = 1. Ôóíêöèÿ p(x) > 0 îïèñûâàåò íåðàâ-

íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñà âäîëü àðåàëà. Â âûðàæåíèè

äëÿ ïîòîêîâ qi ïåðâîå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèçóåò äè��óçèþ, à

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ãðàíò
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âòîðîå � îòâå÷àåò çà íàïðàâëåííóþ ìèãðàöèþ (òàêñèñ). Ôóíê-

öèÿ ϕi ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ðàçëè÷íûå
âèäû íàïðàâëåííîé ìèãðàöèè, òàêñèñ íà ðåñóðñ p(x) è ðåàêöèÿ
íà íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå âèäîâ. Ïðè îïðåäåëåíèè ïîòî-

êîâ (1), (2) êîý��èöèåíòû ki, ai, bij (i, j = 1, . . . ,m) ÿâëÿþòñÿ
âåëè÷èíàìè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ äàííûõ.

Ñèñòåìà (1)�(2) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êîëüöåâîì àðåàëå:

ui(0, t) = ui(a, t), qi(0, t) = qi(a, t), p(0) = p(a). (3)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ äëÿ ïëîòíîñòåé âèäîâ:

ui(x, 0) = u0i (x); i = 1, . . . ,m. (4)

Äëÿ çàäà÷è ñ äè��óçèåé è òàêñèñîì èìååò ìåñòî ñëåäóþ-

ùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Äëÿ ñèñòåìû (1)�(4) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

αij = 1, ki = ai +

3∑

j=1

bij , i, j = 1, 2, 3, (5)

êîñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð L1=(ζ1, ζ2, ζ3)
T
ñ êîìïîíåíòàìè

ζ1 = (1− ν)r2u2 + νr3u3, ζ2 = −(1− ν)r1u1, ζ3 = −νr1u1,

è çàäà÷à (1)�(4) èìååò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöè-

îíàðíûõ ðåøåíèé:

u1(x) = θ1p(x), u2(x) = θ2p(x),

u3(x) = (1− θ1 − θ2)p(x), 0 6 θ1 + θ2 6 1.
(6)

Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ki, ai,
bij è αij = 1 èñïîëüçóåò òåîðèþ êîñèììåòðèè Â. È. Þäîâè-

÷à [2℄.
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Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (6)

äàåò äëÿ êàæäîãî âèäà ðàñïðåäåëåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå

�óíêöèè ðåñóðñà p(x). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ èäå-

àëüíîãî ñâîáîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [3℄. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

ëåììà.

Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû (5) çà-

äà÷à (1)�(4) èìååò ðåøåíèå: ui(x, t) = vi(t)p(x), i = 1, 2, 3, ãäå
vi(t) íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

v̇i = rivi

(
1−

3∑

j=1

αijvj

)
, i = 1, 2, 3.

Äëÿ çàäà÷è (1)�(4) âîçìîæíû òàêæå äðóãèå ðåøåíèÿ, óñëî-

âèÿ äëÿ êîòîðûõ ñ�îðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 3. Äëÿ ñèñòåìû (1)�(4) ïðè αij = 1, kirj = kjri,
airj = ajri, bikrj = bjkri, i, j, k = 1, . . . , 3, êîñèììåòðèåé ÿâëÿ-

åòñÿ âåêòîð L2 = (ζ1, ζ2, ζ3)
T
ñ êîìïîíåíòàìè

ζ1 = (1− ν)e
−ϕ1

k1 r2u2 + νe
−ϕ1

k1 r3u3,

ζ2 = −(1− ν)e
−ϕ2

k2 r1u1, ζ3 = −νe−
ϕ3
k3 r1u1.

Ïðè ýòîì (1)�(4) èìååò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöè-

îíàðíûõ ðåøåíèé:

u1(x) = θ1w(x), u2(x) = θ2w(x),

u3(x) =
(
1− θ1 − θ2

)
w(x), 0 6 θ1 + θ2 6 1,

ãäå w(x) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è:

0=

(
k1w

′ − a1w(ln p)
′−

3∑

j=1

b1jw(ln(p+ θjw))
′
)′

+ r1w

(
1− w

p

)
,

w(0) = w(a), w′(0) = w′(a).
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ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß

Â ÇÀÄÀ×Å Î×ÈÑÒÊÈ ÂÎÄÎÅÌÎÂ

ÎÒ Î��ÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÒÕÎÄÎÂ

Ë. Þ. Êàáàíöîâà

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�Ó),

À. È. Ïåòðåíêî

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�Ó)

�àññìîòðèì âîïðîñ î ìèíèìèçàöèè ñóììàðíûõ çàòðàò íà

ïðîâåäåíèå î÷èñòíûõ ðàáîò è óìåíüøåíèè êîíöåíòðàöèè îòõî-

äîâ è äå�èöèòà êèñëîðîäà â òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà

âðåìåíè T . Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

J(u) =

T∫

0

au(t) dt+ x1(T ) + x2(T ) → inf, (1)

{
ẋ1 = −k1x1 − u,

ẋ2 = k1x1 − k2x2,
(2)

{
x1(0) = L0,

x2(0) = D0,
(3)

0 6 u(t) 6 u0, (4)

ãäå a � êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñòîèìîñòü ðàáîò

â åäèíèöó âðåìåíè; k1 � êîý��èöèåíò îòáîðà êèñëîðîäà;

k2 � êîý��èöèåíò ðåàýðàöèè; x1(t) � êîíöåíòðàöèÿ îòõîäîâ;

x2(t) � äå�èöèò êèñëîðîäà; u0� ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îò-
õîäîâ, óäàëåííûõ èç åäèíèöû îáåúìà â åäèíèöó âðåìåíè.

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ðàññìîòðåíû ìàëûå ðåêè ñ áûñòðûì

òå÷åíèåì (k2 = 0.802), çàãðÿçíÿåìûå òîêñè÷åñêèìè âåùåñòâàìè
(k1 = 0.0103).
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Äëÿ çàäà÷è (1)�(4) �óíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H(t, x(t), u(t), λ(t), λ0) =

= −λ0au(t)− λ1(t)(k1x1(t) + u(t)) + λ2(t)(k1x1(t)− k2x2(t)).

Ïóñòü (x̃(·),ũ(·)) � ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å

(1)�(4). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìàêñèìóìà

H
(
t, x̃(t), ũ(t), λ(t), λ0

)
= max

06u(t)6u0
H
(
t, x̃(t), u(t), λ(t), λ0

)
=

=
[
− λ1(t)k1x̃1(t) + λ2(t)k1x̃1(t)− λ2(t)k2x̃2(t)

]
+

+ max
06u(t)6u0

[
− λ0au(t)−λ1(t)u(t)

]
.

Êðàåâàÿ çàäà÷à ïðèíöèïà ìàêñèìóìà èìååò âèä

{
ẋ1 = −k1x1 − ũ,

ẋ2 = k1x1 − k2x2,

{
x1(0) = L0,

x2(0) = D0,

{
λ̇1 = k1λ1 − k1λ2,

λ̇2 = k2λ2,

{
λ1(T ) = −1,

λ2(T ) = −1,

ãäå ũ(t) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ũ(t) =





u0, åñëè − λ0a− λ1(t) > 0,

0, åñëè − λ0a− λ1(t) < 0,

[0, u0], åñëè − λ0a− λ1(t) = 0.

Âîçüìåì a = 0.01; a = 1; a = 6.
1) �àññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà ũ(t) = u0, t ∈ [0, T ], îí âîçìî-

æåí ïðè âûïîëíåíèè íà âñåì îòðåçêå íåðàâåíñòâà −a > λ1(t).
Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, êî-

ãäà a = 0.01.
2) Ñëó÷àé, êîãäà ũ(t) = 0, t ∈ [0, T ], âîçìîæåí ïðè âûïîë-

íåíèè íåðàâåíñòâà −a < λ1(t). Îíî âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà a = 1;
a = 6. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè âûñîêîé ñòîèìîñòè

î÷èñòêè, ñìûñëà â ïðîâåäåíèè ðàáîò íåò.
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3) Ïðè çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà 0.79 6 a < 1 çàäà÷à èìååò
òî÷êó ïåðåêëþ÷åíèÿ

ũ(t) =

{
0, [0, τ ],

u0, [τ, T ].

Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ áûëî ðåøåíî óðàâíåíèå λ1(τ) = −a.
Ïðè a = 0.8, áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå τ = 7.08062, à ïðè a = 0.9
çíà÷åíèå τ = 18.516. Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî ñ óâå-
ëè÷åíèåì êîý��èöèåíòà ñòîèìîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ ñàìî-

î÷èùåíèÿ âîäîåìà.

Áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè îòõîäîâ, äå�èöèòà

êèñëîðîäà è öåëåâîãî �óíêöèîíàëà äëÿ ñëó÷àÿ ñ ïîñòîÿííûì

óïðàâëåíèåì íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå (a = 0.01) è ñëó÷àÿ
ñ ïåðåêëþ÷åíèåì (a = 0.8; a = 0.9). �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû

â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1

Çíà÷åíèÿ x1(t), x2(t), J(u) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ a

Êîý��èöèåíò a Êîíöåíòðàöèÿ Äå�èöèò Ôóíêöèîíàë

îòõîäîâ êèñëîðîäà

0.01 2.38052 0.0317816 2.4273

0.8 2.65015 0.0352896 3.60222

0.9 3.12936 0.041524 3.68767

Àíàëèç çíà÷åíèé ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ñ òî÷êîé ïåðåêëþ-

÷åíèÿ, ïîçäíåå âêëþ÷åíèå óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ

çàãðÿçíåíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñïîñîáñòâóåò ðîñòó äå�èöèòà

êèñëîðîäà è îáùåé ñòîèìîñòè. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ïîñòîÿííîå

óïðàâëåíèå ïðåäîòâðàùàåò äîñòèæåíèå êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé

çàãðÿçíåíèÿ, òåì ñàìûì ìèíèìèçèðóÿ ýêîëîãè÷åñêèé è ýêî-

íîìè÷åñêèé óùåðá. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûì ïîäõîäîì ê

óïðàâëåíèþ âîäíûìè ðåñóðñàìè ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîå óïðàâëå-

íèå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà.
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ÀÍÀËÎ�À ÒÅÎ�ÅÌÛ ÊÅÉÑÈ

1

À. Â. Êîñòèí

(�îññèÿ, Åëàáóãà, ÅÈ ÊÔÓ;

Íàáåðåæíûå ×åëíû, Í×È ÊÔÓ)

Òåîðåìà Êåéñè (â äðóãèõ òðàíñëèòåðàöèÿõ Êåçè èëè Êýçè)

îáîáùàåò òåîðåìó Ïòîëåìåÿ íà ñëó÷àé ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé,

êàñàþùèõñÿ îäíîé �èêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè íà åâêëèäîâîé

ïëîñêîñòè. Âìåñòî äëèí ñòîðîí è äèàãîíàëåé âïèñàííîãî ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà â òåîðåìå Êåéñè áåðóòñÿ äëèíû îòðåçêîâ îáùèõ

êàñàòåëüíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð îêðóæíîñòåé. �èïåðáîëè÷å-

ñêèé àíàëîã òåîðåìû Êåéñè (â äðóãèõ òðàíñëèòåðàöèÿõ Êåçè

èëè Êýçè) äîêàçàí â ðàáîòå Í. Â. Àáðîñèìîâà è Ë. À. Ìè-

êàéûëîâîé [1℄. Èíòåðïðåòàöèè ýòèõ òåîðåì íà ñ�åðàõ ïñåâäî-

åâêëèäîâà è ïñåâäîãèïðåáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâ îïèñàíû â

ðàáîòå [2℄. Â ñòàòüÿõ [3, 4℄ ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ãè-

ïåðáîëè÷åñêèõ âåðñèé òåîðåì Ïòîëåìåÿ è Êåéñè. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî àíàëîãà

òåîðåìû Êåéñè íà ñëó÷àé îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ äâóõ âåò-

âåé ýêâèäèñòàíòû.

Åñëè äâå îêðóæíîñòè îäíîòèïíî êàñàþòñÿ îäíîé âåòâè ýê-

âèäèñòàíòû, èëè ïî-ðàçíîìó êàñàþòñÿ ðàçíûõ âåòâåé, òî ó íèõ

áåðåòñÿ îòðåçîê îáùåé âíåøíåé êàñàòåëüíîé. Åñëè æå îêðóæ-

íîñòè îäèíàêîâûì îáðàçîì êàñàþòñÿ ðàçíûõ âåòâåé ýêâèäè-

ñòàíòû, èëè ïî-ðàçíîìó êàñàþòñÿ îäíîé âåòâè, òî ó òàêèõ ïàð

îêðóæíîñòåé áåðåòñÿ îòðåçîê îáùåé âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé.

�àññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå êîí�èãóðàöèè îêðóæíîñòåé,

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå îáùèå êàñàòåëüíûå îïðåäåëåíû. Ïðè-

âåäåì îäèí èç âàðèàíòîâ îáîáùåíèÿ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé Ï�ÈÎ�ÈÒÅÒ 2030

Êàçàíñêîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü îêðóæíîñòè ω1, ω2 êàñàþòñÿ îäíîé âåò-

âè ýêâèäèñòàíòû, à îêðóæíîñòè ω3, ω4 êàñàþòñÿ äðóãîé âåòâè

ýêâèäèñòàíòû íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé ïðÿìîé íà ãèïåðáî-

ëè÷åñêîé ïëîñêîñòè êðèâèçíû K = −1. Ïóñòü tij = tji � äëè-

íà îòðåçêà îáùåé êàñàòåëüíîé ïàðû îêðóæíîñòåé ωi, ωj . Òîãäà
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 sh2
t12
2

ch2
t13
2

ch2
t14
2

sh2
t21
2

0 ch2
t23
2

ch2
t24
2

ch2
t31
2

ch2
t32
2

0 sh2
t34
2

ch2
t41
2

ch2
t42
2

sh2
t43
2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.
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1

À. Â. Êîñòèí

(�îññèÿ, Åëàáóãà, ÅÈ ÊÔÓ;

Íàáåðåæíûå ×åëíû, Í×È ÊÔÓ),

Ñ. È. Ôàòòàõîâ

(�îññèÿ, Åëàáóãà, ÅÈ ÊÔÓ)

Ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèðîâàíèÿ îðèñ�åð íà �èêñèðîâàííóþ

îðèñ�åðó ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü ìíîãîîáðàçèÿ îðèñ�åð, èç

êîòîðîãî èñêëþ÷åí îäèí ïó÷îê îðèñ�åð.

Ïðîåêöèè âñåõ ñ�åð âî âíóòðåííåé ãåîìåòðèè îðèñ�åðû ÿâ-

ëÿþòñÿ êðóãàìè, è â îäèí êðóã îòîáðàæàëîñü îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ�åð [1℄. Çàäà÷è òàêîãî òèïà ñâÿçàíû ñ çàäà-

÷åé î òåíè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî [2�4℄. Â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèå íà �èêñèðîâàííóþ îðè-

ñ�åðó èç íåêîòîðîãî êîíöåíòðè÷åñêîãî ïó÷êà âñåõ îðèñ�åð,

íå ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó ïó÷êó. Ïðè òàêîì ïðîåêòèðîâàíèè

ó êàæäîé îðèñ�åðû áóäåò ñâîÿ ïðîåêöèÿ, è ïî ïðîåêöèè îðè-

ãèíàë áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî. Â ìíîãîîáðàçèå îðèñ�åð

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ïîëóðèìàíîâó ìåòðèêó.

Â êà÷åñòâå �èêñèðîâàííîé îðèñ�åðû âîçüìåì îðèñ�åðó Ω0,

çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì z = 1 â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåì

åâêëèäîâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé

ds2 =
dx2 + dy2 + dz2

z2
.

Íà îðèñ�åðå z = 1 èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà ïðèìåò âèä

ds2 = dx2 + dy2.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé Ï�ÈÎ�ÈÒÅÒ-2030

Êàçàíñêîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.
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Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîñòî îïðåäåëèòü ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðè-

ñòèêè îáðàçà ïðîèçâîëüíîé îðèñ�åðû.

Äëÿ ïðèìåðà ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü äëÿ îðèñ�åðû, íàõî-

äÿùåéñÿ âíå îðèøàðà ñ ãðàíèöåé Ω0. Ïóñòü îðèñ�åðà Ω óäàëå-

íà îò îðèñ�åðû Ω0 íà ðàññòîÿíèå t. �àññìîòðèì ñå÷åíèå, ïðî-

õîäÿùåå ÷åðåç îáùóþ îñü îðèñ�åð Ω0 è Ω. Â ñå÷åíèå èìååì

åâêëèäîâó îêðóæíîñòü ω, êàñàþùóþñÿ ïðÿìîé èç ïëîñêîñòè

z = 0, áåç ñàìîé òî÷êè êàñàíèÿ. Ñå÷åíèåì îðèñ�åðû Ω0, íà êî-

òîðóþ ïðîåêòèðóåòñÿ îðèñ�åðà Ω, áóäåò ïðÿìàÿ ω0 ïëîñêîñòè

z = 1. È îêðóæíîñòü ω, è ïðÿìàÿ ω0 
 òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåò-

ðèè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿþòñÿ îðèöèêëàìè. Ñàìóþ âåðõíþþ òî÷-

êó îêðóæíîñòè ω îáîçíà÷èì ÷åðåç N . �àññòîÿíèå îò òî÷êè N ñ

àïïëèêàòîé z äî îðèñ�åðû Ω0 íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t =

1∫

z

dz

z
= ln |z|

∣∣∣∣
1

z

= − ln z = ln z−1, z = e−t.

Ñîîòâåòñòâåííî, äèàìåòð åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè â ñå÷åíèè, à,

çíà÷èò, è ñ�åðû, ìîäåëèðóþùåé îðèñ�åðó Ω, áóäåò ðàâíÿòü-

ñÿ e−t.
Îðèñ�åðà, óäàëåííàÿ îò îðèñ�åðû z = 1 íà ðàññòîÿíèå t,

ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íà ýòó îðèñ�åðó áóäåò èçîáðàæàòüñÿ êðó-

ãîì äèàìåòðà e−t âî âíóòðåííåé ãåîìåòðèè îðèñ�åðû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñâÿçîê ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ âîçíèêà-

þò ñâÿçè ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé âåðñèåé çàäà÷è îá îñâåùåíèè [5℄.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê îñâåùàåò íà âñåõ

îðèñ�åðàõ, íåñîáñòâåííûå öåíòðû êîòîðûõ íå ñîâïàäàþò ñ öåí-

òðîì ýòîãî ïó÷êà, êðóãè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.
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ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÀß Ï�È �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ×

ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈ Â ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉ Ñ�ÅÄÅ

ÌÅÒÎÄÎÌ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ

Ä. �. Ëåêîìöåâ

(�îññèÿ, Îðåë, Î�Ó èì. È. Ñ. Òóðãåíåâà)

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè çàäà÷è �èëüòðàöèè ê ñêâàæèíå â èçîòðîïíîì è àíè-

çîòðîïíîì ãðóíòå òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) [1�2℄. Êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè

çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ÑËÀÓ ìîãóò ñóùåñòâåí-

íûì îáðàçîì ïîâëèÿòü íà ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåñ-

ñà �èëüòðàöèè. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî êîìïîíåíòû

òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè àíèçîòðîïíîé ñðåäû áóäóò âëèÿòü íà

ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû. Ýòî âëèÿíèå áóäåì ó÷èòûâàòü ÷åðåç

êîý��èöèåíòû α = K22
K11

, β = K12+K21
2K11

.

Èçâåñòíî [3�6℄, ÷òî ðàñìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó âîçìîæíî ðå-

øèòü ïóòåì åå ñâåäåíèÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ è èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, îò êîòîðûõ âîçìîæíî

ïåðåéòè ê ñèñòåìå n + 1 ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé:

fj + 2
n∑

j=1, j 6=i
fjΩji∆lj = 2

[
α′
Πi −QΦCi

]
, i = 1, n.

Çäåñü

Ωij = − 1

2π

[(
Vξ

√
D(KA)√
D(KS)

− Vη

)
ξ′1j(θj)+

+

(
Vη

√
D(KA)√
D(KS)

+ Vξ

)
η′1j(θj)

]
,
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Vξ =
ξ1i − ξ1j

(ξ1i − ξ1j)2 + (η1i − η1j)2
,

Vη =
η1i − η1j

(ξ1i − ξ1j)2 + (η1i − η1j)2
,

D(KS) = K11K22 −
(K12 +K21)

2

4
,

D(KA) =
(K12 −K21)

2

4
.

n∑

j=1

fjΩ∗j∆lj = C +
Q

2π
√
D(KS)

ln
(
RC
√

1− |µ0|2
)
.

Çäåñü

Ω∗j = − 1

2π

[(
Vξ

√
D(KA)√
D(KS)

− Vη

)
ξ′1j(θj)+

+

(
Vη

√
D(KA)√
D(KS)

+ Vξ

)
η′1j(θj)

]
,

Vξ =
ξ10 − ξ1j

(ξ10 − ξ1j)2 + (η10 − η1j)2
,

Vη =
η10 − η1j

(ξ10 − ξ1j)2 + (η10 − η1j)2
.

�åøåíèå êîíêðåòíûõ çàäà÷ ýòîãî òèïà [3�6℄ ìîæåò íàòîëê-

íóòüñÿ íà ðàçëè÷íûå òðóäíîñòè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð òåïëîâîé êàðòû, ñîñòàâëåííîé èç

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïðè êîíêðåòíîì çíà÷åíèè êîý��èöèåíòîâ

α è β. Íà íåì õîðîøî âèäíî, ÷òî â ìàòðèöå õîðîøî âûðàæåíà

äèàãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì èñïîëüçî-

âàíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ [7℄.
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�èñ. 1. Òåïëîâàÿ êàðòà ìàòðèöû, âîçíèêàþùåé ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è î äåáèòå ñêâàæèíû â àíèçîòðîïíîé ñðåäå ìåòîäîì

äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé ïðè α = 10 è β = 3.
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ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß

ÑÎÑÒÀÂÍÛÕ ÏÎ�ÈÑÒÛÕ ÒÅË

Ñ. À. Íåñòåðîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ïîðèñòûå ìàòåðèàëû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ òåõíèêè, òàê êàê ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü ìàññó èç-

äåëèé, óñèëèòü èõ òåïëîèçîëÿöèîííûå è çâóêîèçîëÿöèîííûå

ñâîéñòâà ïðè âûñîêèõ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ. Äëÿ

îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ, â

çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ â ïîðàõ æèäêîñòè ñóùåñòâóåò äâå

ãðóïïû òåîðèé. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèå óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ

ñ ïóñòîòàìè, ñâîáîäíûìè îò æèäêîñòè, ïðèìåíÿåòñÿ ìèêðî-

äèëàòàöèîííîé òåîðèÿ óïðóãîñòè Êîâèíà � Íóíçèàòî [1, 2℄, ïå-

ðåìåííûìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîð ñìåùåíèÿ ñðåäû è ïîðè-

ñòîñòü. Äëÿ îïèñàíèÿ íàñûùåííûõ æèäêîñòüþ ïîðèñòûõ òâåð-

äûõ òåë ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ ìîäåëè Áèî [3℄, ïåðåìåííûìè â êî-

òîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîð ñìåùåíèÿ ñðåäû è ïîðîâîå äàâëåíèå. Â

íàñòîÿùèé ìîìåíò îïóáëèêîâàíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî àíà-

ëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ äå�îðìèðîâàíèÿ îäíîðîäíûõ ïî-

ðèñòûõ òåë íà îñíîâå ìîäåëåé Êîóèíà � Íóíçèàòî. Îäíàêî

çàäà÷è äå�îðìèðîâàíèÿ ñîñòàâíûõ óïðóãèõ òåë ñ ïóñòûìè ïî-

ðàìè îñòàþòñÿ íåèññëåäîâàííûìè. Êðîìå òîãî, äëÿ íàñûùåí-

íûõ æèäêîñòüþ ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ â ñëó÷àå âëèÿíèÿ ìèê-

ðîñòðóêòóðû ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ ìàñøòàáíûå ý��åêòû [4, 5℄,

ïðîÿâëÿþùèåñÿ â çàâèñèìîñòè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Äëÿ

îïèñàíèÿ ìàñøòàáíûõ ý��åêòîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òåî-

ðèþ ãðàäèåíòíîé ïîðîóïðóãîñòè, îáîáùàþùóþ ìîäåëü Áèî, ïó-

òåì ó÷åòà â �óíêöèîíàëå ýíåðãèè ãðàäèåíòîâ âòîðîãî ïîðÿä-

êà. Îäíàêî ñóùåñòâóþùèå ãðàäèåíòíûå ìîäåëè ïîðîóïðóãî-

ñòè [6℄ ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî íåêëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,

êîòîðûå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ,
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êàê ïðàâèëî, òîëüêî ìåõàíè÷åñêîå íàãðóæåíèå îäíîðîäíûõ ïî-

ðèñòûõ òåë.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ î

äå�îðìèðîâàíèè ñîñòàâíûõ ïîðèñòûõ òåë, êàê ñ ïóñòûìè ïîðà-

ìè íà îñíîâå ìîäåëè Êîóèíà � Íóíçèàòî, òàê è íàñûùåííûìè

æèäêîñòüþ ïîðàìè, íà îñíîâå ïðèêëàäíîé ìîäåëè ãðàäèåíòíîé

ïîðîóïðóãîñòè. Â ïåðâîé ñåðèè çàäà÷ íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà Ëàãðàíæà è ìîäåëè Êîóèíà � Íóíçèàòî èññëåäó-

åòñÿ äå�îðìèðîâàíèå ñîñòàâíûõ óïðóãèõ òåë (ñòåðæíÿ, áàëêè

è öèëèíäðà) ñ ïóñòûìè ïîðàìè ïðè íåèäåàëüíîì êîíòàêòå â

îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ. Â õîäå îáåçðàçìåðèâàíèÿ çàäà÷ ââåäåíû

òðè ìàëûõ ïàðàìåòðà � ïàðàìåòð ñâÿçàííîñòè, ìàñøòàáíûé

ïàðàìåòð è ìîäóëü ïîâåðõíîñòíîé óïðóãîñòè. Ïîëó÷åíû òî÷-

íûå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

�óíêöèè ïîðèñòîñòè, ñìåùåíèé, êëàññè÷åñêèõ è íåêëàññè÷å-

ñêèõ íàïðÿæåíèè. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ âûÿñíåíî, ÷òî: ñ óâå-

ëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ñâÿçàííîñòè ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ïî-

ðèñòîñòè è ñìåùåíèé; ñ óâåëè÷åíèåì ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà

ïðîèñõîäèò áîëåå ïëàâíîå èçìåíåíèå �óíêöèè ïîðèñòîñòè â îá-

ëàñòè êîíòàêòà; ïðè íåèäåàëüíîì êîíòàêòå �óíêöèÿ ïîðèñòî-

ñòè äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ,

à çàòåì áûñòðî óáûâàåò; êëàññè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ è èçãèáà-

þùèé ìîìåíò ïðèíèìàþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå, êàê â ðàìêàõ

êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, òàê è â ìèêðî-äèëàòàöèîííîé

òåîðèè; íåêëàññè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ áëèçêè ê íóëþ, îäíàêî,

â îáëàñòè êîíòàêòà ëèáî ïðèíèìàþò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå

â ñëó÷àå èäåàëüíîãî êîíòàêòà ëèáî èñïûòûâàþò ñêà÷îê ïðè

íåèäåàëüíîì êîíòàêòå.

Âî âòîðîé ñåðèè çàäà÷ íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöè-

ïà Ëàãðàíæà è ãðàäèåíòíîé ìîäåëè ïîðîóïðóãîñòè èññëåäó-

åòñÿ äå�îðìèðîâàíèå ñîñòàâíûõ íàñûùåííûõ æèäêîñòüþ ïî-

ðèñòûõ òåë (ñòåðæíÿ è òðóáû) ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà ïîðîâî-

ãî äàâëåíèÿ. Â âûðàæåíèÿõ äëÿ ïëîòíîñòè ïîëíîé âíóòðåííåé

ýíåðãèè æèäêîñòè è ïëîòíîñòè ýíåðãèè äå�îðìàöèè òâåðäîãî
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êàðêàñà ó÷èòûâàþòñÿ ãðàäèåíòû ïîðîâîãî äàâëåíèÿ è ïåðåìå-

ùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî, à â îïðåäåëÿþùèå ñî-

îòíîøåíèÿ äàííîé ìîäåëè ââîäÿòñÿ äâà ìàñøòàáíûõ ïàðàìåò-

ðà � �èëüòðàöèîííûé è ìåõàíè÷åñêèé. �åøåíèå çàäà÷è íåñâÿ-

çàííîé ïîðîóïðóãîñòè ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ

çàäà÷ ãðàäèåíòíîé �èëüòðàöèè è ãðàäèåíòíîé òåîðèè óïðóãî-

ñòè ñ ìàññîâûìè ñèëàìè. Âûïîëíåíî îáåçðàçìåðèâàíèå çàäà÷

è ïîëó÷åíî èõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ

îáíàðóæåíû ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ óâåëè÷åíèåì �èëüòðàöèîí-

íîãî ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà: óìåíüøåíèå çíà÷åíèé ïîðîâîãî

äàâëåíèÿ è ñìåùåíèé; áîëåå ïëàâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðîâîãî

äàâëåíèÿ â îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ; óâåëè÷åíèå ïèêîâîãî çíà÷å-

íèÿ ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà â îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ. Êðîìå òîãî,

îáíàðóæåíû ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ óâåëè÷åíèåì ìåõàíè÷åñêî-

ãî ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà: óìåíüøåíèå ñìåùåíèé è èõ áîëåå

ïëàâíîå èçìåíåíèå â îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ; óâåëè÷åíèå ïèêîâîãî

çíà÷åíèÿ ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ.
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Ñ. Å. Íîñîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, ��ÓÍè� èì. È. Ì. �óáêèíà)

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëÿ

ãåîìàãíèòíûõ àíîìàëèé. Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû äèêòóåòñÿ íåîá-

õîäèìîñòüþ òî÷íîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ áóðîâîãî îáîðóäîâàíèÿ

â ìàññèâå ãîðíîé ïîðîäû ïî ðàñ÷åòíîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ. �à-

íåå òàêèå ðàñ÷åòû çàêàçûâàëèñü â Âåëèêîáðèòàíèè.

�åîìàãíèòíîå ïîëå â çàäàííîé òî÷êå åñòü ñóììà òðåõ ñîñòàâ-

ëÿþùèõ: Bm � ãëàâíîå ïîëå, ðàñ÷èòûâàåìîå ïî ìîäåëè �àóññà

(ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè), Bc � ìàãíåòèçì ãîðíûõ ïîðîä (íåèçìåí-

íîå) è Bd � âîçìóùåííîå ïîëå (åñòü ìåòîäèêè åãî èñêëþ÷åíèÿ

èç ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé).

Ñóùåñòâóþùàÿ àïïàðàòóðà èçìåðÿåò ìîäóëü ïîëÿ ìàãíèò-

íîé èíäóêöèè [1℄, ÷òî íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü Bc âû÷èòàíèåì.

Â [2℄ ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå óïðîùàþùèå ãèïîòåçû è êðàò-

êî îïèñàíî ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ó÷èòûâàÿ èõ ñîìíèòåëüíîñòü ïðèíÿòûõ ãèïîòåç (ïîòåíöèàëü-

íîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ), àâòîð ïðîâåë àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç

è ïîêàçàë, ÷òî ãèïîòåçû âûïîëíÿþòñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé îêàçàëàñü ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé, êî-

òîðóþ óäàëîñü ðåøèòü èñïîëüçîâàíèåì áûñòðûõ àëãîðèòìîâ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [3℄. Íàèáîëåå ý��åêòèâíûìè îêàçàëèñü

ñòàíäàðòíûå ðåàëèçàöèè áèáëèîòåê [4℄. Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçî-

âàëèñü äàííûå ïîBm [5℄ è [6℄. �åçóëüòàòîì ïðîâåäåííîé ðàáîòû

áûëî ñîçäàíèå àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî ïðîâåñòè ðàñ÷åòû çà

10�15 ìèí íà íîóòáóêå, êîòîðûå â Âåëèêîáðèòàíèè ïðîâîäèëè

çà íåñêîëüêî ñóòîê íà êëàñòåðå.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ êîììåð÷åñêîãî ïðîåêòà.
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ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÎËÍ

COVID-19

1

À. Þ. Ïåðåâàðþõà

(�îññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÑÏá ÔÈÖ �ÀÍ)

Â äîêëàäå ïðåäñòàâèì ðàçâèòèå ìåòîäà �îðìèðîâàíèÿ ãè-

áðèäíîé ìîäåëè âîëí çàðàæåíèé COVID-19 ñ ó÷åòîì ýâîëþöèè

âèðóñà è ïîÿâëåíèÿ íîâûõ øòàììîâ, èìïóëüñíî ìåíÿþùèõ ýïè-

äåìè÷åñêèé ñöåíàðèé. Íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä âêëþ÷åíèÿ â ìî-

äåëü âîçìóùåííîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà [0, 1] σ ðå-

ïðîäóêòèâíîãî çàïàçäûâàíèÿ x(t−τ×σ) êàê ñïîñîá ðàçíîîáðà-
çèòü âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè, íî íå ðàñøèðÿÿ ñòðóêòó-

ðó. Âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè âåëè÷èíû τ ñ íåïîñðåäñòâåííîé
ïîïóëÿöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé îòêðûò, τ � ýòî àãðåãèðîâàí-

íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðîöåññîâ è ñëîæåííàÿ èç ðàçíûõ ÿâëåíèé.

Ìîäè�èêàöèè ìîäåëåé ñ çàïàçäûâàíèåì ïðåäñòàâëÿþò çíà÷è-

ìîñòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåäêèõ ñöåíàðèåâ ïîïóëÿöèîííîé äè-

íàìèêè, êîòîðûå îòíîñèì ê òèïó ýêñòðåìàëüíûõ [1℄.

Â ïðåäëîæåííîé íàìè ìîäåëè ïîëó÷åí âàðèàíò ðàçðóøå-

íèÿ êîëåáàíèé áåç íåîáõîäèìîñòè äàëüíåéøåãî óâåëè÷åíèÿ r,
H = 1/3K :

dN

dt
= rN

(
1− N(t− τ × σ)

K

)(
H −N(t− γ)

)
, γ < τ. (1)

Ìîäåëü áûëà îñíîâàíà íà íàøåé èäåå, ÷òî äëÿ ìåõàíèçìîâ êîí-

òðîëÿ èìååò çíà÷åíèå ïåðåõîä N(t− γ) ÷åðåç ïðåäêðèòè÷åñêèé
ïîðîã H. Âåëè÷èíà H òðàêòîâàëîñü êàê ìÿãêîå ïîðîãîâîå ñî-

ñòîÿíèå ¾ïðåäíàñûùåíèÿ¿ ñðåäû, êîãäà ïðè N(t) → H+ǫ ïîïó-
ëÿöèÿ âñåëåíöà óæå íà÷èíàåò ðàçðóøèòåëüíî âîçäåéñòâîâàòü

íà ñðåäó [2℄. Â ñöåíàðèè íà äèíàìèêó èíâàçèîííîãî ïðîöåññà

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ áþäæåòíîé òåìû ÑÏá ÔÈÖ �ÀÍ

FFZF-2025-0006.
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îêàçûâàåò âëèÿíèå îòêëîíåíèå [H−N(t−γ)], ïðèòîì âåëè÷èíà

îòêëîíåíèÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëü-

íîé. Â èììóíîëîãè÷åñêîé òðàêòîâêå ïðè òàêîé âèðóñíîé íà-

ãðóçêå îðãàíèçì ÷åðåç íåáîëüøîé èíòåðâàë çàäåðæêè ñòàëêè-

âàåòñÿ îïàñíûìè ñèìïòîìàìè. Ìîäåëü îïèñàëà âû÷èñëèòåëü-

íûé ñöåíàðèé ñ âûáðîñîì òðàåêòîðèè èç îêðåñòíîñòè öèêëà.

Ïîñëå îáðàçîâàíèÿ êîëåáàíèé ïðè ïðåâûøåíèè çíà÷åíèÿ â ìî-

ìåíò maxN∗(tmax; rτγ) ïðåäåëüíîãî [1℄ äëÿ ýêîñèñòåìû óðîâíÿ

òðàåêòîðèÿ äàëåå N(t) → ∞ ñ îñòàíîâêîé ðàñ÷åòîâ. B ìîäåëè

ðåëàêñàöèîííûé öèêë îêàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíûì ðåæèìîì ñóùå-

ñòâîâàíèÿ, à îáðàçîâàíèå íåîãðàíè÷åííîé òðàåêòîðèè îöåíåíî

íàìè êàê êàòàñòðî�è÷åñêàÿ äèíàìèêà.

Èñïîëüçóåì â íîâîé �îðìå ìîäåëè âìåñòî êâàäðàòè÷íîé çà-

âèñèìîñòè ëîãàðè�ìè÷åñêóþ �îðìó ðåãóëÿöèè. B òàêîì âàðè-

àíòå óðàâíåíèÿ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì áèîòè÷åñêîé ñðåäû äî-

ïîëíåíèå ìîäåëè �àêòîðîì ïðîòèâîäåéñòâèÿ ñ îòäåëüíûì çà-

ïàçäûâàíèåì èçìåíèò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ:

dN

dt
= r ln

(
K

N(t− τ)

)
− QN(t− ν). (2)

Îïðåäåëèì òàêîå çàïàçäûâàíèå àäàïòàöèîííûì ν è áóäåì îò-

ëè÷àòü åãî îò �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ðåãóëÿöèîííîãî τ èç óðàâ-
íåíèé Xàò÷èíñîía èëè Hèêîëñîía. Äëÿ f(N) = rN ln(K/N) îð-
äèíàòà òî÷êè ïåðåãèáà Np íà êðèâîé ðåøåíèÿ Ṅ = f(N) ëåæèò
íèæå K/2, òàê êàê f ′(Np) = 0, Np = K/e. Â äàííîé ìîäè�èêà-

öèè ìû èñïîëüçóåì â îáîçíà÷åíèå K [2℄, òàê êàê äîñòèæåíèå

óðîâíÿ ìîæåò áûòü êðàòêîâðåìåííûì ïðè áîëüøèõ r. Â âû÷èñ-

ëèòåëüíîì ñöåíàðèè íàáëþäàåòñÿ ãèáåëü ïîïóëÿöèè àãðåññèâ-

íîãî âñåëåíöà ïîñëå äâóõ ìàêñèìóìîâ îñöèëëÿöèé. Ïðè óìåíü-

øåíèè r òðàåêòîðèÿ äåìîíñòðèðóåò îáû÷íûå ãàðìîíè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ N∗(t; τr). Óñîâåðøåíñòâóåì (1) ñ âêëþ÷åíèåì íåëè-

íåéíîñòè F (N) = −QNk(t − ν), τ > ν, ÷òî îáîñíîâàíî ñèòóà-

öèåé, êîãäà òåêóùåå âîçäåéñòâèå ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðåäøå-

ñòâóþùèì ñîñòîÿíèåì ïîïóëÿöèè.
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Ïðèìåíåíèå ìîäåëè âîçìîæíî äëÿ àíàëèçà ýïèäåìè÷åñêèõ

âîëí COVID. �àñìîòðèì ïóëüñèðóþùèé ýïèäåìè÷åñêèé ïðî-

öåññ, êîòîðûé ñâîéñòâåíåí áûñòðî ìóòèðóþùåìó êîðîíàâè-

ðóñó. 12 âîëí çàáîëåâàåìîñòè îáðàçîâàëîñü â õîäå ýïèäåìèè

â Áåëüãèè. Â 2024 ã. àêòèâíîñòü ëèíèè JN.1�KP.3 íàðóøèëà

òðåíä çàòóõàíèÿ. Ïðè ðîñòå ÷èñëà ïåðåáîëåâøèõ �îðìèðóåòñÿ

ïîïóëÿöèîííûé èììóíèòåò, íî ñëó÷àéíûå ìóòàöèè ñ íåñëó÷àé-

íûì îòáîðîì âåäóò ê îáðàçîâàíèþ âåòâåé ýâîëþöèè êîíêóðè-

ðóþùèõ øòàììîâ âèðóñà. Ìîìåíò àêòèâàöèè íîâîãî øòàììà

âåðîÿòíîñòíî âàðèàòèâåí [τ1, τ1+∆]. C ó÷åòîì ñòîõàñòè÷åñêîãî

âîçìóùåíèÿ τ1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé γ â äèàïàçîíå γ(ω) ∈ [1, 2]
îïèøåì ñ âîçìóùåííûì ðàâíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé çà-

ïàçäûâàíèåì (t−τ1γ) âîëí ýïèäåìèè ïðè ñìåíå äîìèíèðóþùå-
ãî øòàììà:





dY

dt
= R2Y (t) exp(−ςY (t− γτ))− ε

√
(J −N(t− τ))2,

dN

dt
=R1N(t) ln

(
K

N(t−τγ)

)
− δN2(t−τ1γ)

(J−Y (t))2
− ϕY (t),

δ > q, γ(ω) ∈ [1, 2].

(3)

Â ñèñòåìå (3) ó÷òåí ý��åêò áîðüáû øòàììîâ ïðè ýâîëþöèè íà

óêëîíåíèå îò ñâÿçûâàíèÿ ñ àíòèòåëàìè. Ïðè Y (0) < J < K

N(t) → 0 + ǫ ïðîèñõîäèò ñìåíà õàðàêòåðèñòèê îñöèëëÿöèîííî-

ãî ðåæèìà. Ïîëîæåíèå ýêñòðåìóìîâ êîëåáàíèé N(t) → N∗(t),
maxN∗(t) < J , minN∗(t) çàâèñèò îò âîçìóùåíèÿ çàïàçäûâà-

íèÿ. Ôîðìèðîâàíèå èììóíîãî îòâåòà âàêöèíàöèåé íà îòäèí

èç áåëêîâ ñòàëî �àêòîðîì ýâîëþöèîííîãî îòîáîðà øòàììîâ

è òàê ïîääåðæèâàåò ðàçíîîáðàçèå. Îáðàçîâàíèå äîìèíèðóþ-

ùèõ øòàììîâ ïðåäñòàâëÿåò íå ïîëíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèé âåò-

âÿùèéñÿ ïðîöåññ [3℄. Ýâîëþöèÿ êîðîíàâèðóñà íå îèñûâàåòñÿ

âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè. Oñíîâíàÿ ïðîáëåìà â íåïðåäñêàçó-

åìîì ïîÿâëåíèè øòàììîâ ñ áîëüøèì íàáîðîì íîâûõ ìóòàöèé,

íî íå âñå èç ìóòàöèé óëó÷øàþò àäàïòàöèþ âèðóñà, òàê êàê âè-

ðóñó íåîáõîäèìî óêëîíÿòüñÿ îò íàêîïëåííûõ àíòèòåë.
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Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

ÀÝ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈ, �ÅØÅÍÈß ÊÎÒÎ�ÛÕ
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À. À. �àäèîíîâ
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Ïðè àíàëèçå çàäà÷ àýðîãèäðîäèíàìèêè [1℄ ïðè ïîìîùè ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ìîãóò âîçíèêàòü ðàñõîäÿùèåñÿ ðåøåíèÿ, êî-

òîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñâÿçàíû íå ñ íåäîñòàòêàìè ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ, à îáóñëîâëèâàþòñÿ �èçè÷åñêèìè ïðè÷èíàìè

è íåëèíåéíîñòÿìè èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Â ðàáîòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð òàêîãî ñëó÷àÿ, âîçíèêàþùèé ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè çàäà÷è î ðàâíîâåñèè ñòîëáà ñëàáîñæèìàåìîé àòìî-

ñ�åðû, äëÿ êîòîðîãî â óïðîùåííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàñ-

õîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Àíàëèç ýòîãî ñëó÷àÿ ïîêàçû-

âàåò, ÷òî â ðåøåíèÿõ âîçíèêàþò îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ íå

îïðåäåëåíû ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè èëè ïî ïðîñòðàí-

ñòâó [2, 3℄. �àñïîëîæåíèå è ñàìî âîçíèêíîâåíèå ýòèõ îñîáûõ

òî÷åê çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷òî äåëàåò

èõ ïîäâèæíûìè îñîáûìè òî÷êàìè.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé,

èäåíòè�èöèðóþùèé âîçíèêíîâåíèå îñîáîé òî÷êè, óòî÷íÿþùèé

âû÷èñëåíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáîé òî÷êå è èñêëþ÷àþùèé

âîçíèêíîâåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îñîáîé òî÷êîé.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñêâîçíûì îáðàçîì, áåç

ïðåðûâàíèÿ íà îáðàáîòêó îñîáîé òî÷êè. Ýòîò àëãîðèòì îñíî-

âûâàåòñÿ íà àíàëèçå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â

óïðîùåííîì ñëó÷àå, íî ó÷èòûâàþùåãî âëèÿíèå íåëèíåéíîñòåé

èñõîäíûõ óðàâíåíèé.



�àäèîíîâ À. À. 187

Ëèòåðàòóðà

1. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëè�øèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà. Ò. VI:

�èäðîäèíàìèêà.�Ì.: Íàóêà, ãë. ðåä. �èç.-ìàò. ëèò-ðû, 1988.�736 ñ.

2. �àäèîíîâ À. À.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ ñòîëáà ñæèìàåìîé

àòìîñ�åðû. ×àñòü 1: Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû // Èçâ.

âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè.�2022.�� 3.�Ñ. 79�90. DOI:

10.18522/1026-2237-2022-3-79-90.

3. �àäèîíîâ À. À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ ñòîëáà ñæèìà-

åìîé àòìîñ�åðû. ×àñòü 3: Íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ // Èçâ. âóçîâ.

Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè.�2023.� � 1.�Ñ. 112�119. DOI:

10.18522/1026-2237-2023-1-112-119.



ÈÇÌÅÍ×ÈÂÎÑÒÜ ÈÍÄÅÊÑÎÂ NDVI

ÄËß Ó�ÁÀÍÈÇÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÒÅ��ÈÒÎ�ÈÈ

�ÅÑÏÓÁËÈÊÈ ÑÅÂÅ�ÍÀß ÎÑÅÒÈß-ÀËÀÍÈß

À. À. �àäèîíîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Â. Þ. Òèì÷åíêî

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Íà ðàâíèííîé ÷àñòè �åñïóáëèêè Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-Àëàíèÿ

è â ïðåäãîðüÿõ ðàñïîëîæåíû íàèáîëåå êðóïíûå íàñåëåííûå

ïóíêòû � ãîðîäñêîé îêðóã Âëàäèêàâêàç (ïëîùàäü 291 êì

2
),

5 ãîðîäîâ è ñâûøå 200 íàñåëåííûõ ïóíêòîâ ãîðîäñêîãî è ñåëü-

ñêîãî òèïà. Äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðà-

ìåòðîâ ìíîãîëåòíåé èçìåí÷èâîñòè ðàñòèòåëüíîãî ïîêðîâà çà

ïåðèîä 2000�2023 ãã. â çàñåëåííûõ è óðáàíèçèðîâàííûõ ðàéî-

íàõ ñ ïîìîùüþ �ÈÑ QGIS îòîáðàíî 39 ëîêàöèé, 17 èç êîòîðûõ

ïðèõîäÿòñÿ íà �ÑÎ-Àëàíèÿ.

Èññëåäîâàëàñü ìíîãîëåòíÿÿ èçìåí÷èâîñòü èíäåêñà âåãåòà-

öèè NDVI ïî íàõîäÿùèìñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå äàííûì ìíîãî-

êàíàëüíîãî ñïåêòðîðàäèîìåòðà MODIS äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè

ðÿäà èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè [Êàìåíåöêèé è äð., 2021,

2022; �àäèîíîâ è äð., 2023; Òèì÷åíêî è äð., 2025℄. Ïîêàçàíî,

÷òî â ýòèõ ëîêàöèÿõ ìíîãîëåòíèå ñðåäíèå NDVI èìåþò äîñòà-

òî÷íî âûñîêèå çíà÷åíèÿ, íî ìåíüøèå, ÷åì çíà÷åíèÿ äëÿ ïðåä-

ãîðíûõ ëåñíûõ ëàíäøà�òîâ.

Óêëîíû òðåíäîâ èíäåêñà NDVI äëÿ ýòèõ æå ëîêàöèé ðàçíî-

íàïðàâëåíû. Äëÿ íàñåëåííûõ ïóíêòîâ âáëèçè ïðåäãîðèé óãîë

íàêëîíà ëèíåéíîãî òðåíäà ïîëîæèòåëüíûé, â ïðåäåëàõ îò 0,01

äî 0,120. Äëÿ ã. Àëàãèð è ã. Ìîçäîê íàáëþäàåòñÿ àãðîêëèìàòè-

÷åñêàÿ êàðòèíà �èòîöåíîçà ëåñíûõ ëàíäøà�òîâ.
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Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

óñòðîéñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå òðàíñ�îðìàöèþ ìåõàíè÷åñêîé

ýíåðãèè, òàêîé êàê âèáðàöèè èëè äàâëåíèå, â ýëåêòðè÷åñêóþ íà

îñíîâå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ý��åêòà. Ýòè óñòðîéñòâà íàõîäÿò

øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñåíñîðàõ äëÿ èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ, òà-

êèõ êàê óñêîðåíèå, äàâëåíèå èëè äå�îðìàöèÿ, à òàêæå â ñè-

ñòåìàõ ãåíåðàöèè ýíåðãèè äëÿ ïèòàíèÿ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ

ñ íèçêèì ýíåðãîïîòðåáëåíèåì. Èõ èñïîëüçîâàíèå îõâàòûâàåò

ðàçëè÷íûå ñ�åðû, âêëþ÷àÿ ìåäèöèíñêóþ äèàãíîñòèêó, ïðî-

ìûøëåííûé êîíòðîëü è íîñèìûå òåõíîëîãèè, ãäå îíè ïîçâî-

ëÿþò ïðåîáðàçîâûâàòü ýíåðãèþ äâèæåíèé ÷åëîâåêà â ýëåêòðè-

÷åñòâî. Áëàãîäàðÿ êîìïàêòíûì ðàçìåðàì è âûñîêîé ý��åê-

òèâíîñòè, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè àêòèâíî ïðèìå-

íÿþòñÿ â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ. Â ãåíåðàòîðàõ ýíåðãèè òàêèå

óñòðîéñòâà ÷àñòî ïðîåêòèðóþòñÿ êàê ìíîãîñëîéíûå ñòðóêòó-

ðû, âêëþ÷àþùèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ýëåìåíòû. Äëÿ ðàñ÷åòà

è îïòèìèçàöèè èõ õàðàêòåðèñòèê ðàçðàáàòûâàþòñÿ òåîðåòè-

÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå â óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé,

ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Îñíîâîé

ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè ìåõàíè÷å-

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 22-11-00265-Ï, https://rs
f.ru/proje
t/22-11-00265/, â Þæíîì �åäåðàëü-

íîì óíèâåðñèòåòå.
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ñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé. Â ðÿäå ñëó÷àåâ, ïðè àíàëèçå êî-

ëåáàíèé ìíîãîñëîéíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì, òðåáóåòñÿ

ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå ñâîéñòâà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Äëÿ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè õàðàêòåðèñòèê ïðåîáðàçîâà-

òåëåé ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, ðåàëèçóå-

ìîå, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäàõ. Îäíàêî ðàçðàáîò-

êà ïðèêëàäíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåí-

íî ïîâûñèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü. Â ðàáîòå [1℄ áû-

ëà ïðåäñòàâëåíà ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ

êîíñîëüíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî áèìîð�à ñ �óíêöèîíàëüíî-

ãðàäèåíòíûìè ñâîéñòâàìè, ãäå ïîðèñòîñòü èçìåíÿëàñü ïî êâàä-

ðàòè÷íîìó çàêîíó âäîëü òîëùèíû ïëàñòèíû. �àñ÷åòû, âûïîë-

íåííûå íà îñíîâå äàííîé òåîðèè, ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âûñî-

êóþ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà COMSOL Multiphysi
s.

Â èññëåäîâàíèè [2℄ áûëè îïðåäåëåíû ý��åêòèâíûå ñâîéñòâà

ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ñ ïðèìåíåíèåì ïðîãðàììíîãî ïàêåòà

ACELAN-COMPOS.

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî îïòèìèçàöèè áèìîð�-

íûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé, èçãîòîâëåííûõ èç

ïîðèñòîãî �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ïüåçîàêòèâíîãî ìà-

òåðèàëà, ïóòåì óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïîðèñòîñòè ïî

òîëùèíå àêòèâíûõ ñëîåâ. Â ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

áûëà ðàçðàáîòàíà ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ äëÿ �óíêöèîíàëüíî-

ãðàäèåíòíîãî áèìîð�à, à òàêæå ðåøåíû çàäà÷è ìàêñèìèçà-

öèè ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû è ïðîãèáà â êâàçèñòàòè÷åñêîì

ðåæèìå. Ýòè çàäà÷è ðåøàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåíåòè÷åñêî-

ãî àëãîðèòìà äëÿ ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ �óíêöèé ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïîðèñòîñòè, ïðåäñòàâëåííûõ â êëàññàõ ëèíåéíûõ, êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé. Êðîìå òîãî, áûëà ïðåä-

ëîæåíà ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ äâóìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, íà îñíîâå êîòîðîé áûëà

âûïîëíåíà îïòèìèçàöèÿ ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû.
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ

ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÎÂ Ñ �ÎÌÁÈ×ÅÑÊÈÌÈ
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Â. È. Ñóááîòèí

(�îññèÿ, Íîâî÷åðêàññê, Þ��ÏÓ (ÍÏÈ);

ïîñ. Ïåðñèàíîâñêèé, Äîíñêîé �ÀÓ)

Â èçâåñòíîé ðàáîòå [1℄ äàí ïåðå÷åíü çàìêíóòûõ ïðàâèëüíî-

ãðàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ â E3
, à â [2℄ äîêàçàíà ïîëíîòà ýòîãî

ñïèñêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèÿ òàê íà-

çûâàåìûõ RR-ìíîãîãðàííèêîâ, ââåäåííûõ àâòîðîì â ðàáîòå [3℄.

Îïðåäåëåíèå. Çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â E3

íàçûâàåòñÿ RR-ìíîãîãðàííèêîì (îò ñëîâ ¾rombi
¿ è ¾regular¿),

åñëè ìíîæåñòâî ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà ãðà-

íåé (ðîìáîâ, íå êâàäðàòîâ), îáðàçóþùèõ çâåçäû ñèììåòðè÷-

íûõ ðîìáè÷åñêèõ âåðøèí è ìíîæåñòâà ïðàâèëüíûõ ãðàíåé.

Åñëè óêàçàííûå ïðàâèëüíûå ãðàíè � ðàçëè÷íîãî âèäà, òî

ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ RR-ìíîãî-ãðàííèêîì âòîðîãî òèïà;

åñëè ïðàâèëüíûå ãðàíè îäíîãî âèäà � RR-ìíîãîãðàííèêîì
ïåðâîãî òèïà.

Ïîñëå ïîëíîãî ïåðå÷èñëåíèÿ RR-ìíîãîãðàííèêîâ ïåðâîãî

òèïà âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîëíîòå ñïèñêà RR-ìíîãîãðàííèêîâ
âòîðîãî òèïà. Ñðåäè íàéäåííûõ àâòîðîì ðàíåå ìíîãîãðàííè-

êîâ âòîðîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ òðåõ èç íèõ; ýòî äîêàçàòåëüñòâî è èçëîæåíî â íàñòî-

ÿùåì äîêëàäå. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóþò òðè RR-ìíîãîãðàííèêà � 28-ãðàí-
íèê, 54-ãðàííèê è 132-ãðàííèê òåòðàýäðàëüíîé, îêòàýäðàëüíîé
è èêîñàýäðàëüíîé ãðóïïû ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóê-

òèâíûì, è íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâ ðîìáîâ ðàñ-
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ñìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Â èòîãå ñòðîÿòñÿ 3D-ìîäåëè
äëÿ êàæäîãî èç ìíîãîãðàííèêîâ.
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1

Þ. È. Þðàñîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÍÖ �ÀÍ)

Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ íî-

âûõ êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé, â òîì ÷èñëå ïðè èññëåäîâàíèÿõ

ïîâåäåíèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-

ìîñòè â ñïåêòðîñêîïèè, òðåáóþò íîâûõ ïîäõîäîâ ïðè èçó÷åíèè

è ìîäåëèðîâàíèè èõ ñâîéñòâ. Äàâíî èçâåñòíûå ìåòîäû, òàêèå

êàê àïïðîêñèìàöèîííûå ìîäåëè Äåáàÿ, Êîóëà � Êîóëà, Äåâèä-

ñîíà � Êîóëà, �àâðèëüÿêà � Íåãàìè èñïîëüçóþòñÿ áåç èçìå-

íåíèé óæå áîëåå 50 ëåò. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àÿõ óêàçàííûìè

àïïðîêñèìàöèîííûìè ìîäåëÿìè ïðîèçâîäÿò ïîäãîíêó ñ ðåàëü-

íûìè ýêñïåðèìåíòàìè ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ïàêåòîâ (íàïðèìåð MatLab).

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Äëÿ âûÿâëåíèÿ íîâûõ êîððåëÿ-

öèé ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çà-

âèñèìîñòåé íàìè â ðàáîòàõ [1℄ èñïîëüçîâàëèñü ðàçðàáîòàííàÿ

ïðîãðàììà íà ÝÂÌ íà ÿçûêå Delphi 
 ïðèìåíåíèåì ìåòîäîì

íàëîæåíèÿ ðàññ÷èòûâàåìûõ êðèâûõ ñ ýêñïåðèìåíòîì â äèíà-

ìè÷åñêîì ðåæèìå ïðè èçìåíåíèå ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ìíîæåñòâà

èòåðàöèé íàìè áûëà ïîëó÷åíà íîâàÿ ìîäåëü (1, 2) íà îñíîâå

ìîäåëè �àâðèëüÿêà � Íåãàìè, çàïèñàííîé äëÿ ýëåêòðîïðîâîä-

íîñòè, â êîòîðîé, êàê ðàç áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýìïèðè÷åñêèå

ïàðàìåòðû α è β ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíûì ïóòåì:

γ∗ = γ∞ +

∞∑

n=1

∆γn
(1 + (iωτn)1−α)b

+ ε′′∞ωε0 + iε′∞ωε0, (1)

1

Ïóáëèêàöèÿ ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè �Ç ÞÍÖ �ÀÍ, � ãð.

Ïðîåêòîâ 122020100352-6 è 122020100254-3.
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α =
kT

Ea
ln(Q∞), (2)

ãäå γ∗ = γ′ + iγ′′ � ïîëíàÿ êîìïëåêñíàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü;

ε′′∞ � çíà÷åíèÿ ìíèìîé ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-

ñòè ε′′ ïðè ω → ∞; ε′′∞ωε0 � ñèíãóëÿðíûé ÷ëåí, ïîêàçûâàþ-

ùèé âêëàä ñêâîçíîé ïðîâîäèìîñòè â γ′; ε′∞ � çíà÷åíèÿ äåé-

ñòâèòåëüíîé ÷àñòè ε′ ïðè ω → ∞; ε′∞ωε0 � äîïîëíèòåëüíûé

÷ëåí; α � ïàðàìåòð òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü â íåëèíåéíûõ äèýëåêòðèêàõ, β = 1−α
(0 6 α 6 1, 0 6 β 6 1); ∆γn = γSn − γ∞n; n � íîìåð ðåëàê-

ñàöèîííîãî ïðîöåññà, ïðè÷åì γSn = γ∞n−1; Q∞ = ε′∞/ε
′′
∞ �

äîáðîòíîñòü ïðè ω → ∞.

�àçðàáîòàííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå îñíîâàíî íà íîâîé

ìîäåëè (1, 2). Ïðèìåíÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå ñðàâíåíèå àïïðîê-

ñèìàöèé ñ èçìåðåííûìè äàííûìè íà çàâèñèìîñòÿõ ε′(f), ε′′(f),
ε′′(ε′), tg δ(f), γ′(f), γ′′(f) è èõ ìîäóëåéM ′(f),M ′′(f),M ′′(M ′),
êîòîðîå ïîçâîëÿåò äîñòèãàòü òî÷íûõ çíà÷åíèé àïïðîêñèìàöèé

áåç ðàñõîæäåíèÿ äàííûõ.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàëüíåéøåì ïîëó÷åííàÿ àïïðîêñèìàöèîí-

íàÿ ìîäåëü ñ ðàçðàáîòàííûìè àëãîðèòìàìè ïëàíèðóåòñÿ âñòðà-

èâàòü â ðàçðàáàòûâàåìûå ïðîãðàììíûå îáåñïå÷åíèÿ äëÿ èçìå-

ðèòåëüíîé àïïàðàòóðû, êîòîðîå ïîçâîëèò ïðîèçâîäèòü ïîäáîð

ïàðàìåòðîâ â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ èñ-

ñëåäîâàíèé.
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Ââåäåíèå. Äåñÿòèëåòèå íàóêè è òåõíîëîãèé â �îññèéñêîé

Ôåäåðàöèè íà ïåðèîä ñ 2022 ïî 2031 ãã., îáúÿâëåííîå óêàçîì

Ïðåçèäåíòà �Ô 25 àïðåëÿ 2022 ãîäà, íàïðàâëåíî íà óñèëåíèå

ðîëè íàóêè è òåõíîëîãèé â ðåøåíèè âàæíåéøèõ çàäà÷ îáùå-

ñòâà è ñòðàíû, öåëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå òåõíîëî-

ãè÷åñêîãî ñóâåðåíèòåòà �îññèè. Ïðèâëå÷åíèå òàëàíòëèâîé ìî-

ëîäåæè â ñ�åðó íàóêè è òåõíîëîãèé, âîâëå÷åíèå íàó÷íûõ îð-

ãàíèçàöèé â îáðàçîâàòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü íà óðîâíå âûñøå-

ãî îáðàçîâàíèÿ ïî ïðîãðàììàì ñïåöèàëèòåòà, èíòåãðàöèÿ íà-

óêè, îðãàíèçàöèé âûñøåãî è ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ è ðûíêà

òðóäà, îòêðûòèå â ñòðàíå èíæåíåðíûõ øêîë, îáðàçîâàòåëüíî-

ïðîèçâîäñòâåííûõ êëàñòåðîâ, ïðî�èëüíûõ àêàäåìè÷åñêèõ è

òåõíîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîëàõ ñòà-

âèò çàäà÷ó ïîäãîòîâêè øêîëüíèêîâ ê àêòèâíîìó è óñïåøíî-

ìó âîâëå÷åíèþ â íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêóþ ñ�åðó äåÿòåëüíîñòè,

ðàçâèòèþ öåííîñòíîãî îòíîøåíèÿ ê íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîìó

ïðîöåññó, �îðìèðîâàíèþ íàó÷íîãî ñòèëÿ ìûøëåíèÿ êàê êëþ-

÷åâîãî ïîçíàâàòåëüíîãî ñòèëÿ ó÷àùèõñÿ â ó÷åáíîé äåÿòåëüíî-

ñòè.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Èññëåäîâàíèÿ ñòèëåé ó÷åíèÿ è

èõ âëèÿíèÿ íà àêàäåìè÷åñêóþ óñïåøíîñòü îáó÷àþùèõñÿ ïðî-

âîäèëèñü ïñèõîëîãàìè Á. Ëó Ëèâåð, Ñ. �è÷ìàí, Å. �ðåéø,

Í. Ýíòâàéñòë, Ä. À. Êîëáà, Ï. Õàíè, À. Ìàì�îðä, À. �. �ðå-

ãîðñ, �. �åéíåðò, �. Äàíí, Ê. Äàíí, �. Ïðàéñ, Ë. Êàððè,

Å. Ë. �ðèãîðåíêî, �. Ñòåðíáåðãà, Ì. À. Õîëîäíîé è äð. Â êíèãå

ðîññèéñêîãî ïñèõîëîãà Ì. À. Õîëîäíîé [1, 
. 252℄ ñòèëü ó÷åíèÿ
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾èíäèâèäóàëüíî-ñâîåîáðàçíûå ñïîñîáû óñâî-

åíèÿ èí�îðìàöèè â ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè (â áîëåå øèðîêîì

ïîíèìàíèè � ïðèñóùèå äàííîìó ó÷åíèêó óñòîé÷èâûå ñïîñîáû

âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñâîèì îáðàçîâàòåëüíûì îêðóæåíèåì)¿. Òàì

æå àâòîð ïèøåò, ÷òî ¾ñòèëü ó÷åíèÿ � ýòî ïðîÿâëåíèå ïåðñî-

íàëüíîãî ïîçíàâàòåëüíîãî ñòèëÿ ó÷åíèêà íà äàííîì óðîâíå åãî

ñ�îðìèðîâàííîñòè â êîíêðåòíîé ó÷åáíîé ñèòóàöèè, ñâîåîáðà-

çèå êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò îñîáåííîñòåé îðãàíè-

çàöèè èíäèâèäóàëüíîãî ìåíòàëüíîãî îïûòà äàííîãî ó÷åíèêà¿

[1, 
. 261℄. Òàì æå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ¾ñòèëè ó÷åíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ

ñòàáèëüíûìè ïñèõè÷åñêèìè êà÷åñòâàìè ëè÷íîñòè è íåïîñðåä-

ñòâåííî çàâèñÿò îò îñîáåííîñòåé îáðàçîâàòåëüíîé òåõíîëîãèè,

ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, òèïà ó÷åáíèêà, ïîçèöèè ó÷èòåëÿ¿ [1, ñ. 267℄.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Íà îñíîâå àíàëèçà èññëåäî-

âàíèé ïñèõîëîãîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îðãàíèçàöèÿ ó÷èòåëåì

ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ, ïðèìåíåíèå èì â õîäå îáó-

÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ

òåõíîëîãèé, ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, ïðåäìåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè ïåäàãîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè äëÿ �îð-

ìèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ íàó÷íîãî ñòèëÿ ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ,

ïîä êîòîðûì ìû ïîíèìàåì ¾èíäèâèäóàëüíî-ñâîåîáðàçíûé

ñïîñîá âûÿâëåíèÿ, �îðìóëèðîâàíèÿ, ïîèñêà ñðåäñòâ

ðåøåíèÿ è ñîáñòâåííî ðåøåíèÿ ïðîáëåìíîé ñèòóà-

öèè (çàäà÷è), îñíîâàííûé íà íàó÷íîì ìåòîäå ðåøå-

íèÿ ïðîáëåì¿ [2℄. Ïîä íàó÷íûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ

ïðîáëåì ìû ïîíèìàåì �îðìàëèçîâàííûé ïðîöåññ ðàññóæ-

äåíèÿ (àëãîðèòì), èñïîëüçóåìûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî çíà-

íèÿ (ðåøåíèÿ ïðîáëåì), ñîñòîÿùèé èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ

(èññëåäîâàòåëüñêèõ äåéñòâèé):

Ýòàï 1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû.

Ýòàï 2. Íàáëþäåíèÿ, ýêñïåðèìåíòû è àíàëèç äàííûõ.

Ýòàï 3. Âûäâèæåíèå ãèïîòåçû.

Ýòàï 4. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè, òåîðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû.

Ýòàï 5. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû, ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ, ïðîâåðêà
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àäåêâàòíîñòè ðåøåíèÿ, ïðèíÿòèå ãèïîòåçû èëè åå îòêëîíåíèå.

Ýòàï 6. Âûâîäû, ïîñòàíîâêà íîâîé ïðîáëåìû.

Â õîäå îðãàíèçàöèè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ó÷àùèõñÿ ó÷èòå-

ëþ îòâîäèòñÿ âàæíàÿ ðîëü â �îðìèðîâàíèè íàó÷íîãî ñòèëÿ

ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ, êàê íà óðîêàõ, òàê è âî âíåóðî÷íîé äåÿ-

òåëüíîñòè.

Äåÿòåëüíîñòü ó÷èòåëÿ íà óðîêå ïðåäïîëàãàåò ñîçäàíèå

óñëîâèé äëÿ àêòèâèçàöèè ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷à-

ùèõñÿ â õîäå ïðèìåíåíèÿ íàó÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì

ïðè îòêðûòèè è ïðèìåíåíèè íîâîãî çíàíèÿ ÷åðåç �îðìèðîâà-

íèå ó÷åáíîé ñðåäû, ñïîñîáñòâóþùåé ïðèíÿòèþ íîâûõ çíàíèé

êàê ëè÷íîñòíûõ ïîçíàâàòåëüíûõ ïðîáëåì ó÷àùèõñÿ: îðãàíèçà-

öèÿ äèàëîãà ñ ó÷àùèìèñÿ ïî ðåàëèçàöèè êàæäîãî ýòàïà íàó÷-

íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì; îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû ïî ðàçâè-

òèþ ó ó÷àùèõñÿ óìåíèÿ ñòàâèòü êëþ÷åâûå âîïðîñû íà êàæäîì

ýòàïå ïðèìåíåíèÿ íàó÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì; îòðàáîò-

êà êàæäîãî ýòàïà íàó÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì íà ñïå-

öèàëüíî ïîäîáðàííûõ çàäàíèÿõ; ðàçâèòèå ó ó÷àùèõñÿ óìåíèé

ïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíàêàìè ðàñïîçíàâàíèÿ çàâåðøåííîñòè êàæ-

äîãî ýòàïà íàó÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì � îò ïîñòàíîâêè

ïðîáëåìû äî àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ è âûâîäîâ î ðåøåíèè ïðî-

áëåìû; ïîîùðåíèå ó÷àùèõñÿ çà êàæäûé ïðàâèëüíî ïîñòàâëåí-

íûé êëþ÷åâîé âîïðîñ â õîäå ïðèìåíåíèÿ íàó÷íîãî ìåòîäà ðå-

øåíèÿ ïðîáëåì; îðãàíèçàöèÿ âçàèìîïðîâåðêè è ñàìîïðîâåðêè

ó÷àùèõñÿ íà êàæäîì ýòàïå íàó÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì.

Äåÿòåëüíîñòü ó÷èòåëÿ âíå óðîêà (íà êðóæêå) ïðåä-

ïîëàãàåò ñîçäàíèå è ïîäáîð îëèìïèàäíûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ

çàäà÷ (öåïî÷êè çàäà÷) äëÿ ó÷àùèõñÿ, ðåøåíèå êîòîðûõ îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ó÷àùèìèñÿ íàó÷íûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïðîáëåì;

îðãàíèçàöèþ ó÷àñòèÿ ó÷àùèõñÿ â ïðîåêòíîé è èññëåäîâàòåëü-

ñêîé äåÿòåëüíîñòè ïî ðåøåíèþ íàó÷íûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïðî-

áëåì ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ çàäàíèé (âêëþ÷àÿ ïðàêòèêî-

îðèåíòèðîâàííûå è ìåæäèñöèïëèíàðíûå çàäàíèÿ); îðãàíè-

çàöèþ ðàáîòû ó÷àùèõñÿ ïî ïðèìåíåíèþ èí�îðìàöèîííî-
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êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé, â òîì ÷èñëå ðàáîòû ñ ïðî-

ãðàììíûìè ñðåäñòâàìè ¾�åîãåáðà¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êîí-

ñòðóêòîð¿ è äðóãèìè êîìïüþòåðíûìè ïðîãðàììàìè, ïîçâîëÿ-

þùèìè îñóùåñòâëÿòü âèçóàëèçàöèþ è êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-

ðîâàíèå ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè, àíàëèç äàííûõ è ïðîâåäåíèå

ýêñïåðèìåíòà; îðãàíèçàöèþ ó÷àñòèÿ ó÷àùèõñÿ (ëè÷íîãî è êî-

ìàíäíîãî) â êîíêóðñàõ, òóðíèðàõ è îëèìïèàäàõ ïî ìàòåìàòèêå.

Çàêëþ÷åíèå. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðàáîòà ñ ó÷èòåëÿìè ìà-

òåìàòèêè â �åñïóáëèêå Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-Àëàíèÿ ïîêàçàëà ý�-

�åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ íàó÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîáëåì

êàê èíñòðóìåíòà �îðìèðîâàíèÿ íàó÷íîãî ñòèëÿ ìûøëåíèÿ

ó÷àùèõñÿ îñíîâíîé è ñòàðøåé øêîëû â óðî÷íîé è âíåóðî÷íîé

äåÿòåëüíîñòè.
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Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííîå èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå òðåáóåò

óñèëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó òåîðåòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé è ïðàêòè-

÷åñêèìè íàâûêàìè. Îñîáåííî ýòî àêòóàëüíî ïðè îáó÷åíèè ìà-

òåìàòèêå áóäóùèõ èíæåíåðîâ-ïðîãðàììèñòîâ. Ìàòåìàòèêà ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâîé àëãîðèòìîâ, ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, êîìïüþòåð-

íîé ãðà�èêè è äðóãèõ êëþ÷åâûõ íàïðàâëåíèé ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ [1℄. Â íàøåì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ îöåíêà ý�-

�åêòèâíîñòè ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà â îáó÷åíèè

ìàòåìàòèêå áóäóùèõ èíæåíåðîâ-ïðîãðàììèñòîâ.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Â íàøåé îáðàçîâàòåëüíîé ïðàê-

òèêå ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä ïðè îáó÷åíèè ìàòå-

ìàòèêå áóäóùèõ èíæåíåðîâ-ïðîãðàììèñòîâ ïðåäïîëàãàåò àê-

öåíò íà ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè

ïðî�åññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷. Â ïðîâîäèìîì íàìè

èññëåäîâàíèè ó÷àñòâîâàëè ñòóäåíòû 2-ãî êóðñà ñïåöèàëüíîñòè

¾Èí�îðìàöèîííûå ñèñòåìû è òåõíîëîãèè¿ �àêóëüòåòà èí�îð-

ìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ðîáîòîòåõíèêè Áåëîðóññêîãî íàöèî-

íàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñòóäåíòàì ýêñïåðèìåí-

òàëüíîé ãðóïïû â òå÷åíèå âòîðîãî-òðåòüåãî ñåìåñòðîâ ïðè èçó-

÷åíèè ìàòåìàòèêè áûëè ïðåäëîæåíû ê âûïîëíåíèþ ýâðèñòè÷å-

ñêèå çàäà÷è ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî õàðàêòåðà, âêëþ÷àþ-

ùèå: ðàçðàáîòêó àëãîðèòìîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðà�îâ (çàäà÷à

êîììèâîÿæ�åðà), îïòèìèçàöèþ êîäà ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèñ-

êðåòíîé ìàòåìàòèêè è äðóãèå. Ê îñíîâíûì êðèòåðèÿì îöåíêè
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íàìè áûëè îòíåñåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ è êîíòðîëüíûõ ðà-

áîò, à òàêæå àíêåòèðîâàíèå ïî øêàëå Ëèêåðòà.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ïî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì

ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ, îòìåòèì, ÷òî ñðåäíèé áàëë ñòó-

äåíòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ãðóïïû âûðîñ íà 18% (p < 0.05, t-
êðèòåðèé Ñòüþäåíòà), à ó 68% îáó÷àþùèõñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé ãðóïïû ïîâûñèëñÿ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè.

Çàêëþ÷åíèå.Ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä ïðè îáó-

÷åíèè ìàòåìàòèêå èíæåíåðîâ-ïðîãðàììèñòîâ ïîìîãàåò ñòóäåí-

òàì íå òîëüêî óñâîèòü òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû, íî è ðàçâèòü íà-

âûêè, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííûõ

çàäà÷ â èõ áóäóùåé ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, ÷òî ñïî-

ñîáñòâóåò áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ìàòåðèàëà è ïîâûøàåò

ìîòèâàöèþ ñòóäåíòîâ ê îáó÷åíèþ [2℄.

Ëèòåðàòóðà
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2. �óðóæàïîâ Â. À. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â

òåõíè÷åñêèõ âóçàõ // Âûñøåå îáðàçîâàíèå â �îññèè.�2020.�Ò. 29 (5).�

Ñ. 45�53.
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Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

È. Å. Ìàëîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ;
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Ââåäåíèå. Ñðåäè êîìïîíåíòîâ, âëèÿþùèõ íà óñâîåíèå ìà-

òåðèàëà ó÷åáíîé äèñöèïëèíû, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ó÷åáíèê.

Ïîýòîìó â ðàìêàõ Âëàäèêàâêàçñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìàðà�îíà ñîñòîÿëñÿ öèêë áåñåä, ñîäåðæàùèõ êîì-

ìåíòàðèè ê ó÷åáíèêó ïëàíèìåòðèè [1℄, íà êîòîðûõ áûëî îá-

ðàùåíî âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè

ó÷åáíîãî ïðîöåññà ïðè èçëîæåíèè îòäåëüíûõ âîïðîñîâ. Îñíî-

âû èçó÷åíèÿ âñåãî êóðñà çàêëàäûâàþòñÿ â ñåäüìîì êëàññå, è

íà ìàòåðèàëå ýòîãî êëàññà îáñóäèì ïðîáëåìû îáðàçîâàòåëüíîé

ñîñòàâëÿþùåé ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè.

Â [2℄ èçëîæåíû ñîáñòâåííî êîììåíòàðèè, çäåñü ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ âîïðîñû ìåòîäîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûå ñ

îñîáåííîñòÿìè èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà â ó÷åáíèêå ñ òî÷êè çðå-

íèÿ óíèâåðñàëüíîñòè ó÷åáíûõ äåéñòâèé è �îðìèðîâàíèÿ îáùå-

êóëüòóðíûõ êîìïåòåíöèé.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Îñíîâíûì ìàòåðèàëîì èññëåäîâà-

íèÿ áûë ó÷åáíèê [1℄. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ áûë àíà-

ëèç ñîîòâåòñòâèÿ òåêñòà ó÷åáíèêà ñïîñîáíîñòè ó÷àùèõñÿ âîñ-

ïðèíèìàòü è âîññîçäàâàòü èçó÷àåìûé ìàòåðèàë.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþ-

ùàÿ ïîíÿòèé ¾óíèâåðñàëüíûå ó÷åáíûå äåéñòâèÿ¿, ¾êîìïåòåí-

öèè¿ ïðèìåíèòåëüíî ê ó÷åáíûì ïðåäìåòàì îòñóòñòâóåò. Òàêàÿ
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ñèòóàöèÿ âûçâàëà íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ¾îáðà-

çîâàòåëüíûé ïîòåíöèàë ó÷åáíîãî ïðåäìåòà¿. Ïðîáëåìà êóëüòó-

ðîñîçèäàþùåé �óíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ ãóìàíèòàðèçàöèè îáðàçî-

âàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, Ò. À. Èâàíîâà â [3℄ ïðîâîäèò àíàëèç âûÿâ-

ëåíèÿ ãóìàíèòàðíîãî çíàíèÿ â ìàòåìàòèêå.

Îáñóäèì îáðàçîâàòåëüíûå (â ÷àñòíîñòè, ãóìàíèòàðíûå) ñî-

ñòàâëÿþùèå êóðñà ãåîìåòðèè 7 êëàññà. Îíè ñâÿçàíû ñ ðÿäîì

âîïðîñîâ.

Âîïðîñ 1. Çà÷åì èçó÷àòü ïëàíèìåòðèþ?

Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè

ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ öåëåñîîáðàçíîñòè: çà÷åì èçó÷àòü ýòè ïîíÿòèÿ,

ó÷èòüñÿ äîêàçûâàòü òåîðåìû, çàïîìèíàòü ìàññó �àêòîâ, â æèç-

íè âðÿä ëè ïîòðåáóþùèõñÿ? Äåéñòâèòåëüíî ëè ïðåäëàãàåìûå

â ó÷åáíèêå �îðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé è îñîáåííî èõ äîêàçà-

òåëüñòâà �îðìèðóþò ëîãè÷åñêóþ êóëüòóðó èëè, íàïðîòèâ, îò-

âðàùàþò îò ðàññóæäåíèé çà ñ÷åò èõ èçëèøíåãî �îðìàëèçìà

è èñêóññòâåííîñòè? Â êîììåíòàðèÿõ ïðåäëàãàþòñÿ îòâåòû íà

ïîñòàâëåííûå âîïðîñû.

Âîïðîñ 2. Êàê ïðåâðàòèòü îáðàçîâàòåëüíûé ïîòåíöèàë

ïëàíèìåòðèè â èíñòðóìåíòàðèé ó÷àùèõñÿ?

Äåÿòåëüíûé èíòåðåñ ó ó÷àùèõñÿ ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ ê òîìó

ìàòåðèàëó, â êîòîðîì îíè ìîãóò ëèáî ñàìîñòîÿòåëüíî, ëèáî ñ

íåáîëüøîé ïîääåðæêîé ó÷èòåëÿ ñîâåðøàòü êàêèå-òî äåéñòâèÿ,

ñîçäàâàòü ÷òî-òî íîâîå, ñâîå.

Îáðàçîâàòåëüíûé ïîòåíöèàë ïðîÿâëÿåòñÿ, åñëè ó÷àùèåñÿ

ïðèíèìàþò ó÷àñòèå â ñîçäàíèè �îðìóëèðîâîê òåîðåì, â îòêðû-

òèè èäåè äîêàçàòåëüñòâà, â ðàçâèòèè èäåè êàê âíóòðè òåîðåìû,

òàê è ïðè åå ïåðåíîñå íà èíûå äîêàçàòåëüñòâà. Â äîêàçàòåëü-

ñòâàõ äîëæíû ïðîñìàòðèâàòüñÿ öåëü, ïðèçíàê åå äîñòèæåíèÿ,

îáñóæäàòüñÿ ïðèçíàêè ïðèìåíèìîñòè òåõ èëè èíûõ èíñòðóìåí-

òîâ äëÿ âîçìîæíîãî äîñòèæåíèÿ öåëè, âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè

ïðèçíàêîâ äîñòèæåíèÿ è ò. ï. Äîêàçàòåëüñòâà íàäî èçëàãàòü â

äèíàìè÷íîì ñòèëå.
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Âîïðîñ 3. Â ÷åì ìîæåò ñîñòîÿòü îáðàçîâàòåëüíûé ïîòåí-

öèàë êóðñà ïëàíèìåòðèè 7 êëàññà?

Â ïðîâåäåíèè àíàëîãèè ñòðóêòóðû ãåîìåòðèè è îáùèõ

ïðèíöèïîâ óñòðîéñòâà çíàíèÿ, ðàñêðûòèè ñîñòàâà äåéñòâèé ïî

ïðèìåíåíèþ îïðåäåëåíèé ðàçëè÷íîãî âèäà, îñîçíàíèè öåëåé

òåîðåì-ñâîéñòâ, òåîðåì-ïðèçíàêîâ, îñâîåíèè ñïîñîáîâ äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåì â 7 êëàññå, �îðìèðîâàíèè àëãîðèòìè÷åñêîé

êóëüòóðû ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè.

Ïðåäëàãàåìûå àíàëîãèè ñ îáùåêóëüòóðíîé äåÿòåëüíîñòüþ,

âûðàæåííûå â ïðèìåíÿåìîé òåðìèíîëîãèè, ðåêîìåíäàöèÿõ

ïðåäñòàâëåíèÿ èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ýëåìåíòàðíûõ èñïîëíÿåìûõ äåéñòâèé, ïîñòàíîâêè öåëåïî-

ëàãàíèÿ è ïðèçíàêîâ äîñòèæåíèÿ öåëè îòíîñÿòñÿ ê îáðàçîâà-

òåëüíîìó ïîòåíöèàëó èçó÷àåìîãî ïðåäìåòà.

Îáñóæäåíèå è çàêëþ÷åíèå. Êîëëåêòèâ ó÷èòåëåé, ó÷àñò-

âîâàâøèõ âî Âëàäèêàâêàçñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì ìàòåìàòè÷å-

ñêîì ìàðà�îíå, ïðèøåë ê âûâîäó îá ý��åêòèâíîñòè ïðîäå-

ëàííîé ðàáîòû ïî àíàëèçó ó÷åáíèêà ïëàíèìåòðèè è ïîæåëàë

åå ïðîäîëæåíèÿ.
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Ââåäåíèå. Îáùåêóëüòóðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèé

î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî âåäó-

ùèé ìåòîä èçó÷åíèÿ îêðóæàþùåé äåéñòâèòåëüíîñòè, êîòîðûé

èãðàåò �óíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíè-

ÿõ ìàòåìàòèêè, âûñòóïàÿ ãåíåðàòîðîì ðàçâèòèÿ íàóêè, òåõíè-

êè è òåõíîëîãèé. Ïîýòîìó çíàêîìñòâî øêîëüíèêîâ ñ ïðèìåíå-

íèåì ýòîãî ìåòîäà ñïîñîáñòâóåò âîñïðèÿòèþ îêðóæàþùåãî ìè-

ðà ÷åðåç ïðèçìó ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêîíîâ, �îðìèðîâàíèþ óìå-

íèé âåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðàññóæäåíèé è ïðî�åññèîíàëüíîìó

ñàìîîïðåäåëåíèþ, òàê êàê ìîäåëèðîâàíèå ïðèñóòñòâóåò ïðàê-

òè÷åñêè âî âñåõ ñ�åðàõ äåÿòåëüíîñòè, â òîì ÷èñëå è òâîð÷å-

ñêîé.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè è èí�îð-

ìàòèêè â 7�9 êëàññàõ ñîãëàñíî ÔÎÎÏ ÎÎÎ øêîëüíèêè çíà-

êîìÿòñÿ ñ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â êóðñå

èí�îðìàòèêè òåìà ¾Ìîäåëèðîâàíèå êàê ìåòîä ïîçíàíèÿ¿ èçó-

÷àåòñÿ â 9 êëàññå â ðàçäåëå ¾Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èí�îðìà-

òèêè¿ è âêëþ÷àåò ñâåäåíèÿ îá èí�îðìàöèîííîì ìîäåëèðîâà-

íèè, â òîì ÷èñëå è î ìàòåìàòè÷åñêîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è,

ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî (êîìïüþòåðíîãî) ìîäå-

ëèðîâàíèÿ, �îðìèðóåòñÿ ïîíèìàíèå îá ýòàïàõ êîìïüþòåðíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ, î ñîîòâåòñòâèè ìîäåëè èññëåäóåìîìó îáúåêòó.

Íà èçó÷åíèå ýòîé òåìû îòâîäèòñÿ 8 ÷àñîâ.

Â êóðñå ìàòåìàòèêè ïîõîæàÿ òåìà îòäåëüíî íå âûäåëåíà.

Îäíàêî ñðåäè ïðèîðèòåòíûõ öåëåé îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â 5�9

êëàññàõ â ÔÎÎÏ ÎÎÎ îòìå÷åíà íåîáõîäèìîñòü �îðìèðîâà-

íèÿ �óíêöèîíàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè, âêëþ÷àþ-
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ùåé ðÿä óìåíèé ñîãëàñíî ýòàïàì ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè, êîòîðûå íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò ýòàïîâ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî (êîìïüþòåðíîãî) ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òàê ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âûäåëÿþò ÷å-

òûðå ýòàïà: ìàòåìàòèçàöèÿ, �îðìàëèçàöèÿ, âíóòðèìîäåëüíîå

ðåøåíèå è èíòåðïðåòàöèÿ, õàðàêòåðèçóåìûå â ÔÎÎÏ ÎÎÎ ãëà-

ãîëàìè: ðàñïîçíàâàòü, �îðìóëèðîâàòü, ïðèìåíÿòü, èíòåðïðå-

òèðîâàòü è îöåíèâàòü. Ìàòåìàòè÷åñêîå (êîìïüþòåðíîå) ìîäå-

ëèðîâàíèå ïðåäïîëàãàåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòðîåíèå ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ, òåñòèðîâàíèå,

ïðîâåäåíèå êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà, àíàëèç åãî ðåçóëüòà-

òîâ, óòî÷íåíèå ìîäåëè. Âñåãî ñåìü ýòàïîâ, ðÿä èç êîòîðûõ ìî-

ãóò öèêëè÷íî ïîâòîðÿòüñÿ. Íà ýòî óêàçûâàåò ýòàï, ñâÿçàííûé

ñ óòî÷íåíèåì ìîäåëè.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòàïû,

âûäåëÿåìûå â øêîëüíûõ êóðñàõ ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè

êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé: ìàòåìàòèçàöèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà-

÷è; �îðìàëèçàöèÿ è ïîñòðîåíèå ìîäåëè; âíóòðèìîäåëüíîå ðå-

øåíèå è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ, êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò,

òåñòèðîâàíèå; èíòåðïðåòàöèÿ è àíàëèç, óòî÷íåíèå ìîäåëè.

Çàêëþ÷åíèå. Íàëè÷èå òàêîé êîððåëÿöèè îçíà÷àåò, ÷òî íà

óðîêàõ ìàòåìàòèêè â 5�9 êëàññàõ ìîæåò âåñòèñü ðåçóëüòàòèâ-

íàÿ ïîäãîòîâêà ê èçó÷åíèþ ìîäåëèðîâàíèÿ â êóðñå èí�îðìà-

òèêè â 9 êëàññå: âûäåëåíû ñîäåðæàòåëüíûå ìîäåëè ðåàëüíîñòè,

ïîñòðîåíû èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå â äàëüíåéøåì

ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ.
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Â ñèñòåìå ñîâðåìåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïðåä-

ìåòîì èçó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìîñòü öè�ðîâèçàöèè ìå-

òîäè÷åñêîé ðàáîòû ïåäàãîãà. Ñîâðåìåííûå ïðî�åññèîíàëüíûå

ñòàíäàðòû òðåáóþò îò ïåäàãîãà íå òîëüêî ïðåäìåòíîé êîìïå-

òåíòíîñòè, íî è ðàçâèòûõ êîììóíèêàòèâíûõ íàâûêîâ, öè�ðî-

âîé ãðàìîòíîñòè è óìåíèÿ ðàáîòàòü â èíêëþçèâíîé ñðåäå, ÷òî

ñîçäàåò ñëîæíîñòè äëÿ ñòàíäàðòèçèðîâàííîé îöåíêè êà÷åñòâà

ðàáîòû ïåäàãîãà. Ïðîáëåìû ñîâðåìåííîãî îáðàçîâàíèÿ íå îãðà-

íè÷èâàþòñÿ äå�èöèòîì êàäðîâ, ïîòðåáíîñòüþ â àâòîìàòèçàöèè

ðóòèííûõ çàäà÷ è ðîñòîì ñïðîñà íà ïåðñîíàëèçèðîâàííóþ àíà-

ëèòèêó óðîêîâ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî áóäóùèå ïåäàãîãè ïðèõîäÿò

ñ ðàçíîé áàçîé, ïðèîáðåòàåò îñîáóþ çíà÷èìîñòü ïðèíöèï äè�-

�åðåíöèàöèè îáó÷åíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî âåäåòñÿ ðàçðàáîòêà öè�ðîâûõ

èíñòðóìåíòîâ äëÿ ïåäàãîãîâ, ñì. íàïðèìåð, [1�4℄. Òàêæå øè-

ðîêî èçâåñòíû öè�ðîâûå îáðàçîâàòåëüíûå ïëàò�îðìû, òàêèå

êàê ¾ÑáåðÊëàññ¿, ¾ßíäåêñ.Ó÷åáíèê¿, êîòîðûå àêòèâíî ïðèìå-

íÿþò òåõíîëîãèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà (ÈÈ) äëÿ ãåíåðà-

öèè ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ, àâòîìàòèçàöèè ïðîâåðêè çàäàíèé è

ïðîâåäåíèÿ îíëàéí-çàíÿòèé. Îäíàêî ïîòåíöèàë ÈÈ íå îãðàíè-

÷èâàåòñÿ ýòèìè �óíêöèÿìè � åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ãëó-

áîêîãî àíàëèçà ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñ öåëüþ ïîâûøå-

íèÿ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè ïåäàãîãîâ è êà÷åñòâà ïðåïîäàâàíèÿ.

Âàæíûì øàãîì â ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàëà ïðîãðàììà ¾Àñ-

ñèñòåíò ïðåïîäàâàòåëÿ¿ îò ÑáåðÎáðàçîâàíèå, êîòîðàÿ ïðåä-
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ñòàâëÿåò ñîáîé ÈÈ-ñåðâèñ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ àíàëèçà ïåäàãî-

ãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè [5℄. Îñíîâíîé �óíêöèîíàë ïðîãðàììû:

àíàëèç ðå÷è ïðåïîäàâàòåëÿ, ãåíåðàöèÿ îò÷åòîâ, ðåêîìåíäàöèè

ïî óëó÷øåíèþ óðîêîâ, ñîçäàíèå êîíñïåêòîâ, îöåíêà âîâëå÷åí-

íîñòè ó÷åíèêîâ è ýìîöèîíàëüíîãî �îíà. Ñåðâèñ íå ñîõðàíÿåò

çàïèñè çàíÿòèé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò êîí�èäåíöèàëüíîñòü. ¾Àññè-

ñòåíò ïðåïîäàâàòåëÿ¿ îò ÑáåðÎáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò èñïîëü-

çîâàòü ÈÈ äëÿ àâòîìàòèçàöèè ðóòèííûõ çàäà÷, âûÿâëåíèÿ ¾òî-

÷åê ðîñòà¿ ïðåïîäàâàòåëÿ, àäàïòàöèè ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ïîä ïî-

òðåáíîñòè êëàññà.

Âíåäðåíèå ÈÈ-àññèñòåíòîâ, òàêèõ êàê ïðîãðàììà îò Ñáåð-

Îáðàçîâàíèå, ñïîñîáíî ñòàòü êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì öè�ðîâîé

òðàíñ�îðìàöèè îáðàçîâàíèÿ. Ýòè èíñòðóìåíòû íå òîëüêî àâ-

òîìàòèçèðóþò ïðîöåññû, íî è ïðåäîñòàâëÿþò ïåäàãîãàì îáúåê-

òèâíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü, ïîçâîëÿÿ ñòðîèòü ïåðñîíàëèçèðîâàí-

íûå òðàåêòîðèè ïðî�åññèîíàëüíîãî ðîñòà. Íàó÷íî îáîñíîâàí-

íûå ðåêîìåíäàöèè è àíàëèç äàííûõ ïîâûøàþò ý��åêòèâíîñòü

îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà, ÷òî â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå âå-

äåò ê êà÷åñòâåííîìó ðîñòó ïåäàãîãè÷åñêîãî ìàñòåðñòâà.
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Ââåäåíèå. Èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà â îáëàñòè ìàòåìàòè-

êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé àñïåêò îáðàçîâàòåëüíîãî ïðî-

öåññà, îñîáåííî äëÿ ó÷àùèõñÿ ñðåäíåãî è ñòàðøåãî çâåíà. Â

ýòîì âîçðàñòå ó÷àùèåñÿ íà÷èíàþò îñîçíàâàòü çíà÷èìîñòü ìà-

òåìàòèêè íå òîëüêî êàê ïðåäìåòà, íî è êàê èíñòðóìåíòà äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.

Îñíîâíûå öåëè èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû âêëþ÷àþò:

• Ôîðìèðîâàíèå íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ìûøëåíèÿ.

Ó÷àùèåñÿ ó÷àòñÿ àíàëèçèðîâàòü èí�îðìàöèþ, �îðìóëèðîâàòü

ãèïîòåçû è ïðîâåðÿòü èõ.

• �àçâèòèå èññëåäîâàòåëüñêèõ óìåíèé è îñâîåíèå íàó÷íîãî

ìåòîäà.

• Ïîâûøåíèå èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå. Èññëåäîâàòåëüñêàÿ

ðàáîòà ïîìîãàåò ó÷àùèìñÿ óâèäåòü ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå

ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.

• Ïîäãîòîâêà ê áóäóùåé ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Ó÷àùèåñÿ ïîëó÷àþò îïûò ðàáîòû íàä ïðîåêòàìè, ÷òî ìîæåò

áûòü ïîëåçíî â äàëüíåéøåì îáó÷åíèè è êàðüåðå.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Îïûò ïîêàçàë, ÷òî èññëåäîâà-

òåëüñêàÿ ðàáîòà ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå �îðìû, âêëþ-

÷àÿ, íàïðèìåð, ïðîåêòíûå ðàáîòû, âûñòóïëåíèÿ íà íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêèõ êîí�åðåíöèÿõ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ [1, 2℄. ß ðà-

áîòàþ â îáû÷íûõ êëàññàõ ñ ñàìûìè îáû÷íûìè äåòüìè. Ïîä

ìîèì íåïîñðåäñòâåííûì ðóêîâîäñòâîì çàèíòåðåñîâàííûå ó÷à-

ùèåñÿ 8�11 êëàññîâ âûáèðàþò òåìó, íå âõîäÿùóþ â øêîëüíûé

êóðñ ìàòåìàòèêè è ðàçðàáàòûâàþò ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèé
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ïðîåêò, êîòîðûé âêëþ÷àåò ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå ïðåäëî-

æåííîé çàäà÷è, èññëåäîâàíèå áëèçêèõ çàäà÷, àíàëèç è ïðåçåí-

òàöèþ ðåçóëüòàòîâ. Çà÷àñòóþ òåìû äëÿ çàäà÷ áåðóòñÿ èç âû-

ïóñêîâ æóðíàëà ¾Êâàíò¿ ïðîøëûõ ëåò, ðåøàþòñÿ çàäà÷è, ïî-

ñòàâëåííûå â ñòàòüÿõ æóðíàëà. Áîëåå òîãî, òåìà ðàñøèðÿåòñÿ,

âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå è áëèçêèå çàäà÷è, èñòèííîñòü êî-

òîðûõ íåèçâåñòíà. Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ìîè ó÷åíèêè âûñòó-

ïàþò ñ äîêëàäàìè, ñîäåðæàùèìè èõ èññëåäîâàíèÿ, íà íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêèõ êîí�åðåíöèÿõ ðåãèîíàëüíîãî óðîâíÿ ïðè Äîí-

ñêîé Àêàäåìèè þíûõ èññëåäîâàòåëåé â ãîðîäå �îñòîâ-íà-Äîíó,

ãäå îíè íåîäíîêðàòíî çàíèìàëè ïðèçîâûå ìåñòà. Ýòè ìåðîïðè-

ÿòèÿ î÷åíü ïîëåçíû, ïîñêîëüêó ñïîñîáñòâóþò îáìåíó îïûòîì è

èäåÿìè.

Ïîäõîäû, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì â íàøåé ó÷åáíî-èññëåäî-

âàòåëüñêîé ðàáîòå, âêëþ÷àþò îáÿçàòåëüíî ëèòåðàòóðíûé îá-

çîð, ò.å. àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé ïî

âûáðàííîé òåìå. Òàê, íàïðèìåð, ïðè âûïîëíåíèè èññëåäîâà-

òåëüñêîé ðàáîòû î òðåóãîëüíèêå Ìîðëåÿ, íàì ïðèøëîñü ïðî-

ñìîòðåòü íåñêîëüêî ñòàòåé èç æóðíàëà ¾Êâàíò¿. Èñïîëüçî-

âàíèå ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé è âíåäðåíèå èí�îðìàöèîííûõ

òåõíîëîãèé â ïðîöåññå ðàáîòû çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èëî ïîëó÷å-

íèå ñëîæíûõ õàðàêòåðèñòèê â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàì áûëà íåèç-

âåñòíà èñòèííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. Îñîáåííî

âàæíî ýòî, êîãäà óòâåðæäåíèå ëîæíî, è âû÷èñëåíèÿ ïîäòâåð-

æäàëè ýòî. Íàïèñàíèå ïðîãðàììû íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäåé ãåîìåòðè÷åñêèõ �èãóð ïîäòâåðäè-

ëî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ î ñâîéñòâå âåðøèí âû-

ïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ïàðàáîëå è î ñâîéñòâå òðèññåêòðèñ

òðåóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, òàêèå èññëåäîâàíèÿ ñòàíîâèëèñü áî-

ëåå èíòåðåñíûìè äëÿ ñîâðåìåííûõ øêîëüíèêîâ. Ñî ñòàðøå-

êëàññíèêàìè ìíîþ áûë ñäåëàí íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ïðî-

åêò íà âïîëíå ïðèêëàäíóþ òåìó, â êîòîðîì áûëî ïðîàíàëèçèðî-

âàíî ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ñîñòîÿíèå çàãðÿçíåíèÿ âîäîå-

ìîâ �îñòîâñêîé îáëàñòè. Áûëè íàéäåíû ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê-
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òåðèñòèêè, â òîì ÷èñëå è êîý��èöèåíò êîðåëëÿöèè ìåæäó äî-

ïóñòèìîé íîðìîé çàãðÿçíåíèÿ è òåêóùèì ñîñòîÿíèåì íåñêîëü-

êèõ âîäîåìîâ �îñòîâñêîé îáëàñòè â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ òðåõ ëåò.

Èí�îðìàöèÿ äëÿ àíàëèçà áðàëàñü èç âûïóñêîâ æóðíàëà ¾Ýêî-

íîìè÷åñêèé âåñòíèê¿ ýòèõ ëåò. Áûëî î÷åíü ïðèÿòíî ñìîòðåòü

íà ïîâåäåíèå ó÷àùèõñÿ, ïîëó÷èâøèõ ñàìîñòîÿòåëüíî íàó÷íûé

ðåçóëüòàò.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Êîíå÷íî, ó÷èòåëü èãðàåò

êëþ÷åâóþ ðîëü â îðãàíèçàöèè èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû. Ïî-

ýòîìó êàæäûé ðàç, ïðèñòóïàÿ ê ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðà-

áîòå, ñòàðàþñü ñîçäàòü ìîòèâàöèþ: ïîìîãàþ ñ âûáîðîì òåìû,

ïîäáîðêîé ïîäõîäÿùåé ëèòåðàòóðû, ïîñòåïåííî ââîæó ó÷àùå-

ãîñÿ â èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîöåññ. Â ýòîì äåëå âñåãäà âàæíà

ïîääåðæêà è íàñòàâíè÷åñòâî. Ïîýòîìó âñåãäà îêàçûâàþ ïî-

ìîùü ó÷àùèìñÿ â âûáîðå ìåòîäîâ ðàáîòû è î�îðìëåíèè ðå-

çóëüòàòîâ. ß ñòàðàþñü ñîçäàâàòü êîì�îðòíóþ ñðåäó, ò. å. �îð-

ìèðóþ àòìîñ�åðó, ñïîñîáñòâóþùóþ ñâîáîäíîìó îáìåíó èäåÿ-

ìè è ñîòðóäíè÷åñòâó. Íàïðèìåð, ñ ó÷àùèìèñÿ ñðåäíåãî è ñòàð-

øåãî çâåíà âûïîëíåí ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèìè

ìåòîäàìè óäàâàëîñü ðåøèòü ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, è íàîáî-

ðîò. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïðèíîñÿò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ

ðåçóëüòàòîâ, óãëóáëÿÿ çíàíèÿ, ðàçâèâàÿ êðèòè÷åñêîå ìûøëå-

íèå è íàó÷íûé ïîäõîä.

Çàêëþ÷åíèå.Èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì

èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàâûêîâ ó ó÷à-

ùèõñÿ ñðåäíåãî è ñòàðøåãî çâåíà. Âîâëå÷åíèå äåòåé â èññëåäî-

âàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü íå òîëüêî óãëóáëÿåò èõ çíàíèÿ, íî è

ðàçâèâàåò êëþ÷åâûå êîìïåòåíöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ óñïåøíîé

ó÷åáû è áóäóùåé ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Ó÷èòåëü ìà-

òåìàòèêè, îáëàäàÿ âûñîêèì óðîâíåì êâàëè�èêàöèè è ïåäàãî-

ãè÷åñêîãî ìàñòåðñòâà, ñïîñîáåí ñîçäàòü óñëîâèÿ äëÿ óñïåøíîé

èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû, ðàçâèòü íàó÷íûé ïîäõîä è íàó÷íûé

ìåòîä, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñïîñîáñòâóåò �îðìèðîâàíèþ èíòå-

ðåñà ê ìàòåìàòèêå è íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â öåëîì.
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Ï�È ÈÇÓ×ÅÍÈÈ ÊÓ�ÑÀ ¾ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ

Ó�ÀÂÍÅÍÈß¿

Í. È. Ëîáàíîâà

(�îññèÿ, Çåëåíîêóìñê, ÌÓÄÎ ¾ÖÂ�¿),

Í. Ï. Ïó÷êîâ

(�îññèÿ, Òàìáîâ, Ò�ÒÓ)

Ââåäåíèå. Â �îññèè öè�ðîâèçàöèÿ îáðàçîâàíèÿ ïðèçâàíà

îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ è ïîâûñèòü êà÷åñòâî ïîä-

ãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ. Èñïîëüçîâàíèå öè�ðîâûõ òåõíîëîãèé

ïîçâîëÿåò èíòåíñè�èöèðîâàòü îáó÷åíèå, ñäåëàòü åãî áîëåå íà-

ãëÿäíûì è óñêîðèòü óñâîåíèå èí�îðìàöèè. Àíàëèç öè�ðîâî-

ãî ñëåäà îáó÷àþùåãîñÿ è èíäèâèäóàëèçàöèÿ îáðàçîâàòåëüíîé

òðàåêòîðèè ïîçâîëÿþò àäàïòèðîâàòü îáó÷åíèå ê ïîòðåáíîñòÿì

êàæäîãî ó÷àùåãîñÿ.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. ×òîáû óñïåøíî èíòåãðèðîâàòü

öè�ðîâûå òåõíîëîãèè â îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå, âàæíî äîíåñòè

äî îáó÷àþùèõñÿ, ÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî íå íàáîð ãîòîâûõ ðå-

øåíèé, à ñïîñîá ìûøëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé àíàëèçèðîâàòü è ïî-

íèìàòü ÿâëåíèÿ ðåàëüíîãî ìèðà.

Òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäîïðåäåëèëè ìåòîäîëîãèþ äåé-

ñòâèé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ó÷åáíûõ ïðîãðàìì ìàòåìàòè÷åñêèõ

äèñöèïëèí: ñáàëàíñèðîâàòü ñëîæíûå çàäà÷è, ðàçâèâàþùèå ëî-

ãèêó, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç, ñ ïðåèìóùå-

ñòâàìè öè�ðîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Ýòè èíñòðóìåíòû ïîçâîëÿþò

ñîêðàòèòü âðåìÿ íà ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ, âèçóàëèçèðîâàòü ðå-

çóëüòàòû, èñïîëüçîâàòü ìóëüòèìåäèéíûå ìàòåðèàëû è áûñòðî

íàõîäèòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ è ìîäåëè.

Äàííàÿ òåõíîëîãèÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíà ïðè ðåøåíèè êîì-

ïëåêñíûõ çàäà÷, òðåáóþùèõ èíòåãðàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíà-

íèé èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ êóðñà è ïðèìåíåíèÿ èõ äëÿ àíàëèçà

ðåàëüíûõ ñèòóàöèé, áëèçêèõ è ïîíÿòíûõ îáó÷àþùèìñÿ.
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Ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðèìåðîâ îïòèìàëüíîãî ñî-

÷åòàíèÿ ìåòîäîâ àíàëèòè÷åñêèõ è öè�ðîâûõ èññëåäîâàíèé â

ðàìêàõ êîìïëåêñíûõ çàäàíèé íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ñîäåðæà-

íèÿ âûáðàííîãî ðàçäåëà êóðñà ìàòåìàòèêè. Íà îñíîâå íàøåãî

îïûòà, òàêèì ðàçäåëîì ìîæåò ñëóæèòü êóðñ ¾Äè��åðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ¿, êîòîðûé ñïîñîáñòâóåò �îðìèðîâàíèþ íàó÷íî-

ãî ìèðîâîççðåíèÿ, ñòèëÿ ìûøëåíèÿ, èññëåäîâàòåëüñêèõ íàâû-

êîâ è óìåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ïðî-

öåññîâ. Îí òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïëîùàäêà äëÿ ðàçâèòèÿ

ïîíèìàíèÿ åäèíñòâà è âçàèìîñâÿçàííîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ îêðó-

æàþùåãî ìèðà.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âû-

øåóêàçàííûå �àêòîðû, íåîáõîäèìî �îðìèðîâàòü ó îáó÷àþ-

ùèõñÿ íàâûêè ðàöèîíàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êàê òðàäèöè-

îííûõ àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èíòåãðàöèÿ ýòèõ ìåòîäîâ

äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîñðåäñòâîì êîìïëåêñíûõ çàäàíèé.

Çàêëþ÷åíèå. Âíåäðåíèå ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ çàäàíèé â

îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ ïðåñëåäóåò âàæíóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ

öåëü � ïîâûøåíèå ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ ê èçó÷åíèþ ìàòåìà-

òèêè, ÷òî áûëî ýìïèðè÷åñêè ïîäòâåðæäåíî.
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Þ. Ñ. Íàëáàíäÿí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

Ââåäåíèå. Ìàòåìàòèêà Ñðåäíåâåêîâîãî Âîñòîêà ñûãðàëà

âàæíóþ ðîëü è â ñòàíîâëåíèè ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ íàïðàâëå-

íèé, è â èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà â öåëîì. Âîïðîñ îá èñïîëüçîâà-

íèè íàêîïëåííîé èí�îðìàöèè â ïðîöåññå ïðåïîäàâàíèÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí êàê â øêîëå, òàê è â âûñøèõ ó÷åáíûõ

çàâåäåíèÿõ, ñòàíîâèòñÿ ñåãîäíÿ îäíèì èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Îñóùåñòâëåí àíàëèç èìåþùåéñÿ

ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àÿ íàó÷íûå òðóäû, ìåòîäè÷åñêèå èçäàíèÿ,

êàíäèäàòñêèå è äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Âûÿâëåíû îáùèå òåíäåíöèè,

ðàññìîòðåíû âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ èñòîðè÷åñêîãî êîì-

ïîíåíòà (à èìåííî èñòîðèè àðàáñêîé ìàòåìàòèêè) â ó÷åáíîì

ïðîöåññå. Èòîãîì ñòàëè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ è ðåêîìåíäà-

öèè.

1. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå òàêèìè ó÷åíûìè êàê Àë-Êàøè,

Àë-Õîðåçìè, Àáó-ë Âà�à, Àáó Êàìèëà, Àë-Áèðóíè, Èáí-Ñèíû,

Èáí-Êîððû, Èáí àë-Õàéñàìà, Àë-Êàðàäæè, Îìàðà Õàéÿìà,

Àò-Òóñè (ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæèòü), ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î

âêëþ÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ è â øêîëüíûå êóðñû àë-

ãåáðû è ãåîìåòðèè, è â êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, àëãåá-

ðû, àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ëîãèêè, òåîðèè ÷èñåë, êîòîðûå

÷èòàþòñÿ â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ.

2. Êîíêðåòíûå ðåêîìåíäàöèè â ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðå

ñóùåñòâóþò, íî â îãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå (ïðèìåðàìè ìîãóò

ñëóæèòü èçâåñòíîå, âûäåðæàâøåå íåñêîëüêî èçäàíèé â ñîâåò-

ñêèå ãîäû, ïîñîáèå äëÿ ó÷èòåëÿ ¾Èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè â øêî-

ëå¿ �. È. �ëåéçåðà è ó÷åáíîå ïîñîáèå [1℄).
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3. Ïðåäñòàâèòåëè ñîâåòñêîé øêîëû èñòîðèè íàóêè ñûãðà-

ëè âàæíåéøóþ ðîëü â ñïðàâåäëèâîé îöåíêå ïåðèîäà ¾àðàáñêîé

ìàòåìàòèêè¿, ýòî äåòàëüíî îáîñíîâàíî â ñòàòüå [2℄. Îñîáîå ìå-

ñòî â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ çàíèìàþò òðóäû äîêòîðà �èçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, àêàäåìèêà Àêàäåìèè íàóê Óçáåêèñòàíà

�àëèíû Ïàâëîâíû Ìàòâèåâñêîé (1930�2025) [3℄. Ìíîãèå èç íèõ

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ïðè ââåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî

êîìïîíåíòà â ó÷åáíûå êóðñû.

4. Ìíîãèå èç ó÷åíûõ Âîñòîêà ÿâëÿëèñü ïîäëèííûìè ýíöèê-

ëîïåäèñòàìè, ýòî ïîìîãàåò (â ðàìêàõ âûõîäÿùåé ñåãîäíÿ íà

ïåðâûé ïëàí ìóëüòèäèñöèïëèíàðíîñòè) ñâÿçàòü ìàòåìàòèêó ñ

�èçèêîé, òåõíè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè, õóäîæåñòâåííîé êóëü-

òóðîé. Íàó÷íîå è ëèòåðàòóðíîå íàñëåäèå Èáí-Ñèíû (Àâèöåíû)

è Îìàðà Õàéÿìà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè-

êîé è ëèòåðàòóðîé.

Çàêëþ÷åíèå. Èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, â

÷àñòíîñòè, ñâÿçàííàÿ ñ äîñòèæåíèÿìè ó÷åíûõ ñòðàí Ñðåäíåâå-

êîâîãî Âîñòîêà, ìîæåò è äîëæíà èãðàòü âàæíóþ ðîëü â ïîñòè-

æåíèè ñàìîé ìàòåìàòèêè.
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Ââåäåíèå. Â òå÷åíèå XVII â. â ðàáîòàõ åâðîïåéñêèõ ó÷å-

íûõ �îðìèðîâàëèñü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ïðèõîäÿùèå íà

ñìåíó ãåîìåòðè÷åñêèì è ñèíòåòè÷åñêèì, ãäå äëÿ êàæäîé çà-

äà÷è ñîçäàâàëñÿ ñîáñòâåííûé óíèêàëüíûé êîíêðåòíûé ìåòîä,

íå äîïóñêàþùèé îáîáùåíèÿ íà øèðîêèé êëàññ çàäà÷. Íà áà-

çå îáîáùåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñîçäàâàëè ñâîè òåîðèè

È. Íüþòîí è �. Â. Ëåéáíèö. Èõ èçëîæåíèå áûëî çàòðóäíèòåëü-

íî äëÿ îñâîåíèÿ. Ïðÿìûõ ó÷åíèêîâ íå áûëî íè ó Íüþòîíà, íè

ó Ëåéáíèöà. Â Àíãëèè ïðîïàãàíäó ó÷åíèÿ Íüþòîíà âçÿëè íà

ñåáÿ Ê. Ìàêëîðåí, Ý. �àëëåé, À. äå Ìóàâð è Ä. Ñòèðëèíã. Â

Åâðîïå ðàñïðîñòðàíåíèåì ó÷åíèÿ Ëåéáíèöà çàíÿëèñü áðàòüÿ

Áåðíóëëè.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Ïåðåâåäåí ñ ëàòûíè çíà÷èòåëü-

íûé êîðïóñ ðàáîò Ëåéáíèöà è áðàòüåâ Áåðíóëëè, îïóáëèêî-

âàííûõ â A
ta Eruditorum, ïðèâëå÷åíà èõ ïåðåïèñêà; ïåðå-

âåäåíà è îïóáëèêîâàíà íà ðóññêîì ÿçûêå ðå÷ü ß. �åðìàíà

De ortu et progressu Geometriae (1726). Îïðåäåëåíà òåíäåí-

öèÿ ïåðåõîäà îò êîíêðåòíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê îáîáùåí-

íûì àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì. Äàíà õàðàêòåðèñòèêà áàçåëüñêîé

ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ ïðîáëåìíî-

õðîíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä êàê ñ àíòèêâàðèñòñêîé, òàê è ñ ïðå-

çåíòèñòñêîé ñòîðîíû.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Âûäåëåíû ãðóïïû ó÷åíûõ,

îáó÷àâøèõñÿ ëèáî êîíñóëüòèðîâàâøèõñÿ ó ßêîáà Áåðíóëëè è

Èîãàííà Áåðíóëëè êàê ëè÷íî, òàê è â ïåðåïèñêå, êàê ðåãóëÿð-

íî, òàê è ýïèçîäè÷åñêè, îõàðàêòåðèçîâàíà èõ íàó÷íàÿ äåÿòåëü-
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íîñòü. ßêîá è Èîãàíí Áåðíóëëè áûëè ëó÷øèìè ó÷èòåëÿìè ìà-

òåìàòèêè â Åâðîïå, òàêîãî îáúåìà çíàíèé íå äàâàë íè îäèí

óíèâåðñèòåò. Êàê â Áàçåëå, òàê è â Ïàðèæå, ó íèõ áûëî ìíî-

ãî ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé. Òàê, ó ßêîáà ó÷èëèñü åãî áðàò

Èîãàíí, ïëåìÿííèê Íèêîëàé I, Ï. Ýéëåð, ß. �åðìàí; ó Èîãàí-

íà � åãî ñûíîâüÿ Íèêîëàé II è Äàíèèë, �. Ô. äå Ëîïèòàëü, �àá-

ðèýëü Êðàìåð, Ë. Ýéëåð, Ï. Ë. äå Ìîïåðòþè, Í. äå Áåãåëåí. Â

Ïàðèæå È. Áåðíóëëè îáó÷èë ìåòîäó Ëåéáíèöà ÷ëåíîâ êðóæêà

Ìàëüáðàíøà: ñâÿùåííèêà Ëóè Áèçàíñà è ìàòåìàòèêîâ Øàðëÿ

�åíå �åéíî, Ïüåðà äå Ìîíìîðà è Ïüåðà Âàðèíüîíà. Îáðèñîâàí

êðóã ó÷åíûõ, ñîñòîÿâøèõ â ïåðåïèñêå ñ áðàòüÿìè Áåðíóëëè, à

òàêæå ÷èòàòåëåé èõ ñòàòåé â æóðíàëå A
ta Eruditorum.

Îáñóæäåíèå è çàêëþ÷åíèå. �àññìàòðèâàåìûé ýòàï

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîäíûé ïåðèîä îò ýïîõè êëàññè÷åñêèõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê óíèâåðñàëüíûì àíàëèòè÷åñêèì. Ïî-

êàçàíî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èõ ðîëü

â èçìåíåíèè àðõèòåêòóðû ìàòåìàòèêè, çàðîæäåíèå íîâûõ ðàç-

äåëîâ áëàãîäàðÿ êëàññè�èêàöèè çàäà÷ àíàëèçà è àíàëèòè÷å-

ñêîé ìåõàíèêè, âîïëîùåííûõ óæå ê ñåðåäèíå XVIII â ðàáîòàõ

Ë. Ýéëåðà è Æ. Ë. Ëàãðàíæà.

Ëèòåðàòóðà

1. äå Ëîïèòàëü �. Ô. Àíàëèç áåñêîíå÷íî ìàëûõ.�Ì.�Ë.: �ÒÒÈ, 1935.

2. Bernoulli J. Spe
imen 
al
uli di�er ential is in dimensione Parabola

heli
oidis, ubi de �exuris 
urvarum in genere, eartundem evolutionibus,

aliisque J. B. // A
ta Eruditorum.�1691.�MDCXCI, Mensis Januarii.�

P. 13�23.

3. Hermann J. De Ortu Et Progressu Geometriae. Sermones in Se
undo

Solenni A
ademiae S
ientiarum Imperialis Conventu Die 1 Augusti Anni

MDCCXXVI Publi
e Re
itati.�Petropoli: Typi
 A
ademiae S
ientiarum,

1728.



�ÀÁÎ×Àß ÒÅÒ�ÀÄÜ ÏÎ ÑÒÅ�ÅÎÌÅÒ�ÈÈ

ÊÀÊ Ñ�ÅÄÑÒÂÎ ÄÎÑÒÈÆÅÍÈß ÑÎÂ�ÅÌÅÍÍÛÕ

ÖÅËÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß

Ì. Ñ. Ôðîëîâà

(�îññèÿ, Áðÿíñê, Áðÿíñêàÿ êàäåòñêàÿ øêîëà)

Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííûå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ìà-

òåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ, íàõîäÿò ñâîå îòðàæåíèå â Ôåäå-

ðàëüíîé ðàáî÷åé ïðîãðàììå ñðåäíåãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ ïî

ìàòåìàòèêå [1℄. Â íåé óêàçàíî î íåîáõîäèìîñòè ïðåäîñòàâëÿòü

êàæäîìó îáó÷àþùåìóñÿ âîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, íåîáõîäèìîãî äëÿ äàëüíåéøåé óñïåøíîé

æèçíè â îáùåñòâå.

Öåëè ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ðåàëèçó-

þòñÿ íå òîëüêî ÷åðåç âîîðóæåíèå îáó÷àþùèõñÿ îïðåäåëåííûìè

çíàíèÿìè, íî è �îðìèðîâàíèÿ ó íèõ ìåòàïðåäìåòíûõ óìåíèé.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. �àáîòà â êàäåòñêîé øêîëå ïåðåä

ó÷èòåëåì ñòàâèò âîïðîñû îðãàíèçàöèè çàíÿòèé è ñàìîïîäãî-

òîâêè ñ êàäåòàìè â óñëîâèÿõ îñîáîãî ðåæèìà ðàáîòû øêî-

ëû äàííîãî òèïà, à òàêæå áîëüøîé äîëè ìåðîïðèÿòèé âîåííî-

ïàòðèîòè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè, â êîòîðûõ îáó÷àþùèåñÿ ïðè-

íèìàþò ó÷àñòèå.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìàì îðãàíèçàöèè îáó÷åíèÿ â êàäåò-

ñêîé øêîëå è îáó÷åíèÿ ñòåðåîìåòðèè, àíàëèç èìåþùèõñÿ ðàáî-

÷èõ òåòðàäåé ïîáóäèëè ê ñîçäàíèþ òàêîé ðàáî÷åé òåòðàäè ïî

ñòåðåîìåòðèè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàñêðûòü îáðàçöû âåäåíèÿ

äèàëîãîâ ïðè ðàáîòå ñ ó÷åáíèêîì, ñ ÷åðòåæîì, ñ äîêàçàòåëü-

ñòâîì, ñ çàäà÷àìè íà ïîñòðîåíèå.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ñîçäàâàåìàÿ ðàáî÷àÿ òåò-

ðàäü ïî ñòåðåîìåòðèè èìååò ðÿä îòëè÷èé îò äðóãèõ òåòðàäåé

ïî äàííîìó ðàçäåëó ãåîìåòðèè.
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Ñîäåðæàíèå ìàòåðèàëà ðàçäåëåíî íà ïóíêòû, êîòîðûå

ïðåäâàðÿåò öåëåâîé áëîê. Îí ìîòèâèðóåò íà ðàáîòó è îðèåí-

òèðóåò íà òî, ÷òî áóäåò èçó÷àòüñÿ.

Â êîíöå êàæäîé òåìû èìåþòñÿ èòîãîâûå âîïðîñû, êîòîðûå

îðãàíèçóþò ðå�ëåêñèþ èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà.

Â òåòðàäü âêëþ÷åíû çàäàíèÿ, êîòîðûå ðàñêðûâàþò ðàáîòó

ïî àëãîðèòìó èëè îáðàçöó (íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå óãëà ìåæäó

ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ èëè îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-

íèÿ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé ñîîòâåòñòâåííî).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â òåòðàäè èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóê-

òóðó: �îðìóëèðîâêà → èçîáðàæåíèå → êðàòêàÿ çàïèñü óñëî-

âèÿ → âîïðîñû ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû â ó÷åáíèêå, êîòî-

ðûå îðèåíòèðóþò íà åãî øàãè → ñàìî äîêàçàòåëüñòâî. Îòìå-

òèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ðèñóíêîâ ê òåîðåìàì òàêæå îðèåíòèðóåò

íà øàãè äîêàçàòåëüñòâà.

Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèç �ðàãìåíòîâ çàäàíèé ðà-

áî÷åé òåòðàäè ïî ñòåðåîìåòðèè.

Çàêëþ÷åíèå. Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü î òîì, ÷òî ðà-

áî÷àÿ òåòðàäü ïî ñòåðåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ äèäàêòè÷åñêèì ïîñî-

áèåì, êîòîðîå ïîìîãàåò è ó÷èòåëþ, è îáó÷àþùåìóñÿ â äîñòè-

æåíèè öåëåé ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.
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È��ÀÅÌ Ñ ÌÀÒ�ÅØÊÀÌÈ

Î. À. Õîëøåâíèêîâà

(�îññèÿ, Áðÿíñê, Á�ÒÓ)

Ñîâðåìåííîå îáðàçîâàíèå ñòàëêèâàåòñÿ ñ âûçîâàìè, ñâÿçàí-

íûìè ñ óñâîåíèåì ñëîæíûõ àáñòðàêòíûõ ïîíÿòèé, îñîáåííî â

òàêèõ äèñöèïëèíàõ, êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Òðàäèöèîí-

íûå ìåòîäû ïðåïîäàâàíèÿ çà÷àñòóþ íå îáåñïå÷èâàþò äîëæíî-

ãî óðîâíÿ âîâëå÷åííîñòè ñòóäåíòîâ è ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàëà. Â

îòâåò íà ýòè âûçîâû â ïîñëåäíèå ãîäû îáðàçîâàòåëüíûå òåõíî-

ëîãèè ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàþòñÿ, è íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò

íåîáõîäèìîñòü ñäåëàòü îáó÷åíèå áîëåå èíòåðàêòèâíûì è äî-

ñòóïíûì.

Ïðîèçâîäíàÿ � îäíî èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ïîíÿòèé â ìà-

òåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, êîòîðîå èìååò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå â

òåõíè÷åñêèõ è åñòåñòâåííûõ íàóêàõ.

Ñòóäåíòû òåõíè÷åñêèõ âóçîâ ÷àñòî âîñïðèíèìàþò ïðîèç-

âîäíóþ êàê àáñòðàêòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, ÷òî çàòðóä-

íÿåò èõ ñïîñîáíîñòü ïðèìåíÿòü åå íà ïðàêòèêå. Ïðîáëåìà çà-

êëþ÷àåòñÿ â íåäîñòàòî÷íîé âèçóàëèçàöèè è ïðàêòè÷åñêîì ïðè-

ìåíåíèè ïðîèçâîäíîé, ÷òî ïðèâîäèò ê íèçêîìó óðîâíþ ïîíèìà-

íèÿ è èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ

ïðîèçâîäíîé òðåáóåòñÿ íàãëÿäíûé ïîäõîä, êîòîðûé ïîìîæåò

ñòóäåíòàì óâèäåòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó �óíêöèåé è åå ïðîèç-

âîäíîé.

Èñïîëüçîâàíèå ìàòðåøåê êàê îáðàçîâàòåëüíîãî èíñòðóìåí-

òà ïîçâîëÿåò ñîçäàòü íàãëÿäíûå ìîäåëè, èëëþñòðèðóþùèå èç-

ìåíåíèÿ �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ.

Ìàòðåøêè � ýòî íå ïðîñòî òðàäèöèîííàÿ ðóññêàÿ èãðóø-

êà, íî è ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ âèçóàëèçàöèè ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ïîíÿòèé. Ìàòðåøêè ñëóæàò ìåòà�îðîé äëÿ ìíîãîñëîéíî-

ñòè �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòà ìíîãîñëîéíàÿ ñòðóêòóðà

ïîçâîëÿåò ñòóäåíòàì óâèäåòü, êàê èçìåíåíèÿ â îäíîé �óíêöèè



Õîëøåâíèêîâà Î. À. 225

âëèÿþò íà åå ïðîèçâîäíûå, ñîçäàâàÿ íàãëÿäíóþ ñâÿçü ìåæäó

ðàçëè÷íûìè óðîâíÿìè àíàëèçà. Íàïðèìåð, âíåøíÿÿ ìàòðåøêà

ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñàìó �óíêöèþ, à êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ �

åå ïðîèçâîäíûå. Êîãäà ¾ðàñïàêîâûâàåì¿ ìàòðåøêó, âèäèì, êàê

�óíêöèÿ òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ñâîþ ïðîèçâîäíóþ, ÷òî ïîìîãàåò

îñîçíàòü, êàê èçìåíåíèÿ â �óíêöèè îòðàæàþòñÿ íà åå ïðîèç-

âîäíûå.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ âíåäðåíèÿ ýòîé êîíöåïöèè â ó÷åáíûé

ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàöèÿ èíòåðàêòèâíûõ çàíÿòèé. Ñòó-

äåíòû ìîãóò ðàáîòàòü â ãðóïïàõ, ñîçäàâàÿ ñâîè ñîáñòâåííûå íà-

áîðû ìàòðåøåê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü �óíê-

öèþ è åå ïðîèçâîäíûå. Ýòî íå òîëüêî ñïîñîáñòâóåò ëó÷øåìó

ïîíèìàíèþ ìàòåðèàëà, íî è ðàçâèâàåò êîìàíäíûå íàâûêè è

êðåàòèâíîå ìûøëåíèå.

Íàãëÿäíîå îáó÷åíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðåøåê äåëàåò

ïðîöåññ èçó÷åíèÿ áîëåå óâëåêàòåëüíûì. Èãðîâûå ýëåìåíòû ïî-

ìîãàþò ñíÿòü íàïðÿæåíèå è ñòðàõ ïåðåä ñëîæíûìè òåìàìè.

Ñòóäåíòû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå âîâëå÷åííûìè â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ,

÷òî ñïîñîáñòâóåò ëó÷øåìó óñâîåíèþ ìàòåðèàëà è ïîâûøåíèþ

óñïåâàåìîñòè.

Èñïîëüçîâàíèå èãðîâûõ ìåòîäîâ è íàãëÿäíûõ ìîäåëåé â

îáó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó äåìîíñòðèðóåò ïîëîæè-

òåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ñòóäåíòû îòìå÷àþò ïîâûøåíèå èíòåðåñà

ê ïðåäìåòó è óëó÷øåíèå ïîíèìàíèÿ ñëîæíûõ êîíöåïöèé. Îá-

ðàòíàÿ ñâÿçü îò ñòóäåíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè ÷óâñòâóþò ñåáÿ

áîëåå óâåðåííî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ è ïðèìåíåíèè òåîðåòè÷å-

ñêèõ çíàíèé íà ïðàêòèêå.

Òàêèì îáðàçîì, èãðîâîå îáó÷åíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì íàãëÿä-

íûõ ìîäåëåé, òàêèõ êàê ìàòðåøêè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåð-

ñïåêòèâíûé ïîäõîä ê îáó÷åíèþ ïðîèçâîäíîé, êîòîðûé ìîæåò

çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü óðîâåíü ïîíèìàíèÿ è èíòåðåñà ñòóäåí-

òîâ ê ìàòåìàòèêå. Äàííûé ìåòîä íå òîëüêî ñïîñîáñòâóåò ëó÷-

øåìó óñâîåíèþ ìàòåðèàëà, íî è ðàçâèâàåò íàâûêè àíàëèòè÷å-

ñêîãî ìûøëåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì àñïåêòîì ïîäãîòîâêè

ñïåöèàëèñòîâ â òåõíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ.



ÎÁÓ×ÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ× Ñ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÌ

ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÔÈÇÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ

Ï�ÎÔÈËÅÉ ÏÅÄÀ�Î�È×ÅÑÊÈÕ ÍÀÏ�ÀÂËÅÍÈÉ

�. Í. Øèëîâà

(�îññèÿ, Âîëîãäà, Âî�Ó)

Ââåäåíèå. Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå

ãëóáæå ïðîíèêàþò â êóðñ øêîëüíîé ìàòåìàòèêè, îíè âêëþ-

÷åíû êàê â ìàòåðèàëû Î�Ý, òàê è â ìàòåðèàëû Å�Ý. Ïðè ýòîì

ðåøåíèå çàäà÷ òàêîãî ðîäà âûçûâàåò áîëüøèå çàòðóäíåíèÿ êàê

ó øêîëüíèêîâ, òàê è ñòóäåíòîâ. Ïîýòîìó âîïðîñ îáó÷åíèÿ ðå-

øåíèþ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì ñòóäåíòîâ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

ïðî�èëåé ïåäàãîãè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü àêòó-

àëüíûì.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Îñóùåñòâëåí àíàëèç èìåþùåéñÿ

ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àÿ íàó÷íûå òðóäû è ìåòîäè÷åñêèå èçäàíèÿ.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. �àçðàáîòàíû ìåòîäè÷åñêèå

ïîäõîäû è ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïðè îáó÷åíèè ðåøåíèþ

çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì:

1. Îáó÷åíèå ðåøåíèþ çàäà÷ òàêîãî òèïà ëó÷øå íà÷èíàòü

åùå â îñíîâíîé øêîëå ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ è êâàäðàòíûõ

óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì, ïðè ðåøåíèè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ

ïàðàìåòðîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ñëåäóþùèõ òèïîâ:

ðåøåíèå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì ñ èñïîëüçîâàíè-

åì �îðìóë êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Âèåòà, ðåøåíèå çàäà÷ ïî ðàñïîëîæåíèþ

êîðíåé êâàäðàòíîé ïàðàáîëû. Ñëåäóþùèì ýòàïîì ìîæíî ðàñ-

ñìîòðåòü óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì, ñâîäÿùèåñÿ ê êâàäðàòíûì.

2. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì ñëå-

äóåò ðàññìàòðèâàòü �óíêöèîíàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷

ñ ïàðàìåòðîì. Ïðè ýòîì, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
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�óíêöèé è ñëåäóþùèå ìåòîäû: ìåòîä îöåíêè (ñâîéñòâî îãðà-

íè÷åííîñòè �óíêöèé); ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé; ñâîé-

ñòâî ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè �óíêöèé; ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè

�óíêöèé; èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäíîé; ãðà�è÷åñêèé ìåòîä. Íà-

ìè ðàçðàáîòàíî ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïî ðàññìàòðèâà-

åìûì ìåòîäàì [1℄.

3. Èçó÷åíèå çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå

òîëüêî íà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå, íî è íà ó÷åáíîé ïðàêòè-

êå ïî ìàòåìàòèêå. Ïîýòîìó, êðîìå ïåäàãîãè÷åñêèõ ïðàêòèê â

ó÷åáíûé ïëàí íàøåãî óíèâåðñèòåòà ïî íàïðàâëåíèþ 44.03.05,

ïðî�èëè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è �èçè÷åñêîå îáðàçîâàíèå¿ è ¾Ìà-

òåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå è èí�îðìàòèêà¿, âêëþ÷åíà ó÷åáíàÿ

ïðàêòèêà ïî ìàòåìàòèêå (6 è 7 ñåìåñòðû), íà êîòîðîé ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ðåøåíèå çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì.

Âûâîäû. Îáó÷åíèå ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì èãðàåò

âàæíóþ ðîëü â ïîäãîòîâêå ñòóäåíòîâ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

ïðî�èëåé ïåäàãîãè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé.

Ëèòåðàòóðà

1. Øèëîâà �. Í., Øóëüìàí Å. Â.Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷

ñ ïàðàìåòðîì: ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå.�Âîëîãäà: Âîëîãîä. èí-ò

ðàçâ. îáð., 2020.�88 ñ.



Õ�ÎÍÎËÎ�Èß �ÀÇÂÈÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÌÅÒÎÄÎÂ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î Â�ÀÙÅÍÈÈ

ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀ ÂÎÊ�Ó� ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ

ÒÎ×ÊÈ Â XVIII�XIX ÂÂ.

À. Î. Þëèíà

(�îññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÑÏá�ÀÑÓ)

Ââåäåíèå. Â îñíîâå òåîðèè ãèðîñêîïîâ � èçó÷åíèå âñåõ

àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âî-

êðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâ-

ëåíèå èñòîðè÷åñêèõ ýòàïîâ ðàçâèòèÿ àíàëèòè÷åñêîãî è ãåîìåò-

ðè÷åñêîãî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà

â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå è ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå äî ñåðå-

äèíû XIX âåêà.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Â ñâÿçè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ ðå-

øåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� àíàëèç èñòîðèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ðàáîòàõ Ýé-

ëåðà, Ëàãðàíæà, Ïóàíñî; à òàêæå ðåäóêöèÿ òåîðèè ýëëèïòè÷å-

ñêèõ �óíêöèé â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà;

� ïîäðîáíûé ðàçáîð îñíîâíûõ ïðîáëåì â ðåøåíèè è ïîñòà-

íîâêå çàäà÷è î âðàùåíèè âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà â ðà-

áîòàõ Í. Õ. Àáåëÿ, Î. È. Ñîìîâà, Ê. ßêîáè, Ê. Âåéåðøòðàññà;

ñðàâíåíèå èõ ðàáîò â èñòîðè÷åñêîì êîíòåêñòå, èõ èñòî÷íèêè.

�åçóëüòàòû õðîíîëîãè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Äî íà-

øåé ðàáîòû èñòîðèÿ ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà-

÷è î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè èìåëà

ñëåäóþùèå ýòàïû (¾ñëó÷àè ðåøåíèÿ¿):

1758. Ë. Ýéëåð. Ïîñòàíîâêà è ïåðâîå ðåøåíèå çàäà÷è î âðà-

ùåíèè òâåðäîãî òåëà.

Ïðîøëî 15 ëåò.

1773. Æ. Ë. Ëàãðàíæ. Âòîðîé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ëàãðàíæ ïîêàçàë, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ýë-

ëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëàì.
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Ïðîøëî 114 ëåò.

1887. Ñ. Â. Êîâàëåâñêàÿ.

Íàøà ðàáîòà çàïîëíÿåò ëàêóíû 114-ëåòíåãî ïðîìåæóòêà.

Âûäåëåíî äâà ìîùíûõ íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ è ïðèìåíå-

íèÿ çàäà÷è î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà: ìàòåìàòè÷åñêîå è èíæå-

íåðíîå.

Èññëåäîâàíèÿ èíæåíåðîâ. 1817. Èîàíí Áîíåíáåðãåð

(Johannvon Bohnenberger, 1765�1831) èçîáðåë, à çàòåì è îïóá-

ëèêîâàë îïèñàíèå ãèðîñêîïà.

Èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòèêîâ. Èñòîðèÿ àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèÿõ.

1827. Í. Àáåëü. ¾Re
her
hes sur les fon
tions elliptiques¿

(æóðíàë Êðåëëå, 2 ò.). Äîêàçàë öåíòðàëüíóþ òåîðåìó òåîðèè

ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé.

1829. Ê. ßêîáè. Ïðîäîëæèë ãëóáîêîå èçó÷åíèå ýëëèïòè-

÷åñêèõ �óíêöèé â ðàáîòå ¾Íîâûå îñíîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

�óíêöèé¿, â êîòîðîé ââîäèò çíàìåíèòûå òåòà �óíêöèè, ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå ïàðàìåòðû

äâèæåíèÿ â çàäà÷å î âðàùåíèè.

1849. Ê. ßêîáè. ¾Íîâàÿ òåîðèÿ î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà¿,

¾Î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà¿. Ôóíäàìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå

ïî èñïîëüçîâàíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé â äèíàìèêå òâåðäî-

ãî òåëà áûëî âûïîëíåíî â 1849 ã., à îïóáëèêîâàíî óæå ïîñìåðò-

íî â åãî âòîðîì òîìå ñî÷èíåíèé â 1882 ã.

1840 è äàëåå, Ê. Âåéåðøòðàññ. ¾Ueber die Entwi
kelung der

Modular-Fun
tionen¿. Óïðîñòèë ñèñòåìó òåòà �óíêöèé ßêîáè,

íàøåë ïðåäñòàâëåíèå ìîäóëÿðíîé �óíêöèè â âèäå ÷àñòíîãî

äâóõ ðÿäîâ, îáîáùèë ýòî ïðåäñòàâëåíèå íà äðóãèå èçâåñòíûå

ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè.

1853. Ê. Ëîòòíåð. ¾Redu
tion der Bewegung eines s
hweren,

um einen festen Pun
trotirenden Revolutionskorpers auf die

elliptis
hen Trans
endenten¿. Ïðåäñòàâèë èíæåíåðíîå ðåøåíèå

çàäà÷è î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ

ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé Ê. ßêîáè.
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1850. Î. È. Ñîìîâ. ¾Îñíîâàíèÿ òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ

�óíêöèé¿. Îáîáùèë è ñèñòåìàòèçèðîâàë ðàáîòû Àáåëÿ, ßêî-

áè, Âåéåðøòðàññà ïî òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé. Â ýòîì

æå �óíäàìåíòàëüíîì òðóäå ïðåäñòàâèë îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ

ýòîé òåîðèè â ãåîìåòðèè è ìåõàíèêå.

1855. Î. È. Ñîìîâ. ¾Solution rigoureuse du probl�eme de la

rotation autour d'un point �xe d'un 
orps solide pesant, lorsque 
e


orps à deux moments d'inertie prin
ipaux �egaux et que le point

�xe estsitu�e sur l'axe, auquelrepond le troisi�eme moment; par J.

Somo�. (Lule 8 avril 1855)¿.

Ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé ïåðâîãî, âòîðîãî è òðå-

òüåãî ðîäîâ îáúÿñíèë ãèðîñêîïè÷åñêèé ý��åêò, êîòîðûé íà

ïðàêòèêå ïðèìåíÿëñÿ ñ 1817 ã., íî äî Ñîìîâà íå èìåë òåîðå-

òè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ. Ïðåäñòàâèë ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñî-

îòíîøåíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ãèðîñêîïè÷å-

ñêîãî ÿâëåíèÿ.

1853 è äàëåå. Á. �èìàí. Â öèêëå ðàáîò 1850-õ ãã. ïðèìåíèë

ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ñòðîãîìó èçëîæåíèþ ïðîáëåìû âðà-

ùåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Èñïîëüçîâàíèå ¾ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè¿

è ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé èìåëî çíà÷èòåëü-

íîå ïðåèìóùåñòâî ïðè èññëåäîâàíèè âñåõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ

äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ õðîíîëîãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âðà-

ùåíèè òâåðäîãî òåëà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

1. Ëåîíàðä Ýéëåð � 1758 ã.

2. Æîçå� Ëóè Ëàãðàíæ � 1773 ã.

3. Êàðë ßêîáè, Î. È. Ñîìîâ � 1850 ã.

Îáñóæäåíèå è çàêëþ÷åíèå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñîâðå-

ìåííûõ ïðèëîæåíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è î âðàùåíèè, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ, ñïåöèàëèñòàì íåîáõîäèìî èìåòü öåëîñòíîå àíàëèòè÷å-

ñêîå ðåøåíèå ñ îáåñïå÷åíèåì åãî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-

ñòè. Èìåííî òàêîå ðåøåíèå è áûëî ïðåäëîæåíî Î. È. Ñîìîâûì

â 1855 ã.



Ñåêöèÿ IV

Äè��åðåíöèàëüíûå

è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ





ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈß

ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ô�ÅÄ�ÎËÜÌÀ

Å. Â. Àáðàìîâà

(�îññèÿ, Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿),

Ñ. À. Óíó÷åê

(�îññèÿ, Ìîñêâà, ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðå-

øåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà ñ ÿäðîì

K(x, t) = |x − t| ïî ïðèáëèæåííî çàäàííûì êîý��èöèåíòàì

Ôóðüå ïðàâîé ÷àñòè. Íàéäåíà ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ, óêàçàíî ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T îòðåçîê [−π, π] ñ èäåíòè�èöèðîâàííû-
ìè êîíöàìè. �àññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà

II ðîäà:

y(x) +

π∫

−π

|x− t| y(t) dt = f(x).

Ìû ñòàâèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ

ïî ïðèáëèæåííî çàäàííîìó êîíå÷íîìó íàáîðó êîý��èöèåíòîâ

Ôóðüå �óíêöèè f(·).
Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà. Ïóñòü r � íàòóðàëüíîå

÷èñëî. Çàäàäèì êëàññ �óíêöèé

W r
2 (T) =

{
f(·) ∈ L2(T) : f

(r−1)(·) �

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà T,
∥∥f (r)(·)

∥∥
L2(T)

6 1
}
.

Ïðåäñòàâëåíèå ðÿäîì Ôóðüå �óíêöèè f(·) ∈W r
2 (T) èìååò âèä:

f(x) =
+∞∑

n=−∞
cn(f)e

inx, ãäå cn(f) =
1

2π

π∫

−π

f(x)e−inx dx.
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Ïóñòü íàì èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ 2N + 1 êîý�-

�èöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f(·), ò. å. èçâåñòíû ÷èñëà

g−N , . . . , g0, g1, . . . , gN òàêèå, ÷òî

N∑

n=−N
|cn(f)− gn|2 6 δ2, δ > 0.

Ìû õîòèì ïî ýòîé èí�îðìàöèè âîññòàíîâèòü ðåøåíèå èñõîäíîé

çàäà÷è (ïî âîçìîæíîñòè) íàèëó÷øèì îáðàçîì.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ m : C2N+1 → L2(T). Âåëè÷èíà

E2N+1

(
W r

2 (T), δ
)
= inf

m
sup

f(·)∈W r
2 (T), g∈C2N+1,

∑N
n=−N |cn(f)−gn|26δ2

∥∥y(·)−m(g)(·)
∥∥
2

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ à ìå-

òîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ìîæíî çàïèñàòü òàê:

y(x) =

∞∑

n=−∞
ηncn(f)e

inx,

ãäå

ηn =





1

1 + π2
, n = 0,

1, n � ÷åòíîå , n 6= 0,

n2

n2 − 4
, n � íå÷åòíîå.

Ïóñòü µn = η2n, νn = n2r. Îáîçíà÷èì λ = max
n>N

µn
νn
,

M = co
{
{(νn, µn)}n∈Z+

}
+
{
(νn, νλ)

∣∣ ν > 0
}
,

ãäå coΩ � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Ω. Îïðåäåëèì �óíê-

öèþ θ(·) íà [0,+∞) òàê: θ(ν) = max{µ|(ν, µ) ∈M}. Çäåñü θ(ν)�
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âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Ïóñòü q � êîëè÷åñòâî òî÷åê èçëîìà ëîìàíîé

θ(ν), 0 = ν0 < νk1 < νk2 < . . . < νkq � èõ àðãóìåíòû.

Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ δ > 0 ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ

E2N+1

(
W r

2 (T), δ
)
= δ θ

1
2
(
δ−2
)
.

Åñëè δ−2
ïðèíàäëåæèò òîìó ïðîìåæóòêó íà R+, ãäå θ(·) çàäà-

åòñÿ óðàâíåíèåì θ(ν) = λ1 + λ2ν, òî äëÿ α0 = η0 è âñåõ αn,
1 6 n 6 N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|ηn − αn|2
n2rλ2

+
|αn|2
λ1

6 1,

ñëåäóþùèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè:

m̂(g)(ν) =
∑

|n|6N
αn gne

inν .
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ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÅ ÈÍÒÅ��ÀËÛ ÂÛÑÎÊÎÉ

ÑÒÅÏÅÍÈ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÕ

ÏÎÒÎÊÎÂ È ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ �ÎÄÎ��ÀÔÀ

Ñ. Â. Àãàïîâ

(�îññèÿ, Íîâîñèáèðñê, ÈÌ ÑÎ �ÀÍ)

Èññëåäóþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà äâó-

ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, îáëàäàþùèå äîïîëíèòåëüíûì ïîëèíî-

ìèàëüíûì ïî èìïóëüñàì ïåðâûì èíòåãðàëîì. Ïðè ïîèñêå òà-

êèõ èíòåãðàëîâ âîçíèêàþò êâàçèëèíåéíûå ñèñòåìû äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå, êàê äî-

êàçàíî â [1℄, ÿâëÿþòñÿ ïîëóãàìèëüòîíîâûìè [2℄. Ýòîò �àêò

ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ìåòîä ãîäîãðà�à [2℄ äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ñòðîèòü ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì. Îäíàêî íåïîñðåä-

ñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ñâÿçàíà ñî çíà÷èòåëüíûìè

òðóäíîñòÿìè [3, 4℄, ñì. òàêæå [5℄.

Â äîêëàäå áóäåò îïèñàí îñíîâàííûé íà îáîáùåííîì ìåòî-

äå ãîäîãðà�à àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìíîæåñòâî

÷àñòíûõ ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì. Òàêæå áóäóò ïðèâåäåíû ÿâíûå

ïðèìåðû ìåòðèê è ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé [6℄.
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ÝÊÂÈÎÑÖÈËËÈ�ÓÅÌÎÑÒÜ �ÅØÅÍÈÉ

ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

ÏÎ ×ÀÑÒÈ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ

Â. À. Àðÿíîâ

(�îññèÿ, Ñàðàíñê, Ì�ÏÓ èì. Ì. Å. Åâñåâüåâà),

Ê. Ä. Êèñòåíåâ

(�îññèÿ, Ñàðàíñê, Ì�ÏÓ èì. Ì. Å. Åâñåâüåâà),

Ê. Ñ. Ëàïèí

(�îññèÿ, Ñàðàíñê, Ì�ÏÓ èì. Ì. Å. Åâñåâüåâà)

Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

dx

dt
= F (t, x), F (t, x) = (F1(t, x), . . . , Fn(t, x))

T , n > 1, (1)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé çàäàíà è íåïðåðûâíà â R+ × Rn, ãäå
R+ = {t ∈ R | t > 0}. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû (1) ïðîäîëæèìû íà âñþ âðåìåííýþ ïîëóîñü R+
.

Êðîìå òîãî, ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé

dξ

dt
= f(t, ξ), f(t, ξ) =

(
f1(t, ξ), . . . , fl(t, ξ)

)T
, (2)

ãäå íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ f : R+ × Rl → Rl óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Âàæåâñêîãî, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ

ñèñòåìû (1) ñ âåêòîð-�óíêöèåé Ëÿïóíîâà V : R+ × Rn → Rl,
ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)).

Äëÿ ðåøåíèÿ x = x(t) ñèñòåìû (1), ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷-
êó (t0, x0) ∈ R+×Rn, áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü x = x(t, t0, x0).
Äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R+

ìíîæåñòâî [t0; +∞) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç R+(t0). Ëþáóþ íåîòðèöàòåëüíóþ âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = (τi)i∈N òàêóþ, ÷òî limi→∞ τi = +∞, áó-

äåì íàçûâàòü P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Äëÿ êàæäîé P-ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1 áóäåì ÷åðåç M(τ) îáîçíà÷àòü ìíî-

æåñòâî

⋃∞
i=1[τ2i−1; τ2i].

Äàëåå ÷åðåç a(t, r), b(r), s(r) è c(r) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðî-

èçâîëüíûå �óíêöèè, ãäå t, r ∈ R+
, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè: a(t, r) > 0 � âîçðàñòàþùàÿ ïî r �óíêöèÿ ïðè êàæ-
äîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t ∈ R+

; b(r) > 0 � íåóáûâàþùàÿ

�óíêöèÿ è b(r) → +∞ ïðè r → +∞; s(r) > 0 � âîçðàñòàþùàÿ

�óíêöèÿ; c(r) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ è c(r) > 0 ïðè ëþáîì

r > 0.
Äàëåå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn è ëþáî-
ãî öåëîãî ÷èñëà 1 6 k 6 n áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå y =
(x1, . . . , xk)

T ∈ Rk. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ξ = (ξ1, . . . , ξl)
T ∈ Rl

è ëþáîãî ÷èñëà 1 6 p 6 l äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-

÷åíèå µ = (ξ1, . . . , ξp)
T
. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé P-ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè τ = (τi)i∈N íàðÿäó ñ óêàçàííûì âûøå ìíîæåñòâîì

M(τ) =
⋃∞
i=1[τ2i−1; τ2i] äàëåå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìíîæåñòâî

N(τ) =
⋃∞
i=1[τ2i; τ2i+1].

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)
y-ýêâèîñöèëëèðóþò, åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) íàéäåòñÿ òàêàÿ P-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = (τi)i∈N, è äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α > 0 è

t0 ∈ M(τ) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β = β(t0, α) > 0, ÷òî äëÿ

êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, t0, x0), ‖x0‖ 6 α, ñèñòåìû (1), âûïîëíåíî
óñëîâèå ‖y(t, t0, x0)‖ 6 β ïðè âñåõ t ∈ R+(t0) ∩M(τ), è êðîìå

òîãî, êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ y-íåîãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò P-ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü τ = (τi)i∈N, âåêòîð-�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V :
R+ × Rn → Rl ñ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ (2), �óíêöèè a(t, r), b(r),
s(r), c(r), ÷èñëî 1 6 p 6 l è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ L : R+ × Rn → R, äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) V1(t, x) > 0, . . . , Vl(t, x) > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ × Rn;

2) b(‖y‖) 6∑p
i=1 Vi(t, x) äëÿ âñåõ (t, x) ∈M(τ)× Rn;
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3)
∑l

i=1 Vi(t, x) 6 a(t, ‖x‖) äëÿ âñåõ (t, x) ∈M(τ)× Rn;

4) L(t, x) 6 s(‖y‖) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N(τ)× Rn;

5) L̇(t, x) > c(L(t, x)) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ × Rn.

Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (2) äëÿ ñèñòå-

ìû (1) µ-ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè τ = (τi)i∈N. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) y-ýêâè-
îñöèëëèðóþò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò òàêèå

P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = (τi)i∈N, íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâ-
íî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V : R+ × Rn → R (�óíêöèÿ
Ëÿïóíîâà), �óíêöèè a(t, r), b(r), s(r), c(r), íåïðåðûâíî äè�-

�åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ L : R+ × Rn → R è íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ f : R+ × R → R, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

1) b(‖y‖) 6 V (t, x) 6 a(t, ‖x‖) äëÿ âñåõ (t, x) ∈M(τ)× Rn;

2) V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ ×Rn;

3) 0 < L(t, x) 6 s(‖y‖) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N(τ)×Rn;

4) L̇(t, x) > c(L(t, x)) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ × Rn.

Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ξ̇ = f(t, ξ) ýêâè-

îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

τ = (τi)i∈N. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) y-ýêâèîñöèëëèðóþò.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)
y-ýêâèîñöèëëèðóþò â ïðåäåëå, åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) íàéäóòñÿ
òàêîå ÷èñëî B > 0 è òàêàÿ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = (τi)i∈N,
è äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α > 0 è t0 ∈ M(τ) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-

ëî T = T (t0, α) > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) ñè-
ñòåìû (1), ãäå ‖x0‖ 6 α, âûïîëíåíî óñëîâèå ‖y(t, t0, x0)‖ < B
ïðè âñåõ t ∈ R+(t0 + T ) ∩M(τ), è êðîìå òîãî, êàæäîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ y-íåîãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ 1)�5) òåîðåìû 1. Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâ-

íåíèÿ (2) äëÿ ñèñòåìû (1) µ-ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó â



Àðÿíîâ Â. À., Êèñòåíåâ Ê. Ä., Ëàïèí Ê. Ñ. 241

ïðåäåëå îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = (τi)i∈N. Òî-
ãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) y-ýêâèîñöèëëèðóþò â ïðåäåëå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ 1)�4) ñëåäñòâèÿ 1. Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ξ̇ = f(t, ξ) ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó â ïðåäåëå îòíîñèòåëü-

íî P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = (τi)i∈N. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (1) y-ýêâèîñöèëëèðóþò â ïðåäåëå.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â îïðåäåëåíèÿõ è òåîðåìàõ ïîëîæèòü

y = x, è p = l, òî ïîëó÷èì ñîîòâåòñâóþùèå îïðåäåëåíèÿ è

òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ âñåõ ïåðåìåííûõ.



ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ñ ÈÍÒÅ��ÀËÀÌÈ

�ÈÌÀÍÀ � ËÈÓÂÈËËß Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ

ËÅÁÅ�À Ñ ÎÁÙÈÌ ÂÅÑÎÌ

1

Ñ. Í. Àñõàáîâ

(�îññèÿ, �ðîçíûé, ×�ÏÓ;

×�Ó èì. À. À. Êàäûðîâà)

Ïóñòü ρ(x) åñòü ëþáàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ïî÷òè âñþäó êî-

íå÷íàÿ è ïî÷òè âñþäó îòëè÷íàÿ îò íóëÿ èçìåðèìàÿ íà [0,∞)
�óíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp(ρ), p > 1, âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî
Ëåáåãà, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà [0,∞) �óíêöèé u(x)
ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖u‖ =

( ∞∫

0

ρ(x) |u(x)|p dx
) 1

p

,

à ÷åðåç L+
p (ρ) � ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé

èç Lp(ρ). Èçâåñòíî, ÷òî Lp(ρ) åñòü ðå�ëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî è ñîïðÿæåííûì ñ íèì ÿâëÿåòñÿ Lp′(ρ

1−p′), p′ =
p/(p− 1).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû ëåâîñòîðîííåãî Iα0+ è

ïðàâîñòîðîííåãî Iαb− äðîáíîãî (â ñìûñëå �èìàíà � Ëèóâèë-

ëÿ) èíòåãðèðîâàíèÿ ïîðÿäêà α > 0 íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëó-

îñè [0,∞):

(
Iα0+
)
(x) =

1

Γ(α)

x∫

0

u(t) dt

(x− t)1−α
,

(
Iαb−
)
(x) =

1

Γ(α)

∞∫

x

u(t) dt

(t− x)1−α
, x > 0,

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îá-

ðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåêò FEGS-2023-0003.
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ãäå Γ(α) åñòü ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà.

Ëåììà 1. Ïóñòü 0 < α < 1, p > 2/(1 + α) è âåñ ρ(x) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∞∫

0

[
ρ(x)

]− 2
p(1+α)−2 dx <∞. (1)

Òîãäà îïåðàòîðû Iα0+ è Iαb− äåéñòâóþò îãðàíè÷åíî èç Lp(ρ) â

Lp′(ρ
1−p′) è ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ Iα0+ è Iαb− îïè-

ðàåòñÿ íà íàëè÷èå íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

Lp(ρ) ⊂ L2/(1+α)(0,∞), L2/(1−α)(0,∞) ⊂ Lp′
(
ρ1−p

′)

è èñïîëüçóåò ñëåäñòâèå òåîðåìû Õàðäè � Ëèòòëâóäà ñ ïðå-

äåëüíûì ïîêàçàòåëåì, ñîãëàñíî êîòîðîìó îïåðàòîðû Iα0+ è Iαb−
äåéñòâóþò íåïðåðûâíî èç L2/(1+α)(0,∞) â L2/(1−α)(0,∞). Èõ
ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü äîêàçûâàåòñÿ êàê â [1, Ëåììà 5.3℄.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð Íåìûöêîãî F ,
ïîðîæäåííûé âåùåñòâåííîçíà÷íîé �óíêöèåé F (x, t), êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà ïðè x ∈ [0,∞), t ∈ R è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Êàðàòåîäîðè: îíà èçìåðèìà ïî x ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì t
è íåïðåðûâíà ïî t ïî÷òè äëÿ âñåõ x. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0,∞) è ∀ t, t1, t2 ∈ R âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) |F (x, t)| 6 c(x)+d1ρ(x)|t|p−1
, ãäå c(x) ∈ L+

p′(ρ
1−p′), d1 > 0;

2) F (x, t1) 6 F (x, t2), åñëè t1 < t2;

3)F (x, t)t > d2ρ(x)|t|p −D(x), ãäå D(x) ∈ L+
1 (0, 1), d2 > 0.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ìåòîäîì ìîíîòîííûõ (ïî Áðàóäåðó �

Ìèíòè) îïåðàòîðîâ äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < α < 1, 2/(1 + α) < p < ∞ è âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (1). Åñëè íåëèíåéíîñòü F (x, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1)�3), òî ïðè ëþáîì λ > 0 è ëþáîì f ∈ Lp′(ρ

1−p′),
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p′ = p/(p − 1), óðàâíåíèå

λF [x, u(x)] +
1

Γ(α)

x∫

0

u(t) dt

(x− t)1−α
= f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗ ∈ Lp(ρ).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ëåììå 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü 0 < α < 1, 1 < p < 2/(1 − α) è âåñ ρ(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∞∫

0

[
ρ(x)

] 2
2−p(1−α) dx <∞. (2)

Òîãäà îïåðàòîðû Iα0+ è Iαb− äåéñòâóþò îãðàíè÷åíî èç Lp′(ρ
1−p′)

â Lp(ρ) è ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè (2) èìåþò ìåñòî íåïðåðûâíûå

âëîæåíèÿ

L2/(1−α)(0,∞) ⊂ Lp(ρ) è Lp′
(
ρ1−p

′) ⊂ L2/(1+α)(0,∞).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 è òåîðåìó 3 (Áðåçèñà � Áðàóäåðà) èç [2℄,

äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < α < 1, 1 < p < 2/(1−α) è âûïîëíåíî
óñëîâèå (2). Åñëè íåëèíåéíîñòü F (x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì 1) è 2), òî ïðè ëþáîì λ > 0 è ëþáîì f ∈ Lp(ρ) óðàâíåíèå

u(x) +
λ

Γ(α)

x∫

0

F [t, u(t)] dt

(x− t)1−α
= f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗ ∈ Lp(ρ).

Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 1 è 2 îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé è â

ñëó÷àå ïåðåìåííîãî íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ, ò. å. â
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ñëó÷àå óðàâíåíèé

λF [x, u(x)] +
1

Γ(α)

∞∫

x

u(t) dt

(t− x)1−α
= f(x),

u(x) +
λ

Γ(α)

∞∫

x

F [t, u(t)] dt

(t− x)1−α
= f(x),

ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðàáîòû [3℄ ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè íîðì

ðåøåíèé ðàññìîòðåííûõ óðàâíåíèé.

Ëèòåðàòóðà
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1

À. Ê. Áàççàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÑÎ�Ó; ÂÈÓ),

À. Ì. Ïóõàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÑÎ�Ó)

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâà ðàçíîñò-

íûõ ñõåì ñ âåñàìè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî

ïîðÿäêà ñ íåêëàññè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ñ ïîìîùüþ

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ñåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ [1℄ ïîëó÷åíû

àïðèîðíûå îöåíêè, èç êîòîðûõ ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñò-

íûõ ñõåì è ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó â íîð-

ìå C.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðÿìîóãîëüíèêå QT = {(x, t), 0 < x < 1, 0 < t 6 T}
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u(0, t) = u(1, t),
∂u

∂x
(1, t) = 0, 0 6 t 6 T, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 1, (3)

ãäå

∂α0tu =
1

Γ(1− α)

t∫

0

uη(x, η) dη

(t− η)α

�äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà α, 0<α<1.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèå � 075-02-2025-

1530.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèè q(x, t), f(x, t) íåïðåðûâ-
íû, k(x, t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, u0(x) óäîâëåòâîðÿåò
êðàåâûì óñëîâèÿì (2), 0 < c1 6 k(x, t) 6 c2, 0 6 q(x, t) 6 c3, c1,
c2, c3 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

2. �àçíîñòíàÿ ñõåìà

Ââåäåì íà îòðåçêå [0, 1] ñåòêó

ωh =
{
xi = ih : i = 0, 1, . . . , N

}

ñ øàãîì h = 1/N ïî ïåðåìåííîé x è íà îòðåçêå [0, T ] ñåòêó

ωτ =
{
xi = jτ : j = 0, 1, . . . , j0

}

ñ øàãîì τ = T/j0 ïî ïåðåìåííîé t. Íà ìíîæåñòâå QT ðàññìîò-

ðèì ñåòêó

ωhτ = ωh × ωτ =
{
(xi, tj), i = 0, 1, 2, . . . , N ; j = 0, 1, 2, . . . , j0

}
.

Â ðàáîòå [2℄ ïîëó÷åí äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîä-

íîé ïî âðåìåíè

∂α0tju = ∆α
0tju+O

(
τ2−α

)
, (4)

∆α
0tju =

1

Γ(2− α)

j∑

s=0

(
t1−αj−s+1 − t1−αj−s

)
ust , ust =

us+1 − us

τ
.

Äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1)�(3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïî σ, 0 6 σ 6 1, ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ

ñõåì

∆α
0tjyi = Λy

(σ)
i − diy

(σ)
i + fi, i = 1, 2, . . . , N − 1, (5)

(aNyx,N )
(σ) = −0.5h

(
∆α

0tjyN + (dNyN )
(σ) − fN

)
, (6)

yj0 = yjN , j = 0, 1, 2, . . . , j0, y0i = ϕi, i = 0, 1, 2, . . . , N, (7)
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ãäå

y
(σ)
i = σŷi + (1− σ)yi, Λy = (ayx̄)x,

ai = 0.5(ki−1 + ki), ki = k(xi, t̄ ), di = q(xi, t̄ ),

fi = f ji = f(xi, t̄ ), ϕi = ϕ(xi), t̄ = tj + 0.5τ,

ŷ = yj+1
i , y = yji , y̌ = yj−1

i , yx,N =
yN − yN−1

h
.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

τα(1− σ) 6
(2− 21−α)h2

Γ(2− α)(2c2 + c3h2)
, 0 6 σ 6 1. (8)

Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (5)�(7) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, èç ÷åãî ñëåäóåò

ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ

äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1)�(3) ñ òî÷íîñòüþ, ñîâïàäàþùåé
ñ ïîðÿäêîì ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè.

Çàìå÷àíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè α → 1 (8) ïåðåõî-
äèò â õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå íà øàã τ [3℄:

(1− σ)τ 6
h2

(2c2 + c3h2)
, 0 6 σ 6 1.

Îòäåëüíî áóäóò èññëåäîâàíû ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ äè�-

�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíîé ïðî-

èçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+

+ r(x, t)∂β0xu− q(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

(9)
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3), ãäå

∂β0xu =
1

Γ(1− β)

x∫

0

uξ(ξ, t) dξ

(x− ξ)β

� äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-

íîé ïîðÿäêà β, 0 < β < 1.
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Ì. Ê. Áàðèíîâà

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÓ ÂØÝ),

Ñ. À. Êóçüìèí

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÓ ÂØÝ)

�àáîòà ïîñâÿùåíà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè äèñêðåò-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. �àññìàòðèâàþòñÿ äè��åîìîð�èç-

ìû, ÿâëÿþùèåñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè äâóìåðíîãî äè�-

�åîìîð�èçìà Àíîñîâà è äè��åîìîð�èçìà, ω- è α-ïðåäåëüíûå
ìíîæåñòâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè äëÿ êàæäîé òî÷êè.

Áîëåå äåòàëüíî, ïóñòü fA, gA : T2 → T2
� äè��åîìîð�èç-

ìû Àíîñîâà, à äè��åîìîð�èçìû f, g : Mn → Mn
, çàäàííûå

íà ãëàäêîì ñâÿçíîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn
, òàêîâû, ÷òî

äëÿ âñåõ x ∈ Mn
ìíîæåñòâà ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê ωfx è ωgx

è α-ïðåäåëüíûõ òî÷åê αfx è αgx êîíå÷íû. Äè��åîìîð�èçìû

F,G : M → M , ãäå M = T2 × Mn
, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïðî-

èçâåäåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äè��åîìîð�èçìîâ, ò. å.

F (x, y) = (fA(x), f(y)) è G(x, y) = gA(x), g(y)).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F è G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, òîãäà

ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîð�èçì H : M → M , H ◦ F = G ◦ H
ÿâëÿåòñÿ êîñûì ïðîèçâåäåíèåì âèäà

H(x, y) = (hA(x), hx(y)), x ∈ T2, y ∈Mn.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ¾Ìåæäóíàðîäíîå àêàäåìè÷åñêîå

ñîòðóäíè÷åñòâî¿ Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà ¾Âûñ-

øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿.
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Äàííûé âèä ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîð�èçìà ïîçâîëÿåò âû-

ÿâèòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè

ðàññìàòðèâàåìûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.

Òåîðåìà 2. Äè��åîìîð�èçìû F è G òîïîëîãè÷åñêè ñî-

ïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fA òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-

æåí ñ gA è f òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ g.
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ÑÀÌÎÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

À. �. Áàñêàêîâ

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�Ó),

�. Â. �àðêàâåíêî

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�Ó),

Í. Á. Óñêîâà

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�ÒÓ)

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : D(A) ⊂
H → H � ëèíåéíûé çàìêíóòûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð,

èìåþùèé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) è ñïåêòð σ(A). Âîçìóùå-
íèå B ïðèíàäëåæèò áàíàõîâîé àëãåáðå îãðàíè÷åííûõ ëèíåé-

íûõ îïåðàòîðîâ EndH , äåéñòâóþùèõ â H . �àññìàòðèâàåò-

ñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [1�5℄ ê îïåðàòîðó

A − B. Â ñòàíäàðòíîé âàðèàöèè ìåòîäà (ñì., íàïðèìåð, [1�4℄)

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç ïîëó-

ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi, i ∈ Z+, ïðè÷åì âûïîëíåíî

óñëîâèå ðàçäåëåííîñòè ñïåêòðà

d = inf
i 6=j

∣∣λi − λj
∣∣ > 0. (1)

Ìîæíî ïðèìåíèòü äðóãóþ ñõåìó ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ,

íå òðåáóþùóþ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1).

Ïóñòü {Pk, k ∈ Z} � äèçúþíêòíàÿ ñèñòåìà ïðîåêòîðîâ [5℄.

Ìàòðèöåé îïåðàòîðà X ∈ EndH íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíàÿ ìàò-

ðèöà (PiXPj), i, j ∈ Z.

Èç [5℄ ñëåäóåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

10.8
√
3
∥∥B
∥∥ < 1. (2)
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Òîãäà îïåðàòîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó

A−
∑

k∈Z
PkB0Pk, B0 ∈ EndH ,

êîòîðûé èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.

Îòìåòèì, ÷òî â ñòàíäàðòíîé ñõåìå îáû÷íî H = l2(Z) è ïðî-
åêòîðû Pk, k ∈ Z, ñòðîÿòñÿ ïî ìíîæåñòâàì σk = {λk}, k ∈ Z.
Òîãäà óñëîâèå, ïðè êîòîðîì âîçìîæíà äèàãîíàëèçàöèÿ, �îð-

ìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå (ñì. [1�4℄).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1) è

2πd−1
∥∥B
∥∥ < 1. (3)

Òîãäà îïåðàòîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó ñ äèàãîíàëüíîé ìàò-

ðèöåé

A−
∑

k∈Z
PkB0Pk, ãäå B0 ∈ H .

Óñëîâèå (2) (èëè (3)) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì è òðåáó-

åò ìàëîñòü íîðìû âîçìóùåíèÿ. Âîçìîæíî ñíÿòèå óñëîâèé (2),

(3), íî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 îïåðàòîð A−B áóäåò ïðèâîäèòü-

ñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ê êîíå÷íîäèàãîíàëüíîìó, à íå ê

äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Òåîðåìà 3 [5℄. Îïåðàòîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó ñ êîíå÷-

íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé A−B0.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1) âîçìîæíî äâà ïóòè ñíÿòèÿ

óñëîâèÿ (3). Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ðàçáåãàþòñÿ, ò. å.

lim
i,j→∞,
i 6=j

∣∣λi − λj
∣∣ = ∞, (4)

òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [1, 2, 4℄).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4) è B ∈ EndH .

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå k > 0, ÷òî A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó

A−
∑

|m|>k
PmB0Pm −QkB0Qk, Qk =

∑

|i|6k
Pi. (5)
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Åñëè æå óñëîâèå (4) íå âûïîëíåíî, íî îïåðàòîð B ïðè-

íàäëåæèò èäåàëó îïåðàòîðîâ �èëüáåðòà � Øìèäòà S2(H ) ⊂
EndH , òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A − B â îïåðà-

òîð (5) âîçìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì âåñîâîãî îïåðàòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ïðè ó÷åòå ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

îïåðàòîðà B ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì.

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíî îñëàáëåíèå óñëîâèÿ B ∈ EndH íà

óñëîâèå ïîä÷èíåííîñòè îïåðàòîðà B îïåðàòîðó A. Òîãäà â ýòîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A−B â îïåðàòîð A−B1, ãäå B1 ∈ EndH

(ñì. [1�4℄).
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Ä. È. Áîðèñîâ

(�îññèÿ, Ó�à, ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ �ÀÍ),

Ä. Ì. Ïîëÿêîâ
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Ó�à, ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ �ÀÍ)

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíûé îïå-

ðàòîð Øð�åäèíãåðà, êîòîðûé âîçìóùåí îïåðàòîðîì ñäâèãà. Îñ-

íîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé äëÿ áîëüøèõ íîìåðîâ, êîòîðàÿ áóäåò ðàâíîìåðíà ïî ïà-

ðàìåòðó ñäâèãà. Âåëè÷èíà ñäâèãà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâîëü-

íûì ÷èñëîì èç ïðîìåæóòêà [0, 1]. Â òîì ÷èñëå ó÷èòûâàåòñÿ ñëó-

÷àé äîñòàòî÷íî ìàëîãî ñäâèãà. Çàäà÷è ïîäîáíîãî ðîäà ñ ìàëûì

ïàðàìåòðîì íà÷àëè èçó÷àòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî (ñì. [1℄ è

èñïîëüçóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàëàñü

ïðîáëåìà ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà äëÿ îòäåëüíûõ ìîäåëüíûõ ñëó÷à-

åâ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ñîäåðæàëè ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàð-

øåé ïðîèçâîäíîé. Â ñòàòüå [2℄ èçó÷àëèñü ñïåêòðàëüíûå ñâîé-

ñòâà äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ÷åòíîãî ïîðÿä-

êà â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ñ ìàëûìè ïåðåìåííûìè ñäâèãàìè â

ìëàäøèõ ÷ëåíàõ è îáùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå òàê-

æå ñîäåðæàò ìàëûé ïàðàìåòð. Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èñ-

ñëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ îäíîãî êëàññà îäíîìåðíûõ

ìîäåëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Äàäèì ïîäðîáíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Â ïðîñòðàíñòâå

L2(0, 1) ðàññìîòðèì îïåðàòîð A âèäà A y = −y′′, êîòîðûé ìû

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 23-11-00009, https://rs
f.ru/proje
t/23-11-00009/.
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áóäåì ñ÷èòàòü íåâîçìóùåííûì. Â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ îïåðàòîðà A áóäåò âûñòóïàòü ïðîñòðàíñòâîW 2
2 (0, 1) ñ êðà-

åâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà. Ïðè ýòîì îïåðàòîð A

ñàìîñîïðÿæåí.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðà.

×åðåç L îáîçíà÷èì îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ íóëåì âíå èíòåðâà-

ëà (0, 1), êîòîðûé ðàññìàòðèâàåì êàê äåéñòâóþùèé èç L2(0, 1)
â L2(R), à ÷åðåç R � îïåðàòîð ñóæåíèÿ íà (0, 1), äåéñòâóþùèé
èç L2(R) â L2(0, 1). Òàêèì îáðàçîì, ýòè îïåðàòîðû çàäàþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: L y = y â (0, 1) è L y = 0 âíå (0, 1), à
òàêæå Ry = y íà (0, 1). Äàëåå â L2(R) îïðåäåëèì îïåðàòîð T α

ñäâèãà (T αy)(x) = y(x+ α), ãäå α ∈ [0, 1].

Ïóñòü V è S � êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè èç ïðîñòðàí-

ñòâà W 1
∞[0, 1]. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè y ∈ L2(0, 1)

îñíîâíîé âîçìóùàþùèé îïåðàòîð Bα
â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1)

äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Bαy)(x) = −V (x)y(x) − S(x)(y(x + α)− y(x)),

ãäå �óíêöèÿ y ñ÷èòàåòñÿ ïðîäîëæåííîé íóëåì âíå îòðåçêà

[0, 1], à ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñóæàåòñÿ íà äàííûé îòðåçîê. Õîðî-
øî âèäíî, ÷òî ïðè α = 0 îïåðàòîð Bα

ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íûé

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë −V , à ïðè α = 1 � â îïåðà-

òîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë −V + S. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâ-

íûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

H α = A −Bα
, äåéñòâóþùèé â L2(0, 1) íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

W 2
2 (0, 1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà.

Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî îïåðàòîð H α
èìååò êîìïàêòíóþ

ðåçîëüâåíòó è åãî ñïåêòð ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé íàêîïëåíèÿ â áåñêîíå÷íî-

ñòè. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç λn, n ∈ N, è ïðîíó-
ìåðóåì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ìîäóëåé. ×åðåç χI = χI(x)
áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ îòðåçêà I íà
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîñâÿùåí àñèìïòîòèêå ñîáñòâåí-
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íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà H α
ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ n.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn îïåðàòîðà H α

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà ïðè n→ +∞:

λn = π2n2 + 2

1∫

0

(V (x)− S(x)) sin2 πnx dx+

+2

1∫

0

S(x)χ[0,1−α](x) sinπnx sinπn(x+ α) dx+

+Kα,1
n +Kα,2

n + O
(
n−2

)
,

â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå è

λn = π2n2 + 2

1∫

0

(V (x)− S(x)) cos2 πnx dx+

+2

1∫

0

S(x)χ[0,1−α](x) cos πnx cos πn(x+ α) dx+

+Kα,1
n +Kα,2

n + O
(
n−2

)
,

â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà. Ïðè ýòîì

Kα,1
n = −sinπnα

2πn

1∫

0

(S(x)− V (x))×

×




x∫

max{0, x−α}

S(t) dt− α

1−α∫

0

S(t) dt


 dx,
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Kα,2
n =

sin 2πnα

2πn

1−α∫

0

S(x)×

×




x∫

max{0, x−α}

S(t) dt− α

2

1−α∫

0

S(t) dt


 dx,

è îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðàâíîìåðíà ïî α ∈ [0, 1].
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Àêòóàëüíîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ñâîéñòâ

ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé îáóñëîâëåíà íåñêîëüêèìè êëþ÷åâûìè

�àêòîðàìè, êîòîðûå èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå êàê â íàó÷íî-

òåõíè÷åñêîé, òàê è â ïðàêòè÷åñêîé ñ�åðàõ è ïîçâîëÿþò ïî-

âûøàòü ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðè ñîõðà-

íåíèè èëè óëó÷øåíèè ýêñïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê êîí-

ñòðóêöèé. Ïðàâèëüíûé ïîäáîð è îïòèìèçàöèÿ ñâîéñòâ ýëåìåí-

òîâ êîíñòðóêöèè (íàïðèìåð, ïðî÷íîñòè, æåñòêîñòè, óñòîé÷èâî-

ñòè) îáåñïå÷èâàþò íàäåæíîñòü è äîëãîâå÷íîñòü èçäåëèé, ÷òî

îñîáåííî âàæíî äëÿ êîíñòðóêöèé îòâåòñòâåííîãî íàçíà÷åíèÿ â

àâèàöèè, ìàøèíîñòðîåíèè, ñòðîèòåëüñòâå.

Èíòåãðàöèÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ è òåõíîëîãèé (êîìïîçèòû,

�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû) òðåáóþò íîâûõ ïîä-

õîäîâ ê ïðîåêòèðîâàíèþ ñ ó÷åòîì èõ óíèêàëüíûõ ñâîéñòâ

è îáåñïå÷èâàþùèå îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî

îáúåêòà êîíñòðóêöèè ñîãëàñíî ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïòè-

ìèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò èõ ïðåäíàçíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì çàêîíû

íåîäíîðîäíîñòè äîëæíû èìåòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå çàêîíû èç-

ìåíåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì, îáåñïå÷èâàþùèå ý��åêòèâíîå óïðàâ-

ëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ïðè èõ èçãîòîâëåíèè. Ýòî

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 22-11-00265-Ï, https://rs
f.ru/proje
t/22-11-00265/, â Þæíîì �åäåðàëü-

íîì óíèâåðñèòåòå.
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ïðèâîäèò ê íîâûì �îðìóëèðîâêàì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïðîåê-

òèðîâàíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ íà êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâàõ

ïðîñòîé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð, ñðåäè ïîëèíîìèàëüíûõ, ýêñïî-

íåíöèàëüíûõ, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíê-

öèé.

Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî ïîäõî-

äîâ ê ðåøåíèþ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè ïåðâîé ñîá-

ñòâåííîé ÷àñòîòû ïðîñòåéøèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé � áàëêè

è êðóãëîé ïëàñòèíû. Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé âûñòó-

ïàëè ìåõàíè÷åñêèå óïðóãèå èëè âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòå-

ðèàëà. Äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü

êàê àíàëèòè÷åñêèå, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû [1℄, òàê ÷èñëåí-

íûå ñõåìû, â òîì ÷èñëå è ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû. Âÿçêî-

óïðóãèå ñâîéñòâà ó÷èòûâàëèñü â ðàìêàõ êîíöåïöèè êîìïëåêñ-

íûõ ìîäóëåé.

Â ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ äëÿ êîíñîëüíîé áàëêè è êðóãëîé ïëà-

ñòèíêè, øàðíèðíî îïåðòîé ïî êðàþ, óäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëè-

òè÷åñêîå ðåøåíèå � îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âÿçêîóïðó-

ãèõ ìîäóëåé � äëèòåëüíîãî è ìãíîâåííîãî ìîäóëåé, ñ ó÷å-

òîì äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò îãðàíè÷å-

íèÿ íà ñðåäíåå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê

ïî îáúåìó. Ïîñòðîåíî ñîîòíîøåíèå �åëåÿ, à òàêæå îáîáùåííûé

�óíêöèîíàë íà áàçå ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äàëåå èç

âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà íàéäåíî óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, êî-

òîðîå ñîñòîèò â ïîñòîÿíñòâå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. �àññìîò-

ðåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé âðå-

ìåíè ðåëàêñàöèè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòðîèòü óäà-

åòñÿ íå âñåãäà, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå êðóãëîé ïëàñòèíêè,

æåñòêî çàêðåïëåííîé ïî êðàþ. Äëÿ ýòîé çàäà÷è, à òàêæå è

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷, ïðåäëîæåíà ÷èñëåííàÿ

ñõåìà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà

â êëàññå ïîëèíîìîâ, ñ ó÷åòîì èõ ñâîéñòâ ïîëîæèòåëüíîñòè.

Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ñîñòîèò â êîìáèíàöèè ìåòîäà �àëåðêèíà
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äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùå-

ãî óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîé �óíêöèè

(ïåðâîé �îðìû), è ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, äëÿ ïîñëå-

äóþùåãî îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ðàçëî-

æåíèé óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé.

Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àíàëèòè÷åñêîãî è ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ïðåäëîæåíà òàêæå

÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íà êîíå÷íîìåð-

íîì ìíîæåñòâå ïîèñêà êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ óïðàâëÿþ-

ùèõ �óíêöèé, êîòîðàÿ íå îïèðàåòñÿ íà óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè,

à çàïóñêàåò ýâðèñòè÷åñêèé ïîèñê ïàðàìåòðîâ. Â êà÷åñòâå �èò-

íåññ �óíêöèè çàäàíà �óíêöèÿ, âîçâðàùàþùàÿ çíà÷åíèå ïåð-

âîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îò çàäàííûõ ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèò-

ìîì ïàðàìåòðîâ. Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ,

â ÷èñëå êîòîðûõ ãèáêîñòü è óíèâåðñàëüíîñòü ñõåìû äëÿ øèðî-

êîãî êëàññà âîçìîæíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïîñòàíîâîê îïòèìèçà-

öèîííûõ çàäà÷, à òàêæå âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà

óïðàâëÿþùèå �óíêöèè, íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèÿ �óíêöèé èëè äðóãèå õàðàêòåðíûå äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîé ïîñòàíîâêè ñâîéñòâà. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî êàæäîé

èç ïðåäëàãàåìûõ ñõåì ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Âûÿâëåíû

ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè, íåäîñòàòêè è ïðåèìóùåñòâà êàæäîãî

ïîäõîäà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ íà ïðè-

ìåðå ìîäåëüíûõ çàäà÷.
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ÄËß ÄÂÓÌÅ�ÍÎ�Î ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎ�Î
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Õîðîøî èçâåñòíî, îñîáåííî ïðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ,

ðàññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ Áîëüöìàíà. Â ýòîì ñìûñëå èíòåðåñíû ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå Ê. Ñ. Ïëàòîíîâîé, À. Â. Áîðîâñêèõ [1℄. Íåñîâåðøåí-

ñòâî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ïðèâîäèò ê íåîá-

õîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ äèñêðåòíûõ êèíåòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé [2�7℄. Â äîêëàäå áóäåò èññëåäîâàíà ïðîáëåìà

ñòàáèëèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ äëÿ äâóìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áðîäâåëëà:

∂tn1 + ∂xn1 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn2 − ∂xn2 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn3 + ∂yn3 =
1

ε
(n1n2 − n3n4),

∂tn4 − ∂yn4 =
1

ε
(n1n2 − n3n4).

(1)

Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèé ïðèâîäèò ê ïðåïÿòñòâèÿì ê äî-

êàçàòåëüñòâó ñòàáèëèçàöèè êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå íà êðåñòå(
k2 − l2

)
l = 0.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå íà êðåñòå

îäèíàêîâà ñ ñèñòåìîé äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè Áðîäâåëëà:

∂tf1 + ∂xf1 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf2 − ∂xf2 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf3 + ∂xf3 =
1

ε
(f1f2 − f3f4),

∂tf4 − ∂xf4 =
1

ε
(f1f2 − f3f4).

(2)

Â ÷åì ïðîáëåìàòè÷íîñòü ýòîé ìîäåëè? Äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè

÷àñòèöû ñ ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè ðàçíåñåíû ïî ðàçíûì ãðóïïàì

(ïàðû f1, f3 è f2, f4). Ïðàâàÿ æå ÷àñòü ìîäåëèðóåò èíòåãðàë

ñòîëêíîâåíèé, ïîñòðîåííûé äëÿ ÷åòûðåõ ãðóïï ÷àñòèö ñ æåñò-

êèì óñëîâèåì ðàçíîñòè èõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Òàêèì îáðà-

çîì, ìû èìååì ðàññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ìîäå-

ëè (2). Íî ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîãî ñêîðîñòíûõ ìíîãîìåð-

íûõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êèíåòèêè, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ïî-

ñòðîåíà íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ ÷àñòèö ïî ãðóïïàì, ñ ðàçëè÷íûìè

ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè. Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, äëÿ äâóìåð-

íîé ìîäåëè Áðîäâåëëà ïðîáëåìà ðàññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëå-

âîé ÷àñòåé âîçíèêàåò íà ¾êðåñòå¿. Åñòåñòâåííî, òà æå ïðîáëå-

ìà ðàññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé âîçíèêíåò äëÿ ìíî-

ãî ñêîðîñòíûõ ìíîãîìåðíûõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êèíåòèêè íà

àíàëîãå ¾êðåñòå¿ ìîäåëè Áðîäâåëëà, êîòîðûé íàçîâåì ¾îáîá-

ùåííûì êðåñòîì¿. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾êîíòèíóàëüíóþ ñóììó¿ ìîäåëåé òèïà

Áðîäóýëëà. �àññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà îòìå÷åíî â [1℄.

�àññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé â (2) ïðèâîäèò â

ìåòîäå Ôóðüå ê ïðåïÿòñòâèÿì ïîñòðîåíèÿ àíóëÿòîðîâ ñåêóëÿð-

íûõ ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè. Äëÿ îäíîìåðíîé ìîäå-

ëè (2) ïðåïÿòñòâèÿ (íàïðèìåð, u ïðîåêöèè):
√
ve v

0
k +

√
ze z

0
k = 0,

√
wew

0
k +

√
ue u

0
k = 0, k ∈ Z0. (3)
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Òàêèå ïðåïÿòñòâèÿ íå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (âêëþ÷àÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñâåëëà-

áåãóùèå âîëíû):

f1 = f3 = 1 + ε2ϕ(t− x), f1 = f3 = 1 + ε2ϕ(t+ x).

Îòìåòèì, ÷òî ó ìîäåëè Êàðëåìàíà [7℄ (òàê æå è äëÿ ìîäåëåé

�îäóíîâà � Ñóëòàíãàçèíà [2, 3℄)

∂tf1 + ∂xf1 =
1

ε

(
f22 − f21

)
,

∂tf2 − ∂xf2 = −1

ε

(
f22 − f21

)
,

(4)

íåò ðàñïðåäåëåíèé Ìàêñâåëëà: (f1(t − x), f2(t + x)), ïîýòîìó
ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ëþáûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñòà-

áèëèçèðóþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî [8�10℄.

Äîêëàä áóäåò ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ïðèðîäû ñòàáèëèçà-

öèè ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ðàñ-

ïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà (áåãóùèì âîëíàì).
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Î ÍÎÂÛÕ �ÅØÅÍÈßÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÈØÈÌÎ�È

�. Í. �àðè�óëëèí

(�îññèÿ, Ó�à, ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ �ÀÍ)

Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ Èøèìîðè [1℄

ST = −a
2
S (SY Y − ε2SXX) + ϕXSY + ϕY SX , S2 = 1,

ϕY Y + ε2ϕXX = ε2aS(SX × SY ),
(1)

çäåñü S = (S1, S2, S3) ∈ C3
� íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, ϕ�

íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, a, ε � ïàðàìåòðû, T , X, Y � íåçàâè-

ñèìûå ïåðåìåííûå. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

äâóìåðíûì èíòåãðèðóåìûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ �àéçåíáåð-

ãà.

Íà îñíîâå ñâÿçè óðàâíåíèÿ Èøèìîðè (1) ñ öåïî÷êîé Ôåðà-

ïîíòîâà � Øàáàòà � ßìèëîâà [2, 3℄

un,xy = un,xun,y

(
1

un − un−1
− 1

un+1 − un

)
, (2)

ïîëó÷åíî ïðèíöèïèàëüíî íîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Èøèìîðè,

ñîäåðæàùåå íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé. Áîëåå ïîäðîá-

íî ðåçóëüòàòû îïèñàíû â ñòàòüå [4℄.
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Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈÅÉ ÑËÎÆÍÎ�Î ÑÅÄËÀ

1

Ñ. Â. �îí÷åíêî

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä,

Óíèâåðñèòåò Ëîáà÷åâñêîãî),

Î. Â. �îðäååâà

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä,

Óíèâåðñèòåò Ëîáà÷åâñêîãî)

Îäíèì èç �óíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè äèíàìè-

÷åñêîãî õàîñà ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòèå ñëîæíîé ñòðóêòó-

ðû ìíîæåñòâà N òðàåêòîðèé, öåëèêîì ëåæàùèõ â îêðåñòíîñòè

ãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé òðàíñâåðñàëü-

íî ïåðåñåêàþòñÿ èíâàðèàíòíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíî-

ãîîáðàçèÿ ãðóáîé ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Ñóùåñòâî-

âàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé áûëî óñòàíîâëåíî À. Ïó-

àíêàðå åùå â êîíöå 19-ãî âåêà. Îäíàêî ñàìà çàäà÷à îïèñàíèÿ

ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà N , áûëà ðåøåíà ëèøü â 60-õ ãîäàõ â ðà-

áîòàõ Ñìåéëà [1℄ è Øèëüíèêîâà [2℄. Ïðè÷åì â [2℄ áûëî äàíî

ïîëíîå îïèñàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà (Øèëüíèêîâà [2℄). Ìíîæåñòâî N ÿâëÿåòñÿ ëî-

êàëüíî ìàêñèìàëüíûì ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæå-

ñòâîì, òðàåêòîðèè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òðàåêòîðèÿìè òîïîëîãè÷åñêîé ñõåìû Áåð-

íóëëè B2 èç äâóõ ñèìâîëîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì áè�óðêàöèè äâóìåðíîãî

äè��åîìîð�èçìà, èìåþùåãî òðàíñâåðñàëüíóþ ãîìîêëèíè÷å-

ñêóþ òðàåêòîðèþ Γ ê íåãðóáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå O òèïà

ñëîæíîå ñåäëî. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî çäåñü, òàê æå êàê è â ñëó-

÷àå ãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû, ìíîæåñòâî Ñ òðàåêòîðèé

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 24-11-00339.
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èç îêðåñòíîñòè U(O∪Γ) äîïóñêàåò ïîëíîå îïèñàíèå, ÷òî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå òåîðåìû Øèëüíèêîâà íà íåãðó-

áûé ñëó÷àé. Îäíàêî, ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, áëàãîäàðÿ áè-

�óðêàöèÿì íåïîäâèæíîé òî÷êè, ìíîæåñòâî Ñ ìîæåò öåëèêîì

è ñðàçó ïåðåìåñòèòüñÿ íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå (ÿâëåíèå, êîòî-

ðûå ìû íàçâàëè ¾ñêà÷êîì ãèïåðáîëè÷íîñòè¿).

�àññìîòðèì äâóìåðíûé Cr-ãëàäêèé (r > 3) äè��åîìîð-
�èçì f0, êîòîðûé èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó O òèïà íåâû-

ðîæäåííîå ñëîæíîå ñåäëî ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè 0 < λ < 1
è γ = 1, óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðîãî

ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êàõ ãîìîêëèíè÷åñêîé òðà-

åêòîðèè Γ. Âëîæèì f0 â äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî fµ,
ãäå µ = (µ1, µ2) � ïàðàìåòðû, óïðàâëÿþùèå áè�óðêàöèÿìè

ñëîæíîãî ñåäëà O, êîòîðûå ëåãêî èññëåäóþòñÿ áëàãîäàðÿ ñëå-

äóþùåé ëåììå.

Ëåììà. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U0 òî÷êè O ñóùå-

ñòâóþò òàêèå Cr−1
-êîîðäèíàòû, ÷òî îòîáðàæåíèå T0(µ) = fµ|U0

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x̄ = λ(µ)x+ h(x, y, µ)x,

ȳ = µ1 + (1 + µ2)y + y3 + g(y),
(1)

ãäå

λ(0) = λ, h(0, 0, µ) = 0 è g(y) = o
(
y3
)
.

Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äè�-

�åîìîð�èçìà fµ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1 (a). Îíà ñîäåðæèò òîëü-

êî îäíó áè�óðêàöèîííóþ êðèâóþ � ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó

L = L1∪L2∪ (0, 0) âèäà 27µ21 = −4µ32(1+O(µ2)), êîòîðàÿ äåëèò
ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ (µ1, µ2) íà äâå îáëàñòè E1 è E2 òàêèå,

÷òî fµ èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó O ïðè µ ∈ E1 è 3 íåïî-

äâèæíûå òî÷êè O1, O2, O3 ïðè µ ∈ E2, ïðè ýòîì O, O1 è O3 �

ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåäëà, à O2 � óñòîé÷èâûé óçåë. Êðèâûå L1

è L2 îòâå÷àþò íåâûðîæäåííûì ñåäëî-óçëîâûì áè�óðêàöèÿì.
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(a) (b)

�èñ. 1. Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (µ1, µ2):
(a) äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äè��åîìîð�èçìà fµ;

(b) äëÿ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äè��åîìîð�èçìà fµ.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ ìíîæå-
ñòâî Ñµ ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî Ωµ òàêîå, ÷òî
fµ|Ωµ ãîìåîìîð�íî B2. Êðîìå òîãî, ñì. ðèñ. 1 (b),

(i) Ñµ = Ωµ ïðè µ ∈ E1;

(ii) Ñµ = Ωµ ∪O2 ∪O3 ïðè µ ∈ E2;

(iii) Ñµ = Ωµ ∪O23 ïðè µ ∈ L2,

è ìíîæåñòâî Ωµ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì. Ωµ ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì òîëüêî

ïðè µ ∈ L1, òàê êàê ñîäåðæèò ñåäëî-óçåë O12, ëåæàùèé íà ðàñ-

ñòîÿíèè ïîðÿäêà

√
|µ2| îò ñåäëà O.
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî â òåîðèè

äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ è èìååò ìíî-

ãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ êàê â ìàòåìàòèêå, òàê è çà åå ïðåäå-

ëàìè.

Õîðîøî èçâåñòío, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ¾÷èñëà¿, â òîì

÷èñëå íàòóðàëüíîãî, öåëîãî èëè ðàöèîíàëüíîãî, ðàâíà íó-

ëþ. Îäíàêî, îïèðàÿñü íà �àêòîðèçàöèþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé, íåòðè-

âèàëüíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà ìíîæåñòâå íàòóðàëü-

íûõ (öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ) ÷èñåë è ñîõðàíÿþùåãî ðÿä âàæíûõ

ñâîéñòâ êëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé, äåéñòâóþùåé íà ìíîæåñòâå

�óíêöèé (ñì. [1, 2℄).

Îïðåäåëèì àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ n′ íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n òàê:

• p ′ = 1 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p;
• (ab)′ = a′b + ab ′ äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b

(ïðàâèëî Ëåéáíèöà).

Îïðåäåëåíèå ëåãêî ðàñøèðèòü íà ìíîæåñòâà öåëûõ è ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë:

(−n)′ = −n′, n ∈ N;
(a
b

)′
=
a′b− ab ′

b2
, a ∈ Z, b ∈ N.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî 1′ = 0, 0′ = 0 è

(a
b

)′
=
(
pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s

)′
= pα1

1 pα2
2 . . . pαs

s

(
α1

p1
+
α2

p2
+ . . .+

αs
ps

)
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äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a/b =
pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s , ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ñòå-

ïåíåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Êàê âèäíî, îïðåäåëåíèå

àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò

êîíêðåíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äè��åðåíöèðóåìîãî íàòóðàëüíîãî

(ðàöèîíàëüíîãî) ÷èñëà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñòíîãî) äâóõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå Q ââåäåí îïåðàòîð, àíàëî-

ãè÷íûé îïåðàòîðó äè��åðåíöèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå �óíêöèé

äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî è ñîõðàíÿþùèé ïðàâèëà ïðîèçâå-

äåíèÿ è ÷àñòíîãî:

(xy)′ = x′y + xy′,
(x
z

)′
=
x′z − xz′

z2
, x, y, z ∈ Q, z 6= 0.

Ïðè ýòîì ïðàâèëî ñóììû (x + y)′ = x′ + y′, ñóùåñòâåííîå èñ-
ïîëüçóåìîå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ïðè ïîñòðîåíèè àðè�ìåòè-

÷åñêîé ïðîèçâîäíîé äîëæíî áûòü îòáðîøåíî. Åãî ñîõðàíåíèå

ïðèâåëî áû íàñ ê òðèâèàëüíîé ñèòóàöèè: n′ = (1+1+ . . .+1)′ =
1′ + 1′ + · · · + 1′ = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Îäíàêî äëÿ íåêîòî-

ðûõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñâîéñòâî âñå æå âûïîëíÿåòñÿ: òàê,

(2+4)′ = 2′+4′. Ïðè ýòîì åñëè ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ïàðû

(a, b), a, b ∈ N, òî îíî èìååò ìåñòî è äëÿ âñåõ ïàð (ka, kb), k ∈ N.
Ïðàâèëî âûíåñåíèÿ êîíñòàíòû k çà çíàê ïðîèçâîäíîé

(kx)′ = kx′ ìîæíî ñîõðàíèòü, åñëè, îðèåíòèðóÿñü íà êëàñ-

ñè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, îïðåäåëèòü àðè�ìåòè÷åñêóþ êîíñòàíòó

êàê ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòî-

ðîãî ðàâíà íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî (kx)′ = kx′ íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò èç ïðàâèëà Ëåéöáíèöà. Ñóùåñòâóåò âñåãî äâå

íåíóëåâûõ öåëûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ êîíñòàíòû: ýòî ÷èñëà ±1.
C äðóãîé ñòîðîíû, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ±pα1p1

1 pα2p2
2 . . . pαsps

s ,

αi ∈ Z, pi ∈ P, pi 6= pj, ÿâëÿåòñÿ àðè�ìåòè÷åñêîé êîíñòàíòîé,

åñëè α1+α2+ . . .+αs = 0. Òàê, àðè�ìåòè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà pp/qq, p, q ∈ P , p 6= q. Èñïîëüçóÿ àðè�ìåòè÷å-

ñêèå êîíñòàíòû, ìîæíî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (x + y)′ = x′ + y′:
åñëè (a+ b)′ = a′ + b ′, a, b ∈ Z, òî (ka+ kb)′ = (ka)′ + (kb)′ äëÿ
ëþáîé àðè�ìåòè÷åñêîé êîíñòàíòû k.
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2. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

â àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé

Àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáëàäàåò ðÿäîì èíòåðåñ-

íûõ è ïîëåçíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü òåî-

ðèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèâå-

äåì íåñêîëüêî íåñëîæíûõ �àêòîâ (ñì. [1, 2℄) è ðåçóëüòàòîâ.

1. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå x′ = a èìååò åäèíñòâåííîå
íàòóðàëüíîå ðåøåíèå 1, åñëè a = 0; ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

ðåøåíèé {p | p ∈ P}, åñëè a = 1; êîíå÷íîå (âîçìîæíî, ïóñòîå)
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé, åñëè a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

áîëüøåå 1; ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé ïóñòî äëÿ a = 2, 3, 11,
17, 23, 29, 35 (è ìíîãèõ äðóãèõ íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) è
íåïóñòî äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëà a, áîëüøåãî äâóõ, åñëè âåðíà
áèíàðíàÿ ãèïîòåçà �îëüäáàõà: â ýòîì ñëó÷àå a = p+q è x = pq.

2. Óðàâíåíèå x′ = x èìååò íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ pp, p ∈ P .
�åøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x′ = ax, a ∈ N, a > 1, ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

pap, p ∈ P . Åñëè óðàâíåíèÿ x′ = aix, i = 1, 2, . . . , k, ðàçðåøèìû
â Q, òî ðàçðåøèìî â Q è óðàâíåíèå x′ =

(∑k
i=1 ai

)
x; âñå åãî

ðåøåíèÿ èìåþò âèä x =
∏k
i=1 xi, ãäå xi � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x′ = aix. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x′ = ax, a ∈ N,
a > 1, ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëà pp11 p

p2
2 . . . ppaa , pi ∈ P , pj 6= pj.

3. Ââîäÿ ïîíÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ÷èñëà x ∈ Q ïî �èê-

ñèðîâàííîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p, x′p = (pαpα1
1 . . . pαs

s )′ = (α/p)x
(è x′ = 0, p ∤ x), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ. Òàê, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x′p = ax, a ∈ N, ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷èñëà pappα1

1 . . . pαs
s , pi 6= p, i = 1, 2, . . . , s.
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Â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëÿåì óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðå-

øèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû âèäà





∂tu(t, x) +
(
a(t)u(t, x) + b(t)v(t, x)+

+h1(t)
)
∂xu(t, x) = f1(t, x),

∂tv(t, x) +
(
c(t)u(t, x) + g(t)v(t, x)+

+h2(t)
)
∂xv(t, x) = f2(t, x),

(1)

ãäå u(t, x), v(t, x) � íåèçâåñòíûå �óíêöèè, f1(t, x), f2(t, x), a(t),
b(t), c(t), g(t), h1(t), h2(t) � èçâåñòíûå �óíêöèè, ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè:

u(0, x) = ϕ1(x), v(0, x) = ϕ2(x), (2)

â îáëàñòè ΩT = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ [0,+∞), T > 0}.
Ïîëó÷åíà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [1�4℄:

w1(s, t, x) = ϕ1

(
x−

t∫

0

(
a(ν)w1 + b(ν)w3 + h1(ν)

)
dν

)
+

+

s∫

0

f1

(
ν, x−

t∫

ν

(
a(τ)w1 + b(τ)w3 + h1(τ)

)
dτ

)
dν,

(3)
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w2(s, t, x) = ϕ2

(
x−

t∫

0

(
c(ν)w4 + g(ν)w2 + h2(ν)

)
dν

)
+

+

s∫

0

f2

(
ν, x−

t∫

ν

(
c(τ)w4 + g(τ)w2 + h2(τ)

)
dτ

)
dν,

(4)

w3(s, t, x) = w2

(
s, s, x−

t∫

s

(
a(ν)w1 + b(ν)w3 + h1(ν)

)
dν

)
, (5)

w4(s, t, x) = w1

(
s, s, x−

t∫

s

(
c(ν)w4 + g(ν)w2 + h2(ν)

)
dν

)
. (6)

Îáùèì èòîãîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-

ìà [1�4℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C
2(
[0,+∞)

)
, f1(t, x), f2(t, x) ∈ C

2,2
(ΩT ),

a(t), b(t), c(t), g(t), h1(t), h2(t) ∈ C
(
[0, T ]

)

è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a(t) > 0, b(t) < 0, c(t) > 0, g(t) < 0,

h1(t) 6 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0, ϕ′
1(x) > 0, ϕ′

2(x) 6 0 íà [0,+∞),

f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0, ∂xf1(t, x) > 0, ∂xf2(t, x) 6 0 íà ΩT .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 çàäà÷à Êîøè (1), (2) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå

u(t, x), v(t, x) ∈ C
1,2,2

(ΩT ),

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé (3)�(6).
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Èññëåäîâàíèå ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äâóíàïðàâëåííûõ

�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ (Ô�Ì) â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì ìåõàíèêè äå�îðìè-

ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ô�Ì � ýòî êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèà-

ëû, ñîçäàííûå äëÿ îïòèìèçàöèè ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ èçäå-

ëèé. Â äâóíàïðàâëåííûõ Ô�Ì ìàòåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè íåñêîëüêèõ êîîðäèíàò âñëåäñòâèå èçìå-

íåíèÿ ïðîöåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ îáúåìíûõ �ðàêöèé âñåõ ñî-

ñòàâëÿþùèõ îäíîâðåìåííî ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì. Ñîçäàíèå

êîíòðîëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíûõ �ðàêöèé � ñëîæ-

íûé ìíîãîýòàïíûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ. Âñëåäñòâèå ïåðå-

ìåííîñòè ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îíè ìîãóò áûòü îïðå-

äåëåíû òîëüêî íà îñíîâå òåõíîëîãèè íåðàçðóøàþùåãî êîíòðî-

ëÿ, òåîðåòè÷åñêè îïèðàþùåãîñÿ íà àïïàðàò êîý��èöèåíòíûõ

îáðàòíûõ çàäà÷ (ÊÎÇ) òåîðèè óïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè.

Â ñëó÷àå åñëè äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ èçâåñòíà íà ÷à-

ñòè ãðàíèöû òåëà, ãäå äåéñòâóåò íàãðóçêà, òî ÊÎÇ ÿâëÿþòñÿ

íåêîððåêòíûìè è íåëèíåéíûìè çàäà÷àìè. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ

ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, óñòàíàâëèâàþ-

ùèõ ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ è äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé. Áîëüøèíñòâîì èññëå-

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îí-

äà, ïðîåêò � 22-11-00265-Ï, https://rs
f.ru/proje
t/22-11-00265/, â Þæíîì

�åäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå.
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äîâàòåëåé ðåøåíèå ÊÎÇ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ çàäà÷ â ýêñòðåìàëüíîé ïîñòàíîâêå [1, 2℄. Àâòîðàìè ðàíåå

áûë ðàçðàáîòàí àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ íåëèíåé-

íûõ ÊÎÇ, â òîì ÷èñëå çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè [3, 4℄, òåðìî-

óïðóãîñòè [5℄ è òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè [6℄. Äëÿ ýòîãî íà îñíî-

âå ñëàáîé ïîñòàíîâêè è ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè áûëè ïîëó÷åíû

èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà (ÈÓÔ) 1-ãî ðîäà äëÿ íà-

õîæäåíèÿ ïîïðàâîê õàðàêòåðèñòèê â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå.

Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿë âîññòàíàâëèâàòü çíà÷åíèÿ �óíêöèé

íåîäíîðîäíîñòè â òî÷êàõ ñåòêè çíà÷åíèé ïðîäîëüíîé èëè ðà-

äèàëüíîé êîîðäèíàò.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðåäñòàâëåíà ìîäè�èêàöèÿ ðàíåå

ðàçðàáîòàííîãî àâòîðàìè ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ òåî-

ðèè óïðóãîñòè è ìåõàíèêè ñâÿçàííûõ ïîëåé. Â ðàáîòå [5℄ äèñ-

êðåòèçàöèÿ ÈÓÔ 1-ãî ðîäà îñóùåñòâëÿëàñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

êîëëîêàöèé, ÷òî ïîçâîëèëî âîññòàíàâëèâàòü çíà÷åíèÿ �óíêöèé

íåîäíîðîäíîñòè â òî÷êàõ ñåòêè çíà÷åíèé ïðîäîëüíîé èëè ðà-

äèàëüíîé êîîðäèíàò. Â äàííîì äîêëàäå îïåðàòîðíûå óðàâíå-

íèÿ ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà, ïðè êîòîðîì

ïîïðàâêè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìå ïîëèíî-

ìîâ. Êîý��èöèåíòû ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé îïðåäåëÿëèñü

èç ðåøåíèÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). �åãóëÿðèçàöèè ïëîõî îáóñëîâëåí-

íîé ÑËÀÓ ïðîèçâåäåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Òèõîíîâà À. Í.

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èñêàëîñü ñðåäè êîíñòàíò êàê ñðåä-

íåå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìàòå-

ðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. Äàëåå ïðîèñõîäèëî ïîñëåäîâàòåëü-

íîå óòî÷íåíèå õàðàêòåðèñòèê â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå. Ìà-

òåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè íà ïåðâîì ýòàïå èñêàëèñü â âèäå

êîíñòàíò, íà âòîðîì ýòàïå � ëèíåéíûõ �óíêöèé, íà òðåòüåì

ýòàïå � êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé. Âûõîä èç èòåðàöèîííîãî ïðî-

öåññà îñóùåñòâëÿëñÿ ïðè ñòàáèëèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè.

Â ðàáîòàõ [5, 6℄ è äàííîì äîêëàäå îòëè÷àþòñÿ è ìåòîäû

ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷. Òàê, â [5℄ ïðÿìûå çàäà÷è ðåøàëèñü â
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ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò Ëàïëàñà, ëèáî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ïðèñòðåëêè (çàäà÷à äëÿ òðóáû), ëèáî ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ñèñòå-

ìå ÈÓÔ 2-ãî ðîäà (çàäà÷à äëÿ ñòåðæíÿ). Îáðàùåíèå òðàíñ-

�îðìàíò îñóùåñòâëÿëîñü ëèáî íà îñíîâå òåîðèè âû÷åòîâ, ëèáî

÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Äóðáèíà. Â äàííîì äîêëàäå ïðÿ-

ìûå çàäà÷è äëÿ ñòåðæíÿ è òðóáû, ïðÿìîóãîëüíèêà è êîíå÷íîãî

öèëèíäðà ðåøàëèñü íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðå-

àëèçîâàííîãî â ïàêåòå FlexPDE.

Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî âîññòàíîâëå-

íèþ, êàê îäíîìåðíûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè äëÿ ñòåðæíÿ è

òðóáû, òàê è äâóìåðíûõ çàêîíîâ � äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà è êî-

íå÷íîãî öèëèíäðà. Âûÿâëåíû íàèáîëåå èí�îðìàòèâíûå ñ òî÷-

êè çðåíèÿ ðåêîíñòðóêöèè òèïû íàãðóçêè è èíòåðâàëû ñúåìà

äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Âûÿñíåíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâà-

íèè ìîäè�èöèðîâàííîãî ïîäõîäà ðåêîíñòðóêöèÿ ìàòåðèàëü-

íûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîèñõîäèëà áûñòðåå, ïðè ýòîì ïîãðåø-

íîñòü ðåêîíñòðóêöèè áûëà ìåíüøå.
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1

Å. Â. Êóäðÿøîâà
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Ñõåìû �àçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû (ÔÀÏ×, phase-

lo
ked loops, PLL) ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè óïðàâ-

ëåíèÿ è øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñèñòåìàõ áåñïðîâîäíîé ñâÿçè,

êîìïüþòåðíûõ àðõèòåêòóðàõ, ñèñòåìàõ íàâèãàöèè (GPS, �ËÎ-

ÍÀÑÑ), ýíåðãîñèñòåìàõ [1�3℄. Îäíîé èç êëþ÷åâûõ èíæåíåðíûõ

çàäà÷ íåëèíåéíîãî àíàëèçà ñèñòåì �àçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷à-

ñòîòû (ÔÀÏ×) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîëîñû çàõâàòà

äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ÷àñòîòû âõîäíîãî ñèãíàëà â çàâèñèìî-

ñòè îò ïàðàìåòðîâ �èçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñèñòåìû [4, 5℄. Ïðè

çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ �èçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè è ÷àñòîòû âõîä-

íîãî ñèãíàëà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîñå çàõâàòà, ñèñòåìà ÔÀÏ×

âõîäèò â ñèíõðîíèçì, à ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü íàçûâàþò ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé.

Äëÿ ñèñòåìû ÔÀÏ× ñ ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðèðóþùèì

�èëüòðîì Ì. Â. Êàïðàíîâ, ñëåäóÿ êà÷åñòâåííûì ðåçóëüòà-

òàì Ô. Äæ. Òðèêîìè [6℄, âûäâèíóë ãèïîòåçó, ñîãëàñíî êîòî-

ðîé ïîëîñà çàõâàòà îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî èñ÷åçíîâåíèåì ñîñòîÿ-

íèé ðàâíîâåñèÿ, ëèáî ñàìîâîçáóæäåíèåì êîëåáàíèé ïðè áè�óð-

êàöèè ðîæäåíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè èç ñåäëà â ñåä-

ëî (ãèïîòåçà Êàïðàíîâà) [7℄. Ïîçäíåå â ðàáîòàõ Í. À. �óáàðü,

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 25-21-00307.
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Á. È. Øàõòàðèíà è Â. Ì. Ñà�îíîâà [8�10℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé À. À. Àíäðîíîâà áûëî ïîêàçà-

íî, ÷òî ãèïîòåçà Êàïðàíîâà íåâåðíà è ÷òî ïîëîñà çàõâàòà ñè-

ñòåìû ÔÀÏ× ñ ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðèðóþùèì �èëüòðîì è

êóñî÷íî-ëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé �àçîâîãî äåòåêòîðà ìîæåò

îïðåäåëÿòüñÿ ðîæäåíèåì ïîëóóñòîé÷èâîãî öèêëà âòîðîãî ðîäà.

Îäíàêî ðåçóëüòàòû äàííûõ ïóáëèêàöèé â âèäó ñëîæíîñòè èç-

ëîæåíèÿ è ññûëîê íà ñòîðîííèå ðàáîòû íå áûëè îòðàæåíû â ïî-

ñëåäóþùèõ êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðà�èÿõ è ó÷åáíèêàõ [4, 11�13℄

ïî íåëèíåéíîìó àíàëèçó ÔÀÏ×, à â çàïàäíûõ ìîíîãðà�èÿõ

ïîÿâëÿëèñü çàìå÷àíèÿ îá îòñóòñòâèè óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [14, ñ. 123; 15, ñ 508℄).

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ îïèñàííîé âûøå çàäà÷è ìû

ðàçâèâàåì ý��åêòèâíûé ïîäõîä [16℄ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé ãðà-

íèöû ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûé íà ñïåöèàëüíîé

çàìåíå ïåðåìåííûõ è ïîñëåäóþùèõ èíòåãðèðîâàíèè è ñøèâ-

êè òðàåêòîðèé â òåðìèíàõ �àçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ïîçâîëÿ-

åò ïðîâåñòè íàãëÿäíûé çàìêíóòûé âûâîä àíàëèòè÷åñêèõ �îð-

ìóë [17�19℄ äëÿ ðàñ÷åòà ïîëîñû çàõâàòà.
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�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ñ äâóìÿ

çàìîðîæåííûìè àðãóìåíòàìè:

−y′′(x) + p(x)y(a) + q(x)y(b) = λy, x ∈ (0, π), (1)

y(0) = y(π) = 0, (2)

ãäå p, q ∈ L2(0, π) êîìïëåêñíîçíà÷íû, à ïàðàìåòðû a, b ∈
(0, π) �èêñèðîâàíû è íàçûâàþòñÿ çàìîðîæåííûìè àðãóìåí-

òàìè. Îáîçíà÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (2) ÷åðåç L0(p, q), à åå

ñïåêòð ÷åðåç {λn0}n>1.

Êðàåâûå çàäà÷è ñ çàìîðîæåííûìè àðãóìåíòàìè õîðîøî

èçó÷åíû â ñëó÷àå îäíîãî çàìîðîæåííîãî àðãóìåíòà (ò. å. ïðè

q = 0), ïðè÷åì ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå êðàåâûå óñëîâèÿ

(ñì. ññûëêè â [1, 2℄). Ìû èññëåäóåì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé

äâóõ çàìîðîæåííûõ àðãóìåíòîâ. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî â (1) êî-

ý��èöèåíòû ïðè y(a) è y(b) � ðàçëè÷íûå �óíêöèè p è q, è
êàêàÿ-ëèáî ñâÿçü ìåæäó íèìè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïðè íàëè÷èè

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè q = αp ñ èçâåñòíûì α ∈ C íåò ïðèíöè-

ïèàëüíûõ îòëè÷èé îò ñëó÷àÿ îäíîãî çàìîðîæåííîãî àðãóìåíòà

(ñì. ðàáîòó [3℄, ãäå α = 1).

Ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè

∆0(λ) � òàêîé öåëîé �óíêöèè, íóëè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî

ñïåêòðîì êðàåâîé çàäà÷è L0(p, q) (ñì. [4℄). Ñ ïîìîùüþ ýòîé

�îðìóëû äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî

�îíäà, ïðîåêò � 24-71-10003, https://rs
f.ru/proje
t/24-71-10003/.
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Òåîðåìà 1. Âûïîëíåíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû

λn0 = n2 + κn0, {κn0}n>1 ∈ ℓ2.

Ïîëó÷åíà �îðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñïåêòðà

êðàåâîé çàäà÷è L0(p, q). Ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ

äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ îäíèì çàìîðîæåííûì àðãóìåíòîì èçó÷à-

ëèñü â ðàáîòàõ [5�8℄ ïðè àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì êîý��èöèåí-

òå p. Ïðè óñëîâèÿõ p ∈W 1
2 [0, π] è q ≡ 0 áûëî äîêàçàíî (ñì. [5℄),

÷òî

∞∑

n=1

(
λn0 − n2

)
= p(a). (3)

Çäåñü �îðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà ïîëó÷åíà ïðè áîëåå

îáùèõ óñëîâèÿõ p, q ∈ L1[0, π]. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñõîäè-

ìîñòü îïðåäåëåííîãî ðÿäà, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðåáîâàíèÿ

ãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ.

Ïðè n > 1 ïîëîæèì sn0 = an0 + bn0, ãäå

an0 =
2

π
sinna

π∫

0

sinnt p(t) dt, bn0 =
2

π
sinnb

π∫

0

sinnt q(t) dt.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p, q ∈ L1[0, π]. �ÿä
∑∞

n=1(λn0 − n2) ñõî-
äèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 sn0. Â ñëó-

÷àå ñõîäèìîñòè âûïîëíåíà �îðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà

∞∑

n=1

(
λn0 − n2

)
=

∞∑

n=1

sn0. (4)

Åñëè p ∈W 1
1 [a−ε, a+ε] è q ∈W 1

1 [b−ε, b+ε] ïðè íåêîòîðîì
ε > 0, òî èç (4) ñëåäóåò

∞∑

n=1

(
λn0 − n2

)
= p(a) + q(b),
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è èìååò ìåñòî îáîáùåíèå �îðìóëû (3). Â òî æå âðåìÿ ñõî-

äèìîñòü ðÿäà ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà íåêîòîðîé ñâÿçüþ ìåæ-

äó p è q áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá èõ ãëàäêîñòè. Íàïðèìåð, åñëè

q(t) = −p(π − t) è b = π − a, òî ïîëó÷èì

∞∑

n=1

(
λn0 − n2

)
= 0.
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Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ â îáëàñòè òåîðèè êîñèì-

ìåòðèè Þäîâè÷à. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò íàèáîëåå ãëóáîêî ðàç-

âèòà îáùàÿ òåîðèÿ ëîêàëüíûõ áè�óðêàöèé â äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåìàõ ñ êîñèììåòðèåé â îêðåñòíîñòè íåêîñèììåòðè÷íîãî ðàâ-

íîâåñèÿ. Âàæíóþ ðîëü â ýòîé òåîðèè èãðàëà êîñèììåòðè÷íàÿ

âåðñèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè Â. È. Þäîâè÷à [1℄. Àâòî-

ðàìè æå èññëåäîâàí ñëó÷àé [2℄, êîãäà íàðóøåíî óñëîâèå ýòîé

òåîðåìû, òî åñòü êîãäà ðàâíîâåñèå êîñèììåòðè÷íî.

�àññìàòðèâàåòñÿ ÷åòíîìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ìíî-

ãîìåðíûì ìàëûì ïàðàìåòðîì, à òàêæå ñ îáðàòèìîé êîñèì-

ìåòðèåé â îêðåñòíîñòè êîñèììåòðè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñïåêòð

óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû íà çàäàííîì ðàâíîâåñèè ëåæèò â

çàìûêàíèè ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, à åãî íåéòðàëü-

íàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç äâóêðàòíîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà-

÷åíèÿ. Ïðèìåíåíèå ê òàêîìó óðàâíåíèþ ìåòîäà öåíòðàëüíî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðèâîäèò ê äâóìåðíîé ñèñòåìå íà íåéòðàëü-

íîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ íàñëåäóåò îáðàòèìóþ êîñèììåòðèþ.

1

�àáîòà Ë. �. Êóðàêèíà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñó-

äàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÂÏ �ÀÍ, ïðîåêò � FMWZ-2022-0001.

�àáîòà À. Â. Êóðäîãëÿíà âûïîëíåíà â Ñåâåðî-Êàâêàçñêîì öåíòðå ìà-

òåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÂÍÖ �ÀÍ ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâî íà-

óêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèè, ñîãëàøåíèå � 075-02-2025-1633.
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Êðîìå òîãî, ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äîïóñêàåò îá-

ùèé ìíîæèòåëü. Êîãäà ÷èñëî âûðîæäåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû

íå ïðåâûøàåò îäíîãî, ýòîò ìíîæèòåëü ïîðîæäàåò ñïðÿìëÿåìîå

ñåìåéñòâî íåêîñèììåòðè÷íûõ ðàâíîâåñèé âáëèçè êîñèììåòðè÷-

íîãî. Â ñëó÷àå æå äâóõ âûðîæäåíèé, ýòî ñåìåéñòâî ëèáî èñ÷å-

çàåò, ëèáî ñïðÿìëÿåìî, ëèáî èìååò âèä îêðóæíîñòè èëè ãèïåð-

áîëû. Ñëó÷àé èñ÷åçíîâåíèÿ ñåìåéñòâà òðèâèàëåí. Ëîêàëüíàÿ

êëàññè�èêàöèÿ â ñëó÷àå ðàâíîâåñíîé ïðÿìîé èçëîæåíà àâòî-

ðàìè ðàíåå íà ýòîé êîí�åðåíöèè [3℄. Ýòà êëàññè�èêàöèÿ ïî ñó-

ùåñòâó âûïîëíåíà ïî ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì ðàññìàòðèâàåìîé

äâóìåðíîé ñèñòåìû: òèï êîñèììåòðè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ; òèï ñå-

ìåéñòâà íåêîñèììåòðè÷íûõ ðàâíîâåñèé; âçàèìíîå ðàñïîëîæå-

íèå êîñèììåòðè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ è îêðåñòíîãî ñåìåéñòâà; ÷èñ-

ëî ðàâíîâåñèé íà ñåìåéñòâå, îòäåëÿþùèõ óñòîé÷èâûå äóãè îò

íåóñòîé÷èâûõ.

Â äîêëàäå îïèñàíà ëîêàëüíàÿ êëàññè�èêàöèÿ óêàçàííîé

âûøå äâóìåðíîé ñèñòåìû íà íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè â ñëó-

÷àå, êîãäà ñåìåéñòâî íåêîñèììåòðè÷íûõ ðàâíîâåñèé ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü èëè ãèïåðáîëó.
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�àññìîòðåíà êâàçèãåîñòðî�è÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõñëîéíîé

æèäêîñòè. Ïðåäñòàâëåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî

âðàùåíèÿ ñèñòåìû N îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ âèõðåé, ðàâíîìåð-

íî ðàñïîëîæåííûõ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R â îäíîì èç ñëîåâ.

Âèõðè èìåþò îäèíàêîâóþ èíòåíñèâíîñòü. Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè

èìååò òðè ïàðàìåòðà: N , R è β, ãäå β � îòíîøåíèå òîëùèí ñëî-

åâ æèäêîñòè. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ èíòåðïðå-

òèðóåòñÿ êàê îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü, íåóñòîé÷èâîñòü ñòàöè-

îíàðíîãî âðàùåíèÿ � ýòî íåóñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ ðåäóöè-

ðîâàííîé ñèñòåìû. Èññëåäîâàíû êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëü-

òîíèàíà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè.

Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (N,R, β) äåëèòñÿ íà òðè

÷àñòè: A � îáëàñòü îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â òî÷íîé íåëè-

íåéíîé ïîñòàíîâêå; B � îáëàñòü ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, ãäå

òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé íåëèíåéíûé àíàëèç; è C � îáëàñòü

íåóñòîé÷èâîñòè. Ñëó÷àé A èìååò ìåñòî ïðè N = 2, 3, 4 äëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ R è β. Ïðè N = 5 ñóùåñòâó-
þò äâå îáëàñòè: A è B. Â ñëó÷àå N = 6 ÷àñòü B � ýòî êðèâàÿ,

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäà-

íèÿ ÈÂÏ �ÀÍ, ïðîåêò � FMWZ-2022-0001, è ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ

ÈÎ �ÀÍ, ïðîåêò � FMWE-2023-0002.
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ðàçäåëÿþùàÿ ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ R, β íà äâå îáëàñòè:

A è C. Ïðè N = 7 ïðèñóòñòâóþò âñå òðè îáëàñòè: A, B, è C.

Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè C ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, åñ-

ëè N = 2n > 8, à â ñëó÷àå N = 2ℓ + 1 > 9 åñòü äâå îáëàñòè: B
è C.

�åçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåí-

íûì ðàñ÷åòîì âèõðåâûõ òðàåêòîðèé.

Â çàêëþ÷åíèè, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåëèíåéíûé àíàëèç

óñòîé÷èâîñòè â îáëàñòè B òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ðåçî-

íàíñîâ â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî

ñäåëàíî â ñëó÷àå âèõðåâîãî N -óãîëüíèêà âíå êðóãîâîé îáëàñòè

â ìîäåëè Êèðõãî�à [1℄.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [2, 3℄.
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�àññìîòðåíà êâàçèãåîñòðî�è÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõñëîéíîé

æèäêîñòè. Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíîé îñåñèììåò-

ðè÷íîé âèõðåâîé êîí�èãóðàöèè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òî÷å÷íîãî

âèõðÿ ïðîèçâîëüíîé èíòåíñèâíîñòè Γ èN âèõðåé (N = 2, . . . , 6)
îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè. Îäèíàêîâûå âèõðè, ðàñïîëîæåíû

â îäíîì ñëîå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè â íèæíåì, íà îêðóæíîñòè

ðàäèóñà R, âîêðóã öåíòðàëüíîãî íåïîäâèæíîãî âèõðÿ ïðîèç-

âîëüíîé èíòåíñèâíîñòè, êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòüñÿ êàê â òîì

æå ñëîå, òàê è â äðóãîì. Âèõðåâàÿ êîí�èãóðàöèÿ âðàùàåòñÿ

âîêðóã öåíòðàëüíîãî âèõðÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ.

Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè èìååò òðè ïàðàìåòðà (R,Γ, α), ãäå α �

ðàçíîñòü ìåæäó áåçðàçìåðíûìè òîëùèíàìè ñëîåâ æèäêîñòè.

Ïîä íåóñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèÿ ïîíèìàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü

ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé óðàâíåíèé âîçìóùåíèÿ. �àññìàòðè-

âàþòñÿ äâà îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè: îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷è-

âîñòü è G -óñòîé÷èâîñòü. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè óñòîé÷è-

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îñóäàðñòâåííîãî çà-

äàíèÿ ÈÂÏ �ÀÍ, ïðîåêò � FMWZ-2022-0001 (ðåãèñòðàöèîííûé íîìåð

122041100222-7), è ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÎ �ÀÍ, ïðîåêò � FMWE-

2023-0002.
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âîñòè ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðå-

ðûâíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè G . Ïîä îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâî-

ñòüþ ïîíèìàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêîé îðáèòû

ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ, à ïîä G -óñòîé÷èâîñòüþ � óñòîé÷è-

âîñòü òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà OG , îá-

ðàçîâàííîãî îðáèòàìè íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ

âðàùåíèé äâóñëîéíîé âèõðåâîé êîí�èãóðàöèè. Äîêàçàòåëü-

ñòâî îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà-

÷àëà, èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî èíâàðè-

àíòíîãî ìíîæåñòâà, à çàòåì ìåòîäîì ñâÿçêè èíòåãðàëîâ ×åòàå-

âà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èç G -óñòîé÷èâîñòè ñëåäó-

åò îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü. Êâàäðàòè÷íûå ÷àñòè èíòåãðàëîâ

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè èññëåäîâàíû

àíàëèòè÷åñêè.

Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ (R,Γ, α) äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè:

1) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè; 2) îáëàñòü îðáèòàëüíîé óñòîé÷è-

âîñòè â òî÷íîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå; è 3) îáëàñòü ëèíåé-

íîé óñòîé÷èâîñòè, ãäå òðåáóåòñÿ íåëèíåéíûé àíàëèç. Ïîëó÷åíû

àíàëèòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ, ðàçäåëÿþùèõ ýòè îáëàñòè.

�åçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåí-

íûìè ðàñ÷åòàìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [1�3℄.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâî-

ñòè òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ðåçîíàíñîâ â ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåìàõ. Òàêîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî äëÿ âèõðåâîãî êâàä-

ðóïîëÿ (3 + 1) â ìîäåëè Êèðõãî�à [1℄.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ñ ¾ÄÅØÅÂÛÌ¿ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅÌ ÄËß

ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ SIRC

�. À. Êóðèíà

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�Ó)

Îäíîé èç ïîïóëÿðíûõ èí�åêöèîííûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ

SIRC, â êîòîðîé íàñåëåíèå äåëèòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè â çàâèñèìî-

ñòè îò ñòàòóñà: âîñïðèèì÷èâûå ê çàáîëåâàíèþ S (sus
eptible),

çàðàæåííûå I (infe
ted), âûçäîðîâåâøèå R (re
overed) è ñ ïå-

ðåêðåñòíûì èììóíèòåòîì C (
ross-immune). Â [1℄ ñ�îðìóëè-

ðîâàíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà

íà òðàåêòîðèÿõ íåëèíåéíîé ìîäåëè SIRC 
 ïåðåìåííûìè ñî-

ñòîÿíèÿ S, I, R, C. Òàì æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ

ìîäåëü SIRC íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Ïðè ýòîì îïòèìàëü-

íîå óïðàâëåíèå íàõîäèòñÿ â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè ñ ïîìîùüþ

ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè. Îò-

ìåòèì, ÷òî â �îðìóëèðîâêå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è â [1℄ èìå-

þòñÿ íåòî÷íîñòè.

Âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìåþò

çàäà÷è ñ òàê íàçûâàåìûìè ¾äåøåâûìè¿ óïðàâëåíèÿìè, ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå êîòîðûõ çàòðóäíåíî. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå

ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ òàêîãî òèïà ïîñòðîåíî â [2℄.

Çäåñü, â îòëè÷èå îò [1℄, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà êîíå÷íîì

èíòåðâàëå, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà

1

2

t1∫

t0

(
w1x1(t)

2 + 2w1x1(t)S
e + w2x2(t)

2 +

+ 2w2x2(t)I
e + ε2

(
u1(t)

2 + u2(t)
2
))
dt

íà òðàåêòîðèÿõ ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè SIRC

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bu(t)
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ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì, ãäå

x(t) =
(
x1(t), x2(t), x3(t), x4(t)

)T
=

=
(
S(t)− Se, I(t)− Ie, R(t)−Re, C(t)− Ce

)T
,

Se, Ie, Re, Ce � ðåøåíèå ñèñòåìû

µ(1− S)− βSI + γC = 0, βSI + νβCI − (µ + α)I = 0,

(1− ν)βCI + αI − (µ+ δ)R = 0, δR − βCI − (µ + γ)C = 0,

îáåñïå÷èâàþùåå ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ëèíåàðèçîâàííîé ìî-

äåëè ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ δ, ρ1, ρ2, S
e
, Ie,

A =




−µ− βI −βS 0 γ
βI βS + νβC − µ− α 0 νβI
0 (1− ν)βC + α −µ− δ (1− ν)βI
0 −βC δ −βI − µ− γ




è

B =

(
−ρ1S 0 ρ1S 0
0 −ρ2I ρ2I 0

)T

ïðè S = Se, I = Ie, C = Ce, u(t) = (u1(t), u2(t))
T
, ε > 0 �

ìàëûé ïàðàìåòð. Çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ îáúÿñíÿþòñÿ â [1℄.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

y1(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t), y2(t) = x4(t),

y3(t) = −x1(t)
ρ1Se

, y4(t) = −x2(t)
ρ2Ie

+ x4(t),

â ïðåîáðàçîâàííîì óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ ïåðåä óïðàâëåíèåì

áóäåò ñòîÿòü ìàòðèöà B̃ = (0, E)T , ãäå 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà,

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñëåäóåò, ÷òî îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå â ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷å èìååò âèä u(t) =
B̃ Tϕ(t)/ε2, ãäå ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), ϕ4(t))

T
� ñîïðÿæåí-

íàÿ ïåðåìåííàÿ.
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Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

z1(t) = (y1(t), y2(t))
T , z2(t) = (y3(t), y4(t))

T ,

ζ1(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t))
T , ζ2(t) = (ϕ3(t), ϕ4(t))

T ,

äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, âûòåêàþùóþ èç ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dz1
dt

= A11z1 +A12z2, z1(t0) = z01 ,

ε2dz2
dt

= ε2A21z1 + ε2A22z2 + ζ2, z2(t0) = z02 ,

dζ1
dt

=W11z1 +W12z2 −AT11ζ1 −AT21ζ2 + b1, ζ1(t1) = 0,

dζ2
dt

=W12z1 +W22z2 −AT12ζ1 −AT22ζ2 + b2, ζ2(t1) = 0.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé â êðè-

òè÷åñêîì ñëó÷àå, òàê êàê áûñòðàÿ ïåðåìåííàÿ z2(t) íå ìîæåò
áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà èç âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ

ýòîé ïåðåìåííîé ïðè ε = 0 (ñì. [3℄). Ó÷èòûâàÿ âèä êîý��èöè-
åíòîâ, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1 â òåðìè-

íîëîãèè [2℄.

Äëÿ ïîëó÷åííîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ïîñòðîåíà

àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ âèäà

v(t, ε) =

∞∑

j=0

εj
(
v̄j(t) + Πjv(τ) +Qjv(σ)

)
,

ãäå

v =
(
zT1 , z

T
2 , ζ

T
1 , ζ

T
2

)T
, τ =

t− t0
ε

, σ =
t− t1
ε

,

Πjv(τ) è Qjv(σ) ÿâëÿþòñÿ ïîãðàíè÷íûìè �óíêöèÿìè, çíà÷å-

íèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííû òîëüêî â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê t = t0
è t = t1 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòî-

òèêè ñëåäóþùàÿ:

ζ̄20(t) = ζ̄21(t) = 0, Π0z1(τ) = Π0ζ1(τ) = Π0ζ2(τ) = 0,

Q0z1(σ) = Q0ζ1(σ) = Q0ζ2(σ) = 0, z̄10(t0), ζ̄10(t1),

Q1ζ2(σ) = Q0z2(σ) = Q1z1(σ) = 0, (z̄10(t), ζ̄10(t)), z̄20(t), ζ̄22(t),

Π0z2(τ), Π1ζ2(τ), Π1z1(τ), Π1ζ1(τ), z̄11(t0), Q1ζ1(σ) = 0,

ζ̄11(t1) = 0, (z̄11(t), ζ̄11(t)), z̄21(t),

Π1z2(τ), Π2ζ2(τ), Q2ζ2(σ), Q1z2(σ).

Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü àñèìïòîòèêó îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â âèäå

u(t) =
Π1ζ2(τ)

ε
+ ζ̄22(t) + Π2ζ2(τ) +Q2ζ2(σ) +O(ε).
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ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÊ�ÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ä�ÎÁÍÎ�Î

ÏÎ�ßÄÊÀ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÞÙÈÌ À��ÓÌÅÍÒÎÌ

1

Ì. �. Ìàæãèõîâà

(�îññèÿ, Íàëü÷èê, ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

D
{γ0,...,γn}
0t u(t)−λu(t)−µH(t−τ)u(t−τ) = f(t), 0 < t < 1, (1)

ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà D
{γ0,...,γn}
0t [1℄,

λ, µ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, τ � �èêñèðîâàííîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, H(t) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.

�åãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçîâåì �óíêöèþ

u = u(t) òàêóþ, ÷òî

D
{γ0,...,γk}
0t u(t) ∈ AC[0, 1], k = 0, n − 1,

è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) äëÿ âñåõ 0 < t < 1.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäóåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëå-

òâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì





lim
t→0

D
{γ0,...,γi−1}
0t u(t)−

m∑
k=1

aik lim
t→tk

D
{γ0,...,γi−1}
0t u(t) = ci,

i = 1, p,

lim
t→1

D
{γ0,...,γj−1}
0t u(t)−

m∑
k=1

bjk lim
t→tk

D
{γ0,...,γj−1}
0t u(t) = dj ,

j = 1, q,

(2)

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâî

íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåêò � FEGS-

2023-0003.
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p, q > 1 òàêèå, ÷òî p+ q = n, aik, bjk � çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

Äëÿ çàäà÷è (1)�(2) äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè. �åøåíèå

çàäà÷è âûïèñàíî â ÿâíîì âèäå è èìååò âèä:

u(t) =
1

∆

p∑

i=1

ci

n∑

s=1

Wρs−1(t)Mis+

+
1

∆

q∑

j=1

dj

n∑

s=1

Wρs−1(t)Mp+j,s +

1∫

0

f(ξ)

[
H(t− ξ)Wα(t− ξ)+

+
1

∆

n∑

s=1

Wρs−1(t)

p∑

i=1

Mis

n∑

k=1

−aikWα−ρi−1+1(tk − ξ)−

− 1

∆

n∑

s=1

Wρs−1(t)

q∑

j=1

Mp+j,s

(
Wα−ρj−1+1(1− ξ)−

−
n∑

k=1

bjkWα−ρj−1+1(tk − ξ)

)]
dξ,

ãäå ∆ 6= 0, Wν(t) � ñïåöèàëüíàÿ �óíêöèÿ, ñâîéñòâà êîòîðîé

èçó÷åíû â ðàáîòå [2℄.
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Î ÂËÈßÍÈÈ ÊÎ�ÎÒÊÎÂÎËÍÎÂÎ�Î ÂÍÅØÍÅ�Î

ÑÈ�ÍÀËÀ ÍÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ �ÀÂÍÎÂÅÑÈß

ÑÈÑÒÅÌÛ ÕÈÙÍÈÊ�ÆÅ�ÒÂÀ Ñ ÒÀÊÑÈÑÎÌ

Ê. Õ. Ìàëàë

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÈÌÌèÊÍ ÞÔÓ)

�àññìîòðèì ñðåäó, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòèö, êîòîðûå ÷óâñòâè-

òåëüíû ê íåñêîëüêèì ñèãíàëàì èëè ñòèìóëàì â òîì ñìûñëå, ÷òî

ñðåäà ðåàãèðóåò íà ãðàäèåíò èíòåíñèâíîñòè ñèãíàëà íàïðàâ-

ëåííûì äâèæåíèåì. Òàêóþ ñïîñîáíîñòü ÷àñòî íàçûâàþò òàêñè-

ñîì. Â ÷àñòíîñòè, íàçâàíèå õåìîòàêñèñ, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëà-

ãàåò, ÷òî ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíöåíòðàöèþ íåêîòîðîãî

õèìè÷åñêîãî âåùåñòâà, à ðåàêöèÿ ñðåäû � âîçíèêíîâåíèå åå ïî-

òîêà, íàïðàâëåííûîãî âäîëü ãðàäèåíòà ñèãíàëà (òàê íàçâàåìàÿ

ìîäåëü Ïàòëàêà � Êåëëåðà � Ñåãåëÿ (PKS)). Îäíàêî, ýòà ìî-

äåëü èñïîëüçóåòñÿ áîëåå øèðîêî, íàïðèìåð, â ïîïóëÿöèîííîé

äèíàìèêå [1℄.

Â íàøåì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ ìîäåëü

ñîîáùåñòâà õèùíèê-æåðòâà

pt + qx = pf(p, s), q = p(χsx + κhx)− µpx,

st = Dsxx + sg(p, s),
(1)

Çäåñü t � âðåìÿ, x ∈ R � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà,

p = p(x, t), q = q(x, t) � ïëîòíîñòü è ïîòîê õèùíèêîâ, à �óíê-

öèÿ s = s(x, t) îáîçíà÷àåò ïëîòíîñòü æåðòâ. Çàäàííûå �óíê-

öèè f è g îïðåäåëÿþò êèíåòèêó ñèñòåìû. Âòîðîå óðàâíåíèå

â (1) îïðåäåëÿåò ïîòîê ïî çàêîíó Ïàòëàêà � Êåëëåðà � Ñåãåëÿ

(PKS), ïðè ýòîì ïëîòíîñòü äîáû÷è, s, ñëóæèò îäíèì ñèãíàëîì,

à íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ �óíêöèÿ, h = h(x, t), âûñòóïàåò â êà÷å-
ñòâå äðóãîãî ñèãíàëà, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âíåøíèé.

Ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû χ > 0 è κ (êîòîðûé, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, íå ïîëîæèòåëåí) èçìåðÿþò ÷óâñòâèòåëüíîñòü õèùíèêîâ ê
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ïëîòíîñòè äîáû÷è è âíåøíåìó ñèãíàëó, à êîý��èöèåíòû µ è D
ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè äè��óçèè äëÿ õèù-

íèêîâ è äîáû÷è. Âñå îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè. Óðàâíå-

íèÿ (1) ñîñòàâëÿþò ìîäåëü PKS ñîîáùåñòâà õèùíèê-æåðòâà ñ

òàêñèñîì è âíåøíèì ñèãíàëîì. �àíåå âçàèìîäåéñòâèå òàêñèñà

ñ âíåøíèì ñèãíàëîì èçó÷àëîñü â ñòàòüÿõ [2, 3℄, ãäå, îäíàêî èñ-

ïîëüçóþòñÿ ìîäåëè òàêñèñà, îòëè÷íûå îò PKS.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ñèñòåìå (1) D = δ > 0, è âñå îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû ñèñòåìû íå çàâèñÿò îò δ. Ïóñòü âíåøíèé ñèãíàë

èìååò âèä áåãóùåé âîëíû:

h = h(x, t, η), η =
x− ct

δ
, h(x, t, η + 2π) = h(x, t, η),

ïðè÷åì

〈h(x, t, ·)〉 = 0 (∀x, t, η), ãäå 〈f〉 = lim
L→∞

1

2L

L∫

−L

f(η) dη.

Òîãäà èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû (1) ïî íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà δ, íà÷èíàÿ
ñ íóëåâîé, ãäå âñå êîý��èöèåíòû 2π-ïåðèîäè÷íû ïî η. �àçëî-
æåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ íóëåâîé ñòåïåíè, è åãî ãëàâíûé ÷ëåí èìååò

âèä

s0 = s̄(x, t), p0 = p̄(x, t)E(x, t, η), E =
exp(κ̄H̃)

〈exp(κ̄H̃)〉
,

H̃η = h,
〈
H̃
〉
= 0, κ̄ =

κ

µ
,

ãäå ýâîëþöèÿ p̄, s̄ ðåãóëèðóåòñÿ òàê íàçûâàåìîé ãîìîãåíèçèðî-
âàííîé ñèñòåìîé (�Ñ), êîòîðàÿ èìååò âèä

p̄t + q̄x = p̄f̄(p̄, s̄), q̄ = p̄(χ̄s̄x + c̄)− µ̄p̄x, s̄t = s̄ḡ(p̄, s̄), (2)

f̄(p̄, s̄) = 〈Ef(p̄E, s̄)〉, ḡ(p̄, s̄) = 〈g(p̄E, s̄)〉, (3)



300 Ìàëàë Ê. Õ.

µ̄ = µM−1, χ̄ = χM−1,

c̄ = c
(
1−M−1

)
+ µ

(
ln
〈
exp

(
κ̄µ−1H̃

)〉)
x
,

(4)

M =
〈
exp

(
κ̄H̃

)〉〈
exp

(
− κ̄H̃

)〉
. (5)

Ïóñòü h = h(η). Òîãäà �Ñ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíà ïî

ïåðåìåííîé x, è èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü åå îäíîðîäíûå ðàâ-

íîâåñèÿ, s̄ = s̄e ≡ const, p̄ = p̄e ≡ const. Ýòèì ðàâíîâåñèÿì ñî-

îòâåòñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîðîò-

êîâîëíîâûå ðåæèìû áåç ìåäëåííîé ìîäóëÿöèè (òàê íàçûâàå-

ìûå êâàçèðàâíîâåñèÿ). Ïðè h = 0 êâàçèðàâíîâåñèÿ çàìåùà-

þòñÿ îäíîðîäíûìè ðàâíîâåñèÿìè ñèñòåìû (1) s = se ≡ const,
p = pe ≡ const.

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèé �Ñ îòíîñè-

òåëüíî òàê íàçûâàåìûõ íîðìàëüíûõ ìîä (p̂, q̂, ŝ) exp(ikx+ λt),
λ ∈ C, k ∈ R. Çà�èêèñèðóåì �óíêöèþ h0 = h0(η) è ïîëîæèì

h = αh0, ãäå α ∈ R. Ïóñòü ñèñòåìà (1) ïðè α = 0 èìååò ðàâíî-
âåñèå pe, se. Îáîçíà÷èì aij , i, j = 1, 2 ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè

∂(pf(p, s), sg(p, s))

∂(p, s)

∣∣∣∣
p=pe,s=se

.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

a11a22 − a21a12 > 0, a11 + a22 < 0, a11a22 < 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî α∗ > 0 òàêîå, ÷òî íà [0, α∗) îïðåäåëåíà
ãëàäêàÿ âåòâü ðàâíîâåñèé �Ñ p̄e(α), s̄e(α), ïðè÷åì p̄e(0) = pe,
s̄e(0) = se.

(
∀α ∈ [0, α∗)

) (
∃ k∗ ∈ (0,∞]

)
:

(
∀ k : k2 ∈

(
0, k2∗

)) (
∃ c∗ = c∗

(
k2, χ, µ

)
> 0
)

òàêîå, ÷òî íîðìàëüíàÿ ìîäà ðàâíîâåñèÿ p̄e(α), s̄e(α) ñ âîëíîâûì
÷èñëîì k : k2 ∈ (0, k2∗) óñòîé÷èâà äëÿ c

2 < c2∗, è íåóñòîé÷èâà äëÿ
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c2 > c2∗, ãäå c � ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âíåøíèé

ñèãíàë.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ áûëè ðàññìîòðåíû êèíåòèêè Ëîòêà �

Âîëüòåððû (ËÂ)

f(p, s) = γs− β, g(p, s) = 1− p− s, β > 0, γ > 0

è Àðäèòè � �èíçáóðãà [4℄ (À�)

f =
γ s

s+ p
− β; g = 1− s− rp

s+ p
, r > 0.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èññëåäîâàëèñü ðàâíîâåñèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ

âèäîâ pe > 0, se > 0. Â ñëó÷àå ËÂ áåç ñèãíàëà (α = 0) âñå ìîäû
òàêîãî ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ,

ïðè êîòîðûõ îíî ñóùåñòâóåò, è òî æå âåðíî äëÿ ðàâíîâåñèé �Ñ

ïðè ëþáûõ α, c. Â ñëó÷àå À� ïðè α = 0 èìååòñÿ ïàðàìåòðè-

÷åñêàÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ [5℄. Èç òåîðåìû 2

ñëåäóåò, ÷òî ýòà îáëàñòü ðàñøèðÿåòñÿ 
 ðîñòîì c ïðè ìàëûõ α.
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ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÅ-Ñ×ÅÒ×ÈÊ È ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ

ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉ

ÄÅÍÄ�ÈÒÎÂ

1

Å. Í. Ìàõðîâà

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä,

Óíèâåðñèòåò Ëîáà÷åâñêîãî)

1. Ïîä êîíòèíóóìîì ïîíèìàåì êîìïàêòíîå ñâÿçíîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äåíäðèòîì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-

ñâÿçíûé êîíòèíóóì, íå ñîäåðæàùèé äóã, ãîìåîìîð�íûõ

îêðóæíîñòè. Èç îïðåäåëåíèÿ äåíäðèòà ñëåäóåò, ÷òî äåíäðèò �

îäíîìåðíûé êîíòèíóóì. Îòìåòèì, ÷òî çà ïîñëåäíèå 30 ëåò âîç-

ðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà îäíîìåðíûõ

ðàçâåòâëåííûõ êîíòèíóóìàõ, ïîñêîëüêó îíè ïîÿâëÿþòñÿ êàê

ìíîæåñòâà Æþëèà â êîìïëåêñíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [1℄,

êàê ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçìåðíîñòè,

áîëüøåé 1 [2℄, êàê àòòðàêòîðû ñòÿãèâàåìûõ ïîëèãîíàëüíûõ ñè-

ñòåì [3℄, êàê àòòðàêòîðû êîñûõ ïðîèçâåäåíèé è èíòåãðèðóåìûõ

îòîáðàæåíèé [4, 5℄, òàêæå â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.

Ïóñòü X � äåíäðèò, òî÷êà p ∈ X. Åñëè X \{p} ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî, òî òî÷êà p íàçûâàåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé äåíäðèòà X;
åñëè X \ {p} ñîñòîèò èç áîëåå ÷åì äâóõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ, òî

p íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ äåíäðèòà X. Îòìåòèì, ÷òî
äåíäðèò X èìååò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê âåòâëå-

íèÿ, ïðè÷åì ÷èñëî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ â X \{p} òàêæå íå áîëåå,
÷åì ñ÷åòíî (ñì., íàïðèìåð, [6, ãë. 6, � 51℄). Äåíäðèò ñ êîíå÷íûì

÷èñëîì êîíöåâûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì äåðåâîì.

2. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f :
X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M
â X íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî f , åñëè îíî çà-

ìêíóòî, èíâàðèàíòíî è íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ,

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 24-21-00242, https://rs
f.ru/proje
t/24-21-00242/.
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óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì ñâîéñòâàì. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ ìè-

íèìàëüíûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî f , òî f íàçûâàåòñÿ ìè-

íèìàëüíûì îòîáðàæåíèåì. Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà � ïðîñòåé-

øèé ïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà. Âàæíûì ïðèìåðîì ìè-

íèìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåò-

ñÿ îòîáðàæåíèå-ñ÷åò÷èê (adding ma
hine/odometer). Íàïîìíèì

åãî îïðåäåëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [7℄).

Ïóñòü α = (j1, j2, . . .) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, ãäå ji > 2,

∆α =
{
(x1, x2, . . .) : xi ∈ {0, 1, . . . , ji − 1}, i > 1

}
.

Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà ∆α, ïîëîæèâ

dα((x1, x2, . . . ), (y1, y2, . . .)) =

∞∑

i=1

δ(xi, yi)

2i
,

ãäå δ(xi, yi) = 1, åñëè xi 6= yi è δ(xi, yi) = 0, åñëè xi = yi.
Îïðåäåëèì ñëîæåíèå â ∆α ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(x1, x2, . . . ) + (y1, y2, . . .) = (z1, z2, . . . ),

ãäå

z1 = (x1 + y1)mod j1 è z2 = (x2 + y2 + t1)mod j2.

Çäåñü t1 = 0, åñëè x1+ y1 < j1 è y1 = 1, åñëè x1+ y1 > j1. È òàê

äàëåå.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå-ñ÷åò÷èê èëè ïðîñòî ñ÷åò÷èê τα :
∆α → ∆α òàê, ÷òîáû τα(x1, x2, . . .) = (x1, x2, . . .) + (1, 0, 0, . . .).
Â [7℄ äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå τα ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ

ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α.

Ïîëîæèì α = 2, åñëè ji = 2 äëÿ ëþáîãî i > 1. Â ýòîì ñëó-

÷àå îòîáðàæåíèå τ2 : ∆2 → ∆2 íàçîâåì äâîè÷íûì ñ÷åò÷èêîì.

Îòìåòèì, åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : I → I îòðåçêà I
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èìååò íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è áåñêîíå÷íîå ìèíè-

ìàëüíîå ìíîæåñòâî M ⊂ I, òî f|M òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî

äâîè÷íîìó ñ÷åò÷èêó [8, Theorem 15.4.2℄.

3. Ïóñòü X � äåíäðèò, è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f : X → X èìååò áåñêîíå÷íîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâîM ⊂ X.
Â äîêëàäå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðî-

ïèåé îòîáðàæåíèÿ f è ñâîéñòâàìè ìíîæåñòâà M . Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � äåíäðèò ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì êîí-

öåâûõ òî÷åê, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X èìååò íó-

ëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è áåñêîíå÷íîå ìèíèìàëüíîå

ìíîæåñòâî M â X. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α
òàêàÿ, ÷òî f|M ïîëóñîïðÿæåíî ñ÷åò÷èêó τα. Åñëè äåíäðèò X
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì äåðåâîì, òî f|M òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî

ñ÷åò÷èêó τα.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî â [9℄ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ìè-

íèìàëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî M îòîáðàæåíèÿ f , çàäàííî-
ãî íà äåíäðèòå, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýí-

òðîïèÿ f ïîëîæèòåëüíàÿ.

Â äîêëàäå òàêæå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè α ñóùåñòâóþò äåíäðèò X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-

íèå f : X → X òàêèå, ÷òî f èìååò ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî

M ⊂ X, è f|M òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ÷åò÷èêó τα. Äëÿ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà è êîíå÷íîãî äåðåâà òàêàÿ

ñèòóàöèÿ íå ðåàëèçóåòñÿ (ñì, íàïðèìåð, [8, Theorem 15.4.2℄).
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Ó�ÀÂÍÅÍÈß ËÅÎÍÒÜÅÂÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ

Å. Þ. Ìàøêîâ

(�îññèÿ, Êóðñê, ÞÇ�Ó)

�àññìàòðèâàþòñÿ âûðîæäåííûå ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â �îðìå Èòî, â êîòîðûõ â ëå-

âîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ñòîÿò âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå ìàòðè-

öû, îáðàçóþùèå ðåãóëÿðíûé ïó÷îê. Êðîìå ýòîãî, â ïðàâîé ÷à-

ñòè èìååòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò âðåìåíè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò âûðîæäåí-

íàÿ ìàòðèöà. Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû åùå íà-

çûâàþòñÿ àëãåáðî-äè��åðåíöèàëüíûìè, äåñêðèïòîðíûìè. Íà

ÿçûêå ýòèõ óðàâíåíèé â ðàáîòàõ À. Ë. Øåñòàêîâà, �. À. Ñâè-

ðèäþêà è À. Â. Êåëëåð [1℄ èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêîå èñêàæå-

íèå ñèãíàëîâ â ðàäèîóñòðîéñòâàõ. Â ðàáîòàõ Ë. À. Âëàñåíêî,

À. �. �óòêàñà [2℄, à òàêæå O. S
hein, G. Denk, T. Si
kenberger,

R. Winkler [3℄ ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû âîçíèêàþò ïðè ìà-

òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ öå-

ïåé. Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà âîçíèêàþò

â ðàáîòàõ Ë. À. Âëàñåíêî, Þ. �. Ëûñåíêî, À. �. �óòêàñà ïðè

ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè êîðïîðàöèè ïðåä-

ïðèÿòèé ïðè èñïîëüçîâàíèè èíâåñòèðîâàíèÿ. Îòìåòèì òàêæå

ðàáîòû Þ. Å. Áîÿðèíöåâà è Â. Ô. ×èñòÿêîâà [4℄, �. Â. Äåìè-

äåíêî, Ñ. Ì. ×óéêî, À. À. Áåëîâà, À. Ï. Êóðäþêîâà, A. Alabert,

S. L. Campbell, â êîòîðûõ î÷åíü îáñòîÿòåëüíî èçó÷åíû äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëó÷åíû

óòâåðæäåíèÿ î èõ ïðèâåäåíèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó [5℄. Èç-

âåñòíî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì òðåáóåòñÿ

ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îò

ïðàâîé ÷àñòè, à çíà÷èò è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òàê êàê ïðî-

èçâîäíûå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñìûñëå

îáîáùåííûõ �óíêöèé, êîòîðûå êðàéíå òðóäíû äëÿ ïðèìåíå-
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íèÿ â èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåí íîâûé

ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè àï-

ïàðàòà ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó îò ñëó÷àéíûõ ïðî-

öåññîâ [6℄, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ íå èñïîëüçóþòñÿ îáîáùåííûå

�óíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì áûëî

ââåäåíî Ý. Íåëüñîíîì â 60-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà äëÿ íóæä ïîñòðî-

åííîé èì ñòîõàñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (âàðèàíò êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè). À èìåííî, ïðèìåíÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå â

ñðåäíåì (òåêóùèå ñêîðîñòè) âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òåêóùèå

ñêîðîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäåîëîãèåé òåîðèè ïðîèçâîä-

íûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè àíàëî-

ãàìè �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ [6℄.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðè÷å-

ñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà [5℄. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ðåøåíèé

óðàâíåíèé â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì

âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà [5, 7℄.
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ÊÎÌÏËÅÊÑÈÔÈÊÀÖÈß
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(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó)

Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî è àëãåáðàè÷åñêîãî

îïèñàíèÿ àëãåáðîèäîâ Ëè. Íà ýòîì îñíîâàíèè ñòðîÿòñÿ îïåðà-

öèè êîìïëåêñè�èêàöèè è îâåùåñòâëåíèÿ àëãåáðîèäîâ Ëè êàê

àëãåáð Ëè � �åéíõàðòà. Ñðàâíèâàþòñÿ àëãåáðû Ëè äåðèâàöèé

íàä ïîëÿìè êîìïëåêñíûõ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî äåðèâàöèè ñòðóêòóðíîé àëãåáðû, çíà÷åíèÿ â êîòîðûõ

ïðèíèìàåò îòîáðàæåíèÿ àíêîðà ñîãëàñîâàíû äëÿ êîëüöà ñêà-

ëÿðîâ è åãî ïðîèçâîëüíîãî ðàñøèðåíèÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë. Â ñëó÷àå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî äåðèâàöèè ñòðóêòóðíîé àëãåáðû ñîâïàäàþò ñ äåðèâàöèÿìè

íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ïîíÿòèå àëãåáðîèäà Ëè èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâå âåðñèè,

îäíà èç êîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ, à äðóãàÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ. �åîìåòðè÷åñêàÿ âåðñèÿ çàäàåò àëãåáðîèä Ëè â âèäå âåê-

òîðíîãî ðàññëîåíèÿ A íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M , íà êîòîðîì

�èêñèðîâàíà äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà êîììóòàòîðíîé ñêîá-

êè {•, •} â ïðîñòðàíñòâå ΓA ãëàäêèõ ñå÷åíèé, ïðåâðàùàþùàÿ

ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé â àëãåáðó Ëè.

Ìîòèâèðîâêîé òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñëóæèò èäåÿ Ì. Ñòîó-

íà (1948) (Òåîðåìà Ñòîóíà � Âåéåðøòðàññà) î ñâÿçè òîïîëî-

ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ àëãåáðîé íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà

íåì è êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà òî-

ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïèñàòü èñêëþ÷èòåëüíî â

òåðìèíàõ àëãåáðû íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà íåì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àëãåáðîèäîâ Ëè íóæíî àëãåáðîèä Ëè çà-

äàâàòü íå êàê ðàññëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M ñ äîïîëíèòåëü-

íûìè ñòðóêòóðàìè íà ðàññëîåíèè, à êàê ïðîñòðàíñòâî âñåõ

ãëàäêèõ ñå÷åíèé ýòîãî ðàññëîåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ
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àëãåáð Ëè � �àéõàðòà. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ïåðåõîäèòü ê îïåðàöèè êîìïëåêñè�èêàöèè. Êëþ÷åâûì

ìîìåíòîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Âëîæåíèå DerC(C
∞(M)) ⊂ DerR(C

∞(M)) ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì, ò. å.

DerC(C
∞(M)) = DerR(C

∞(M)).



�ÅÍÅ�ÀÖÈß ÑÏÈ�ÀËÜÍÎÑÒÈ È ÏÅ�ÅÄÀ×À

ÝÍÅ��ÈÈ Ï�È ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÌ

ÑÒÎÊÑÎÂÎÌ Ä�ÅÉÔÅ

À. Á. Ìîðãóëèñ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÈÌÌèÊÍ ÞÔÓ;

Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â îñöèëëèðóþùåì ïîòîêå æèäêîñòè óñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü

ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö, êàê ïðàâèëî,îòêëîíÿåòñÿ îò óñðåäíåí-

íîé ýéëåðîâîé ñêîðîñòè. Ìû áóäåì íàçûâàòü ñòîêñîâûì äðåé-

�îì âåêòîðíîì ïîëå, îïèñûâàþùåì ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ ïî-

ïðàâîê ïî îáëàñòè òå÷åíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå äðåé� Ñòîêñà â

ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä [ξτ , ξ]/2, ãäå ÷åðåç ξ îáîçíà-

÷åíî ïîëå ¾áûñòðûõ¿ ïåðåìåùåíèé ïðè çàìîðàæèâàíèè ¾ìåä-

ëåííûõ¿ ïåðåìåííûõ, ÷åðòà ñâåðõó óêàçûâàåò íà óñðåäíåíèå

ïî ¾áûñòðîìó¿ âðåìåíè, à êâàäðàòíûå ñêîáêè � ñòàíäàðòíûé

êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ. Áûñò-

ðûå êîëåáàíèÿ æèäêîñòè âîçáóæäàþò ãëîáàëüíóþ öèðêóëÿ-

öèþ � ìåäëåííîå âèõðåâîå òå÷åíèå [1℄. Âêëàä â íåãî ñòîêñî-

âà äðåé�à áûâàåò äîâîëüíî çíà÷èòåëüíûì. Çäåñü ïðèëàãàòåëü-

íûå ¾ìåäëåííûé¿ è ¾áûñòðûé¿ óêàçûâàþò íà ñóùåñòâåííîå

ðàçëè÷èå âðåìåííûõ è/èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ. Íà-

ïðèìåð, ðàññìîòðèì êîëåáëþùèéñÿ æåñòêèé ñîñóä, çàïîëíåí-

íûé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Òîãäà ïåðèîä êîëåáàíèé

îïðåäåëÿåò îäèí ìàñøòàá âðåìåíè, â òî âðåìÿ êàê åñòü äðó-

ãîé, à èìåííî, L2/ν, ãäå L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñîñóäà, à

ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè. Ñòîêñîâ äðåé� è ðîä-

ñòâåííûå ÿâëåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ïåðâûé íàìíîãî

ìåíüøå âòîðîãî.

Äëÿ íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ìàñøòàáàìè âèáðàöè-

îííîãî âîçäåéñòâèÿ è ïîòîêà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ, íî ìàòåìàòè-

÷åñêè ïîñëåäîâàòåëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñðåäíåãî òå-

÷åíèÿ [2�4℄. Îíà îïèðàåòñÿ íà âÿçêîå íåñæèìàåìîå ïðèáëèæå-
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íèå, íî äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå íà ñæèìàåìûé ñëó÷àé, ãäå áûñò-

ðûå ïåðåìåùåíèÿ ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ êàê çâóêîâûå âîëíû.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñðåäíèé ïîòîê âêëþ÷àåò äðåé� Ñòîêñà â ãëàâ-

íîì ïðèáëèæåíèè.

Íàøå èññëåäîâàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà îáùèõ êà÷åñòâåííûõ

ñâîéñòâàõ äðåé�à Ñòîêñà. Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ïîëå âñåãäà áåçäè-

âåðãåíòíî è, êàê ïðàâèëî, çàâèõðåíî, õîòÿ çà÷àñòóþ âîçíèêàåò

èç êîììóòàöèè áåçâèõðåâûõ ïîëåé, íå îáÿçàòåëüíî áåçäèâåð-

ãåíòíûõ. Íà íàø âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äðóãèå îáùèå

ðåçóëüòàòû, íàïðèìåð îöåíêè ýíåðãèè èëè èíâàðèàíòà Õîï�à

(ñïèðàëüíîñòè), î êîòîðûõ, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïîêà íå

ñîîáùàëîñü.

Ñ öåëüþ ïðîëèòü ñâåò íà ýòè âîïðîñû, ìû ðàññìîòðåëè

äðåé�, âûçâàííûé öåïî÷êàìè êîðîòêèõ çâóêîâûõ âîëí, äóàëü-

íûõ êîíå÷íûì ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì àòîìîâ Äèðàêà íà åäè-

íè÷íîé ñ�åðå â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå (â ñìûñëå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå). Êàæäûé òàêîé àòîì çàäàåò íîðìàëü ê �ðîí-

òó ïëîñêîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû. �åçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ äðåé�à âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâ-

ëÿþùóþ, êîòîðàÿ ëîêàëèçîâàíà íà îïðåäåëåííîì ðåçîíàíñíîì

íàáîðå, êîòîðûé ìû ÿâíî îïèñàëè. Áîëåå òîãî, ñðåäíÿÿ ñïè-

ðàëüíîñòü äðåé�à îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ëîêàëèçîâàííîé íà

òîì æå íàáîðå.

�àñïðåäåëåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè ïî àòîìàì îêàçûâàåò ñó-

ùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðåçîíàíñíóþ ýíåðãèþ. Â ÷àñòíîñòè,

ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ íàñòðîéêà �àçû, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ

óñòðàíÿåò ðåçîíàíñíóþ ýíåðãèþ, õîòÿ â îáùåì åå âêëàä âïîëíå

ñîèçìåðèì ñ ðåãóëÿðíîé íåðåçîíàíñíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïîñëåä-

íÿÿ çàâèñèò îò òîëüêî àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíûõ àì-

ïëèòóä, è èõ íàñòðîéêà ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò ý��åêòèâíîñòü

ïåðåäà÷è ýíåðãèè. Ìû ïðèâåëè ïðèìåðû ïîòåðè è óñèëåíèÿ

ýíåðãèè ïðè ïåðåõîäå îò çâóêîâûõ âîëí ê äðåé�ó èç-çà èçìåíå-

íèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ àìïëèòóä äëÿ îäíîé è òîé æå

êîí�èãóðàöèè àòîìîâ. Â òî æå âðåìÿ, ãåîìåòðèÿ êîí�èãóðà-
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öèè àòîìîâ òàêæå ìîæåò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà

âåëè÷èíû îáåèõ óêàçàííûõ âêëàäîâ, êîãäà ñïåêòð ìîùíîñòè

�èêñèðîâàí, è äàæå ïåðåêëþ÷àòü ðåçîíàíñû ñ ïîäà÷è ýíåðãèè

íà åå îòâîä.

Ïîñêîëüêó ïîëå ñêîðîñòè çâóêîâîé âîëíû îáëàäàåò íóëåâîé

ñïèðàëüíîñòüþ, ìû îáñóæäàåì ãåíåðàöèþ ñïèðàëüíîñòè (èí-

âàðèàíòà Õîï�à). Ýòî ïîëíîñòüþ ðåçîíàíñíîå ÿâëåíèå: íåðå-

çîíàíñíàÿ êîí�èãóðàöèÿ íè÷åãî íå ãåíåðèðóåò. Ïîäõîäÿùàÿ

íàñòðîéêà ñïåêòðàëüíîé �àçû ìîæåò îáíóëèòü ñïèðàëüíîñòü

áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé â êîí�èãóðàöèè àòîìîâ, ò. å. âîë-

íîâûõ �ðîíòîâ. Â òî æå âðåìÿ, âçàèìîäåéñòâèÿ ïÿòè àêóñòè-

÷åñêèõ âîëí ìîãóò ñîçäàâàòü äðåé�û ñ ïðîèçâîëüíî âûñîêîé

ñïèðàëüíîñòüþ, â òî âðåìÿ êàê îáùàÿ ýíåðãèÿ äðåé�à îñòàåòñÿ

îãðàíè÷åííîé. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî M > 2 íàñòðîéêà òîëüêî
ãåîìåòðèè 2M âîëí ìîæåò âûçâàòü òî æå ñàìîå. Çäåñü ìû èìå-

åì â âèäó ìàíèïóëèðîâàíèå òîëüêî âîëíîâûìè �ðîíòàìè, áåç

èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ àìïëèòóä è �àç. Âî âñåõ ïðèìåðàõ

âçàèìîäåéñòâèå âîëí ñ áëèçêèìè ê ïàðàëëåëüíûì �ðîíòàìè

èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü.

Îòñóòñòâèå êîíòðîëÿ ñïèðàëüíîñòè ýíåðãèåé ðåçêî êîíòðà-

ñòèðóåò ñ îáùåïðèíÿòûì ïîíèìàíèåì ñïèðàëüíîñòè êàê âåëè-

÷èíû, îãðàíè÷åííîé íà óðîâíå ýíåðãèè. Òàêîé êîíòðîëü, à òàê-

æå èíâàðèàíòíîñòü ñïèðàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóï-

ïû ñîõðàíÿþùèõ ýëåìåíò îáúåìà äè��åîìîð�èçìîâ è åå ñâÿçü

ñ çàóçëèâàíèåì �àçîâûõ òðàåêòîðèé õîðîøî èçó÷åíû äëÿ âåê-

òîðíûõ ïîëåé òîëüêî íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Òàêèì îá-

ðàçîì, íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ñïèðàëüíîñòè, î êîòîðîì ñîîáùà-

ëîñü âûøå, æäåò ïðîÿñíåíèÿ åãî ñìûñëà.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå íàìå÷åííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ ñì. â

ñòàòüå [5℄ (îíà äîñòóïíà ñâîáîäíî).
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ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈß �ÎÆÄÅÍÈß ÖÈÊËÀ

Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ��ÓÏÏÀÌÈ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ

È. Â. Ìîðøíåâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î áè�óðêàöèè ðîæäåíèÿ öèêëà èç

ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî

êîíå÷íûõ ãðóïï Z2 è Z2 × Z2. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä Ëÿïóíîâà � Øìèäòà.

Cèñòåìà óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ â ñëó÷àå èíâàðèàíòíîñòè

èñõîäíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî, óíèòàðíîãî, èíâîëþ-

òèâíîãî îïåðàòîðà L áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [1℄. �àññìîòðå-

íèå ýòîé ñèñòåìû íà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïîçâî-

ëÿåò äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóþò

L -÷åòíûé è L -ïñåâäîíå÷åòíûé (íå÷åòíûé â ëèíåéíîì ïðèáëè-

æåíèè) öèêëû. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ öèêëîâ îáùåãî âèäà (íå ÿâ-

ëÿþùèõñÿ íè ÷åòíûìè, íè ïñåâäîíå÷åòíûìè) ñâåäåíà ê îòûñ-

êàíèþ óíèòàðíûõ êîðíåé (|z| = 1) ýðìèòîâî-ñèììåòðè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà âîñüìîé ñòåïåíè. Êàæäîìó òàêîìó êîðíþ ïðè âû-

ïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè îòâå÷àþò äâà

L -ñâÿçàííûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà v è Lv, ëåæàùèõ íà îäíîé

îðáèòå äåéñòâèÿ ãðóïïû {I, L}. Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå

îòûñêàíèå óíèòàðíûõ êîðíåé ïîêàçûâàåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ ìîæåò âîç-

íèêàòü îò 0 äî 8 ïàð ïðåäåëüíûõ öèêëîâ îáùåãî âèäà. Ïðè

äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëü-

íî ëèíåéíîãî, óíèòàðíîãî, èíâîëþòèâíîãî îïåðàòîðà N , àíòè-

êîììóòèðóþùåãî ñ L, äîêàçàíî [2℄ ñóùåñòâîâàíèå N -÷åòíîãî è

N -ïñåâäîíå÷åòíîãî öèêëîâ, L -ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé.
�àññìîòðåíà çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû Êëåéíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà G4 = Z2 × Z2
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â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ, óíèòàðíûõ, èíâîëþòèâíûõ îïåðàòî-

ðîâ {I, L1, L2, L3} = {I, L1} × {I, L2}, ãäå îïåðàòîð L3 = L1L2.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ëÿïóíîâà � Øìèäòà â ýòîì ñëó÷àå ïðèâî-

äèò ê ñèñòåìå ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ, íàñëåäóþùåé

ñèììåòðèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû íà èíâàðè-

àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ â óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïîçâî-

ëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå öèêëà, ñèììåòðè÷íîãî (÷åòíîãî)

îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ Lk (k = 1, 2, 3), è òðåõ öèêëîâ,

÷åòíûõ îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç îïåðàòîðîâ Lk è ïñåâäîíå÷åò-

íûõ îòíîñèòåëüíî äâóõ äðóãèõ.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìîðøíåâà È. Â., Þäîâè÷ Â. È. Îá îòâåòâëåíèè öèêëîâ îò ðàâíîâåñèé
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2. Ìîðøíåâà È. Â. Áè�óðêàöèÿ ðîæäåíèÿ öèêëà â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòå-

ìàõ ñ ñèììåòðèåé è åå ïðèëîæåíèÿ â ãèäðîäèíàìèêå.��îñòîâ í/Ä.:

Èçä-âî ÞÔÓ, 2010.�140 
.



Ê �ÅØÅÍÈÞ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß Ï�ÅÄÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Â Ï�ÎÑÒÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÔÓÍÊÖÈÉ

1

�. Ä. Íåäèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ;

Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòà-

þò ìàòåðèàëû ñëîæíîé íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Ê òàêèì ìà-

òåðèàëàì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ñëîèñòûå è �óíêöèîíàëüíî-

ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû, ïðè ïðîèçâîäñòâå êîòîðûõ ïðèìåíÿ-

þò ðàçëè÷íûå ìåòîäû, âêëþ÷àÿ àääèòèâíûå òåõíîëîãèè, òåð-

ìè÷åñêóþ îáðàáîòêó, ïîñëîéíóþ íàïëàâêó, ñïåêàíèå. Ïîñëå

îñòûâàíèÿ â òàêèõ êîíñòðóêöèÿõ ÷àñòî îáðàçóþòñÿ íåó÷òåí-

íûå ïîëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèâî-

äèòü ê äîïîëíèòåëüíîìó èçíîñó, äå�åêòîîáðàçîâàíèþ, ðàññëî-

åíèþ è ïðî÷èì íåãàòèâíûì �àêòîðàì è îñòàâàòüñÿ íåçàìåòíû-

ìè äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðîèçîéäåò ðàçðóøåíèå îáúåêòà. Â ñâÿçè

ñ íåâîçìîæíîñòüþ íåïîñðåäñòâåííîãî íàáëþäåíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèé ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è íåäîñòàòêàìè ðàçðóøà-

þùèõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ, ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-

åò ðàçâèòèå íîâûõ ïîäõîäîâ ê èäåíòè�èêàöèè õàðàêòåðà ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ è óðîâíåé ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ðàìêàõ

íåðàçðóøàþùåãî ïîäõîäà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ

ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííî-

ãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåõàíè÷åñêîãî ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ.

Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïðîâåäåíèþ àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðå-

øåíèé â îáðàòíûõ çàäà÷àõ è âûÿâëåíèþ ý��åêòèâíûõ ðåæè-

ìîâ çîíäèðóþùåãî íàãðóæåíèÿ.

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

� 22-11-00265-Ï, https://rs
f.ru/proje
t/22-11-00265/, â Þæíîì �åäåðàëü-

íîì óíèâåðñèòåòå.
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�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü ïðåäíàïðÿæåí-

íîãî òåëà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ

ñîîòíîøåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ñ ïîìîùüþ íàëîæåíèÿ

ìàëûõ äå�îðìàöèé íà êîíå÷íûå. Äëÿ ýòîé ìîäåëè ñ�îðìó-

ëèðîâàíû ýíåðãåòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â îïåðàòîðíîé �îðìå,

âêëþ÷àÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï è ñëàáóþ ïîñòàíîâêó. Äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ îá èäåíòè�èêàöèè ïîëåé ïðåäâà-

ðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîé èí�îð-

ìàöèè îá èçìåðåííîì ïîëå ñìåùåíèé â îáëàñòè òåëà èñïîëü-

çîâàëèñü ðàçëè÷íûå òåõíèêè, âêëþ÷àÿ ïðîåêöèîííûé ìåòîä â

ñî÷åòàíèè ñî ñëàáîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì íåèçâåñò-

íûå �óíêöèè èñêàëèñü â �îðìå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïî ñè-

ñòåìå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé, ëèáî ïî ñè-

ñòåìå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé òåëà. Ïðåäëîæåíî äâà ïîäõîäà ê

àëãåáðàèçàöèè ðåøåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Â

ðàìêàõ ïåðâîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàëñÿ íàáîð ýêñïåðèìåíòîâ

ïî ñèëîâîìó çîíäèðîâàíèþ, ðàçëè÷àþùèõñÿ âèäîì ïðèêëàäû-

âàåìîé ê ÷àñòè ãðàíèöû íàãðóçêè; âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà

ââåäåíèè íàáîðà ðàçëè÷íûõ ïðîáíûõ �óíêöèé äëÿ îäíîãî âèäà

çîíäèðóþùåãî íàãðóæåíèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáðàòíàÿ çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè äå�îðìàöèîí-

íîãî îòêëèêà ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ ê âèäó ïðåäâàðèòåëü-

íîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñòðîåíû èíòåãðàëüíûå ñîîòíî-

øåíèÿ äëÿ îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ÷óâñòâèòåëüíîñòè; äëÿ äâó-

ìåðíûõ îáëàñòåé �óíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàññ÷èòûâàëèñü

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â çàäà÷å îá èäåíòè-

�èêàöèè äâóìåðíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ â íåêîòîðîé èçîòðîïíîé ïëîñêîé îáëàñòè íåèçâåñòíûå êîì-

ïîíåíòû ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé âûðàæåíû ÷åðåç îäíó

�óíêöèþ íàïðÿæåíèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ

âèäîâ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà äå�îðìà-

öèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïëîñêîé îáëàñòè. Èñêîìàÿ �óíêöèÿ

íàïðÿæåíèé â îáðàòíîé çàäà÷å èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
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ñèñòåìå ñòåïåííûõ �óíêöèé. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíîãî ïðåäâà-

ðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ, ñ�îð-

ìóëèðîâàíû ðåêîìåíäàöèè ïî îñóùåñòâëåíèþ íàèáîëåå ý��åê-

òèâíûõ ðåæèìîâ ñèëîâîãî çîíäèðîâàíèÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ

íàèëó÷øåé ðåêîíñòðóêöèè.
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ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÉ ÈÇÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÎÉ

ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ��ÀÄÈÅÍÒÍÎ-ÏÎÄÎÁÍÛÕ

ÄÈÔÔÅÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ 2-ÑÔÅ�Û

1

Å. Â. Íîçäðèíîâà

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÓ ÂØÝ)

Â ðàìêàõ äîêëàäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå

äè��åîìîð�èçìû 2-ñ�åðû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëþáûå äâà

òàêèõ ñîõðàíÿþùèõ (ìåíÿþùèõ) îðèåíòàöèþ äè��åîìîð�èç-

ìà äè��åîòîïíû, äóãà, èõ ñîåäèíÿþùàÿ, âåäåò ñåáÿ â îáùåì

ñëó÷àå íåïðåäñêàçóåìûì îáðàçîì: â ÷àñòíîñòè ìîæåò ïðåòåðïå-

âàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî áè�óðêàöèé. Â ñâÿçè ñ âîçìîæíîé ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòüþ äóãè ê ìàëûì èçìåíåíèÿì â òàêèõ ñëó÷àÿõ,

â ïðîñòðàíñòâå äè��åîìîð�èçìîâ âûäåëÿþòñÿ, òàê íàçûâàå-

ìûå, êîìïîíåíòû óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè, õàðàê-

òåðèçóþùèåñÿ ñóùåñòâîâàíèåì óñòîé÷èâûõ äóã ìåæäó ëþáûìè

äè��åîìîð�èçìàìè èç îäíîé êîìïîíåíòû. �àññìàòðèâàåìûé

êëàññ äè��åîìîð�èçìîâ ðàñïàäàåòñÿ íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî

êîìïîíåíò óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè. Â ðàìêàõ äî-

êëàäà áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü äè��åîìîð�èçìà

òîé èëè èíîé êîìïîíåíòå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åãî ïåðèî-

äè÷åñêèìè äàííûìè.

1

Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ.



ËÎÊÀËÜÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÊÀÍÀ � ÕÈËËÀ�ÄÀ

Ñ. Ï. Ïëûøåâñêàÿ

(�îññèÿ, Ñèì�åðîïîëü,

ÊÔÓ èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî)

Èññëåäóåòñÿ îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êàíà � Õèëëàðäà

ut = −
(
αuxx+λux+u+bu

2−u3
)
xx
, u(t, x+2π) ≡ u(t, x). (1)

Âìåñòå ñ (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå

óñëîâèÿ

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (2)

Òàêîãî âèäà êðàåâûå çàäà÷è èçó÷àëèñü â [1℄.

Ó êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ìîãóò áûòü òîëüêî îäíîðîäíûå

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u(t, x) ≡ c, c ∈ (−∞,∞).

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû â (1) u(t, x) = υ(t, x) + c, ïîëó÷èì ñëå-

äóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

υt = −
(
αυxx + λυx + βυ + γυ2 − υ3

)
xx
, (3)

υ(t, x+ 2π) ≡ υ(t, x), (4)

ãäå β = 1+2bc−3c2, γ = b−3c. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ

M(υ(t0, x)) ≡
1

2π

2π∫

0

υ(t0, x) dx = 0

ñëåäóåò âûïîëíåíèå ïðè âñåõ t > t0 óñëîâèÿ

M(υ(t, x)) = 0. (5)
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Ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíîé äèíàìèêè êðàåâîé çàäà-

÷è (3)�(5) âàæíóþ ðîëü èãðàåò ðàñïîëîæåíèå êîðíåé λk õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé â íóëå êðàåâîé

çàäà÷è:

λk = −αk4 + ik3λ+ βk2, k = ±1,±2, . . .

Íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé

ñëó÷àé. Ïóñòü çíà÷åíèå c = c0 òàêîå, ÷òî

α = β = 1 + 2bc0 − 3c20. (6)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî çíà÷åíèå c1 è ïîëîæèì â (3)

c = c0 + εc1, (7)

ãäå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ò. å.

0 < ε≪ 1. (8)

Äàëåå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå âñåõ ðåøåíèé êðàåâîé çà-

äà÷è (3)�(5) èç íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé è íåçàâèñÿùåé

îò ε îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè óñëîâè-

ÿõ (6)�(8).

Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó

÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé λ±1 = ±iλ + O(ε), à âñå îñòàëüíûå åãî

êîðíè èìåþò îòðèöàòåëüíûå (è îòäåëåííûå îò ìíèìîé îñè) âå-

ùåñòâåííûå ÷àñòè. Òåì ñàìûì âûïîëíåíû óñëîâèÿ áè�óðêàöèè

Àíäðîíîâà � Õîï�à.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �îðìàëüíûé ðÿä

υ = ε
1
2
[
ξ(τ) exp(ix+ iλt) + ξ̄(τ) exp(−ix− iλt)

]
+

+ ευ2(t, τ, x) + ε
3
2υ3(t, τ, x) + . . .

(9)

Çäåñü τ = εt � ìåäëåííîå ¾âðåìÿ¿; �óíêöèè υj(t, τ, x) � 2π/λ-
ïåðèîäè÷íû ïî t è 2π-ïåðèîäè÷íû ïî x.
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Ïîäñòàâèì (9) â (3)�(5) è áóäåì ïðèðàâíèâàòü êîý��èöè-

åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε1/2. Íà òðåòüåì øàãå äëÿ íà-

õîæäåíèÿ υ3(t, τ, x) ïðèõîäèì ê êðàåâîé çàäà÷å, óñëîâèå ðàçðå-

øèìîñòè êîòîðîé â óêàçàííîì êëàññå �óíêöèé ñîñòîèò â âû-

ïîëíåíèè ðàâåíñòâà

dξ

dτ
= δξ + σξ|ξ|2, (10)

â êîòîðîì

δ = 2γc1, σ = 2Aγ − 3, A = 2γ[8α − 2β0 + 3iλ]−1.

Îòñþäà è èç îáùèõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü δ 6= 0 è Re σ 6= 0. Òîãäà ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ε äèíàìèêà óðàâíåíèÿ (10) îïðåäåëÿåò ëîêàëüíóþ
äèíàìèêó êðàåâîé çàäà÷è (3)�(5).

Ëèòåðàòóðà
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Â. Ë. Ïðÿäèåâ

(�îññèÿ, Âîðîíåæ, Â�Ó)

Íèæå âñå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ãðà�îì è

äè��åðåíöèðîâàíèåì �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåì, ïîíè-

ìàþòñÿ êàê è â [1℄. Ïóñòü Γ � îòêðûòûé êîíå÷íûé è ñâÿçíûé

ãåîìåòðè÷åñêèé ãðà�, J è ∂Γ � ìíîæåñòâà åãî, ñîîòâåòñòâåííî,

âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ âåðøèí. �àññìîòðèì çàäà÷ó

uxx(x, t) = utt(x, t), x ∈ Γ \J, t > 0, (1)
∑

h∈D(a)

α(a, h)u+h (a, t) = m(a)utt(a, t) + k(a)u(a, t), a ∈ J, t > 0,

(2)
u(b, t) = 0, b ∈ ∂Γ, t > 0, (3)

u(x, 0) = ϕ(x) è ut(x, 0) = 0, x ∈ Γ = Γ ∪ ∂Γ, (4)

ãäå u+h (a, t) � ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ u( · , t) â âåðøèíå a ïî äîïó-
ñòèìîìó îòíîñèòåëüíî Γ åäèíè÷íîìó âåêòîðó h, D(a) � ìíîæå-

ñòâî òàêîâûõ âåêòîðîâ, ÷èñëà α(a, h), m(a) è k(a) è �óíêöèÿ ϕ
çàäàíû. �åøåíèå u : Γ×[0;+∞) → R çàäà÷è (1)�(4) ïîíèìàåòñÿ

êëàññè÷åñêè.

Ïóñòü G : Γ× Γ → R � �óíêöèÿ �ðèíà êðàåâîé çàäà÷è

−y′′(x) = f(x), x ∈ Γ \J, (5)

−
∑

h∈D(a)

α(a, h)y+h (a) + k(a)y(a) = f(a), a ∈ J, (6)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèå � 075-02-2025-

1530.
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y(b) = 0, b ∈ ∂Γ, (7)

ïîíèìàåìàÿ â ñèíòåòè÷åñêîé åå âåðñèè (ñì. [1, ãë. 3, ï. 3.2.3

èëè ãë. 6, ï. 6.3℄); çäåñü f � ïðîèçâîëüíàÿ çàäàííàÿ �óíêöèÿ,

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà êàæäîì èç ðåáåð Γ (â òî÷êàõ èç J
f ìîæåò áûòü ðàçðûâíà).

Îïðåäåëèì �óíêöèþ g(x, t, s) òðåáîâàíèÿìè:
1) g : Γ× [0;+∞)× Γ → R;
2) g íåïðåðûâíà;
3) g(x, 0, s) = G(x, s);
4) gt(x, 0, s) = 0 ïðè x 6= s;
5) äëÿ ëþáîé s ∈ Γ \J �óíêöèÿ g( · , · , s) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

uxx(x, t) = utt(x, t), (x, t) ∈ ((Γ \J)× (0;+∞)) \χ(s),

óñëîâèÿì òðàíñìèññèè

∑

h∈D(a)

α(a, h)u+h (a, t) = m(a)utt(a, t) + k(a)u(a, t),

(a, t) ∈ (J × (0;+∞)) \χ(s),
è êðàåâûì óñëîâèÿì (3); çäåñü χ(s) � îáúåäèíåíèå âñåõ õà-

ðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèõ èç òî÷êè (s; 0). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, g( · , · , s) � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) ïðè

ϕ = G( · , s).
Òåîðåìà. Ïóñòü çàäà÷à (5)�(7) íåâûðîæäåíà. Ïóñòü ϕ íå-

ïðåðûâíà íà Γ, ïðè÷åì
1) ϕ′′

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì ðåáðå Γ;
2) ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7) è

∑

h∈D(a)

α(a, h)ϕ+
h (a) = m(a)ϕ++

hh (a, t) + k(a)ϕ(a), a ∈ J ;

3) ϕ++
hh (a) = ϕ++

ηη (a) äëÿ âñåõ a ∈ J è h, η ∈ D(a);

4) ϕ++
hh (b) = 0 äëÿ âñåõ b ∈ ∂Γ è h ∈ D(b).
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Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x, t) = −
∫

Γ\J

g(x, t, s)ϕ′′(s) ds, x ∈ Γ, t > 0. (8)

Çàìå÷àíèå. Êàê äîêàçàíî â [1, ãë. 4℄, çàäà÷à (5)�(7) íåâû-

ðîæäåíà, íàïðèìåð, åñëè ∂Γ 6= ∅, âñå ÷èñëà α(a, h) ïîëîæè-
òåëüíû, à âñå k(a) � íåîòðèöàòåëüíû. Åñëè æå ∂Γ = ∅, òî äëÿ
íåâûðîæäåííîñòè çàäà÷è (5)�(7) îò ÷èñåë k(a) äîñòàòî÷íî äî-
ïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü ïîëîæèòåëüíîñòè õîòÿ áû îäíîãî èç

íèõ.
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HOMOGENEOUS WIENER�HOPF EQUATION

IN MEASURES

1

M. S. Sgibnev

(Russia, Novosibirsk, IM SB RAS)

In [1, 2℄ the homogeneous Wiener�Hopf equation

S(x) =

∞∫

0

k(x− y)S(y) dy, x > 0,

has been 
onsidered, where S(x) is a fun
tion sought and k(x) is
the density of a symmetri
 probability distribution. In [3℄ a more

general equation has been studied:

S(x) =

x∫

−∞

S(x− y)F (dy), x > 0,

where S(x) is a fun
tion sought and F is a probability distribution.

Let R be the set of all real numbers, R+ be the set of all

nonnegative numbers. Denote by B the σ-algebra of all Borel sets
of the line R. Put

B(R+) :=
{
A ∈ B : A ⊆ R+

}
.

Let {Xk}∞k=1 be a sequen
e of independent random variables with


ommon distribution F , and let {Sn} be the sequen
e of their

partial sums:

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n > 1.

The random walk {Sn} is of os
illating type if lim supn→∞ Sn =
+∞ and lim infn→∞ Sn = −∞ with probability one. If there exists

1

The work was 
arried out within the framework of the State Task to the

Sobolev Institute of Mathemati
s, proje
t � FWNF-2022-0004.
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expe
tation EX1 :=
∫∞
−∞ xF (dx) and EX1 = 0, then the random

walk {Sn} is of os
illating type. A probability distribution G on R
is 
alled nonarithmeti
 if it is not 
on
entrated on the set of points

of the form 0, ±λ, ±2λ, . . .

Consider the following homogeneous Wiener�Hopf equation in

measures

z(A) =

∫

R

z[(A− y) ∩ R+]F (dy), A ∈ B(R+), (1)

where z is an unknown measure on B(R+) and F is a nonarithme-

ti
 probability distribution generating a random walk of os
illating

type; for short, F is of os
illating type. Put

T+ := min
{
n > 1 : Sn > 0

}
.

The random variableH+ := ST+
is 
alled the �rst strong as
ending

ladder height. Denote by F+ the distributions of the random

variable H+, i. e.,

F+(A) = P(H+ ∈ A,T+ <∞), A ∈ B

Denote by U+ the renewal measure generated by F+, that is, U+ :=∑∞
n=0 F

n∗
+ , where Fn∗+ is the nth-fold 
onvolution of F+:

F 1∗
+ := F+, F

(n+1)∗
+ := Fn∗+ ∗ F+, n > 1,

and F 0∗
+ := δ0 the atomi
 measure of unit mass 
on
entrated at 0.

Theorem 1. Let F be a nonarithmeti
 probability distribution

of os
illating type on B. Then the measure z := U+ is a solution

to equation (1) su
h that z([0, x]) → 1 as x→ 0.

Let us des
ribe the asymptoti
 behavior of the solution z to

equation 1 on arbitrary Borel sets of �nite Lebesgue measure. For

the sake of simpli
ity and of visualization, we limit ourselves to

absolutely 
ontinuous symmetri
 distributions F whose densities



328 Sgibnev M. S.

f(x) vary regularly at in�nity. The following de�nition is given

in [4℄.

Definition. A positive fun
tion L de�ned on (0,∞) varies
slowly at in�nity i� for ea
h x > 0 as t→ ∞

L(tx)

L(t)
→ 1

is true. U varies regularly with exponent ̺ i�

U(x) = x̺L(x)

holds with −∞ < ̺ <∞ and L varying slowly.

The relation a(x) ∼ cb(x) as x→ ∞ means that a(x)/b(x) → c
as x→ ∞.

Theorem 2. Let F be an absolutely 
ontinuous symmetri


distribution. Suppose that the density f(x) = xαL(x) of F varies

regularly at in�nity with exponent α < −3. Put σ2 = EX2
1 and let

A ∈ B+ be of �nite Lebesgue measure mes(A). Then

z(A+ x)−
√
2mes(A)

σ
∼ 2mes(A)xα+3L(x)

σ2 |(α+ 1)(α + 2)(α + 3)| as x→ ∞.

In parti
ular,

z(A+ x) →
√
2mes(A)

σ
as x→ ∞.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ �ÅÇÎÍÀÍÑ Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ñ ÇÀÒÓÕÀÞÙÈÌÈ ÎÑÖÈËËÈ�ÓÞÙÈÌÈ

ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÌÈ

Î. À. Ñóëòàíîâ

(�îññèÿ, Ó�à, ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ �ÀÍ)

�àññìàòðèâàþòñÿ çàòóõàþùèå ñî âðåìåíåì âîçìóùåíèÿ

íåèçîõðîííûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ îñöèëëèðóþò ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòî-

ÿííîé ÷àñòîòîé, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò

ðåçîíàíñíîìó óñëîâèþ. Èçó÷àåòñÿ ïîÿâëåíèå ïðèòÿãèâàþùèõ

ðåøåíèé ñ ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäîé. Òàêèå ý��åêòû â áëèçêèõ

çàäà÷àõ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ÿâëåíèåì

íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà. Èñïîëüçóÿ êîìáèíàöèþ òåõíèêè óñðåä-

íåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ �óíêöèé Ëÿïóíîâà, âûâîäÿòñÿ ìîäåëüíûå

óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîçìóùåííóþ äèíàìèêó. Ïîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî ðåçîíàíñíûå ðåøåíèÿ âîçíèêàþò â ðåæèìå �àçîâîé

ñèíõðîíèçàöèè. Îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé-

÷èâîñòè òàêèõ ðåæèìîâ, à òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòàõ [1, 2℄.
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Ì. �. Òîìàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ;

ÑÊÖÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Æ. Ä. Òîòèåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ;

ÑÊÖÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Äëÿ (x, z, t), x ∈ R, z > 0, t ∈ R ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àêóñòèêè:

1

c2(z)

∂2u

∂t2
=

∂

∂x


∂u
∂x

+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂u

∂x
dτ


+

∂2u

∂z2
+

+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂2u

∂z2
dτ +∇ ln ρ(x, z)∇x,zU, t > 0

(1)

ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u|t<0 ≡ 0, (2)


∂u
∂z

+

t∫

0

k(x, t− τ)
∂u

∂z



z=+0

= −δ(t), (3)

ãäå

∇x,zU := ∇x,zu(x, z, t) +

t∫

0

k(x, t− τ)∇x,zu(x, z, τ) dτ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �îññèè, ñîãëàøåíèå

� 075-02-2025-1633.
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Çäåñü u(x, z, t) � àêóñòè÷åñêîå (èçáûòî÷íîå) äàâëåíèå,

c(z) > 0 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí,

ρ(x, z) > 0 � ïëîòíîñòü ñðåäû, δ(t) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà.

Ôóíêöèÿ k(x, t), âõîäÿùàÿ â èíòåãðàë ñâåðòêè, îïèñûâàåò âÿç-
êèå ñâîéñòâà ñðåäû è íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ïàìÿòè. Ôóíêöèè c(z),
ρ(x, z) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè è äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè.

Óðàâíåíèå (1) ó÷èòûâàåò ïîãëîùåíèå èäåàëüíî-óïðóãîé

ñðåäû è âîçíèêàåò â ãåî�èçèêå ïðè èçó÷åíèè (èäåíòè�èêàöèè)

ñâîéñòâ ñðåäû ñ ïîìîùüþ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. Ôàêòè÷åñêè, ïðè

ïðåäïîëîæåíèè î ãëàäêîñòè ñèñòåìà óðàâíåíèé Áîëüöìàíà (îä-

íà èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ äëÿ ëèíåéíîé íåóïðóãîé ñðå-

äû) â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (1).

Îïðåäåëåíèå 1. Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâ-

ëåíèÿ u(x, z, t), óäîâëåòâîðÿþùåãî (â îáîáùåííîì ñìûñëå) ðà-

âåíñòâàì (1)�(3), ïðè çàäàííûõ �óíêöèÿõ c(z), ρ(x, z), k(x, t)
áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé çàäà÷åé.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÿäðî ïàìÿòè k(x, t) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âå-

ëè÷èíîé è, ââîäÿ �îðìàëüíî ïàðàìåòð ìàëîñòè ε, åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå:

k(x, t) = εk1(x, t). (4)

Òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî

ρ(x, z) = ρ0(z) + ερ1(x, z). (5)

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

ïî ñòåïåíÿì ε

u(x, z, t, ε) =
∞∑

j=0

εjuj(x, z, t), (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (4)�(6) â (1) è ñ÷èòàÿ, ÷òî âêëàä ñëàãàåìûõ ñ

÷ëåíàìè ïðè εj , j = 2, 3, . . . ïðåíåáðåæèìî ìàë, ïðèðàâíèâàåì
÷ëåíû, ñòîÿùèå ïðè εj , j = 0, 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâå
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ïðÿìûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî u0, u1. Çàäà÷à äëÿ u0 èçó÷åíà â

ìîíîãðà�èè [1℄.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ÿäðî k1(x, t) ∈ C1
t ([0,∞);L2(R)),

t > 0, åñëè èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ðåøåíèè

ïðÿìîé çàäà÷è u1:

u1(x, z, t)|z=+0 = g(x, t), x ∈ R, t > 0,

g(x, t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k̃1(ν, t) = Fx[k1](ν, t) ∈ Λ̃1(ω, T ) (îá-

ðàç Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x). òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k̃1(ν, t) ∈ C1
t (R × R+) è äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t ∈ [0, T ]

supp k̃1(ν, t) ⊂ [−ω, ω]. Ñîîòâåòñòâåííî, k1(x, t) ∈ Λ1(ω, T ) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k̃1(ν, t) = Fx[k1](ν, t) ∈ Λ̃1(ω, T ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ω > 0, T > 0 �èêñèðîâàíû. Äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

k1(x, t) ∈ Λ(ω, T ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

g̃(ν, t) := Fx[g](ν, t) ∈ C2
t (R× [0, T ]), g̃(ν, 0) = 0

è äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t ∈ [0, T ] supp g̃(ν, t) ⊂ [−ω, ω].
Òåîðåìà 2. Ïóñòü k

(1)
1 (x, t), k

(2)
1 (x, t) ∈ Λ(ω, T ) � ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è, îòâå÷àþùèå èí�îðìàöèÿì g(1)(x, t), g(2)(x, t)
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 èìå-
åò îöåíêà óñòîé÷èâîñòè

∫

R

∥∥∥k(1)1 − k
(2)
1

∥∥∥
2

C[0,T ]
dx 6 C

ω∫

−ω

∥∥∥g̃(1) − g̃(2)
∥∥∥
2

C2[0,T ]
dν ,

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âåëè÷èí ω, T è

çíà÷åíèé �óíêöèé c(z), ρ0(z), ρ1(ν, z).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå k1(x, t) ∈ C1
t ([0,∞);L2(R)), îò-

âå÷àþùåå èí�îðìàöèè g̃(ν, t). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî �óíêöèé

g̃ω(ν, t) ïî ïðàâèëó: g̃ω(ν, t) := θ(ω − |ν|)g̃(ν, t).
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Âûäåëèì ñåìåéñòâî îáðàòíûõ çàäà÷: îïðåäåëèòü �óíêöèþ

kω1 (x, t) = F−1
ν [k̃ω(ν, t)] ïî èí�îðìàöèè g̃ω(ν, t).

Òåîðåìà 3. Äàííîå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûì,

ò. å.

1) äëÿ êàæäîãî ω > 0 îáðàòíàÿ çàäà÷à êîððåêòíà;
2) åñëè äàííûå òàêîâû, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé (êîððåêòíîé)

çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî ïðè ω → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøå-

íèé ñåìåéñòâà çàäà÷ ñ ýòèìè äàííûìè ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ

èñõîäíîé (íåêîððåêòíîé) çàäà÷è.
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Æ. Ä. Òîòèåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ;

ÑÊÖÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

�àññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ è àêóñòè-

÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

utt − uxx − βuxxtt +

t∫

0

k(t− s)uxx(x, s) ds = 0,

(x, t) ∈ I × (0, T ),

(1)

u|x=0 ≡ 0, 0 < t < T, (2)
[
ux −

t∫

0

k(t− s)ux(x, s) ds

]∣∣∣∣∣
x=l

= y′(t), 0 < t < T, (3)

ut|x=l = −py′(t)− qy(t), 0 < t < T, (4)

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x), x ∈ I, (5)

ãäå u(x, t) åñòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòè; k(t) ÿäðî ïàìÿòè; y(t) ñìå-
ùåíèå íà ãðàíèöå x = l; T , p, q �èêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå, I = (0, l) ⊂ R.

ßäðî èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî (ïàìÿòè) îïèñûâàåò âÿçêèå

ñâîéñòâà ñðåäû è íå ïîääàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ èí�îðìàöèÿ:

l∫

0

(ϕ(x) − βϕ′′(x))ux(x, t) dx = f(t), t ∈ [0, T ], (6)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �îññèè, ñîãëàøåíèå

� 075-02-2025-1633.
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ãäå f(t) äàííûå èçìåðåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèå óñðåäíåííóþ ñêî-

ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íà I, ϕ åñòü èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.

Äàëåå, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ϕ êàê âíóòðåííèé êðîøå÷íûé

äàò÷èê, êîòîðûé èçìåðÿåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü ux â î÷åíü ìàëîì
ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè I, òî åñòü I ′ := supp(ϕ) ⊂ I ìîæåò áûòü
î÷åíü óçêèì. Ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ñòîÿùèå çà ýòîé ìàòåìà-

òè÷åñêîé ïðîáëåìîé, ïîêàçûâàþò ý��åêò óñðåäíåíèÿ äàííûõ

èçìåðåíèé, ãäå êàê ñâåðòêà

t∫

0

k(t− s)uxx(x, s) ds,

òàê è èíòåãðàë

l∫

0

(ϕ(x) − βϕ”(x))ux(x, t) dx

îáîçíà÷àåò íåêîòîðûé ïðîöåññ óñðåäíåíèÿ.

Åñëè �óíêöèÿ k(t) èçâåñòíà, òî íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

(1)�(5) îïðåäåëåíèÿ u(x, t) è y(t) íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé çàäà÷åé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè u(x, t), y(t) è
k(t) èç ñèñòåìû (1)�(6).

Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(5) ïðè

β = 0 â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn (n > 1) ñ ãðàíèöåé

Γ = Γ0 ∪ Γ1 êëàññà C
2
, Γ0 ∩ Γ1 = ∅, áûëî ïðåäñòàâëåíî â ðàáî-

òå [1℄. Â ìîíîãðà�èè [2℄ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî âîëíîâûå ïðîöåññû

â ñðåäàõ ñ äèñïåðñèåé (ïðè k = 0) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (1),

÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ìîòèâàöèåé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòîé ðà-

áîòû. Óðàâíåíèå (1) ñ k = 0 ïîÿâëÿåòñÿ â òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ
îïèñàíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â ñòåðæíÿõ, âîëí íà âîäå â ïðèáëè-

æåíèè Áóññèíåñêà äëÿ äëèííûõ âîëí è âîëí â ïëàçìå. Òåð-

ìèí uxxtt â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü çàìåíåí íà uxxxx.
Ýòî çàâèñèò îò äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Îäíàêî äëÿ áîëåå

òî÷íîãî îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â äèñïåðñèîííûõ ñðåäàõ

íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðîì k.
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Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ñîáîëåâñêèõ

ïðîñòðàíñòâ [3℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

(i1) u0(x), u1(x) ∈ H4(I), ϕ(x) ∈ H3
0 (I).

(i2) α
−1 :=

l∫
0

ϕ′(x)u′′0(x) dx 6= 0.

(i3) g(t) ∈ H2(0, T ), f(t) ∈ H4(0, T ) :

y′(0) = u′0(l), y′′(0) = u′1(l)− k(0)u′0(l),

k(0) = α


f ′′′(0)−

l∫

0

v0(x)ϕ
′′′(x) dx


 ,

l∫

0

ϕ(x)u′0(x) dx = −
l∫

0

ϕ′(x)u0(x) dx = f(0),

l∫

0

ϕ(x)u′1(x) dx = −
l∫

0

ϕ′(x)u1(x) dx = f ′(0),

l∫

0

ϕ(x)u′′0(x) dx = −
l∫

0

ϕ′(x)u′0(x) dx = f ′′(0),

−
l∫

0

ϕ′(x)
[
u′′1(x)− k(0)u′′0(x)

]
dx = f ′′′(0).

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-

ëó÷åíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé îä-

íîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îäíîìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(6).

Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è öåëåñîîáðàçíåå ïðîâîäèòü

â òåðìèíàõ �óíêöèé v := ut+(py′+qy)xl , òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

äëÿ v èìååì íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i1)�(i3). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò òàêîå τ ∈ (0, T ), ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(6) èìååò
åäèíñòâåííîé ðåøåíèå

(v, k, y) ∈ H3
(
0, τ ;H1

0 (I) ∩H2(I)
)
×H1(0, τ) ×H3(0, τ).
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INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM

FOR FRACTIONAL DIFFUSION-WAVE EQUATION

WITH VARIABLE COEFFICIENTS INVOLVING

THE KAPUTO�RIESZ OPERATOR

H. H. Turdiev

(Uzbekistan, Tashkent, IM AS RUz;

Bukhara, BukhSU)

In the domain ΩT := {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t 6 T} 
onsider
the full fra
tional di�usion-wave equation

(∂αt u)(x, t)+(−∆)
β
2 u(x, t)+ q(t)u(x, t) = f(x, t), (x, t)∈ΩT , (1)

with initial and boundary 
onditions

u(x, t)
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut(x, t)
∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ [0, l], (2)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (3)

where ∂αt is the Caputo fra
tional derivative of order 1 < α < 2 in
the time variable t i. e. (see e. g. [1, pp. 69�79℄),

(−∆)β/2 =

(
− ∂2

∂x2

)β/2

is the fra
tional Lapla
ian operator with 1 < β 6 2 (see e. g.

[1, pp. 127�132℄).

Given fun
tions q(t), f(x, t), ϕ(x), ψ(x) and parametrs 1 <
α < 2, 1 < β 6 2, the problem of �nding the solution to the initial

boundary problem (1)�(3) is 
alled as the dire
t problem.

For problem (1)�(3), we give the de�nition of a 
lassi
al

solution.

Definition 1. A fun
tion u(x, t) is 
alled a 
lassi
al solution

to initial boundary value problem (1)�(3), if:
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(i) (−∆)β/2u(· , t) ∈ C(ΩT ) for ea
h t > 0;

(ii) for ea
h x ∈ R the Caputo fra
tional derivative ∂α0+,tu(x, t)
is 
ontinuous in t > 0;

(iii) u(x, t) satis�es (1)�(3).

Many problems for fra
tional di�usion-wave di�erential

equations have been studied in s
ienti�
 resear
h. These equations

are generalized forms of 
lassi
al di�erential equations, expressed

by fra
tional derivatives with respe
t to time and spa
e

variables. In the works [2�5℄, initial-boundary problems for

fra
tional di�usion-wave equations have been 
onsidered. In the

literature [6�8℄, linear problems of sour
e determination and

nonlinear inverse problems with 
oe�
ients are investigated for

the fra
tional-order di�usion-wave equation.

For the dire
t problem (1)�(3), the following statement holds.

Theorem 1. Let q(t) ∈ C[0, T ] and

{ϕ,ψ} ∈ C1[0, l], {ϕ′′, ψ′′} ∈ L2(0, l), ϕ(0) = ϕ(l) = 0,

ψ(0) = ψ(l) = 0, ϕ′′(l) = 0, ψ′′(l) = 0; f(x, ·) ∈ C[0, T ]

and for

t ∈ [0, T ], f(·, t) ∈ C1[0, l], fxx(·, t) ∈ L2(0, l),

f(0, t) = f(l, t) = 0


onditions are satis�ed, then there exists a unique solution of the

dire
t problem (1)�(3), u(x, t) ∈ Cα,β(ΩT ) ∩ C0,1
x,t (ΩT ), where

Cα,β(ΩT ) =

=
{
u(x, t) ∈ C(ΩT ) : ∂

α
0+,tu(x, t) ∈ C(ΩT ), 1 < α 6 2;

and (−∆)
β
2 u(x, t) ∈ C(ΩT ); x ∈ [0, l], 1 < β 6 2

}
.
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�ÀÇ�ÓØÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß

Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ï�ÎÄÎËÜÍÛÕ ÂÎËÍ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ

Â ÍÅËÈÍÅÉÍÎ-ÓÏ�Ó�ÎÌ ÑÒÅ�ÆÍÅ

Õ. �. Óìàðîâ

(�îññèÿ, �ðîçíûé, ÀÍ ×�; ×�ÏÓ)

Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî-

áîëåâñêîãî òèïà, ìîäåëèðóþùåãî [1, ãë. 4, � 4.3.2℄ ðàñïðîñòðà-

íåíèå ïðîäîëüíûõ âîëí äå�îðìàöèè â áåñêîíå÷íîì íåëèíåéíî-

óïðóãîì ñòåðæíå:

vtt − α1vxx − α2

(
v2
)
xx

− α3vttxx + α4vxxxx =

= kd
(
β1vx + β2

(
v2
)
x
+ β3vxxx

)
,

(1)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R, (2)

ãäå

(t, x) ∈ R+ ×R, R+ =]0,+∞[, R =]∞,+∞[, vs = ∂sv =
∂v

∂s

� ñèìâîëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé s, êîý��èöè-
åíòû αi, βj , kd � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò óïðóãèõ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ è ïàðàìåòðîâ âíåøíåé ñðåäû.

Çàäà÷à Êîøè (1), (2) èññëåäóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C[R]
íåïðåðûâíûõ �óíêöèé g = g(x), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îáà
ïðåäåëà ïðè x→ ±∞ è íîðìà êîòîðîãî ‖g‖C = supx∈R|g(x)|.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2) ïðîâåäåíî [2℄ ïî ñëåäóþ-

ùåìó ïëàíó: âíà÷àëå óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè

(1), (2) êîððåêòíà è ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè êëàññè÷åñêîå ðåøå-

íèå åå ñóùåñòâóåò. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî (1) ëè-

íåéíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Äàëåå äëÿ

çàäà÷è Êîøè (1), (2) íàéäåì âðåìåííîé îòðåçîê [0, t1] ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è îöåíèì
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íîðìó â C[R] ýòîãî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ. Çàòåì íàéäåì äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà êîíå÷-

íîì âðåìåííîì îòðåçêå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2).

Äîêàçàíû [2℄ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì

α1, α3 > 0 è 2α4 > α1α3 +
√
α2
1α

2
3 + α3k

2
dβ

2
3 ,

à íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè

äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-

ñòâó C[R], òîãäà çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

vtt − α1vxx − α3vttxx + α4vxxxx = kd(β1vx + β3vxxx)

ðàâíîìåðíî êîððåêòíà, v(t, x) ∈ C2,4(R+, R) è äëÿ íåãî ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

supx∈R|v(x, t)| 6 σ1(t)supx∈R|ϕ(x)| + σ2(t)supx∈R|ψ(x)|,

â êîòîðîé íåïðåðûâíûå �óíêöèè σ1(t) è σ2(t) îïðåäåëÿþòñÿ
ïàðàìåòðàìè óðàâíåíèÿ (1).

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, òîãäà ïðè

0 6 t 6 t1 < 1/(c12c13) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå C [R], äëÿ êîòî-
ðîãî íà âðåìåííîì îòðåçêå t ∈ [0, t1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
x∈R

|v(t, x)| 6
c12

1− c12c13t
,

â êîòîðîé êîíñòàíòû c12 è c13 îïðåäåëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìè
óðàâíåíèÿ (1) è íà÷àëüíûìè �óíêöèÿìè ϕ(x) è ψ(x).

Â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êëàññè-

÷åñêîå ðåøåíèå v = v(t, x, (t, x) ∈ [0, t1]×R, ïðèíàäëåæèò âìå-
ñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå (1), ïå-

ðåñå÷åíèþ ïðîñòðàíñòâà C[R] ñ ïðîñòðàíñòâîì L2(R) �óíêöèé
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ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì:

∂nt ∂
m
x v, ∂

k
xv, v

2, v · vx, v2x, v · vxx ∈ C[R] ∩ L2(R),

n = 1, 2, m = 0, 2; k = 0, 4.

Òàêîå ðåøåíèå v = v (t, x) áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå L2(R).
Íàéäåíû [2℄ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ êëàññè÷åñêî-

ãî ðåøåíèÿ v = v(t, x) çàäà÷è Êîøè (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå

L2(R) íà âðåìåííîì îòðåçêå [0, t1], ïîíèìàÿ ïîä ýòèì âîçíèê-

íîâåíèå ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà äëÿ �óíêöèîíàëà

y(t) = ‖v‖22 + α3‖vx‖22
íà íåêîòîðîì âðåìåííîì îòðåçêå [0, t2] ⊆ [0, t1].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 1 è 2 è ïóñòü
íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22 > 0, (ϕ,ψ) + α3(ϕ
′, φ′) > 0;

‖ψ‖22 + α3‖ψ′‖22 − 2α2

(
ϕ, (ϕ′)2

)
− α1‖ϕ′‖22 − α4‖ϕ′′‖22 > 0;

(ϕ,ψ) + α3(ϕ
′, ψ′) >

>
(
c16

(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)
+
c17
3

)1/2(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)1/2
,

òîãäà âðåìÿ T ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ v =
v(t, x) çàäà÷è Êîøè (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå L2(R) îãðàíè÷åíî
ñâåðõó

T 6 c−1
18

(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)−1/4
,

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó äëÿ �óíêöèîíàëà

y(t) >

((
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)−1/4
− c18t

)−4

,

ãäå ïîñòîÿííûå ci îïðåäåëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìè óðàâíå-

íèÿ (1) è íà÷àëüíûìè �óíêöèÿìè ϕ(x) è ψ(x).
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ÍÅËÈÍÅÉÍÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø�ÅÄÈÍ�Å�À

È ÍÅÎÒ�ÀÆÀÞÙÈÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß

1

À. Ä. Þíàêîâñêèé

(�îññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä, ÈÏÔ �ÀÍ)

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ÍÓØ) îáëàäàåò ÷ðåç-

âû÷àéíî âûñîêîé óíèâåðñàëüíîñòüþ è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñà-

íèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ �èçèêè: â òåîðèè

ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, â ìîäåëÿõ ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèé ïëàç-

ìåííûõ êîëåáàíèé, íåëèíåéíîé îïòèêå, áèî�èçèêå è ò.ä.

Îäèí èçâåñòíûé êëàññ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâà-

åò äâèæåíèå óåäèíåííûõ âîëí (ñîëèòîíîâ), èõ îáðàçîâàíèå è

ðàñïàä.

Îäíèì èç íåïðèÿòíûõ ñëåäñòâèé íàëè÷èÿ äèñïåðñèè â

ÍÓØ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èìïóëüñ ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿÿñü â ñðå-

äå, áóäåò ïîñòåïåííî óäëèíÿòüñÿ, ïîñêîëüêó îäíè ñïåêòðàëü-

íûå ñîñòàâëÿþùèå èìïóëüñà áóäóò áåæàòü áûñòðåå äðóãèõ.

Îäíàêî åñëè àìïëèòóäà èìïóëüñà äîñòàòî÷íî âûñîêà, òî

íà÷èíàþò èãðàòü ðîëü òàê íàçûâàåìûå íåëèíåéíûå ý��åêòû.

Îäèí èç òàêèõ ý��åêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñêîðîñòü ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íà÷èíàåò çàâèñåòü åùå è îò åå àìïëèòóäû.

Èíòåðåñíî, ÷òî ìîæåò âîçíèêíóòü òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íàëè-

÷èå íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê óêîðà÷èâàíèþ èìïóëüñà. Â ðå-

çóëüòàòå ïðîöåññû íåëèíåéíîãî óêîðî÷åíèÿ è äèñïåðñèîííîãî

óäëèíåíèÿ ìîãóò áûòü ñêîìïåíñèðîâàíû. Â ýòîì ñëó÷àå èì-

ïóëüñ áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåç èçìåíåíèÿ ñâîåé �îðìû â

âèäå óåäèíåííîé âîëíû, íàçûâàåìîé ñîëèòîíîì.

Ñàìî ÿâëåíèå ñîëèòîíà âïåðâûå áûëî îïèñàíî äëÿ âîëí íà

âîäå. À íåäàâíî ñóùåñòâîâàíèå ñîëèòîíîâ áûëî ïðîäåìîíñòðè-

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî â ðàìêàõ ñîãëàøåíèÿ ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè � 75-02-2025-1639.
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ðîâàíî â òàêîé ýêçîòè÷åñêîé ñèñòåìå êàê áîçå-êîíäåíñàò àòî-

ìîâ.

Îñîáûì êëàññîì íåëèíåéíûõ âîëí ÿâëÿþòñÿ áðèçåðû. Â îò-

ëè÷èè îò ñîëèòîíîâ îíè íå ñîõðàíÿþò ñâîþ �îðìó ïîñòîÿííî,

íî ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþò åå âî âðåìåíè, ïîñòîÿííî âîçâðàùà-

ÿñü â îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå. Íå òàê äàâíî èíòåðåñ ê áðèçåðàì

ïîâûñèëñÿ èç-çà òîãî, ÷òî èìåííî îíè ñòàëè ñ÷èòàòüñÿ ãëàâíûì

ïðåòåíäåíòîì íà îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾âîëí-

óáèéö¿ � òàèíñòâåííûõ âîëí îãðîìíîé àìïëèòóäû, âîçíèêà-

þùèõ â îòêðûòîì ìîðå è íåðåäêî ïðèâîäÿùèõ ê êðóøåíèþ

êîðàáëåé è íå�òÿíûõ ïëàò�îðì.

ÍÓØ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì íåëèíåéíîé âîëíî-

âîé îïòèêè è àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ìàòåìà-

òè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ëèíèé ñâÿçè,

âîëîêîííûõ ëàçåðîâ è ðàçëè÷íûõ îïòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Äðóãîé íå ìåíåå âàæíûé êëàññ ðåøåíèé îïèñûâàåò îáðà-

çîâàíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ îñîáåííîñòåé � êîëëàïñèðóþùèõ

êàâåðí.

Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âñòàåò âîïðîñ, êàêîìó �óíêöèîíàëü-

íîìó ïðîñòðàíñòâó ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå ÍÓØ, è â îáîèõ ýòèõ

ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ, íå ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàí-

ñòâó L2.

Äëÿ óðàâíåíèé ¾ïàðàáîëè÷åñêîãî¿ òèïà, ê êîòîðûì îòíî-

ñèòñÿ íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

−2i
∂E

∂t
+
∂2E

∂x2
+ |E|2E = 0, (1)

ðàçíîñòíûå ñõåìû îáëàäàþò î÷åíü æåñòêèìè óñëîâèÿìè óñòîé-

÷èâîñòè: △ t ≈ h2, ÷òî ïî ñóòè äåëà ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè

çàìåäëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîìèìî ýòîãî, â óðàâíåíèÿõ òèïà

ÍÓØ âûñîêèå ïðîñòðàíñòâåííûå ãàðìîíèêè íå çàòóõàþò ñ òå-

÷åíèåì âðåìåíè, à èìåþò áûñòðî èçìåíÿþùèåñÿ �àçû, ÷òî ïðè-

âîäèò äàæå ïðè ¾îòíîñèòåëüíî ìÿãêîì¿ óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè

ê ÿâëåíèþ ñëó÷àéíûõ �àç. Ýòî ÿâëåíèå áûñòðî ðàñïðîñòðàíÿ-
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åòñÿ äî íèçêèõ ãàðìîíèê è ïðåâðàùàåò âåñü ïðîöåññ âû÷èñëå-

íèé â �àêòè÷åñêè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Äëÿ ÍÓØ è åãî îáîáùåíèé ïîïóëÿðíà ìåòîäèêà �slip-step�

Ïðè ýòîì äëÿ ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè áåçàëüòåðíàòèâ-

íûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä �S
aling and squaring� � èñïîëüçîâàíèå

ïðåäñòàâëåíèÿ eA = (eA/m)m.

Äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà çàäà÷, èçíà÷àëüíî ïîñòàâ-

ëåííûõ â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ïðèìåíåíèå ÷èñëåííîãî ìå-

òîäà ðåøåíèÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ òðåáóåò ïåðåõîäà ê íåêîòîðîé

êîíå÷íîé ðàñ÷åòíîé ïîäîáëàñòè. Íàèáîëåå ÷àñòî ïåðåõîä ýòîò

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì óñå÷åíèÿ èñõîäíîé îáëàñòè. Ïðè

ýòîì íà âíåøíåé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé ïîäîáëàñòè âîçíèêàåò ïî-

òðåáíîñòü êîíñòðóèðîâàíèÿ èñêóññòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

(È�Ó), êîòîðûå îáåñïå÷èëè áû íåîáõîäèìîå çàìûêàíèå ¾óñå-

÷åííîé¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, è áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîñèëüíî çà-

ìåíèëè áû âëèÿíèå âñåé îòáðàñûâàåìîé (íåîãðàíè÷åííîé) ÷à-

ñòè èñõîäíîé îáëàñòè.

Îáåñïå÷åíèå âûñîêîé òî÷íîñòè êàê ïðàâèëî òðåáóåò, ÷òîáû

È�Ó èìåëè íåëîêàëüíûé õàðàêòåð. Â ÷àñòíîñòè, òî÷íûå È�Ó,

ò. å. òå, ÷òî íå ïðèâíîñÿò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé îøèáêè çà

ñ÷åò óñå÷åíèÿ îáëàñòè, âñåãäà îêàçûâàþòñÿ íåëîêàëüíûìè, åñ-

ëè êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèé â çàäà÷å áîëüøå

îäíîãî.

Äëÿ ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà V = Vr óðàâíåíèå Øðåäèíãå-

ðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â �àêòîðèçîâàííîì âèäå íà âëåâî

è âïðàâî áåãóùèå âîëíû

(
∂x − ei

π
4

+
√
∂t + iVr

)(
∂x + ei

π
4

+
√
∂t + iVr

)
, x > xr.

Â ñëó÷àå Vr = 0 âûðàæåíèå

√
∂t = ∂1/2 ìîæåò áûòü èíòåð-

ïðåòèðîâàíî êàê äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Ó÷èòûâàÿ

â ãðàíè÷íîé òî÷êå x = xr òîëüêî óõîäÿùèå âîëíû, ïîëó÷àåì

�îðìàëüíî ïðàâîå áåçîòðàæàòåëüíîå (ïðîçðà÷íîå) ãðàíè÷íîå

óñëîâèå, çàïèñûâàåìîå ìíîãèìè àâòîðàìèâ âèäå èìïåäàíñíîãî
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ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

v(x, t) = −e
−πi/4
√
π

t∫

0

∂nv(x, τ)√
t− τ

dτ ïðè x = xl, xr.

Òðóäíîñòè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî �óíêöèÿ

1√
t−τ ëåæèò â ïðî-

ñòðàíñòâå L1, à íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2, ÷òî ñîçäàåò

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîáëåìû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè

Â îáëàñòè ãèäðî è ãàçîäèíàìèêè â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåí-

ñèâíî ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ãèïåðáîëèçàöèè, õîðîøî çàðåêîìåí-

äîâàâøèé ñåáÿ ïðè àäàïòàöèè íà àðõèòåêòóðó ïàðàëëåëüíûõ

âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. �èïåðáîëè-

çàöèåé óðàâíåíèé íàçûâàþò äîáàâêó äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòà ïåðåä âòîðîé

ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ìîäåëè-

ðóþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â äëèííûõ

ìíîãîïðîâîäíûõ ëèíèÿõ, ðàññìîòðåíî âëèÿíèå �îòîííîãî ñïî-

ñîáà òåïëîïåðåäà÷è â ñðåäå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïåðåäà÷å íà áîëü-

øîå ðàññòîÿíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâî ýíåðãèè ìåøàåò �îêóñè-

ðîâêà (ïåðåõîä) ýíåðãèè â îäèí ñâåòîâîäíûé êàíàë, ÷òî ïðèâî-

äèò ê åãî ðàçðóøåíèþ.

Äëÿ àäåêâàòíîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà çàäà÷ â îáëàñòè

âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ëèíèé ñâÿçè èëè âîëîêîííûõ ëàçåðîâ

ñ äåòàëüíûì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì ðàçðåøåíèåì ÷èñëî

òî÷åê ïî ¾ïðîñòðàíñòâåííîé¿ ïåðåìåííîé ìîæåò ñîñòàâëÿòü

106�107, ÷òî ïðèâîäèò ê îãðîìíûì çàòðàòàì ìàøèííîãî âðåìå-

íè è áûñòðîìó íàêîïëåíèþ îøèáêè. Ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåí-

íûì ïóòåì ðàñ÷åòà òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëè-

çàöèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ èõ ý��åêòèâíîãî ïðèìåíå-

íèèÿ òðåáóþòñÿ íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, àëãîðèòìû è

ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå.
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