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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Â íàñòîÿùèé ñáîðíèê âîøëè ìàòåðèàëû Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå¿, ñîñòîÿâøåéñÿ â ã. Âëàäèêàâêàçå â ïåðèîä ñ 12 ïî 19
èþëÿ 2010 ã. Êîíôåðåíöèÿ áûëà îðãàíèçîâàíà Þæíûì ìàòåìàòè-
÷åñêèì èíñòèòóòîì Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà Ðîññèéñêîé
àêàäåìèè íàóê íà áàçå ñàíàòîðèÿ-ïðîôèëàêòîðèÿ ¾Ñîñíîâàÿ ðîùà¿.
Â ðàáîòå êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå áîëåå 50 ìîëîäûõ ó÷åíûõ
(â âîçðàñòå äî 35 ëåò) èç ðàçíûõ ãîðîäîâ Ðîññèè (Âëàäèêàâêàçà,
Ðîñòîâà-íà-Äîíó, Óôû, Ñòàâðîïîëÿ, Íàëü÷èêà), áëèæíåãî è äàëü-
íåãî çàðóáåæüÿ (Þæíîé Îñåòèè, Òóðöèè, Âüåòíàìà).

Â ðàìêàõ êîíôåðåíöèè áûëà ïðîâåäåíà VI Âëàäèêàâêàçñêàÿ ìî-
ëîäåæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà, íà êîòîðóþ â êà÷åñòâå ëåêòîðîâ
áûëè ïðèãëàøåíû âåäóùèå ýêñïåðòû ïî íàó÷íûì íàïðàâëåíèÿì êîí-
ôåðåíöèè. Êîíñïåêòû ïðî÷èòàííûõ öèêëîâ ëåêöèé ïðåäñòàâëåíû â
ðàçäåëå ¾Ïëåíàðíûå ëåêöèè¿. Ñåêöèîííûå çàñåäàíèÿ ïðîõîäèëè ïî
äâóì íàïðàâëåíèÿì: Ñåêöèÿ 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (28 äîêëà-
äîâ); Ñåêöèÿ 2. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå (23 äîêëàäà). Òåçè-
ñû äîêëàäîâ ïðåäñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ íàñòîÿùåãî
ñáîðíèêà.

Ýêñïåðòíûé ñîâåò êîíôåðåíöèè âûäåëèë 9 ëó÷øèõ äîêëàäîâ ìî-
ëîäûõ ó÷åíûõ è ðåêîìåíäîâàë ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû ê ïóáëèêà-
öèè â âûñîêîðåéòåíãîâûõ æóðíàëàõ (äîêëàä÷èêè: Áàççàåâ À. Ê.,
Äèëüìóõàìåòîâà À. Ì., Êóñðàåâà Ç. À., Òàñîåâ Á. Á., Òðîôèìî-
âà À. Â., Ôàì Òèåí ×îíã, Ôèëèïüåâ È. À., Õóøòîâà Ô. Ã., ×óìà-
êîâà Å. Ñ.). Êðîìå òîãî, íà ñåêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
áûëè îòìå÷åíû 6 ðàáîò, â êîòîðûõ èìååòñÿ ñóùåñòâåííûé çàäåë (äî-
êëàä÷èêè: Áåêóëîâà Ñ. Ì., Áóäÿíñêèé À. Â., Äîìàøåíêèíà Ò. Â.,
Ïàíòåëååâ Ä. Ã., Øàâëîõîâ Ã. Á., Øóá÷èíñêàÿ Í. Þ.).

Íà çàêðûòèè êîíôåðåíöèè ñîñòîÿëèñü ÿðêèå è çàïîìèíàþùèåñÿ
ñîáûòèÿ. Ïðîôåññîð Êîðîëåâñêîãî óíèâåðñèòåòà Áåëôàñòà (Queen's
University Belfast, UK) Ý. Â. Âèêñòåä ðàññêàçàë î ñèñòåìå ïîäãîòîâ-
êè êàäðîâ â ýòîì óíèâåðñèòåòå. Áîëüøîé èíòåðåñ ñëóøàòåëåé âûçâà-
ëè îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîé è èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû, îáùåñòâåííîé



æèçíè, è îñîáåííî òî, ÷òî â Êîðîëåâñêîì óíèâåðñèòåòå Áåëôàñòà
ó÷àòñÿ ðîññèéñêèå ñòóäåíòû è àñïèðàíòû.

Ñ íåìåíüøèì èíòåðåñîì áûëà âñòðå÷åíà ïðåçåíòàöèÿ òîëüêî ÷òî
âûøåäøåé â ñâåò êíèãè ïðîôåññîðà Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííî-
ãî óíèâåðñèòåòà Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå ¾Íàóêà è ëþäè¿, â êîòîðîé ñîáðà-
íû ñòàòüè è ýññå àâòîðà ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ î íàóêå è åå ìåñòå
â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå. Ïðèñóòñòâèå àâòîðà âûçâàëî îæèâëåííîå è
çàèíòåðåñîâàííîå îáñóæäåíèå, î ñîäåðæàíèè êîòîðîãî ìîæíî ñóäèòü
ïî äâóì ýññå, âêëþ÷åííûì â ðàçäåë ¾Ïðèëîæåíèå¿.
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Ïëåíàðíûå ëåêöèè





ÂÅÑÎÂÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ
È ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

À. Â. Àáàíèí1

Ââåäåíèå
Âåñîâûå øêàëû ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ, äèôôåðåíöèðóåìûõ è

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â àïïðîêñèìàöèè è èí-
òåðïîëÿöèè, òåîðèè ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé, âîïðîñàõ äâîéñòâåííîñòè
ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé è
åå îáîáùåíèÿõ, àíàëèçå Ôóðüå, óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
â ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 5, 6]).
Äëÿ ýôôåêòèâíîãî èçó÷åíèÿ øêàë ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ â íèõ
òðåáóåòñÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì âûáðàòü íåîáõîäèìûé äëÿ äàííîé
øêàëû êëàññ ýòàëîííûõ âåñîâ. Èìåííî, íóæíî âçÿòü òàêîé ìàêñè-
ìàëüíî óçêèé êëàññ âåñîâ ñ ðåãóëÿðíûìè ñâîéñòâàìè (ãëàäêîñòü,
âûïóêëîñòü êàêîãî-ëèáî òèïà è ò. ï.), ÷òîáû ñ åãî ïîìîùüþ ìîæ-
íî áûëî îïðåäåëèòü ëþáîå èç ïðîñòðàíñòâ øêàëû. Ñòåïåíü ðåøåíèÿ
äàííîé ïðîáëåìû â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåò óñïåõ ðåøåíèÿ
áîëüøèíñòâà çàäà÷, èññëåäóåìûõ ñ ïîìîùüþ èëè â ðàìêàõ âåñîâûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âî ìíîãèõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ àïðè-
îðíûå ñâîéñòâà âåñîâ ïîçâîëÿþò ñóäèòü îá àëãåáðàè÷åñêèõ è òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâ è, òåì ñàìûì, ïîëíåå èñïîëüçîâàòü
ìîùíûå ðåçóëüòàòû ñîâðåìåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî, âåùåñòâåííîãî
è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ïðîáëåìå
îïèñàíèÿ îïòèìàëüíûõ âåñîâûõ ñèñòåì, ïðàêòè÷åñêè íå ïðîâîäè-
ëîñü, õîòÿ äëÿ ìíîãèõ êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ðàçðîçíåí-
íûå ðåçóëüòàòû î ïîñòðîåíèè ñèñòåì âåñîâ, çàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâà
è îáëàäàþùèõ íóæíûìè äëÿ ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è ñâîéñòâà-
ìè, èìåþòñÿ. Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåãî äîêëàäà � ñèñòåìàòèçèðî-
âàòü èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòû è èçëîæèòü èõ ñ
òî÷êè çðåíèÿ îïòèìàëüíûõ âåñîâ â îñíîâîïîëàãàþùèõ ñëó÷àÿõ âåñî-
âûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ è ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Ðå÷ü ïîéäåò î ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; Âëàäèêàâêàç,
Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â RN èëè C. Ñèìâîëàìè C(G)
è H(G) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ è, ñîîòâåòñòâåííî, ãî-
ëîìîðôíûõ â G ôóíêöèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíîé â G
ôóíêöèè v îáðàçóåì ïðîñòðàíñòâà:

Cv(G) :=
{

f ∈ C(G) : ‖f‖v := sup
x∈G

|f(x)|
v(x)

< ∞
}

;

Hv(G) :=
{

f ∈ H(G) : ‖f‖v := sup
z∈G

|f(z)|
v(z)

< ∞
}

.

Îñíîâíûå âîïðîñû, êîòîðûå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü è êîòî-
ðûå èìåþò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå äëÿ âåñîâûõ øêàë ïðîñòðàíñòâ
íåïðåðûâíûõ è ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: 1) êàêèå âåñà ñ÷èòàòü ýòàëîííûìè? 2) äëÿ êàêèõ âåñîâ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà áàíàõîâû? 3) ìîæíî ëè ñôîðìóëèðî-
âàòü êðèòåðèè (íåïðåðûâíîãî, êîìïàêòíîãî) âëîæåíèÿ îäíîãî âåñî-
âîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå â òåðìèíàõ âåñîâ, èõ çàäàþùèõ?

1. Ýòàëîííûå âåñà

Ñèìâîë Ev(G) èñïîëüçóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êàê Cv(G), òàê è
Hv(G). Òî÷êè èç G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, â RN èëè â C, èìååòñÿ â âèäó. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî v � âåñ íà G, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè èç G â ïðîñòðàíñòâå
Ev(G) èìååòñÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ â ýòîé òî÷êå îò íóëÿ. Íåòðóäíî
ïðèâåñòè êðèòåðèé âåñà äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ôóíêöèÿ v � âåñ íà G ⊂ RN â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà v ëîêàëüíî îòãðàíè÷åíà îò íóëÿ â G, ò. å. êîãäà
infx∈K v(x) > 0 ïðè ëþáîì K b G.

Êàê ïîêàçûâàþò ïðîñòåéøèå ïðèìåðû, âîïðîñ îá îïèñàíèè âå-
ñîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå
ñëîæíûì. Áîëåå òîãî, ïîëíûé îòâåò íà íåãî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,
äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åí. Ïðîñòåéøèì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âåñà íà
G ⊂ C ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, óñëîâèå infz∈G v(z) > 0. Îíî ýêâèâàëåíò-
íî òîìó, ÷òî Hv(G) ñîäåðæèò âñå ïîñòîÿííûå. Êàê ïîêàçàë Ôàì ×îíã
Òèåí, îíî æå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàäèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ v (ò. å. v(z) = v(|z|)) áûëà âåñîì íà G = C.

Îñíîâîïîëàãàþùåå çíà÷åíèå èìååò ïîíÿòèå àññîöèèðîâàííîãî âå-
ñà, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [4, 7, 8]).
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü v � ïîëîæèòåëüíàÿ íà G ôóíêöèÿ è
Bv(G) � åäèíè÷íûé øàð â Ev(G). Ôóíêöèÿ

ṽ(x) := sup
{|f(x)| : f ∈ Bv(G)

}
, x ∈ G,

íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì ñ v âåñîì.
Ïðåäëîæåíèå 2. Àññîöèèðîâàííûé ñ v íà G âåñ îáëàäàåò ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(1) 0 6 ṽ(x) 6 v(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ G;
(2) v � âåñ íà G ⇐⇒ ṽ(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ G;
(3) ‖f‖ev = ‖f‖v;
(4) Ev(G) = Eev(G).
Èç ñâîéñòâ (3) è (4) âûòåêàåò, ÷òî ýòàëîííûå âåñà äëÿ ïðîñòðàíñòâ

íåïðåðûâíûõ è ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè âåðõ-
íèõ îãèáàþùèõ ñåìåéñòâ ìîäóëåé íåïðåðûâíûõ è, ñîîòâåòñòâåííî,
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ýòàëîí-
íûå âåñà äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîëóíåïðåðûâíû
ñíèçó. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿþò òå âåñà, êîòîðûå
îáåñïå÷èâàþò áàíàõîâîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè èçâåñòåí òàêîé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ôóíêöèÿ v ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó
â G, òî ïðîñòðàíñòâî Ev(G) áàíàõîâî. Â ñëó÷àå, êîãäà G ⊂ RN è
ôóíêöèÿ v ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â G, âåðíî è îáðàòíîå, ò. å. èç
áàíàõîâîñòè ïðîñòðàíñòâà Cv(G) ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü
v ñâåðõó â G.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó.
Âûâîä 1. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

íåïðåðûâíûõ â G ⊂ RN ôóíêöèé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîæèòåëü-
íûìè ïîëóíåïðåðûâíûìè ñíèçó è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûìè ñâåðõó
â G âåñàìè. Ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ âåñîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç CG.

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé àññîöèèðîâàííûå
âåñà îáëàäàþò âàæíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü v � ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûé ñâåðõó âåñ
â G ⊂ C. Òîãäà àññîöèèðîâàííûé ñ v âåñ ṽ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

(1) ôóíêöèÿ ṽ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà â G, ò. å.

∀K b G ∃MK > 0 : |ṽ(z1)− ṽ(z2)| 6 MK |z1 − z2 | ∀ z1, z2 ∈ K;
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(2) ôóíêöèÿ ṽ ëîãàðèôìè÷åñêè ñóáãàðìîíè÷íà â G, ò. å. v èìååò
âèä v(z) = eϕ(z), ãäå ϕ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â G ôóíêöèÿ.

Âûâîä 2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãî-
ëîìîðôíûõ â G ⊂ Côóíêöèé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîæèòåëüíûìè
ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè è ëîãàðèôìè÷åñêè ñóáãàðìîíè÷åñêèìè â G
ôóíêöèÿìè. Ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ âåñîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç HG.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåñ v1 íà G ýêâèâàëåíòåí äðóãîìó âåñó v2 íà
G (v1 ∼ v2), åñëè Ev1(G) = Ev2(G). ßñíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, êîòîðîå ðàçáèâàåò âñå âåñà íà êëàññû, êàæäûé èç êîòîðûõ
îïðåäåëÿåò ñâîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ev(G). Èç âûâîäîâ 1 è 2 ñëå-
äóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà G ⊂ RN (ñîîòâåòñòâåííî, G ⊂ C) êàæäûé
òàêîé êëàññ ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç CG (ñîîòâåòñòâåííî,
èç HG). Ôàì ×îíã Òèåíîì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé ñåìåéñòâî CG íåëüçÿ ñóçèòü. Èìåííî, îí ïîñòðî-
èë ïðèìåð ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîãî ñâåð-
õó íà îñè âåñà, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùåå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî
íåëüçÿ çàäàòü íè îäíèì íåïðåðûâíûì âåñîì. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
ñåìåéñòâî CG ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Îñòàåòñÿ òîëüêî ðåøèòü âî-
ïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ v1 è v2 èç CG ïðîñòðàíñòâà Cv1(G) è Cv2(G)
ñîâïàäàþò. Îí ðåøàåòñÿ, êàê è îáû÷íî, íà îñíîâàíèè òåîðåì âëîæå-
íèÿ, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Â çàêëþ÷åíèå
îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá îïòèìàëüíîñòè ñåìåéñòâà HG ïîêà îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.

2. Òåîðåìû âëîæåíèÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåñ v1 ïîä÷èíåí âåñó v2 (v1 ≺ v2), åñëè

∃M > 0 : v1(x) 6 M v2(x) ∀x ∈ G.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè v1 ≺ v2 , òî Ev1(G) ⊂ Ev2(G).
Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ òåîðåìû

Áàíàõà î çàìêíóòîì ãðàôèêå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé.
Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü v1, v2 ∈ CG. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:
(1) Cv1(G) ⊂ Cv2(G);
(2) Cv1(G) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Cv2(G);
(3) v1 ≺ v2 .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äâà âåñà v1, v2 ∈ CG ýêâèâàëåíòíû (ò. å. îíè
îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

0 < inf
x∈G

v1(x)
v2(x)

6 sup
x∈G

v1(x)
v2(x)

< ∞.

Ðåçþìèðóÿ ñêàçàííîå âûøå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷å-
íèþ:

Îïòèìàëüíûì êëàññîì âåñîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ RN ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ñåìåéñòâî
SG ôóíêöèé èç CG, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâà-
ìè:

(1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ CG èìååòñÿ w ∈ SG ñ

0 < inf
x∈G

v(x)
w(x)

6 sup
x∈G

v(x)
w(x)

< ∞;

(2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé v1, v2 ∈ SG

lim inf
x→∂G

v1(x)
v2(x)

= 0 èëè lim sup
x→∂G

v1(x)
v2(x)

= ∞.

3. Êîìïàêòíûå âëîæåíèÿ

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, îáçîðíóþ ñòàòüþ Â. Â. Æàðèíî-
âà [3]), â òåîðèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ îñîáîå çíà÷å-
íèå èìåþò ïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìûå ñ ïîìîùüþ êîìïàêòíûõ ñïåê-
òðîâ (êîãäà èçó÷àåìîå ïðîñòðàíñòâî êîíñòðóèðóåòñÿ èç âåñîâûõ áà-
íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîìïàêòíî âëîæåííûõ îäíî â äðóãîå). Ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû Àðöåëà � Àñêîëè è åå ñëåäñòâèÿ � òåîðåìûÌîíòåëÿ �
óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ðåçóëüòàòà â äàííîì íàïðàâëåíèè.
Îíè, êàê íåòðóäíî âèäåòü, â êàêîé-òî ìåðå ïðîòèâîïîëîæíû äðóã
äðóãó.

Ïðåäëîæåíèå 7. Íè äëÿ êàêèõ âåñîâ v1, v2 ∈ CG ïðîñòðàíñòâî
Cv1(G) íå ìîæåò áûòü êîìïàêòíî âëîæåíî â Cv2(G).

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü v1 è v2 � äâà íåïðåðûâíûõ âåñà â G ⊂ C.
Åñëè

lim
x→∂G

v1(z)
v2(z)

= 0,

òî Hv1(G) êîìïàêòíî âëîæåíî â Hv2(G).
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Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ
Hv1(G) â Hv2(G), êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü èç [8, òåîðåìà 2.1].

Ïðåäëîæåíèå 9. Äëÿ òîãî ÷òîáû Hv1(G) áûëî êîìïàêòíî âëî-
æåíî â Hv2(G), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàøëàñü òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì â G, äëÿ êîòîðîé

(
v1(z),

1
ϕ(z)

)∼
6 εv2(z) ∀ z ∈ G.

ßñíî, îäíàêî, ÷òî ôèãóðèðóþùåå â ïðåäëîæåíèè 9 óñëîâèå ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæíî ïðîâåðèòü, èñêëþ÷àÿ òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, ïðè-
âåäåííûé â ïðåäëîæåíèè 8. Èìååòñÿ ëè áîëåå óäîáíîå äëÿ ïðèìåíå-
íèé óñëîâèå � íàì íå èçâåñòíî.
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WEIGHTED SPACES OF CONTINUOUS
AND HOLOMORPHIC FUNCTIONS

A. V. Abanin
We undertake a systematic study of optimal classes of weights using for
spaces of continuous and holomorphic functions on an open set in RN

and CN , respectively. These classes play an important role in the theory
of approximation and interpolation, entire functions, duality of function
spaces, ultradistributions, Fourier analysis, theoretical and mathematical
physics, etc.
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WHEN ARE ALL BOUNDED OPERATORS BETWEEN
CLASSICAL BANACH LATTICES REGULAR?

A. W. Wickstead1,2

We refer the reader to [8] for the basic theory and terminology about
Banach lattices. Regular operators are those that can be written as the
di�erence of two positive operators. We write L (X, Y ) for the space of
bounded operators from X into Y and L r(X,Y ) for the corresponding
space of regular operators. In 1936 Kantorovich, [5], proved that every
regular operator must be bounded and made a start on asking when
the converse is true. I. e. when is every bounded linear operator from
X into Y regular? There is no simple answer to this question. In
order to illustrate our current state of knowledge, I will tell you what
happens when X and Y are selected from the classical Banach lattices
`1, L1([0, 1]), `p (1 < p < ∞), Lp([0, 1]) (1 < p < ∞), c0, c, `∞ or
C([0, 1]). In the course of doing this we will meet (at least versions of)
many of the known results in this �eld. The bare facts are presented in
the following table. Each cell in this array contains not only an indication
of whether there is equality or not but also a number that is a reference
to the justi�cation of that statement in this note.
PPPPPPPPX

Y Lq([0, 1]) or `q

(1 6 q < ∞) `∞ c0 c C([0, 1])

`1 = (2) = (1) = (3) = (3) = (3)
L1([0, 1]) = (2) = (1) 6= (13) = (5) = (5)

`p 6= (6) = (1) = (4) = (4) = (4)
(1 < p < ∞)

Lp([0, 1]) 6= (6) = (1) 6= (13) 6= (14) 6= (15)
(1 < p < ∞)

c0 6= (6) = (1) = (4) = (4) = (4)
c 6= (6) = (1) 6= (8) = (10) = (10)

`∞ 6= (6) = (1) 6= (8) 6= (10) 6= (10)
C([0, 1]) 6= (6) = (1) 6= (8) 6= (10) 6= (10)

1Northern Ireland, Belfast, Queen's University Belfast, Pure Mathematics Research
Centre.

2This note is based on a talk that I gave at the International Conference of Young
Scientists on ¾Mathematical Analysis and Mathematical Modeling¿ (Vladikavkaz,
12�19, July, 2010). I would like to thank the organizers for the opportunity to speak
there.
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All that remains is to justify all of these claims. We will start with
the cases where there is equality. The earliest positive result is due to
Kantorovich in 1936, [5], where he proved:

Theorem 1. If Y is a Dedekind complete Banach lattice with a
strong order unit then L (X, Y ) = L r(X,Y ) for all Banach lattices X.

Amongst our examples only `∞ has both of these properties. There
are other Banach lattices Y for which the conclusion is true, see [2],
but no other Dedekind complete Banach lattices, [4]. Another case that
almost belongs to the pre-history of this subject is the following:

Theorem 2. If X is an AL-space and Y has a Levi norm then
L (X, Y ) = L r(X, Y ).

Kantorovich and Vulikh proved this with a slightly stronger
assumption on Y in [6]. Synnatzschke formulated the current version
in [11]. Again, it is shown in [4] that amongst Dedekind complete Banach
lattices Y this is the best possible result. The spaces `p and Lp([0, 1])
have a Levi norm for any p ∈ [1,∞]. The folk-lore of this topic also
contains the result:

Theorem 3. If X is an atomic AL-space then, for all Banach lattices
Y , L (X, Y ) = L r(X,Y ).

Apart from changing the norm on X to an equivalent one, this is the
best possible result, see van Rooij [10]. In a similar vein, in [12], Xiong
proved:

Theorem 4. If X is atomic with an order continuous norm and Y
is an AM-space then L (X, Y ) = L r(X, Y ).

The class of AM-spaces can only be widened by allowing an equivalent
norm. I suspect that the condition of being atomic with an order
continuous norm cannot be weakened, but that remains an open problem.
Our �nal positive result, which is rather elementary, is:

Theorem 5. If X is an AL-space and Y has a strong order unit then
L (X, Y ) has a strong order unit and therefore L (X,Y ) = L r(X, Y ).

You may have noticed that, so far, all the results that guarantee that
L (X, Y ) = L r(X, Y ) involve either X being (up to an equivalent norm)
an AL-space and/or Y being an AM-space. For some time it was thought
that one of these conditions was necessary. In [1], Abramovich gave an
example to show that this was not true. Nevertheless, there are results
in that kind of vein. I won't give a precise de�nition of a Banach lattice
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E being �nitely lattice representable in F , but simply point out that it
certainly holds if E is isometric to a sublattice of F .

Theorem 6. If `p is �nitely lattice representable in Y for p ∈ [1,∞)
or `∞ is not �nitely lattice representable in Y and L (X, Y ) = L r(X,Y )
then X is (up to an equivalent norm) an AL-space.

The �rst version was proved by Abramovich and Janovsky in [3],
and the second by Ørno in [9]. A result of Krivine, [7], says that
given any Banach lattice E, there is p ∈ [1,∞] such that `p is �nitely
lattice representable in E, so the two versions of Theorem 6 are actually
equivalent.

Similarly we have:
Theorem 7. If `p is �nitely lattice representable in X for p ∈ (1,∞]

or `1 is not �nitely lattice representable in X and L (X, Y ) = L r(X,Y )
then Y is (up to an equivalent norm) an AM-space.

Again, the �rst version is due to Abramovich and Janovsky. In [12]
Xiong investigated the subject matter of this talk and paid special
attention to the case that X = C(K) and Y = C(Ω) or Y = c0.

Theorem 8. If K is an in�nite compact Hausdor� space then
L

(
C(K), c0

) 6= L r
(
C(K), c0

)
.

Definition 9. A compact Hausdor� space K is an X(n) space if it
is the disjoint union of n open and closed subsets each of which is the
one-point compacti�cation of a discrete space. The interval [0, 1] is not
an X(n) space for any n ∈ N, nor is the Stone-�Cech-compacti�cation
of N.

Theorem 10 (Xiong). If K is a compact Hausdor� space then the
following are equivalent:

(1) For some p ∈ N, K is an X(p)-space;
(2) For every compact Hausdor� space Ω, L

(
C(K), C(Ω)

)
=

L r
(
C(K), C(Ω)

)
;

(3) L
(
C(K), C([0, 1])

)
= L r

(
C(K), C([0, 1])

)
;

(4) L
(
C(K), c

)
= L

(
C(K), c

)
.

The implication (3) implies (4) follows from a special case of a general
result of Xiong, [12, Corollary 1.3], that we will need again later:

Proposition 11. If X is any Banach lattice and L
(
X, C([0, 1])

)
=

L r
(
X, C([0, 1])

)
then L (X, c) = L r(X, c).
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The time has come when we must start looking at some actual
examples of bounded operators that are not order bounded, to take care
of the remaining cases.

Definition 12. The Rademacher functions on [0, 1] are de�ned by
rn(t) = sgn

(
sin(2nπt)

)
where sgn denotes the sign function.

The Rademacher functions lie in Lp([0, 1]) for all p (including p = ∞).
They form an orthonormal sequence in the Hilbert space L2([0, 1]).
Furthermore for �nite p the functionals that they de�ne on Lp([0, 1])
by integration converge weak∗ to 0. I. e. for all f ∈ Lp([0, 1]), φn(f) =∫ 1

0
rn(t)f(t) dt → 0 as n → ∞, as long as p ∈ [1,∞). You can also see

either by direct calculation or from the uniform boundedness principle
that (φn) is a bounded sequence in Lp([0, 1])∗.

Proposition 13. If p ∈ [1,∞) there is a bounded linear operator
T : Lp([0, 1]) → c0 which is not regular.

C De�ne an operator T : Lp([0, 1]) → c0 by Tx =
(
φn(x)

)
. T is

certainly bounded. Note that for n > 1 T (rn) = en, a basis vector in
c0, because of the orthonormality of the Rademacher functions, and that
T (r0) = 0 so that T (r0 + rn) = en. As 0 6 r0 + rn 6 2r0, if we had
U > T, 0 then

U(2r0) > U(r0 + rn) > T (r0 + rn) = en

for all n ∈ N, which is inconsistent with U(2r0) lying in c0. It follows
that T is not regular after all. B

This kind of example won't deal with the case of operators from
Lp([0, 1]) into c, though. Indeed, we already know that if p = 1 then all
bounded operators are regular. An example in the case p > 1 is slightly
more di�cult.

Proposition 14. If 1 < p < ∞ then L r
(
Lp([0, 1]), c

) 6=
L r

(
Lp([0, 1]), c

)
.

C A bounded linear operator T from any Banach space X into c may
be described by a bounded weak∗ convergent sequence of functionals
(fn) in X∗, with limit f ∈ X∗ via the formula Tx =

(
fn(x)

)
.

Let p−1 + q−1 = 1, so that 1 < q < ∞. If n ∈ N, write n = 2jk where
k is odd and then de�ne

fn(t) =

{
2j/qj−1/qrk(2−jt), t ∈ [0, 2−j ];
0, t ∈ (2−j , 1],
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so that |fn| = 2j/qj−1/qχ[0,2−j ] and hence

‖fn‖q = (2jj−12−j)1/q = j−1/q.

The sequence (fn) is certainly bounded, so we may de�ne T : Lp([0, 1]) →
`∞ by the formula Tx =

(∫ 1

0
fn(t)x(t) dt

)
. In fact, Tx ∈ c0 ⊆ c for all

x ∈ Lp([0, 1]). To see this, pick any x with ‖x‖ 6 1 and ε > 0. First
choose j0 ∈ N such that j > j0 implies that j−1/q < ε, so that (if k is
odd) |(Tx)2jk| 6 ‖f2jk‖q = j−1/q < ε. For each j 6 j0 there is kj such
that k > kj implies that |(Tx)2jk| = |f2jk(x)| < ε. We now see that
|(Tx)2jk| < ε except for the �nite number of integers 2jk with j 6 j0
and k 6 kj .

If T were regular, there would be U : Lp([0, 1]) → c with U > ±T .
Write gn(x) = (Ux)n and g(x) = limn→∞ gn(x). As U > ±T , gn > |fn|
for all n ∈ N. If we �x j then we see that

|g2jk| > |f2jk| = 2j/qj−1/qχ[0, 2−j ]

for all odd integers k. Letting k → ∞ through the odd integers, and
using the fact that the usual positive cone in Lq([0, 1]) is weak∗-closed,
we see that g > 2j/qj−1/qχ[0, 2−j ]. This holds for all j ∈ N, so that

‖g‖q
q >

∞∑

j=1

2−j−1(2j/qj−1/q)q =
∞∑

j=1

1
2j

= ∞,

so that g /∈ Lq([0, 1]), U does not exist and T is not regular. B
Recalling Proposition 11 we also see that
Proposition 15. If 1 < p < ∞ then L r

(
Lp([0, 1]), C([0, 1])

) 6=
L r

(
Lp([0, 1]), C([0, 1])

)
.

References
1. Abramovi�c Ju. A. The space of operators that act between Banach lattices //

Investigations on linear operators and the theory of functions, VIII. Zap.
Nauch. Sem. Leningrad. Otdel. Mat. Inst. Steklov. (LOMI).�1977.�Vol. 73.�
P. 188�192.�(In Russian, with English summary).

2. Abramovi�c Ju. A., Gejler V. A. On a question of Fremlin concerning order
bounded and regular operators // Colloq. Math.�1982.�Vol. 46, � 1.�P. 15�
17.

25



3. Abramovi�c Ju. A., Janovski�� L. P. Application of Rademacher systems to
operator characterizations of Banach lattices // Colloq. Math.�1982.�Vol. 46,
� 1.�P. 73�78.

4. Abramovich Y. A., Wickstead A. W. When each continuous operator is regular.
II // Indag. Math. (N.S.).�1997.�Vol. 8, � 3.�P. 281�294.

5. Kantorovich L. V. Concerning the general theory of operations in partially
ordered spaces // Dok. Akad. Nauk. SSSR.�1936.�Vol. 1.�P. 271�274.�(In
Russian).

6. Kantorovitch L., Vulich B. Sur la repr�esentation des op�erations lin�eaires //
Compositio Math.�1938.�Vol. 5.�P. 119�165.�(In French).

7. Krivine J. L. Sous-espaces de dimension �nie des espaces de Banach r�eticul�es //
Ann. of Math. Ser. 2.�1976.�Vol. 104, � 1.�P. 1�29.

8. Meyer-Nieberg P. Banach Lattices.�Berlin: Springer-Verlag, 1991.�xvi+
395 p.�(Ser. Universitext).

9. Ørno P. On Banach lattices of operators // Israel J. Math.�1974.�Vol. 19.�
P. 264�265.

10. van Rooij A. C. M. On the space of all regular operators between two Riesz
spaces // Nederl. Akad. Wetensch. Indag. Math.�1985.�Vol. 47, � 1.�P. 95�
98.

11. Synna�cke Ju. The operator that is conjugate to a regular one, and certain
applications of it to the question of the complete continuity and weak complete
continuity of regular operators // Vestnik Leningrad. Univ.�1972.�� 1.�
P. 60�69.�(In Russian, with English summary).

12. Xiong H. Y. On whether or not L (E, F ) = L r(E, F ) for some classical Banach
lattices E and F // Nederl. Akad. Wetensch. Indag. Math.�1984.�Vol. 46,
� 3.�P. 267�282.

ÊÎÃÄÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛ ÂÑÅ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÌÅÆÄÓ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌÈ

ÁÀÍÀÕÎÂÛÌÈ ÐÅØÅÒÊÀÌÈ?

Ý. Â. Âèêñòåä

Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàííûé â íàçâàíèè. Äàåòñÿ ïîëíûé îò-
âåò â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå áàíàõîâû ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ
êëàññè÷åñêèìè: `1, L1([0, 1]), `p (1 < p < +∞), Lp([0, 1]) (1 < p < +∞),
c0, c, `∞ èëè C([0, 1]).
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ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
ÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒÅÉ

Å. Ñ. Êàìåíåöêèé1

Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïîë-
íûõ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå èìåþò ðåøåíèé â ÿâíîì âèäå. Äàæå
åñëè èõ ðåøåíèå ïîëó÷åíî â âèäå ðÿäà, ñóììèðîâàíèå ýòèõ ðÿäîâ
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷-
íî òðóäîåìêèì. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ìíîãèõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ è
èíæåíåðíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ïîëó÷åíèå õîòÿ áû ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó óæå äàâíî ñòàëè
ðàçðàáàòûâàòüñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Äî ïîÿâëåíèÿ ÝÂÌ
òàêèå ìåòîäû èñïîëüçîâàëèñü ðåäêî èç-çà èõ áîëüøîé òðóäîåìêîñòè.
Ïîÿâëåíèå äîñòàòî÷íî ìîùíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè êîðåííûì
îáðàçîì èçìåíèëî ñèòóàöèþ. Âîçíèêëî îùóùåíèå, ÷òî ëþáîå óðàâíå-
íèå èëè ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîãóò ðåøàòüñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ è
îãðàíè÷åíèÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñ îáúåìîì ïàìÿòè ÝÂÌ è ïðèåìëåìûì
âðåìåíåì ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáúåì ïàìÿòè
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íàñòîëüêî âåëèê, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íå îãðà-
íè÷èâàåò âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷. Äîñòàòî÷íî øèðîêîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ñóïåðêîìïüþòåðîâ ñ ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè äàåò
âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ðåøåíèå ñëîæíûõ çàäà÷ çà ïðèåìëåìîå âðå-
ìÿ. Íî øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âûÿâèëî ìíîãî
ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðèáëèæåííîñòüþ çàäàíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè
è åå ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷àòü ðåøåíèå ñ êîíå÷íûì
îáúåìîì âû÷èñëåíèé, ïðèõîäèòñÿ ëèáî ïåðåõîäèòü îò íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ê äèñêðåòíûì, ëèáî ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèè â âèäå êîíå÷-
íûõ ðÿäîâ. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé, êî-
òîðûé ïðèâîäèò ê çàìåíå ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè.

Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå, íàçûâàåòñÿ ñåò-
êîé. Îòäåëüíûå òî÷êè ñåòêè íàçûâàþòñÿ óçëàìè ñåòêè. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè íàçûâàåòñÿ øàãîì ñåòêè. Ðåãóëÿðíûå ñåò-
êè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïîðÿäî÷åííóþ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì
ñòðóêòóðó ñ ÿâíî âûðàæåííûìè ñåòî÷íûìè íàïðàâëåíèÿìè, êîòîðûå
â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò. Ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ñåòêè íàçûâàåòñÿ øàãîì ñåòêè. Ïðè-

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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ìåð îðòîãîíàëüíîé ñåòêè ñ ïîñòîÿííûìè øàãàìè äëÿ äâóìåðíîé ñòà-
öèîíàðíîé çàäà÷è ïðèâåäåí íà ðèñ. 1. Îòìåòèì, ÷òî êàæäîìó óçëó
ñåòêè ñîîòâåòñòâóþò íå òîëüêî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò x, y, íî è ïîðÿä-
êîâûå íîìåðà óçëà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì i, j.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé êàæäîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó âíóòðåííèõ óç-
ëîâ ñåòêè.

Ðèñ. 1. Ñåòêà äëÿ äâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
â îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé L.

Îòìåòèì, ÷òî äàæå ðàçíîñòíûé àíàëîã ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî
îäíîé èç êîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ìíîãèìè ñïîñîáàìè, ÷òî
ïðèâîäèò ê áîëüøîìó ðàçíîîáðàçèþ ðàçíîñòíûõ âûðàæåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èñõîäíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê âûáðàòü èç ìíîæåñòâà ðàçíîñòíûõ ñõåì
íàèëó÷øóþ äëÿ äàííîé çàäà÷è? Ñóùåñòâóåò ìíîãî êðèòåðèåâ, êîòî-
ðûå äàþò âîçìîæíîñòü îöåíèòü, êàêàÿ ñõåìà ëó÷øå, íî îíè ÷àñòî
ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, ÷òî äåëàåò âûáîð ñõåìû íåîäíîçíà÷íûì.

Îäíèì èç âàæíûõ êðèòåðèåâ ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé
ñõåìû, ò. å. ñòðåìëåíèå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ê ðåøåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè óìåíüøåíèè
øàãîâ ñåòêè. Êàê íè ñòðàííî, ýòîò êðèòåðèé óäîâëåòâîðÿåòñÿ äàëå-
êî íå âñåãäà è íåêîòîðûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ñîîòâåòñòâóþò íå èñ-
õîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, à äðóãîìó óðàâíåíèþ, â
êîòîðîì îáû÷íî ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû.
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Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî óìåíüøåíèå øàãîâ ñåòêè äîëæíî óâå-
ëè÷èâàòü òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ, íî îò âèäà ðàçíîñòíîé ñõåìû çàâèñèò,
íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî ýòî óâåëè÷åíèå. Ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè àïïðîêñèìèðóþò èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ ëîêàëüíîé òî÷íîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé âåëè÷èíå øàãîâ â ñòå-
ïåíè âûøå ïåðâîé, íî ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî îöåíêè
ïðîâîäÿòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå íå áîëüøå
ìëàäøèõ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè óìåíüøåíèè øàãîâ ñåòêè ïðè ñîõðàíåíèè ðàçìåðîâ ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, ÷òî
ìîæåò ïðèâåñòè ê ðîñòó ãëîáàëüíîé îøèáêè çà ñ÷åò îøèáîê îêðóã-
ëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà ÝÂÌ.

Âàæíûì òðåáîâàíèåì ê ðàçíîñòíîé ñõåìå ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ, ò. å. íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò
íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè âîçíèêíîâåíèè íåóñòîé÷èâî-
ñòè îøèáêà ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò è î÷åíü áûñòðî íà÷èíàåò íà-
ìíîãî ïðåâûøàòü äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè. Ýòî
ïðèâîäèò ê ïåðåïîëíåíèþ ÿ÷ååê ïàìÿòè è îñòàíîâêå ïðîöåññà âû÷èñ-
ëåíèé. Íåêîòîðûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷è-
âûìè, ò. å. ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè íåóñòîé÷èâîñòü íå âîçíèêàåò ïðè
ëþáîì âûáîðå øàãîâ ñåòêè; íåêîòîðûå � àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû-
ìè: ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêèõ ñõåì íåóñòîé÷èâîñòü âîçíèêàåò âñåãäà;
à íåêîòîðûå � óñëîâíî óñòîé÷èâûìè: âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè
çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ øàãîâ ñåòêè è êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.

Âåñüìà æåëàòåëüíûì ñâîéñòâîì ðàçíîñòíîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ êîí-
ñåðâàòèâíîñòü, ò. å. âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ
èñõîäíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Òðóäíîñòè ïðè ýòîì
ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñëîæíî îòîáðàçèòü áåç èñêàæåíèé ïðè çàïèñè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé. Íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîí-
ñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûå îáúåìû, ñî-
îòâåòñòâóþùèå êàæäîìó óçëó ñåòêè, è çàïèñûâàòü ðàçíîñòíûå óðàâ-
íåíèÿ, èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîë-
íåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêîé ïîäõîä òîæå ñâÿçàí ñ îïðåäåëåí-
íûìè òðóäíîñòÿìè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ñìåùåííûå ñåòêè, â êîòîðûõ
äëÿ ÷àñòè ïåðåìåííûõ óçëû ñåòêè ñìåùåíû íà ïîëøàãà ïî îòíî-
øåíèþ ê óçëàì îñíîâíîé ñåòêè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíîãäà èñïîëüçóþò ìåòîäû ÷àñòèö â ÿ÷åéêå è
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êðóïíûõ ÷àñòèö. Â ýòèõ ìåòîäàõ îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ èçìå-
íåíèå èñêîìûõ ôóíêöèé â ÿ÷åéêå, ñîîòâåòñòâóþùåé óçëó ñåòêè, çà
ñ÷åò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è îòäåëüíî ïåðåíîñ çíà÷åíèé ôóíêöèé èç
ÿ÷åéêè â ÿ÷åéêó äâèæóùåéñÿ ñðåäîé.

Æåëàòåëüíûì ñâîéñòâîì ðàçíîñòíîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ òàêæå
òðàíñïîðòèâíîñòü, ò. å. ïåðåíîñ íåêîòîðîé âåëè÷èíû äâèæóùåéñÿ
ñðåäîé ïðè îòñóòñòâèè äèôôóçèè òîëüêî â íàïðàâëåíèè ïåðåìåùå-
íèÿ ñðåäû.

Ðåøåíèå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äîëæíî òàêæå áûòü ìîíîòîííûì,
ò. å. ðàçíîñòíàÿ çàïèñü óðàâíåíèé íå äîëæíà ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ
îñöèëëÿöèé, êîòîðûõ íåò â ðåøåíèè èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Îáû÷íî íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íàáëþäàåòñÿ
òàì, ãäå èñêîìûå ôóíêöèè áûñòðî ìåíÿþòñÿ. ×òîáû åå èçáåæàòü, â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â óðàâíåíèå ââîäÿò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, êî-
òîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ èñêóññòâåííóþ âÿçêîñòü.
Ýòè ÷ëåíû ìàëû òàì, ãäå èñêîìûå ôóíêöèè èçìåíÿþòñÿ ìåäëåííî,
à ïðè áûñòðîì èçìåíåíèè ôóíêöèè îíè çàìåäëÿþò ýòîò ïðîöåññ. Â
ðåçóëüòàòå îáëàñòü, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå
ôóíêöèé, ðàñøèðÿåòñÿ, íî îñöèëëÿöèè èñ÷åçàþò.

Ðåàëèçàöèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ò. å. ïîëó÷åíèå ñ èõ ïîìîùüþ ÷èñ-
ëåííûõ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè, òàêæå ìîæåò âûçûâàòü îïðåäå-
ëåííûå ñëîæíîñòè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìóùåíèÿ, âîçíèêàþùèå
â îïðåäåëåííîé òî÷êå, â äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ òîëüêî â òî÷-
êàõ ñåòêè, ðàñïîëîæåííûõ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äëÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ è, â ìåíüøåé ìåðå, ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âåñüìà ñóùåñòâåí-
íî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñõåìà ÿâíîé èëè íåÿâíîé. Â ÿâíûõ ñõåìàõ êàæäîå
àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò îäíó íåèçâåñòíóþ, à â íåÿâíûõ
íåñêîëüêî. Ñîîòâåòñòâåííî, ÿâíûå ñõåìû ëåã÷å ðåàëèçóþòñÿ, íî îíè
ìåíåå óñòîé÷èâû. Ïðè ðåàëèçàöèè íåÿâíûõ ñõåì ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ÷òî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàñ÷å-
òîâ, îñîáåííî â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáû÷íî íåëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçóþò è èñïîëüçóþò ìåòîä ïðåäèêöèè�êîððåêöèè,
ò. å. íåñêîëüêî ðàç âû÷èñëÿþò êàæäîå çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè.
Ïðè ðåøåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âñåãäà ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Êàê ïðàâèëî, îíè ðåøàþòñÿ ìå-
òîäîì èòåðàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ äëÿ óñêîðåíèÿ
ñõîäèìîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàçíîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé
ïî êîîðäèíàòàì èëè ðàçíîé ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññîâ, îïðå-
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äåëÿþùèõ åå èçìåíåíèå ïî âðåìåíè, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä
ðàñùåïëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì èëè ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, ïðè êî-
òîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ áîëåå ïðîñòûå óðàâíåíèÿ.

Ïðè íàëè÷èè ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ èëè äðóãèõ ÷àñòåé ðàñ÷åòíîé îá-
ëàñòè, â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ áûñòðîå èçìåíåíèå èñêîìûõ ôóíê-
öèé, èñïîëüçóþò ëèáî çàïèñü èñõîäíûõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàí-
íûõ êîîðäèíàòàõ, ëèáî òàê íàçûâàåìûå òåëåñêîïè÷åñêèå ñåòêè. Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå ðåøåíèå ñíà÷àëà èùåòñÿ íà ãðóáîé ñåòêå, à çàòåì â
îïðåäåëåííîé ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñåòêà èçìåëü÷àåòñÿ. Ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà ìåëêîé ñåòêå ïîëó÷àþòñÿ èç
ðåøåíèÿ íà áîëåå ãðóáîé ñåòêå.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïðåäåëÿåòñÿ íå
òîëüêî âèäîì óðàâíåíèÿ, íî è ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé çàäàíèå ýòèõ
óñëîâèé èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé. Íåðåäêî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êî-
ãäà íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûõ íåò â
èñõîäíîé çàäà÷å. Åñëè ãðàíèöû îáëàñòè íå ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàò-
íûìè ïëîñêîñòÿìè, ïðèõîäèòñÿ ëèáî èñïîëüçîâàòü ñåòêè ñ ïåðåìåí-
íûì øàãîì âáëèçè ãðàíèöû, ëèáî ïðåîáðàçîâûâàòü êîîðäèíàòû, ëè-
áî èñïîëüçîâàòü êðèâîëèíåéíûå ñåòêè. Ñåòêè ñ ïåðåìåííûì øàãîì
óìåíüøàþò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò óñëîæíÿ-
åò óðàâíåíèÿ, à îïòèìàëüíûé âûáîð óçëîâ êðèâîëèíåéíîé ñåòêè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Â ñëó÷àå áûñòðîãî
èçìåíåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè âáëèçè ãðàíèöû îáû÷íî ëèáî ïðåîáðà-
çóþò êîîðäèíàòû, ðàñòÿãèâàÿ èõ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû, ëèáî èç-
ìåëü÷àþò ñåòêó, ëèáî èñïîëüçóþò ïðèñòåíî÷íûå ôóíêöèè, ò. å. ðå-
øåíèÿ óïðîùåííûõ óðàâíåíèé èëè ýìïèðè÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Îò-
ìåòèì, ÷òî çàïèñàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ðàçíîñòíîì âèäå òàê, ÷òî-
áû òî÷íîñòü òàêîé çàïèñè áûëà íå íèæå òî÷íîñòè ðàçíîñòíîé çàïè-
ñè óðàâíåíèé, íåðåäêî äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Çíà÷èòåëüíûå ñëîæíîñòè
âîçíèêàþò ïðè çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðà-
íèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íå îïðåäåëåíû èç óñëîâèé çàäà÷è. Òàêàÿ
ñèòóàöèÿ îáû÷íî âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì ÷àñòî
íà ãðàíèöàõ ïðèíèìàþò ðàâíûìè íóëþ ïåðâûå èëè âòîðûå ïðîèç-
âîäíûå îò èñêîìûõ ôóíêöèé ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå èëè èñïîëüçóþò
óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ îòáðîøåíû âòîðûå èëè ïåðâûå è âòîðûå ïðî-
èçâîäíûå ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü îòðàæå-
íèÿ âîçìóùåíèé îò ãðàíèöû, èíîãäà ïðè ðàçíîñòíîé çàïèñè ãðàíè÷-
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íûõ óñëîâèé ïðèìåíÿþò ñãëàæèâàíèå. Èíîãäà íà íà÷àëüíûõ ñòàäè-
ÿõ ðåøåíèÿ çàäàþò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé, à ïîñëå
îêîí÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðèðàâíèâàþò íóëþ ïðîèçâîäíûå
ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå. Â ðÿäå çàäà÷ äëÿ óìåíüøåíèÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòè ïðè çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ
ãðàíèöàõ èñïîëüçóþò òåëåñêîïè÷åñêèå ñåòêè.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÷àùå âñåãî çàáûâàþòñÿ ðåøåíèåì è ìîãóò çà-
äàâàòüñÿ áîëåå èëè ìåíåå ïðîèçâîëüíî, íî ïðè íåóäà÷íîì èõ çàäàíèè
ìîæåò âîçíèêíóòü íåóñòîé÷èâîñòü. Êðîìå òîãî, âðåìÿ ïåðåõîäíîãî
ïðîöåññà, â òå÷åíèå êîòîðîãî ðåøåíèå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé, à çíà÷èò, è ïîëíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî îáèëèå âîçìîæíûõ ôîðìàëüíî áî-
ëåå èëè ìåíåå ðàâíîöåííûõ âàðèàíòîâ ïðè ðåøåíèè îäíîé è òîé æå
çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé äåëàåò ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ïðà-
âèëüíîãî ðåøåíèÿ â êàêîé-òî ìåðå èñêóññòâîì.
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FINITE DIFFERENCE METHODS FOR SOLVING
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

E. S. Kamenetsky
This is an overview of main concepts and di�culties which commited with
�nite di�erence solving of mathematical physic problems.
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ÀÍÀËÈÇ, ÀËÃÅÁÐÀ È ËÎÃÈÊÀ
ÂÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ

À. Ã. Êóñðàåâ1

1. Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò íåñòàíäàðòíûé àíà-
ëèç ïðåòåðïåâàåò êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ: âñå áîëüøå âíèìàíèÿ
óäåëÿåòñÿ ñèíòåòè÷åñêèì ñòàíäàðòíûì è íåñòàíäàðòíûì ìåòîäàì,
õàðàêòåðèçóþùèìñÿ êîìáèíèðîâàíèåì ðàçíûõ èäåé è òåõíè÷åñêèõ
ñðåäñòâ èç àíàëèçà, àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Íåêîòîðûå
äîñòèæåíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè îòðàæåíû â ìîíîãðàôèÿõ [6, 10, 15].
Öåëü äîêëàäà � ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òàêîé ïîäõîä íà ïðèìåðå îä-
íîé ïðîáëåìû èç òåîðèè îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ. Íåîáõî-
äèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê ìîæíî íàéòè â [6, 14].
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå âåêòîðíûå ðåøåòêè ñ÷èòàþòñÿ àðõèìåäîâûìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåêòîðíóþ
ðåøåòêó (≡ ÂÐ) E. Ýëåìåíòû x, y ∈ E íàçûâàþò äèçúþíêòíûìè è
ïèøóò x ⊥ y, åñëè |x| ∧ |y| = 0. Äèçúþíêòíîå äîïîëíåíèå íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà M ⊂ E ââîäèòñÿ òàê: M⊥ := {x ∈ E : (∀ y ∈ M) x ⊥ y}.
Ñîâîêóïíîñòü B(E) âñåõ ïîäìíîæåñòâ âèäà M⊥ (íàçûâàåìûõ ïîëî-
ñàìè), óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âêëþ÷åíèþ, îáðàçóåò ïîëíóþ áóëåâó àë-
ãåáðó, íàçûâàåìóþ áàçîé E. Åñëè E � ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à
(≡ K-ïðîñòðàíñòâî), òî êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà M⊥ äîïóñêàåò ïî-
ðÿäêîâîå ïðîåêòèðîâàíèå â E, ñëåäîâàòåëüíî, B(E) èçîìîðôíà ïîë-
íîé áóëåâîé àëãåáðå P(E) âñåõ ïîðÿäêîâûõ ïðîåêòîðîâ â E.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà T : E → E ðàâíî-
ñèëüíû óñëîâèÿ (1)�(3), à åñëè E äîïóñêàåò ïîðÿäêîâûå ïðîåêòîðû,
òî � (1)�(4):

(1) Tx ∈ {x}⊥⊥ äëÿ ëþáîãî x ∈ E;
(2) x ⊥ y âëå÷åò Tx ⊥ y, êàêîâû áû íè áûëè x, y ∈ E;
(3) T (K) ⊂ K äëÿ ëþáîé ïîëîñû K ∈ B(E),
(4) π ◦ T = T ◦ π äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâîãî ïðîåêòîðà π ∈ P(E).
Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð T íàçûâàþò íåðàñøèðÿþùèì, åñëè

èìååò ìåñòî îäíî (à òîãäà è ëþáîå) èç óêàçàííûõ óñëîâèé (1)�(4).
Îïðåäåëåíèå. ÂÐ íàçîâåì ðåøåòêîé Âèêñòåäà, åñëè â íåé âñÿ-

êèé íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûì.
1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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Ïðîáëåìà Âèêñòåäà. Îïèñàòü âñå ðåøåòêè Âèêñòåäà.
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ïðîáëåìû Âèêñòå-

äà â êëàññå ðàñøèðåííûõ ïðîñòðàíñòâ Êàíòîðîâè÷à.
3. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà. Ïðîáëåìà Âèêñòåäà áûëà ïîñòàâëåíà â ðàáîòå

Ý. Â. Âèêñòåäà [20] â 1977 ã. 1 Âñêîðå (â 1978 ã.) Þ. À. Àáðàìîâè÷, À. È. Âåêñëåð
è À. Â. Êîëäóíîâ [1] àíîíñèðîâàëè ïåðâûé ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî íåðàñøè-
ðÿþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Êðîìå òîãî, âûÿñíèëîñü, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ
Âèêñòåäà çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóþò îïåðàòîðû. Â ðàáîòàõ
óïîìÿíóòûõ òðåõ àâòîðîâ [1, 2] è Ï. Ìàêïîëèíà è Ý. Â. Âèêñòåäà [19] áûëè íàéäå-
íû êëàññû âåêòîðíûõ ðåøåòîê, â êîòîðûõ íåðàñøèðÿþùèé ëèíåéíûé îïåðàòîð
àâòîìàòè÷åñêè ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ [2, 19] áûëî óñòàíîâëå-
íî, ÷òî âîïðîñ Âèêñòåäà èìååò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàññìàòðèâàåìîå K-ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî îäíîìåðíî. Òåì ñàìûì, îáñóæäàåìàÿ
çàäà÷à ñâåëàñü ê ñòðîåíèþ ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ K-ïðîñòðàíñòâ.

Â 1980-õ ãã. áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äëÿ K-ïðîñòðàíñòâà ñâîé-
ñòâà ëîêàëüíîé îäíîìåðíîñòè è äèñêðåòíîñòè ðàâíîñèëüíû. Îøèáî÷íûå äîêà-
çàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû è åå îòðèöàíèÿ áûëè îïóáëèêîâàíû
ñîîòâåòñòâåííî â [1] è [19]. Â 1993 ã. Ý. Â. Âèêñòåä [13] çàôèêñèðîâàë âîïðîñ î
ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû êàê îòêðûòûé.

Êðîìå òîãî, â áóëåâîçíà÷íîì àíàëèçå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ îäíî-
ìåðíîñòü ðàñøèðåííîãî K-ïðîñòðàíñòâà ñâÿçàíà ñî ñòðîåíèåì ïîëÿ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë R âíóòðè áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëè V(B). Çäåñü òàêæå ñëîæèëîñü óáåæäå-
íèå, ÷òî ðàâåíñòâî R∧ = R âíóòðè V(B) ñâÿçàíî ñ äèñêðåòíîñòüþ K-ïðîñòðàíñòâà
R↓ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ äèñêðåòíîñòüþ áóëåâîé àëãåáðû B.

Â 1995 ã. À. Å. Ãóòìàí â ðàáîòå [16] óñòàíîâèë, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
(áåçàòîìíîå) ëîêàëüíî îäíîìåðíîå K-ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîé æå ðàáîòå îí ïîëó÷èë
îïèñàíèå áàç ðàñøèðåííûõ ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ K-ïðîñòðàíñòâ: èìè îêàçàëèñü
â òî÷íîñòè σ-äèñòðèáóòèâíûå ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû.

Â 2004 ã. â ðàáîòå À. Ã. Êóñðàåâà [7] áûë ïðåäëîæåí áóëåâîçíà÷íûé ïîäõîä ê
èçó÷åíèþ íåðàñøèðÿþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì áûëè îáíàðóæåíû íîâûå âçàè-
ìîñâÿçè. Ðàçâèâàÿ áóëåâîçíà÷íûé ïîäõîä, â [8] ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèè
ðàñøèðåííûõ K-ïðîñòðàíñòâ ñ σ-äèñòðèáóòèâíîé áàçîé â òåðìèíàõ áîëåå óçêîãî
êëàññà íåðàñøèðÿþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîäðîáíûé îáçîð ñì. â [9, 18].

4. Àëãåáðà: σ-äèñòðèáóòèâíûå áóëåâû àëãåáðû. Îáîçíà÷èì
áóêâîé Φ ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé ϕ : N→ N.

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâó σ-àëãåáðó B íàçûâàþò σ-äèñòðèáóòèâ-
íîé, åñëè äëÿ ëþáîé äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bn,m)n,m∈N â B
âûïîëíåíî óñëîâèå (ñì. [11]):

∨

n∈N

∧

m∈N
bn,m =

∧

ϕ∈Φ

∨

n∈N
bn,ϕ(n).

1Êàê ñîîáùèë àâòîðó À. È. Âåêñëåð, ðàíåå àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ôîðìóëèðî-
âàë Ã. ß. Ëîçàíîâñêèé íà ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ.

34



Ïðèìåðû. (1) Àëãåáðà P(A) âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà A (áóëåàí A) åñòü σ-äèñòðèáóòèâíàÿ áóëåâà àëãåáðà.

(2) Ïóñòü (Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé ñî ñâîéñòâîì ïðÿìîé
ñóììû (cp. [6, 1.1.7 è 1.1.8]). Áóëåâà àëãåáðà B := B(Ω, Σ, µ) èçìåðè-
ìûõ ìíîæåñòâ ïî ìîäóëþ ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû áóäåò σ-äèñ-
òðèáóòèâíîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà B àòîìíà (à çíà÷èò,
èçîìîðôíà áóëåàíó íåïóñòîãî ìíîæåñòâà [18, 5.3.3]).

(3) Ñóùåñòâóþò áåçàòîìíûå σ-äèñòðèáóòèâíûå ïîëíûå áóëåâû
àëãåáðû. Ïóñòü B := P(N) � áóëåàí N, à I � èäåàë B, ñîñòîÿùèé èç
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà ïîðÿäêîâîå ïîïîëíåíèå ôàêòîð-àëãåáðû
B/I áóäåò áåçàòîìíîé σ-äèñòðèáóòèâíîé áóëåâîé àëãåáðîé [16].

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ: à) ïðîñòðàíñòâî Êàí-
òîðîâè÷à L0(Ω,Σ, µ) áóäåò ðåøåòêîé Âèêñòåäà ⇐⇒ îíî äèñêðåòíî;
á) ñóùåñòâóåò áåçàòîìíàÿ ðåøåòêà Âèêñòåäà.

C Óòâåðæäåíèÿ (à) è (á) ñëåäóþò èç ïðèìåðîâ (2) è (3). B
5. Àíàëèç: ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè. Ôóíêöèî-

íàëüíûì óðàâíåíèåì Êîøè (≡ ÔÓÊ) íàçûâàþò âûðàæåíèå

f(x + y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ R),

ãäå â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé âûñòóïàåò ôóíêöèÿ f . Ðåøåíèÿ ÔÓÊ
ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêæå àääèòèâíûìè ôóíêöèÿìè. Ðåøèòü ÔÓÊ
îçíà÷àåò íàéòè âñå àääèòèâíûå ôóíêöèè f : R→ R.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ðåøåíèÿ ÔÓÊ � ñóòü âñå Q-ëèíåéíûå ýíäî-
ìîðôèçìû R, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q.

Èòàê, êàæäîå ðåøåíèå ÔÓÊ óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óðàâíåíèþ
f(rx) = rf(x) (r ∈ Q, x ∈ R), ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ áîëåå
îáùàÿ ñèòóàöèÿ. Ïóñòü F � ÷èñëîâîå ïîëå R èëè C, P � ïîäïîëå ïîëÿ
F, ñîäåðæàùåå Q. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

(L)

{
f(x + y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F),
f(px) = pf(x) (p ∈ P, x ∈ F),

ãäå p ∈ P è x, y ∈ F. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì FP ïîëå F, ðàññìàòðèâà-
åìîå êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P. Êàê âèäíî, ðåøåíèå
ñèñòåìû (L) � ñóòü P-ëèíåéíûå ôóíêöèè èç FP â FP.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü E � áàçèñ Ãàìåëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
FP, à F (E ,F) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé èç E â F. Ìíîæåñòâî
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âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (L) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä ïîëåì F, èçîìîðôíîå F (E ,F). Èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñîïîñòàâëåíèåì ðåøåíèþ f åãî îãðàíè÷åíèÿ f |E íà E .

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò ðàçðûâíîå ðåøåíèå ÔÓÊ. Ñóùåñòâóåò
ðàçðûâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (L), åñëè F 6= P.

C Åñëè F 6= P, òî â áàçèñå Ãàìåëÿ E âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
FP èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà e1 è e2. Ïîäáåðåì ôóíêöèþ
τ : E → R òàê, ÷òîáû τ(e1)/e1 6= τ(e2)/e2. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåøåíèå fτ , fτ |E = τ , ÔÓÊ óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå ðàâåíñòâó, ñëåäî-
âàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå fτ (x) = cx (x ∈ R). Íî
òîãäà ãðàôèê G(fτ ) ïëîòåí â R2, à ñàìà ôóíêöèÿ fτ íå ìîæåò áûòü
íåïðåðûâíîé. Ïîäðîáíîñòè ñì. â [3]. B

6. Àëãåáðà: àâòîìîðôèçìû è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëåé.
Ðàññìîòðèì åùå äâå ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:

(A)





f(x + y) = f(x) + f(y),
f(px) = pf(x),
f(xy) = f(x)f(y),

(D)





f(x + y) = f(x) + f(y),
f(px) = pf(x),
f(xy) = f(x)y + xf(y).

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (A) íà-
çûâàþò P-àâòîìîðôèçìàìè ïîëÿ F, à ðåøåíèÿ ñèñòåìû (D) � P-äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿìè ïîëÿ F. Òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì è íóëåâîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèíÿòî íàçûâàòü òðèâèàëüíûìè.

Àíàëèç ñèñòåì (A) è (D) òðåáóåò áîëåå òîíêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ,
à èìåííî, áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè âìåñòî áàçèñà Ãàìåëÿ.

Òåîðåìà Øòåéíèöà. Âñÿêîå ðàñøèðåíèå L ïîëÿ K äîïóñêàåò
áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè E íàä K. Ïðè ýòîì L ñëóæèò àëãåáðàè÷å-
ñêèì ðàñøèðåíèåì ÷èñòîãî ðàñøèðåíèÿ K(E ) (ãäå K(E ) � íàèìåíü-
øåå ïîäïîëå ïîëÿ L, ñîäåðæàùåå K è ìíîæåñòâî E ⊂ L).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü C ñëóæèò ðàñøèðåíèåì íåêîòîðîãî àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ P. Ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

(1) C = P;
(2) â C íåò íåòðèâèàëüíûõ P-àâòîìîðôèçìîâ;
(3) â C íåò íåòðèâèàëüíûõ P-äèôôåðåíöèðîâàíèé.
C Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîëÿ P ïðîäîëæà-

åòñÿ íà ðàñøèðåíèå P(E ), ïðè÷åì òàêîå ïðîäîëæåíèå îäíîçíà÷íî
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îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé íà áàçèñå òðàíñöåí-
äåíòíîñòè E . Êðîìå òîãî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîëÿ P(E ) äîïóñêàåò
è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëÿ
C (òàê êàê C ñëóæèò ñåïàðàáåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì
ïîëÿ P(E )) [4, 5]. Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîáîäà â âûáîðå çíà÷åíèé äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ íà áàçèñå òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
íåòðèâèàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Àíàëîãè÷íî íóæíî äåéñòâîâàòü
è â ñëó÷àå àâòîìîðôèçìîâ. B

7. Ëîãèêà: áóëåâîçíà÷íûå ìîäåëè. Ïóñòü B ïîëíàÿ áóëåâà
àëãåáðà. Áóëåâîçíà÷íûé óíèâåðñóì V(B)îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèåé

V(B)
α =

{
x : (∃β ∈ α) x : dom(x) → B, dom(x) ⊂ V(B)

β

}
,

V(B) :=
⋃

α∈On

V(B)
α (On � êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ V(B) îïðåäåëÿþòñÿ áóëåâû îöåíêè èñòèí-
íîñòè [[x = y]] ∈ B è [[x ∈ y]] ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôîð-
ìóëû ZFC (≡ òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ), ñóæåííîé íà
V(B), ââîäèòñÿ îöåíêà èñòèííîñòè [[ϕ]] ∈ B. Ãîâîðÿò, ÷òî ϕ èñòèííà
âíóòðè V(B) è ïèøóò V(B) |=ϕ, åñëè [[ϕ]] = 1, ãäå 1 � åäèíèöà â B.

Ïðèíöèï ïåðåíîñà. Ëþáàÿ òåîðåìà òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìå-
ëî � Ôðåíêåëÿ èñòèííà âíóòðè áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëè: V(B) |=ZFC.

Ñïóñê ýëåìåíòà x ∈ V(B) � ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé
x↓ := {y ∈ V(B) : [[y ∈ x]] = 1}. Ñïóñê îòîáðàæåíèÿ f : X → Y �
îòîáðàæåíèå f↓ : X↓ → Y ↓, ñïóñê ïðåäèêàòà � ïðåäèêàò. Ïîäúåì
äåéñòâóåò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ñïóñê è ïîäúåì ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêòîðàìè [10]. Íàðÿäó ñ ýòèìè ôóíêòîðàìè âàæíàÿ ðîëü
ïðèíàäëåæèò êàíîíè÷åñêîìó âëîæåíèþ X 7→ X∧ êëàññà îáû÷íûõ
ìíîæåñòâ (≡ óíèâåðñóìà ôîí Íåéìàíà V) â áóëåâîçíà÷íûé óíèâåð-
ñóì V(B) [10].

8. Ëîãèêà: áóëåâîçíà÷íûå ÷èñëà. Ïóñòü R � ïîëå äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë âíóòðè V(B) ò. å. R := (|R|,⊕,¯, 0, 1, E) è [[ϕ(R)]] = 1,
ãäå ϕ(R) � êîíúþíêöèÿ àêñèîì ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îáî-
çíà÷èì R := R↓ := (|R|,+, ·, 0, 1, 6), ãäå |R| := |R|↓, + := ⊕↓, · := ¯↓,
6 :=E ↓. Òîãäà R � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ñïóñê R.

Òåîðåìà Ãîðäîíà (1977). Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà R = R↓
(ñîîòâåòñòâåííî, C := C ↓) � âåùåñòâåííîå (êîìïëåêñíîå) ðàñøè-
ðåííîå ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à, ïðè÷åì C = R⊕ iR. Áîëåå òîãî,
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âíóòðè ìîäåëè V(B) ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ: R∧ � ïëîòíîå ïîä-
ïîëå ïîëÿ R è C∧ � ïëîòíîå ïîäïîëå ïîëÿ C .

Èòàê, êîìïëåêñíîå ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé Ãîðäîíà [10, òåîðåìà 10.3.4] ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñïóñê
C ↓ áóëåâîçíà÷íîãî ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C , à îáðàçîì ñòàíäàðò-
íîãî ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C

(
ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè ñòàí-

äàðòíîãî óíèâåðñóìà V â áóëåâîçíà÷íûé óíèâåðñóì V(B)) ñëóæèò
ïîäïîëå C∧ ïîëÿ C . Ïðè ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî C ↓ ëîêàëüíî
îäíîìåðíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè C∧ = C âíóòðè V(B).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì EndC∧(C ) ýëåìåíò V(B), èçîáðàæàþùèé
ïðîñòðàíñòâî âñåõ C∧-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç C â C . Òîãäà
EndC∧(C ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C∧ âíóòðè V(B), à
EndC∧(C )↓ � òî÷íûé óíèòàðíûé ìîäóëü íàä C. Ïóñòü EndN (C) îáî-
çíà÷àåò C-ìîäóëü íåðàñøèðÿþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ K-ïðîñòðàíñò-
âà C.

Òåîðåìà 5. Ìîäóëè EndN (C) è EndC∧(C )↓ èçîìîðôíû. Èçîìîð-
ôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ íåðàñøèðÿþùåìó îïå-
ðàòîðó åãî ïîäúåìà.

Òåîðåìà 5 ñâîäèò èçó÷åíèå íåðàñøèðÿþùèõ îïåðàòîðîâ â ðàñøè-
ðåííîì ïðîñòðàíñòâå Êàíòîðîâè÷à ê èçó÷åíèþ ðåøåíèé ôóíêöèî-
íàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì îäíîðîäíî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè C∧ 6= C , òî, èñïîëüçóÿ áàçèñ Ãàìåëÿ âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà C íàä C∧, ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçðûâíóþ C∧-ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ â C , ñïóñê êîòîðîé è äàåò íåîãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé
íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð â C := C ↓ [7, 10, 18].

9. Ëîãèêà: áóëåâîçíà÷íûå àâòîìîðôèçìû è äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: D(C) � ìíîæåñòâî âñåõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé, à AN (C) � ìíîæåñòâî âñåõ íåðàñøèðÿþùèõ
àâòîìîðôèçìîâ â f -àëãåáðå (âåêòîðíîé ðåøåòêå) C ↓; äàëåå, DC∧(C )
è AC∧(C ) � ýëåìåíòû V(B), èçîáðàæàþùèå ìíîæåñòâà âñåõ C∧-äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé è âñåõ C∧-àâòîìîðôèçìîâ â ïîëå C .

Òåîðåìà 6. Îïåðàöèè ñïóñêà è ïîäúåìà îñóùåñòâëÿþò èçîìîð-
ôèçì ìîäóëåé DC∧(C )↓ ←→ D(C), à òàêæå áèåêöèþ ìíîæåñòâ
AC∧(C )↓ ←→ AN (C).

Òåîðåìà 6 ñâîäèò èçó÷åíèå äèôôåðåíöèðîâàíèé è íåðàñøèðÿþ-
ùèõ àâòîìîðôèçìîâ â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Êàíòîðîâè÷à ê
èçó÷åíèþ ðåøåíèé ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (D) è (A)
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ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè C∧ 6= C , òî òåîðåìà 4 äîñòàâëÿ-
åò íåòðèâèàëüíûå C∧-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è C∧-àâòîìîðôèçìû â C ,
ñïóñêè êîòîðûõ è áóäóò íåîãðàíè÷åííûìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè è
íåðàñøèðÿþùèìè àâòîðìîðôèçìàìè â C ↓ [8, 9, 18].

10. Ñèíòåç: õàðàêòåðèçàöèÿ ðåøåòîê Âèêñòåäà. Ñîáðàâ âî-
åäèíî óêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû (òåîðåìû 3, 4, 5 è 6, à òàêæå
ðåçóëüòàò À. Å. Ãóòìàíà èç [6]), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà, C �
ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âíóòðè V(B) è B(C) := C := C ↓. Ðàâíîñèëü-
íû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) B(C) � ðåøåòêà Âèêñòåäà;
(2) B σ-äèñòðèáóòèâíà;
(3) V(B) |=C = C∧;
(4) B(C) ëîêàëüíî îäíîìåðíî;
(5) â B(C) íåò íåíóëåâûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé;
(6) â B(C) âñÿêèé íåðàñøèðÿþùèé ýíäîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ïîðÿä-

êîâûì ïðîåêòîðîì;
(7) â B(C) íåò íåòðèâèàëüíûõ íåðàñøèðÿþùèõ àâòîìîðôèçìîâ.
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ANALYSIS, ALGEBRA, AND LOGICS
IN INTERACTION

A. G. Kusraev

The aim of this talk is to demonstrate an interaction between analysis,
algebra, and logics by examining the Wickstead problem for universally
complete vector lattice.
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ÏÐÈÍÖÈÏ ËÀÃÐÀÍÆÀ Â ÒÅÎÐÈÈ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ
È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ

Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ1

Ââåäåíèå
Â ñåðåäèíå XVIII âåêà Ëàãðàíæ ñôîðìóëèðîâàë íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìûìè ñèñòå-
ìîé ðàâåíñòâ. Îíè çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî íàäî ñîñòàâèòü ôóíêöèþ
(ôóíêöèþ Ëàãðàíæà), êîòîðàÿ åñòü ñóììà ìèíèìèçèðóåìîãî (èëè
ìàêñèìèçèðóåìîãî) ôóíêöèîíàëà è ôóíêöèé, çàäàþùèõ ðàâåíñòâà ñ
íåîïðåäåëåííûìè ìíîæèòåëÿìè, è òîãäà ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è
óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà (ò. å. ìèíèìóìà
èëè ìàêñèìóìà) â áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å � â çàäà÷å íà ýêñòðåìóì
ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Ýòà èäåÿ îêàçàëàñü óíèâåðñàëüíîé. Åñëè ðåêî-
ìåíäàöèè Ëàãðàíæà ïîíèìàòü ÷óòü áîëåå ðàñøèðèòåëüíî, òî ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ
çàäà÷àõ ñîãëàñîâàíû ñ ýòèì ïðèíöèïîì. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî âëàäåòü òîëüêî ïðèíöèïîì Ëàãðàíæà �
òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè íå íóæíû (èõ ìîæåò è íå áûòü äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è). Äàííûé ïîäõîä çäåñü äåìîíñòðèðóåòñÿ íà òèïè÷íîì
ïðèìåðå, ñâÿçàííûì ñ îäíîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Ïóñòü W 1
2 (R+) � ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x (·) ∈

L2(R+) (R+ = [0,∞)), àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì îòðåç-
êå èç R+, è ẋ (·) ∈ L2(R+). Ñîáîëåâñêèé êëàññ � ýòî ìíîæåñòâî
W 1

2 (R+) = {x (·) ∈ W 1
2 (R+) : ‖ẋ (·)‖L2(R+) 6 1}. Ìû õîòèì âîññòàíî-

âèòü çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà l : W 1
2 (R+) → R, lx (·) = x(0)

(ò. å. çíà÷åíèå ôóíêöèè â íóëå) íà êëàññå W 1
2 (R+) ïî ñëåäóþùåé èí-

ôîðìàöèè: î êàæäîé ôóíêöèè x (·) ∈ W 1
2 (R+) íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ

y (·) ∈ L2(R+) òàêàÿ, ÷òî ‖x (·)− y (·)‖L2(R+) 6 δ, ãäå δ > 0. Ïîä çàäà-
÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà l íà êëàññå W 1

2 (R+)

1Ðîññèÿ, Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìî-
íîñîâà; Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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ïî äàííîé èíôîðìàöèè ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå âåëè÷èíû

E(l,W 1
2 (R+), δ) = inf

m
sup

x (·)∈W 1
2 (R+), y (·)∈L2(R+)

‖x (·)−y (·)‖L2(R+)6δ

|x(0)−m(y (·))|

(ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì m : L2(R+) → R),
íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è îòîá-
ðàæåíèé m̂, íà êîòîðûõ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåìûõ
îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ.

Íàøà öåëü � äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.

E(l, W 1
2 (R+), δ) =

√
2δ

è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë m̂ : L2(R+) → R,

m̂(y (·)) =
1
δ

∫

R+

e−t/δy(t) dt,

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî âåëè÷èíà E(l, W 1
2 (R+), δ) íå ìåíüøå

çíà÷åíèÿ çàäà÷è

x(0) → max,

∫

R+

x2(t) dt 6 δ2,

∫

R+

ẋ2(t) dt 6 1. (1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x (·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (1) (ò. å. x (·) óäî-
âëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è); òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ −x (·)
òàêæå äîïóñòèìà è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî m : L2(R+) → R:

2|x(0)| 6 |x(0)−m(0)|+ | − x(0)−m(0)| 6
6 2 sup

‖x (·)‖L2(R+)6δ,

‖ẋ (·)‖L2(R+)61

|x(0)−m(0)| 6

6 2 sup
‖x (·)−y (·)‖L2(R+)6δ

y (·)∈L2(R+),
‖ẋ (·)‖L2(R+)61

|x(0)−m(y (·))|.
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Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â (1),
à ñïðàâà � ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì m, ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå (ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îãðàíè÷åíèé âìå-
ñòî |x(0)| ìîæíî ïèñàòü x(0)).

Íàéäåì òåïåðü ðåøåíèå çàäà÷è (1), îïèðàÿñü íà ïðèíöèï Ëàãðàí-
æà. Ñíà÷àëà ðàññóæäàåì ýâðèñòè÷åñêè. Ñîïîñòàâèì (1) ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L (x (·), λ) = −x(0) + λ1

∫

R+

x2(t) dt + λ2

∫

R+

ẋ2(t) dt.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ëàãðàíæà, åñëè ôóíêöèÿ x̂ (·) � ðåøåíèå çàäà-
÷è (1), òî x̂ (·) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ìèíè-
ìóìà â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

L (x (·), λ) → min .

Ýòè óñëîâèÿ, î÷åâèäíî, ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
Ëàãðàíæà â òî÷êå x̂ (·) ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ò. å. (ïðè ðàçóìíûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî

−x(0) + 2λ1

∫

R+

x̂(t)x(t) dt + 2λ2

∫

R+

˙̂x(t)ẋ(t) dt = 0 ∀x (·). (2)

Åñëè âî âòîðîì èíòåãðàëå ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì (ñ÷èòàÿ, ÷òî
ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ), òî òîæäåñòâî ïåðåïè-
øåòñÿ òàê:

−(2λ2
˙̂x(0) + 1)x(0) +

∫

R+

(2λ1x̂(t)− 2λ2
¨̂x(t))x(t) dt = 0 ∀x (·).

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî x (·), òî x̂ (·) åñòü ðåøåíèå òàêîé çàäà-
÷è:

λ2ẍ− λ1x = 0, 2λ2ẋ(0) = −1. (3)
Îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñ÷èòàÿ, ÷òî λi > 0,
i = 1, 2) èìååò âèä

x(t) = C1e
−
√

λ1/λ2 t + C2e
√

λ1/λ2 t.

Íî x̂ (·) ∈ L2(R+) è ïîýòîìó C2 = 0.
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Òåïåðü ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ x̂(t) = C1e
−
√

λ1/λ2 t áûëà äî-
ïóñòèìà â çàäà÷å (1), à èìåííî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû

∫

R+

x̂2(t) dt = δ2,

∫

R+

˙̂x2(t) dt = 1.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âìåñòå ñî âòîðûì óñëîâèåì â (3) ïðèâîäÿò ê òîìó,
÷òî

x̂(t) =
√

2δe−t/δ, λ1 =
1

2δ
√

2δ
, λ2 =

√
δ

2
√

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòî â (2), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

x(0) =
1
δ

∫

R+

e−t/δx(t) dt−
∫

R+

e−t/δẋ(t) dt. (4)

Òåïåðü íà÷èíàåì ðàññóæäàòü òî÷íî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (4)
èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç W 1

2 (R+). Äåéñòâèòåëüíî, ÿñíî,
÷òî x̂ (·) ∈ W 1

2 (R+) è, èíòåãðèðóÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå ïî ÷àñòÿì
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç W 1

2 (R+) îãðàíè÷åíû1, äîêàçûâàåì
ñïðàâåäëèâîñòü (4).

Ïóñòü x (·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (1). Òîãäà èç (4) ïî
íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî áóäåì èìåòü:

x(0) 6 1
δ

( ∫

R+

e−2t/δ dt

)1/2

‖x (·)‖L2(R+)+

+

( ∫

R+

e−2t/δ dt

)1/2

‖ẋ (·)‖L2(R+) 6 1
δ

√
δ

2
δ +

√
δ

2
=
√

2δ. (5)

Íî x̂(0) =
√

2δ è, ñëåäîâàòåëüíî, x̂ (·) � ðåøåíèå çàäà÷è (1). Îòñþäà
è èç äîêàçàííîé îöåíêè ñíèçó âûòåêàåò, ÷òî

E(l,W 1
2 (R+), δ) >

√
2δ. (6)

1Òàê êàê
R t
0 x(τ)ẋ(τ) dτ = x2(τ)|t0 −

R t
0 x(τ)ẋ(τ) dτ , òî 2

R t
0 x(τ)ẋ(τ) dτ =

x2(t) − x2(0). Îòñþäà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî x2(t) 6 x2(0) +

2
�R
R+ x2(τ) dτ

�1/2 �R
R+ ẋ2(τ) dτ

�1/2
äëÿ âñåõ t ∈ R+.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà L2(R+)

m̂ : y (·) → 1
δ

∫

R+

e−t/δy(t) dt

åñòü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
x (·) ∈ W 1

2 (R+) è ôóíêöèÿ y (·) ∈ L2(R+) òàêîâà, ÷òî ‖x (·) −
y (·)‖L2(R+) 6 δ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (4), à çàòåì äåëàÿ òàêèå æå îöåíêè,
êàê â (5), áóäåì èìåòü:

|x(0)− m̂(y (·))| =
∣∣∣∣∣x(0)− 1

δ

∫

R+

e−2t/δy(t) dt

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
1
δ

∫

R+

e−2t/δ(x(t)− y(t)) dt−
∫

R+

e−2t/δẋ(t) dt

∣∣∣∣∣ 6

6 1
δ

( ∫

R+

e−2t/δ dt

)1/2

‖x (·)− y (·)‖L2(R+)+

+

( ∫

R+

e−2t/δ dt

)1/2

‖ẋ (·)‖L2(R+) 6
√

2δ.

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ âñåõ óêàçàííûõ x (·) è y (·), òî îòñþäà è (6)
ñëåäóåò, ÷òî

sup
‖x (·)−y (·)‖L2(R+)6δ

y (·)∈L2(R+), ‖ẋ (·)‖L2(R+)61

|x(0)− m̂(y (·))| 6
√

2δ 6 E(l, W 1
2 (R+), δ).

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, íå ìåíüøå E(l, W 1
2 (R+), δ),

è ìû ïîëó÷àåì âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
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LAGRANGE PRINCIPLE IN THE EXTREMUM THEORY
AND OPTIMAL RECOVERY

G. G. Magaril-Il'yaev

Applications of Lagrange principle in the extremum theory are illustrated
in studies of optimal recovery problem of linear functional on Sobolev class.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ,
ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ È
ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÉ ÈÍÆÅÍÅÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ.
ÎÏÛÒ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ È ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÉ

À. Â. Íàñåäêèí1

1. Ââåäåíèå. Ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ñòàëè îáùåïðèçíàííîé áàçîé äëÿ ñîçäàíèÿ íàóêîåìêîãî ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, îðèåíòèðîâàííîãî íà ðåøåíèå øèðîêîãî
êðóãà íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñðåäè ðàçëè÷-
íûõ âàðèàíòîâ ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ íàèáîëüøåå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå, îñîáåííî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðó-
åìîãî òâåðäîãî òåëà, ïîëó÷èë ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).
Â êîíòåêñòå ðåàëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ñëåäóåò ãîâîðèòü
íå ïðîñòî î ÌÊÝ, à î öåëîì ñåìåéñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ, èíæåíåð-
íûõ è êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé, ïîçâîëÿþùèõ ñîçäàâàòü
ìîùíûå è âûñîêîýôôåêòèâíûå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû, äîñòóïíûå
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ øèðîêîìó êðóãó íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ è èíæå-
íåðîâ. Â öèêëå ëåêöèé îñâåùàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ÌÊÝ â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ è â êîìïüþòåðíîé èíæå-
íåðíîé ïðàêòèêå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçíîîáðàç-
íûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷. Â ïëåíàðíîì äîêëàäå îòðàæåí îïûò
èññëåäîâàíèé è ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ (ÊÝ) òåõíîëîãèé â
Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (ÞÔÓ) è àíîíñèðîâàíû êëþ÷å-
âûå âîïðîñû ïîñëåäóþùèõ ëåêöèé.

2. Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ñîâðåìåííûé ïåðèîä â ñâÿçè ñ èíòåí-
ñèâíûì âíåäðåíèåì â ïðîèçâîäñòâî íîâûõ òåõíîëîãèé âíîâü ñòàëè
âîñòðåáîâàíû âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûå èíæåíåðíûå êàäðû, ñïî-
ñîáíûå ïðîåêòèðîâàòü è ñîçäàâàòü ïðèáîðû, óñòðîéñòâà è ýëåìåíòû
êîíñòðóêöèé ñ ïðèâëå÷åíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ.
CAD/CAE ïðîãðàììíûå ñèñòåìû, ò. å. ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðíûå
âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà ïðîåêòèðîâàíèÿ è èíæåíåðíîãî àíàëèçà,
èñïîëüçóþùèå ÌÊÝ, çàíèìàþò îñîáîå ïîëîæåíèå ñðåäè äðóãèõ ïðè-
ëîæåíèé, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ èíäóñòðèàëüíûìè òåõíîëîãèÿìè, íà-
ïðàâëåííûìè â íàèáîëåå âàæíûå îáëàñòè ïðîèçâîäñòâà. Ñåé÷àñ îá-
ùåïðèçíàííà íåâîçìîæíîñòü èçãîòîâëåíèÿ ñëîæíîé íàóêîåìêîé ïðî-

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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äóêöèè áåç ïðèìåíåíèÿ CAD/CAE-ñèñòåì. Ýòè ñèñòåìû äàþò âîç-
ìîæíîñòü íå òîëüêî ñîêðàòèòü ñðîê âíåäðåíèÿ íîâûõ èçäåëèé, íî
è îêàçûâàþò ñèëüíîå âëèÿíèå íà ñàìó òåõíîëîãèþ ïðîèçâîäñòâà,
ïîçâîëÿÿ ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü êà÷åñòâî è íàäåæíîñòü âûïóñêàå-
ìîé ïðîäóêöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ î ñóùåñòâåííîé ïîä-
äåðæêå ðàçâèòèÿ ìàòåðèàëüíîé è ïðîãðàììíîé áàçû, îðèåíòèðîâàí-
íîé íà CAD/CAE-òåõíîëîãèè, ïðèíÿëè ìíîãèå âåäóùèå âóçû Ðîñ-
ñèè, âíåäðÿþùèå íîâûå èííîâàöèîííûå îáðàçîâàòåëüíûå ïðîãðàì-
ìû.

3. Ðàçâèòèå íàïðàâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ è êîìïüþòåðíîãî èíæåíåðíîãî àíàëèçà â ÞÔÓ. Çà ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ â ÞÔÓ áûë îñóùåñòâëåí êîìïëåêñ âçàèìîñâÿçàííûõ
ìåðîïðèÿòèé, íàïðàâëåííûõ íà ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå íîâûõ ñî-
âðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âû÷èñëè-
òåëüíîé ìåõàíèêè è CAD/CAE-òåõíîëîãèé.

Ñåé÷àñ â ÞÔÓ â ó÷åáíîì ïðîöåññå è â íàó÷íûõ èññëåäîâàíè-
ÿõ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû íàóêîåìêîãî êîì-
ïüþòåðíîãî èíæèíèðèíãà (ANSYS, ABAQUS, Flow Vision, FemLab,
MSC.Software Corporation è äð.), à òàêæå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñîáñòâåí-
íûå âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû. Ñôåðà ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïðîãðàììíûõ
êîìïëåêñîâ â íàó÷íûõ ðàáîòàõ â ÞÔÓ î÷åíü øèðîêà è ñâÿçàíà ñî
çíà÷èòåëüíûì êðóãîì ìåæäèñöèïëèíàðíûõ íàïðàâëåíèé.

Â 2007�2008 ãã. áûëî ïðèîáðåòåíî ñïåöèàëüíîå íàóêîåìêîå ëèöåí-
çèîííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Òåïåðü â ñåòåâîì äîñòóïå â ÞÔÓ
èìåþòñÿ êîìïëåêñû ÊÝ ïðîãðàìì ANSYS, ABAQUS, Flow Vision,
MSC.Software Corporation è äð. Îñíîâíûå êîììåð÷åñêèå è àêàäåìè-
÷åñêèå ëèöåíçèè ÿâëÿþòñÿ áåññðî÷íûìè è ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíî-
ñòè äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Âìåñòå ñ ïðîãðàìì-
íûì îáåñïå÷åíèåì ñ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèåé áûëè ïðèîáðåòåíû è
ìîùíûå âû÷èñëèòåëüíûå êëàñòåðíûå ñèñòåìû ñ îáùåé ïèêîâîé ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòüþ 2,4 òåðàôëîïñ.

4. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ îðèãèíàëüíûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ
çàäà÷ â ANSYS. Ñîâðåìåííûå ïðîãðàììíûå ÊÝ êîìïëåêñû ÿâ-
ëÿþòñÿ íå òîëüêî ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
äëÿ èíæåíåðîâ, íî è ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ íàó÷íûõ èññëåäî-
âàíèé íîâûõ ñëîæíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èìåþùèåñÿ âîçìîæíîñòè ïîëüçîâàòåëüñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü íîâûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû
è ìîäåëèðîâàòü íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è. Â ýòîì àñïåêòå îñîáåííî óäî-
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áåí êîìïëåêñ ANSYS, êîòîðûé èìååò ðàçâèòûé êîìàíäíûé ÿçûê ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ APDL. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðîâ íåêîòîðûå èç èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷, ðåøåííûõ â ÞÔÓ çà
ïîñëåäíèå ãîäû.

4.1. Ìîäåëèðîâàíèå ïîðèñòûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòå-
ðèàëîâ è ðàñ÷åò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óëüòðàçâóêîâûõ èçëó-
÷àòåëåé èç ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâ
ANSYS áûë ðåàëèçîâàí ìåòîä ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ ðàñ÷åòà
ñâîéñòâ íåîäíîðîäíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä [6, 9]. Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè çäåñü òðåáó-
åòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñòðóêòóðû ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ïîðèñòîé
ñðåäû è ðåøàòü ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà äëÿ
íåîäíîðîäíîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ñî ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè. Ïðè ðåàëèçàöèè äàííîé òåõíîëîãèè ñóùåñòâåííî
íàëè÷èå ñðåäñòâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäîñòàâëÿåìûõ ìàêðîÿçûêîì
APDL ANSYS. Â ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìàõ áûëà ó÷òåíà òàêæå âîç-
ìîæíîñòü ÷àñòè÷íîé ïîëÿðèçàöèè êåðàìèêè â îêðåñòíîñòè ïîð.

Áûëî îñóùåñòâëåíî òàêæå ðåøåíèå â ANSYS ñâÿçàííîé äèíàìè-
÷åñêîé çàäà÷è î âîçáóæäåíèè â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå óëüòðàçâóêîâûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ñôåðè÷åñêèì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì èçëó÷àòåëåì
èç ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè [8]. Ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ââî-
äèëèñü êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòíûìè ñèñòåìàìè
êîîðäèíàò äëÿ çàäàíèÿ ðàäèàëüíûõ íàïðàâëåíèé ïîëÿðèçàöèè ýëå-
ìåíòîâ ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïðîâåäåí êîìïëåêñ ðàñ-
÷åòîâ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîèçëó÷àòåëÿ è óëüòðàçâóêî-
âûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â áëèæíåé è ñðåäíåé çîíàõ.

4.2. Ìîäåëèðîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî âèáðàöèîííî-
ãî ãèðîñêîïà, ðàáîòàþùåãî íà ÿâëåíèè ¾çàõâàòà ýíåðãèè¿.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âèáðàöèîííûõ ãèðîñêîïîâ ñ ó÷åòîì âíåøíåé
ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè, ðàáîòàþùèõ íà ýôôåêòå çàõâàòå ýíåð-
ãèè òîëùèííî-ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé, áûëà èñïîëüçîâàíà ÊÝ òåõíèêà
ANSYS âìåñòå ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ ïî ìàëî-
ìó ïàðàìåòðó îòíîøåíèÿ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ê ðåçîíàíñíîé ÷àñòî-
òå [7]. Ïðè íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ðåøàëèñü çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò òîëùèííî-ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé è íàõîæäåíèè
ôóíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî èìïåäàíñà âáëèçè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû.
Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé â óçëàõ ÊÝ ñåòêè èñïîëüçîâà-
ëèñü íà ñëåäóþùåì øàãå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ è
íàõîæäåíèÿ íàâåäåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.
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4.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ãèäðîðàñ÷ëåíåíèÿ óãîëüíî-
ãî ïëàñòà. Â ñîäðóæåñòâå ñ êîëëåãàìè èç ãåîëîãî-ãåîãðàôè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà áûë ïðîâåäåí êîìïëåêñ ðàáîò ïî ÊÝ ìîäåëèðîâàíèþ ñâÿ-
çàííûõ çàäà÷ ãåîìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ ïîðèñòûõ ïîðîä ñ ó÷å-
òîì ôèëüòðàöèè. Äàííûå çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé
ïîðîóïðóãîñòè, êîòîðûå íå ìîãëè ìîäåëèðîâàòüñÿ â ANSYS âåðñèè
11.0 íàïðÿìóþ. Ìåæäó òåì, ìåæäó óðàâíåíèÿìè ïîðîóïðóãîñòè è
òåðìîóïðóãîñòè èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ àíàëîãèÿ, à â ïîñëåä-
íèõ âåðñèÿõ ANSYS ïîÿâèëñÿ íîâûé êîíå÷íûé ýëåìåíò äëÿ ðåøå-
íèÿ ñâÿçàííîé íåñòàöèîíàðíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íîâûå âîçìîæíîñòè ANSYS è àíàëîãèþ
ìåæäó çàäà÷àìè ïîðîóïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè, ìîæíî ìîäåëèðî-
âàòü ñëîæíûå ñâÿçàííûå äåôîðìàöèîííûå è ôèëüòðàöèîííûå ïðî-
öåññû â ðåàëüíûõ ãåîìåõàíè÷åñêèõ ñðåäàõ. Êàê îêàçàëîñü ïðè ïðî-
âåäåíèè ðàñ÷åòîâ, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ÷èñëåííîé ñõîäèìîñòè è óñòîé-
÷èâîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé æåëàòåëüíî îñóùåñòâèòü
îáåçðàçìåðèâàíèå óðàâíåíèé ñ öåëüþ âûðàâíèâàíèÿ ïîðÿäêîâ ôèçè-
÷åñêèõ ìîäóëåé è ïåðåìåííûõ. Ïðåäëàãàåìàÿ òåõíèêà áûëà ðåàëèçî-
âàíà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷ëåíåíèÿ
òðåõñëîéíîãî óãîëüíîãî ïëàñòà äëÿ àêòèâèçàöèè äîáû÷è óãîëüíîãî
ìåòàíà [10]. Èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ÷åòàõ âõîäíûå ïàðàìåòðû çàäà-
÷è ñîîòâåòñòâîâàëè ðåàëüíûì óñëîâèÿì â Êðàñíîäîíåöêîì óãîëüíîì
ìåñòîðîæäåíèè Âîñòî÷íîãî Äîíáàññà.

4.4. Èññëåäîâàíèå çàäà÷ ìåõàíèêè êîíòàêòíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Â ðàìêàõ ñîâìåñòíûõ ïðîåê-
òîâ ñ ó÷åíûìè èç ÐÃÓÏÑ áûë ðàññìîòðåí êîìïëåêñ êîíòàêòíûõ çà-
äà÷ äëÿ òåë ñ êóñî÷íî-íåîäíîðîäíûìè è íåïðåðûâíî-íåîäíîðîäíûìè
ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè è äèñëîêàöèÿìè [2, 5]. Äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ äàííîãî òèïà áûëà èñïîëüçîâàíà òåõíèêà ÌÊÝ è ðàçðàáîòà-
íî ñïåöèàëèçèðîâàííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå íà ÿçûêå APDL
ANSYS. Äëÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ íåîäíîðîäíûìè ñâîéñòâàìè ðåà-
ëèçîâàíû ñëåäóþùèå ýòàïû ðåøåíèÿ: ïîñòðîåíèå ÊÝ ìîäåëè äëÿ
îäíîðîäíûõ òåë ñ çàäàííûì ñãóùåíèåì âáëèçè ïðåäïîëàãàåìîé çî-
íû êîíòàêòà, ìîäèôèêàöèÿ óïðóãèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïóòåì ïå-
ðåîïðåäåëåíèÿ èõ ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì
èçìåíåíèÿ íåîäíîðîäíîñòè, îïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ ïàð êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ÷èñëåííîå ðåøåíèå è ïîñòïðîöåññîðíàÿ îáðàáîòêà ðåçóëü-
òàòîâ êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Äëÿ òåë ñ äèñëîêàöèÿìè â äî-
ïîëíåíèå ê óêàçàííîé òåõíèêå äîáàâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå êðàåâûõ
äèñëîêàöèé ñ âåêòîðàìè Áþðãåðñà è ðåàëèçàöèÿ ïðîöåäóð ó÷åòà äèñ-
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ëîêàöèé, ïðèâîäÿùèõ ê äîáàâî÷íûì ñëàãàåìûì â âåêòîðàõ ïðàâûõ
÷àñòåé ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðîâåäåí êîìïëåêñ ðàñ÷å-
òîâ äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷ ñî ñðàâíåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè
ðàíåå àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Èçó÷åíû òàêæå çàäà÷è î êîíòàêò-
íîì âçàèìîäåéñòâèè íåîäíîðîäíîãî êîëåñà æåëåçíîäîðîæíîãî âàãî-
íà ñ ðåëüñîì.

5. Îïûò ðàçðàáîòêè ïàêåòà ACELAN äëÿ ðàñ÷åòà ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Â ÞÔÓ â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ðàç-
âèâàëèñü ðàçëè÷íûå íàó÷íûå è òåõíè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ïðèáîðîñòðîåíèåì. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü
ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ôèçèêè è õèìèè ñåãíåòî-
ýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, îïûòíûå ïðîèçâîäñòâà, à òàêæå ðàáîòû
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèà-
ëîâ è óñòðîéñòâ, âûïîëíÿåìûå íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè
è êîìïüþòåðíûõ íàóê.

Çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèà-
ëîâ è óñòðîéñòâ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñâÿçàííûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè ñî ñâîèìè ñïåöèôè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè ðåàëüíûõ ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé
äîëæíû âêëþ÷àòü ìîäåëè ïüåçîýëåìåíòîâ, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿ-
ìè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà èëè ýëåêòðîóïðóãîñòè, ìîäåëè óïðóãèõ ýëå-
ìåíòîâ, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè òåîðèè óïðóãîñòè ñ ó÷åòîì äåìï-
ôèðîâàíèÿ, è ìîäåëè æèäêèõ èëè ãàçîîáðàçíûõ ñðåä, êîòîðûå îáû÷-
íî äîñòàòî÷íî îïèñûâàòü óðàâíåíèÿìè àêóñòèêè. Çàäà÷è äàííîãî òè-
ïà ìîæíî îòíåñòè ê êëàññó ñâÿçàííûõ çàäà÷ àêóñòîýëåêòðîóïðóãî-
ñòè.

Êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà, êîìïëåêñ íåîáõîäèìûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ðå-
àëüíûõ ïüåçîóñòðîéñòâ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðîâåäåí ëèøü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, îñíîâàííûõ íà ÌÊÝ. Âàæ-
íóþ ðîëü çäåñü ìîãóò èãðàòü ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ÌÊÝ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè, à òàêæå ïðå- è ïîñòïðîöåññîðû, îáåñïå÷è-
âàþùèå ââîä è âûâîä íåîáõîäèìûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãèõ, ýëåêòðè-
÷åñêèõ è àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ÊÝ ïàêåòû îáùåãî íàçíà÷åíèÿ, èìåþùèå
ñðåäñòâà àíàëèçà ñâÿçàííûõ çàäà÷, îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé è ðàçðàáîò-
êà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ â àêóñòîýëåêòðîóïðóãîñòè ïðîãðàìì. Ñïåöè-
àëèçèðîâàííûå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû äëÿ ðàñ÷åòà ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèõ óñòðîéñòâ ðàçðàáàòûâàëèñü âî âñåõ âåäóùèõ ñòðàíàõ ìèðà,
íàïðèìåð, èçâåñòíû ÊÝ ïàêåòû PZFlex (ÑØÀ), CAPA (Ãåðìàíèÿ,
Àâñòðèÿ), ATILA (Ôðàíöèÿ) è äð.
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C 1996 ã. íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ðîñòîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà (íûíå � ÞÔÓ) âåäåòñÿ ðàáîòà íàä ïðîãðàììíûì ïðî-
äóêòîì, ïîëó÷èâøèì íàçâàíèå ACELAN (ACoustoElectric ANalysis).
Ñåé÷àñ ACELAN ÿâëÿåòñÿ òùàòåëüíî îòòåñòèðîâàííûì äåéñòâóþ-
ùèì ÊÝ ïàêåòîì, ïðåäîñòàâëÿþùèì âîçìîæíîñòè ïðîâåäåíèÿ âñåõ
âûøåïåðå÷èñëåííûõ âèäîâ àíàëèçà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ
äëÿ äâóìåðíûõ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ ñîñòàâíûõ îáëàñòåé, à
òàêæå äëÿ òðåõìåðíûõ îáëàñòåé îáîáùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ôîð-
ìû. Ðàçâèòèå ACELAN, îðèãèíàëüíûå ìåòîäû è àëãîðèòìû, çàëî-
æåííûå â ACELAN, è ðÿä òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â [1, 3, 4].

Â îñíîâó ACELAN ïîëîæåí êîìïëåêñ áëî÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ àë-
ãîðèòìîâ äëÿ ñåäëîâûõ ìàòðèö, õàðàêòåðíûõ äëÿ ÊÝ çàäà÷ ýëåêòðî-
óïðóãîñòè. Ýòè àëãîðèòìû áûëè ðàçðàáîòàíû êàê äëÿ ñòàòè÷åñêèõ,
òàê è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì ñõåìû Íüþìàðêà
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè â àëüòåðíàòèâíîé ôîðìå. Äàííûå ñèì-
ìåòðè÷íûå ñåäëîâûå àëãîðèòìû ÌÊÝ áûëè ðàñïðîñòðàíåíû è íà
çàäà÷è àêóñòîýëåêòðîóïðóãîñòè, ò. å. íà ðàñ÷åòû ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ
ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé ñ ó÷åòîì ðàáî÷èõ àêóñòè÷åñêèõ ñðåä. Â äàëü-
íåéøåì, àíàëèçèðóÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ìîäàì äëÿ äèíàìè÷åñêèõ
çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè, áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü ó÷åòà äåìï-
ôèðîâàíèÿ â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ýòèì
ìåòîäîì [4].

Ïðèâåäåííûå ðàñ÷åòû ðàçëè÷íûõ ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé, à òàê-
æå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëîãè÷íûìè, ïîëó÷åííûìè â ANSYS,
ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäîëîãèè è
åå ðåàëèçàöèè â ACELAN.

6. Êðàòêèé îáçîð ïîñëåäóþùèõ ëåêöèé. Ñåðèÿ ëåêöèé àâòî-
ðà ïîñâÿùåíà ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è îñîáåííîñòÿì åå ïðàêòè-
÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ è ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ.

Âíà÷àëå äàåòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â òåîðèþ è òåõíîëîãèþ ÌÊÝ.
Çäåñü óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå ìàòåìàòè÷åñêèì àñïåêòàì ÌÊÝ â ïðîöåñ-
ñå ìîäåëèðîâàíèÿ: ôîðìóëèðîâêà êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê êðàåâûõ
èëè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê ê
îáîáùåííûì, ñíÿòèå íåîäíîðîäíûõ ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ìà-
òåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ðåøåíèé, îñíîâíûå àïïðîêñèìà-
öèè ÌÊÝ, ïðîöåññ àíñàìáëèðîâàíèÿ, òåõíèêà èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ, îñíîâíûå òèïû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, âîïðîñû ñîãëàñîâàííî-
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ñòè ÊÝ ñåòîê, îöåíêè ïîãðåøíîñòåé â ÌÊÝ, ñâîéñòâà ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ÌÊÝ.

Äàëåå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÌÊÝ è àë-
ãîðèòìû ïðåïðîöåññîðîâ, ðåøàòåëåé è ïîñòïðîöåññîðîâ. Îòìå÷àåòñÿ,
÷òî èìåííî ýôôåêòèâíàÿ è äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíàÿ òåõíîëîãèÿ
ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè äåëàåò ÌÊÝ ìîùíûì ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ
ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ è ïîçâîëÿåò ñîçäà-
âàòü ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû äëÿ øèðîêèõ èíæåíåðíûõ ïðèëîæå-
íèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðî-
âîäíîñòè äëÿ ïëîñêîé íåêàíîíè÷åñêîé îáëàñòè è ïðîäåìîíñòðèðî-
âàíà òåõíèêà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå
ANSYS. Çäåñü óäåëÿåòñÿ îñîáîå âíèìàíèå ñõîäèìîñòè ÊÝ ðåøåíèé,
òî÷íîñòè è ïîâåäåíèþ ðåøåíèé (ïîëåâûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîä-
íûõ) â çîíàõ ðàçëè÷íûõ îñîáåííîñòåé è ñèíãóëÿðíîñòåé.

Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêèå âîïðîñû
ìîäåëèðîâàíèÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ ïî ÌÊÝ: ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è è ïëàíèðîâàíèå ýòàïîâ ðåøåíèÿ, îïðåäåëåíèå ñòðàòåãèé ïîñòðîå-
íèÿ òâåðäîòåëüíûõ è ÊÝ ìîäåëåé è äð. Äàííûå âîïðîñû èëëþñòðè-
ðóþòñÿ íàáîðîì ïðèìåðîâ ñ îáñóæäåíèåì ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ
ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ è ñòðàòåãèé, ïðèíÿ-
òûõ íà êëþ÷åâûõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ñåðèè ëåêöèé ðàññìîòðåíû âçàèìîñâÿçàííûå
âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêèõ, èíæåíåðíûõ è êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ è
òåõíîëîãèé, îñíîâàííûõ íà ÌÊÝ. Äàí îáçîð äîñòèæåíèé â äàííîì
íàïðàâëåíèè, ïîëó÷åííûõ â ÞÔÓ, è ïîêàçàíî, ÷òî êâàëèôèöèðîâàí-
íîå òâîð÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ÌÊÝ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàìì-
íûõ êîìïëåêñîâ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü ñàìûå ðàçíîîáðàç-
íûå çàäà÷è ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ è çà ðàçóìíûé âðåìåííîé ïå-
ðèîä. Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî äàííûå ëåêöèè áóäóò ïîëåçíû ìîëîäûì
èññëåäîâàòåëÿì äëÿ èõ äàëüíåéøåé íàó÷íîé ðàáîòû è ïðàêòè÷åñêèõ
ïðèìåíåíèé ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè è ïðîâåäåíèè âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèõ çàäà÷.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÏÎ ÈÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌ ÔÓÐÜÅ

Ê. Þ. Îñèïåíêî1

1. Ââåäåíèå
Ïðè èçó÷åíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ îãðîìíûì

÷èñëîì àëãîðèòìîâ. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ôóíê-
öèè ïî åå çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë. Äëÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè ïî åå çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ òîæå
ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû: êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿ-
öèÿ, èíòåðïîëÿöèÿ ñïëàéíàìè, íàêîíåö, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èí-
òåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà. Êàê ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì
ìíîæåñòâå ìåòîäîâ? Ìîæíî ëè âûáðàòü â êàêîì-òî ñìûñëå íàèëó÷-
øèé ìåòîä?

Êàê ïðàâèëî, ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñïîëüçóþòñÿ
òå èëè èíûå (÷àñòî äîâîëüíî åñòåñòâåííûå) èäåè, à çàòåì èññëåäóåò-
ñÿ ïîëó÷åííûé ìåòîä: âûÿñíÿåòñÿ åãî ñõîäèìîñòü, óñòîé÷èâîñòü ïî
îòíîøåíèþ ê íåòî÷íûì èñõîäíûì äàííûì è ò. ä. Ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü äðóãîé ïîäõîä. Ïîëüçóÿñü íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé
î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó (êëàññó), ìû áó-
äåì èñêàòü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñàìûé ëó÷øèé ìåòîä, ïåðåáèðàÿ
âñå (!) âîçìîæíûå ìåòîäû. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà çàäà÷à êàæåòñÿ
î÷åíü ñëîæíîé: êàê æå ïåðåáðàòü âñå ìåòîäû? Íàøà öåëü � ïîêà-
çàòü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò äîéòè äî
êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, íàì íàäî ðåøèòü íåêîòîðóþ çàäà÷ó. Îáîçíà÷èì åå
÷åðåç p. Êàê ïðàâèëî, ó íàñ åñòü íåêîòîðàÿ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ îá
ýòîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íåïîëíîé è íåòî÷íîé. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü åå ÷åðåç Ip. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ó íàñ åñòü íåêîòîðûé
ìåòîä (àëãîðèòì) äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è m. ×òîáû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû, ìû äîëæíû ñîïîñòàâèòü êàæ-

1Ðîññèÿ, Ìîñêâà, ÌÀÒÈ � Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. Ê. Ý. Öèîëêîâñêîãî; Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èí-
ñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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äîìó ìåòîäó íåêîòîðîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ äëÿ
äàííîãî ìåòîäà. Áóäåì åãî îáîçíà÷àòü ÷åðåç e(p, I,m).

Îáû÷íî ìû õîòåëè áû, ÷òîáû äàííûé ìåòîä áûë ïðèìåíèì íå ê
îäíîé çàäà÷å, à ê öåëîìó ìíîæåñòâó çàäà÷ P ïîäîáíîãî òèïà. Òî-
ãäà ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà m íà ýòîì ìíîæåñòâå åñòåñòâåííî
íàçâàòü âåëè÷èíó

e(P, I, m) = sup
p∈P

e(p, I,m).

Åñëè ìû õîòèì íàéòè õîðîøèé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ìíîæåñòâà çà-
äà÷ P , òî íàäî èñêàòü åãî òàêèì, ÷òîáû âåëè÷èíà e(P, I, m) áûëà êàê
ìîæíî ìåíüøå. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìåòîäîâ. Òîãäà
ìåòîä m̂ òàêîé, ÷òî

e(P, I, m̂) = inf
m∈M

e(P, I, m) = E(P, I, M),

áóäåò íàçûâàòüñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, à âåëè÷èíà
E(P, I,M) � ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Åùå îäèí òèï çàäà÷ âîçíèêàåò, êîãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âû-
áèðàòü òèï èñõîäíîé èíôîðìàöèè î ðåøàåìûõ çàäà÷àõ. Êîíå÷íî,
ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñëåäóåò îæèäàòü áî-
ëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷. Îäíàêî ýòî âåäåò ê âñå áîëüøèì çàòðà-
òàì, íàïðàâëåííûì íà ïîëó÷åíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó,
êàê ïðàâèëî, ôèêñèðóþò îáúåì èñõîäíîé èíôîðìàöèè (íàïðèìåð,
÷èñëî äàííûõ èçìåðåíèé) è ñðàâíèâàþò ïîëó÷àåìûå ïîãðåøíîñòè
ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Òåì ñàìûì ïðèõîäÿò ê
ñëåäóþùåé çàäà÷å î íàõîæäåíèè èíôîðìàöèè îïòèìàëüíîãî òèïà

E(P, I ,M) = inf
I∈I

E(P, I,M),

ãäå I � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òèïîâ èñõîäíîé èíôîðìàöèè.

3. Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëîâ ïî òî÷íîìó ñïåêòðó

Òåïåðü çàéìåìñÿ çàäà÷åé î âîññòàíîâëåíèè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèè ïî åå íàáîðó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. ßñíî, ÷òî åñëè ýòè êîýôôè-
öèåíòû èçìåðÿþòñÿ ñ îøèáêîé, òî íå íóæíî áðàòü èõ ñëèøêîì ìíîãî.
Íî äàæå åñëè áåðåòñÿ íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð òî÷íî èçìåðåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè íå âñå íóæíû. Ñ ýòîãî
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ïðèìåðà, â êîòîðîì íå âñÿ òî÷íî èçìåðåííàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëåçíîé, ìû è íà÷íåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ðåàëèçîâàííóþ êàê
îòðåçîê [−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè. ×åðåç L2(T) îáî-
çíà÷èì ñîâîêóïíîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x (·) íà T, ñóììè-
ðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ñ íîðìîé

‖x (·)‖L2(T) =

(
1
π

∫

T

|x(t)|2 dt

)1/2

.

Ïóñòü W 1
2 (T) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ 2π-ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ x′ (·) ∈ L2(T). ×åðåç W 1
2 (T)

áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé x (·) ∈ W 1
2 (T), äëÿ êîòîðûõ

‖x′ (·)‖L2(T) 6 1. Ïóñòü î êàæäîé ôóíêöèè x (·) ∈ W 1
2 (T) ìû ðàñ-

ïîëàãàåì ñëåäóþùåé èíôîðìàöèåé: íàì èçâåñòåí êîíå÷íûé íàáîð åå
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

ak(x) =
1
π

∫

T

x(t) cos kt dt, k ∈ A,

bk(x) =
1
π

∫

T

x(t) sin kt dt, k ∈ B,

ãäå A ⊂ Z+ = {0, 1, . . .}, à B ⊂ N. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì
íàéòè íàèëó÷øèé ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ â ìåòðèêå L2(T) ôóíêöèè
x (·) ñðàçó äëÿ âñåõ ôóíêöèé x (·) ∈ W 1

2 (T).
Â ýòî âêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñìûñë. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ

m : RN → L2(T), N = card A + card B

(card M � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M). Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî
ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(W 1
2 (T), IA,B ,m) = sup

x (·)∈W 1
2 (T)

‖x (·)−m(IA,Bx) (·)‖L2(T),

ãäå IA,Bx = ({ak(x)}k∈A, {bk(x)}k∈B). Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(W 1
2 (T), IA,B) = inf

m:RN→L2(T)
e(W 1

2 (T), IA,B ,m),
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íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è ìåòîä
m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé îïòèìàëü-
íûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ò. å. òàêîé ìåòîä m̂, ÷òî

E(W 1
2 (T), IA,B) = e

(
W 1

2 (T), IA,B , m̂
)
.

Ïîëîæèì

ka = min
k∈N\A

k, kb = min
k∈N\B

k, k0 = min{ka, kb}.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Åñëè 0 /∈ A, òî E(W 1

2 (T), IA,B) = ∞. Åñëè 0 ∈ A, òî

E(W 1
2 (T), IA,B) =

1
k0

,

è ìåòîäû

m(IA,Bx)(t) =
a0

2
+

k0−1∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt)+

+
∑

k∈A1

ak cos kt +
∑

k∈B1

bk sin kt,

(1)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
Óæå çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà îïòèìàëüíûõ ìå-

òîäîâ ìíîãî. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîé èç îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âû-
áðàòü. Îäèí èç åñòåñòâåííûõ ñïîñîáîâ � âûáèðàòü ìåòîä, êîòîðûé
èñïîëüçóåò íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ äàííûõ (â íàøåì ñëó-
÷àå � êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå). Ïî ýòîìó êðèòåðèþ èç ìíîæåñòâà
ìåòîäîâ (1) ñëåäóåò âûáðàòü ìåòîä

m̂(IA,Bx)(t) =
a0

2
+

k0−1∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt).

Ïîñëå âûáîðà äàííîãî ìåòîäà âñå îñòàëüíûå èçìåðåííûå êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå îêàçûâàþòñÿ ëèøíèìè (îíè íå èñïîëüçóþòñÿ îï-
òèìàëüíûì ìåòîäîì m̂). Òåì íå ìåíåå, åñëè ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü
èçìåðèòü ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, êàêèå ëó÷-
øå âñåãî èçìåðÿòü, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ áûëà ìèíèìàëüíîé? Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò
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Òåîðåìà 2. Ïðè âñåõ N ∈ N

inf
card A+card B62N−1

E(W 1
2 (T), IA,B) =

= inf
card A+card B62N

E(W 1
2 (T), IA,B) =

1
N

,

ïðè÷åì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ äëÿ

A = {0, 1, . . . , N − 1}, B = {1, . . . , N − 1}.

4. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå,
çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè íà òîì æå
êëàññå W 1

2 (T), êîãäà âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
èçâåñòíû èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ {ãk}k∈A è {b̃k}k∈B òàêèå, ÷òî

|ak(x)− ãk| 6 δ, k ∈ A,

|bk(x)− b̃k| 6 δ, k ∈ B.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(W 1
2 (T), IA,B , δ,m) = sup

x (·)∈W 1
2 (T), y∈lN∞

‖IA,Bx−y|lN∞6δ

‖x (·)−m(y) (·)‖L2(T),

ãäå lN∞ � âåêòîðû y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN , N = card A + card B, ñ
íîðìîé

‖y‖lN∞ = max
16j6N

|yj |.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

E(W 1
2 (T), IA,B , δ) = inf

m : lN∞→L2(T)
e(W 1

2 (T), IA,B , δ,m),

à ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì ïî-ïðåæíå-
ìó íàçûâàòü îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïîëîæèì

p0 = max

{
p : 2δ2

p∑

k=0

k2 < 1, 0 6 p 6 k0 − 1

}
.
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Òåîðåìà 3. Åñëè 0 /∈ A, òî E(W 1
2 (T), IA,B , δ) = ∞. Åñëè 0 ∈ A,

òî

E(W 1
2 (T), IA,B , δ) =

1
p0 + 1

√
1 +

δ2

6
(p0 + 1)(8p2

0 + 13p0 + 3),

à ìåòîä

m̂(({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B))(t) =

=
ã0

2
+

p0∑

k=1

(
1− k2

(p0 + 1)2

) (
ãk cos kt + b̃k sin kt

)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Çäåñü â îïòèìàëüíîì ìåòîäå ïðèøëîñü îòáðàñûâàòü ÷àñòü èñõîä-

íîé èíôîðìàöèè è ñãëàæèâàòü îñòàâøèåñÿ äàííûå � óìíîæàòü èõ
íà âåëè÷èíû

1− k2

(p0 + 1)2
,

êîòîðûå óáûâàþò ñ ðîñòîì k, ò. å. ÷åì áîëüøå ÷àñòîòà, òåì ñèëüíåå
ñîîòâåòñòâóþùóþ ãàðìîíèêó íàäî ñãëàæèâàòü.

Íî, ìîæåò áûòü, ìîæíî áûëî îáîéòèñü è áåç ýòîãî, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ¾åñòåñòâåííûì¿ ìåòîäîì

m(({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B))(t) =
ã0

2
+

∑

k∈A

ãk cos kt +
∑

k∈B

b̃k sin kt?

Ó ýòîãî ìåòîäà íà ôóíêöèè p−1 cos pt ∈ W 1
2 (T) ïðè

p > max
k∈A∪B

k

è ãk = δ, k ∈ A, b̃k = δ, k ∈ B, êâàäðàò ïîãðåøíîñòè ðàâåí âåëè÷èíå
δ2

2
+ δ2(cardA + card B) +

1
p2

,

êîòîðàÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè èñõîäíûõ äàí-
íûõ.

Åñëè îòáðîñèòü ëèøíèå äàííûå, íî íå ñãëàæèâàòü îñòàâøèåñÿ,
ò. å. âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì

m0(({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B))(t) =
ã0

2
+

p0∑

k=1

(ãk cos kt + b̃k sin kt),
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òî êâàäðàò ïîãðåøíîñòè òàêîãî ìåòîäà íà ôóíêöèè

1
(p0 + 1)

cos(p0 + 1)t ∈ W 1
2 (T)

ïðè ãk = δ, k = 0, 1, . . . , p0, b̃k = δ, k = 1, . . . , p0, ãk = b̃k = 0, k > p0,
ðàâåí âåëè÷èíå

δ2

2
+ 2δ2p0 +

1
(p0 + 1)2

,

÷òî áîëüøå âåëè÷èíû

‖x̂ (·)‖2L2(T) =
δ2

2
+ 2δ2p0 +

−2δ2
p0∑

k=0

k2

(p0 + 1)2
.

Òåì ñàìûì, ìåòîä m0 íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïîëîæèì

Nδ = max

{
p : 2δ2

p∑

k=0

k2 < 1, p > 0

}
.

Àíàëîãîì òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 4. Ïðè âñåõ N ∈ N

inf
card A+card B62N−1

E(W 1
2 (T), IA,B , δ) =

= inf
card A+card B62N

E(W 1
2 (T), IA,B , δ) =

=
1

N̂δ + 1

√
1 +

δ2

6
(N̂δ + 1)(8N̂2

δ + 13N̂δ + 3),

ãäå N̂δ = min{Nδ, N − 1}, ïðè÷åì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ äëÿ

A = {0, 1, . . . , N̂δ}, B = {1, . . . , N̂δ}.

Ðÿä îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé è èõ ïðîèç-
âîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1]
è [2] (ñì. òàêæå îáçîðíóþ ñòàòüþ [3]).
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OPTIMAL RECOVERY OF FUNCTIONS
FROM THEIR FOURIER COEFFICIENTS

K. Yu. Osipenko

We consider the problem of optimal recovery of functions from a �nite
number of Fourier coe�cients. The coe�cients may be given incorrectly.
We �nd optimal methods of recovery and those numbers of coe�cients
which should be measured to obtain the minimal error of recovery.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ MATLAB ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Â. Ã. Öèáóëèí1

Ïðåäñòàâëåí îáçîð êðàòêîãî öèêëà ëåêöèé ïî ïðèìåíåíèþ ïàêåòà
MATLAB â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè. Ðàññìîòðåíû ñëåäóþ-
ùèå òåìû:

1. Ãðàôè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷.
2. Ïðîãðàììèðîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ìîäåëÿìè

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ïîïóëÿöèé.
3. ×èñëåííûå ìåòîäû è âçàèìîäåéñòâèå MATLAB ñ ïàêåòàìè àíà-

ëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è ïðîãðàììíûìè ñðåäàìè.
4. Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñðåäñòâàìè

MATLAB è Simulink.
1. Ïàêåò MATLAB ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ èñïîëüçóåìûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Îãðîìíàÿ áèáëèîòåêà õîðîøî ðåàëèçîâàííûõ ìåòîäîâ, ìîùíûå ãðà-
ôè÷åñêèå ñðåäñòâà è ñîáñòâåííûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäî-
ñòàâëÿþò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ èññëå-
äîâàòåëüñêèõ è èíæåíåðíûõ çàäà÷. Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî
èíôîðìàöèè ïî MATLAB: îò äîêóìåíòàöèè ôèðìû-ïðîèçâîäèòåëÿ
(The MathWorks Inc.) [1] äî áûñòðî ðàñòóùåé áèáëèîòåêè êíèã, îïè-
ñûâàþùèõ âîçìîæíîñòè è ïðèëîæåíèÿ MATLAB.

Â ëåêöèÿõ íå îáîéòèñü áåç ïîâòîðåíèÿ óæå èçâåñòíîãî (¾Ïîâòîðå-
íèå � ìàòü ó÷åíèÿ¿), íî äëÿ ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòà âàæíåå äðóãîå.
Òàê, ïðîôåññîð Â. È. Þäîâè÷ ãîâîðèë, ÷òî ¾Ïðèìåíåíèå � ìàòü
ó÷åíèÿ¿ è àêàäåìèê À. Í. Íåñìåÿíîâ èñïîëüçîâàë áëèçêîå âûñêà-
çûâàíèå: ¾Ïðèìåíåíèå � èñòèííàÿ ìàòü ó÷åíèÿ¿. ×òîáû íàó÷èòüñÿ
êâàëèôèöèðîâàííî ðàáîòàòü ñ ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì, íóæíî
íà÷àòü èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.

Ýòè ëåêöèè èëëþñòðèðóþò âîçìîæíîñòè ñðåäû MATLAB íà
ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ïðîáëåì íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Âûáîð
îáëàñòè îáúÿñíÿåòñÿ èíòåðåñàìè àâòîðà è ðàçíîîáðàçèåì ñðåäñòâ
MATLAB, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþ-
ùèõ ïðîáëåì. Äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî çíàêîìñòâà ñ ïàêåòîì MATLAB
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êíèãàìè [2�4].

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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2. Çàäà÷è íåëèíåéíîé äèíàìèêè âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçíûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì âõîäèò â ïðîãðàììû îáó÷åíèÿ ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêîâ. Íà
ìåõìàòå Ðîñòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà êóðñ ¾Ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè åñòåñòâåííûõ íàóê¿ ðàçðàáîòàí Â. È. Þäîâè÷åì,
åãî ëåêöèè ïîäãîòîâëåíû ê ïå÷àòè [5]. Ýëåêòðîííûé âàðèàíò ëåêöèé
è çàäàíèÿ ïðàêòèêóìà, ñîïðîâîæäàþùåãî êóðñ, ðàçìåùåíû íà ñàéòå
ÞÔÓ [6]. Ýòè ìàòåðèàëû èñïîëüçóþòñÿ â äàííîì öèêëå ëåêöèé.

Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ÄÑ) óäîáíà ïðåäëîæåí-
íàÿ Ä. Â. Àíîñîâûì êëàññèôèêàöèÿ: êàñêàäû è ïîòîêè. Ê êàñêàäàì
îòíîñÿòñÿ ÄÑ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è îòîáðàæåíèÿ. Ïîòîêè èëè
ÄÑ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì âêëþ÷àþò îáûêíîâåííûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Áåñêî-
íå÷íîìåðíûå ÄÑ (óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî èëè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà) â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì îáû÷íî ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ òîò èëè èíîé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ
(êâàíòèçàöèÿ ïîòîêà), ïîëó÷àåì êàñêàä � ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðå-
ìåíåì.

Ïðèìåíÿåìûå ñðåäñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ çàâèñÿò îò òèïà ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ìîæíî íàïèñàòü ïðîãðàììó
íåïîñðåäñòâåííî â ñðåäå MATLAB, ïîäãîòîâèâ ôóíêöèþ ïðàâîé ÷à-
ñòè ñèñòåìû, âûáðàâ ìåòîä è îðãàíèçîâàâ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà. Ñè-
ñòåìà ìîæåò áûòü èçó÷åíà ñ ïîìîùüþ Simulink, àññîöèèðîâàííîãî ñ
MATLAB, èëè ïðè ïîìîùè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì èññëåäî-
âàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ïà-
êåò Dynamics Solver [7], îðèåíòèðîâàííûé íà ðàáîòó ñ îòîáðàæåíèÿ-
ìè è ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ñðåäûMATLAB
Â. Í. Ãîâîðóõèíûì (ÞÔÓ) ðàçâèâàåòñÿ ïðîãðàììà MatDS [8].

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñî ñâÿçÿìè èëè òðå-
áóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ðåæèìû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðåäñòàâëåíèÿ äàí-
íûõ, óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðîãðàììèðîâàíèå â ñðåäå MATLAB. Ïðè
ýòîì íóæíî ïîìíèòü, ÷òî îïàñíî äîâåðÿòüñÿ ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííî-
ìó îäíèì ìåòîäîì, îäíîé ïðîãðàììîé. Ïîýòîìó â àðñåíàëå ñïåöèàëè-
ñòà, çàíèìàþùåãîñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì, äîëæíî áûòü
íåñêîëüêî ïðîãðàììíûõ ñðåä. Óíèâåðñàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ïà-
êåò Maple (Waterloo Maple Inc.) [9] ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ïðîâåðêè ðå-
çóëüòàòîâ. Âîçìîæíîñòè Maple äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ âû-
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êëàäîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ïåðåìåííûì, à ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñðàçó çàïèñûâàòü â âèäå
ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â MATLAB.

3. Ìîäåëü Êîëìîãîðîâà � Ïåòðîâñêîãî � Ïèñêóíîâà è
Ôèøåðà (1937). Íåëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

u̇ = u′′ + u(1− u), ()′ = ∂x(), (̇) = ∂t(),

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì. Â ýêîëî-
ãèè ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó îòíîñèòåëüíîé ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè u(x, t), x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà (ïîëîæåíèå íà
àðåàëå), t � âðåìÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïîïóëÿöèè íà àðåàëå
ïðè íåðàâíîìåðíûõ æèçíåííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäó-
þùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

u̇ = u′′ + µu(1− u

p(x)
), x ∈ [0, a],

u(x, 0) = u∗(x), u(0, t) = 0, u(a, t) = 0.

Çäåñü u∗(x) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèè, µ � ïàðàìåòð
ðîñòà, íåðàâíîìåðíîñòü ïðåäåëüíîé ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè íà àðåàëå
çàäàåòñÿ ôóíêöèåé p(x).

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ïðèìåíèì ìåòîä ïðÿìûõ.
Ââåäåì ñåòêó xj = jh, j = 0, . . . , n + 1, h = a/(n + 1) è, àïïðîêñè-
ìèðóÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

u̇j =
uj+1 − 2uj + uj−1

h2
+ µuj(1− uj

p(xj)
), j = 1, . . . , n,

uJ(0) = u∗(xj), u0(t) = un+1(t) = 0.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèìåíèì ìå-
òîä Ðóíãå � Êóòòû.

Ïîäãîòîâêó ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñðåäå MATLAB
óäîáíî ïðîâîäèòü ïîýòàïíî.

1. Ñîçäàòü ïðîñòóþ ðàáîòàþùóþ âåðñèþ, â êîòîðîé ðåàëèçîâàíû
îñíîâíûå ôóíêöèè (âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ÎÄÓ, ìåòîä
Ýéëåðà), çàäàíû âõîäíûå äàííûå è èìååòñÿ ýëåìåíòàðíûé âûâîä.

2. Ðàçâèòü ïðîãðàììó, äîáàâèâ âûâîä ãðàôèêè â ïðîöåññå ðàñ÷å-
òà, îðãàíèçîâàâ ôèíàëüíóþ âûäà÷ó è ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ.

3. Íàñòðîèòü ïðîãðàììó äëÿ çàïëàíèðîâàííîãî ýêñïåðèìåíòà.
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4. Ñèñòåìà Ëîðåíöà. Çíàìåíèòàÿ ñèñòåìà Ëîðåíöà (E. Lorenz,
1963) ïîëó÷åíà êàê êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé ãðàâè-
òàöèîííîé êîíâåêöèè òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè è äàåòñÿ ñèñòåìîé
òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

Ẋ = Pr(Y −X), Ẏ = −Y + rX −XZ, Ż = −bZ + XY.

Çäåñü òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t, X(t), Y (t),
Z(t) � ïåðåìåííûå, à âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû Pr, r, b � ïàðàìåòðû
ìîäåëè.

Èìååòñÿ ïðåäëîæåííîå Â. È. Þäîâè÷åì [10] ïðåîáðàçîâàíèå ñè-
ñòåìû Ëîðåíöà, ñâîäÿùåå ñèñòåìó òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ìàÿòíèêà ñ ìåíÿþùåéñÿ ôîð-
ìîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è óðàâíåíèþ îáðàòíîé ñâÿçè. Èñêëþ÷èì
ïåðåìåííóþ Y :

Ẍ + (1 + Pr)Ẋ + Pr(1− r + Z)x = 0,

Ż = −bZ + X2 + XẊ/Pr,

è ñäåëàåì çàìåíó

y =
εx√
2Pr

, z = ε

(
Z − X2

2Pr

)
, τ =

√
Prt

ε
, ε =

1√
r − 1

.

Çäåñü
h =

1 + Pr√
Pr

, α =
q√
Pr

, β =
2Pr − b√

α
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ ïåðåìåí-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé è óðàâíåíèå îáðàòíîé ñâÿçè, êîòîðîå îïðå-
äåëÿåò çàâèñèìîñòü ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè z îò ðàçìàõà êî-
ëåáàíèé ïåðåìåííîé x

ÿ + εhẏ + y3 + (z − 1)y = 0, ż = −εαz + εβx2.

Ïåðâîå óðàâíåíèå åñòü îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà âòîðîãî ðî-
äà

d

dt

∂T

∂ẏ
+

∂V

∂y
= −εhẏ

ñ êèíåòè÷åñêîé T = ẏ2/2 è ïîòåíöèàëüíîé V = (z − 1)y2/2 + y4/4
ýíåðãèÿìè.
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Ïîêàæåì, êàê èç ìîäåëè Ëîðåíöà ïîëó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå îòîáðà-
æåíèå � êàñêàä. Ïðè Pr →∞ èç ñèñòåìû Ëîðåíöà ïîëó÷àåì X = Y .
Ïðèìåíèì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ìåòîä Ýéëåðà ñ ïîñòîÿí-
íûì øàãîì h:

Xn+1 = Xn + τ [(r − 1)Xn −XnZn] , Zn+1 = Zn + τ
(−bZn + X2

n

)
.

Ïîëó÷åííîå äâóìåðíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò èíòåðåñ-
íîé äèíàìèêîé. Ê äàííîìó êàñêàäó ñâîäèòñÿ îòîáðàæåíèå [11]

x1 = x (λ + y) , y1 = y + x2 + dy2,

åñëè ïîëîæèòü d = 0.
Çàêëþ÷åíèå. Çíàìåíèòàÿ àïîðèÿ Çåíîíà óòâåðæäàåò, ÷òî Àõèë-

ëåñó íå äîãíàòü ÷åðåïàõè. Òåìïû, ñ êîòîðûìè ïðîèñõîäèò ðàçâèòèå
ïàêåòà MATLAB, äàëåêî íå ÷åðåïàøüè, è ñ êàæäîé âåðñèåé âûðàñòà-
þò âîçìîæíîñòè ïàêåòà. Îäíàêî èññëåäîâàòåëþ, ïóñòü îí è íå Àõèë-
ëåñ, íå ñòîèò óíûâàòü îò íåïîëíîòû ñâîèõ çíàíèé. Äàæå ÷àñòè÷íîå
îñâîåíèå ÿçûêà è êîìàíä MATLAB ñïîñîáíî ñåðüåçíî ïîìî÷ü ïðè
èññëåäîâàíèè âîçíèêàþùèõ çàäà÷. Ïîòðà÷åííîå íà îñâîåíèå ïàêåòà
âðåìÿ âåðíåòñÿ ñòîðèöåé.
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APPLICATIONS USING MATLAB TO STUDIES
IN NONLINEAR DYNAMICS

V. G. Tsybulin

This is an introduction to the study of discrete and continuous dynamical
systems with the aid of the numerical software MATLAB. Several examples
(maps, ordinary and partial di�erential equations) are choosen to illustrate
the following topics: visualization of nonstationary problem solutions,
computer experiment for models with spatial distributed populations,
numerical analysis in MATLAB and links to computer algebra systems
and other scienti�c software, modeling with dynamical systems using
MATLAB and Simulink.

68



Ñåêöèÿ I

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç





ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ×ÀÑÒÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÂÅÐÒÊÈ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
ÓËÜÒÐÀÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÁÅÐËÈÍÃÀ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ä. À. Àáàíèíà1

Ïóñòü E 1
(ω)(R) � ïðîñòðàíñòâî óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-

öèé Áåðëèíãà íîðìàëüíîãî òèïà, çàäàâàåìîå íåêâàçèàíàëèòè÷å-
ñêèì âåñîì ω; H1

(ω)(C) � àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà(
E 1

(ω)(R)
)′
β
, ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî ñ E 1

(ω)(R) (ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèé
ñì. [1]). Åñëè µ(z) � ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèïëèêàòîð ïðîñòðàíñòâà
H1

(ω)(C), òî îïåðàòîð ñâåðòêè Tµ â E 1
(ω)(R) ââîäèòñÿ êàê ñîïðÿæåí-

íûé ê îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ Λµ : f 7→ µf , äåéñòâóþùåìó â H1
(ω)(C).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1], äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå ñâåðòêè
Tµf = g

èìåëî ðåøåíèå â êëàññå E 1
(ω)(R) ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè g èç E 1

(ω)(R),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ µ ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ áûëà äåëèòåëåì ïðîñòðàíñòâà H1

(ω)(C).
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, ïðèìåíÿâøåãîñÿ ðàíåå À. Ô. Ëåîíòüåâûì,

Â. Õ. Ìóñîÿíîì, Þ. Ô. Êîðîáåéíèêîì, Þ. Í. Ôðîëîâûì è äð.
(ñì. [2, 3]), íà îñíîâå òåîðèè ñëàáî äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ è àáñî-
ëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì (îïðåäåëåíèå àáñîëþòíî ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé ñèñòåìû ñì. â [3]) óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùå-
ñòâîâàíèè ó ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
îïðåäåëåííîãî âèäà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ω � íåêâàçèàíàëèòè÷åñêèé âåñ, µ � ïðîèçâîëü-
íûé äåëèòåëü ïðîñòðàíñòâà H1

(ω)(C). Òîãäà ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî
ïðåäñòàâëÿþùàÿ â E 1

(ω)(R) ñèñòåìà ýêñïîíåíò {e−iλjx}∞j=1, λj ∈ C,
j = 1, 2, . . . , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì: åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü g óðàâíåíèÿ
ñâåðòêè Tµf = g ðàçëîæåíà â àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â E 1

(ω)(R) ðÿä
ïî ýòîé ñèñòåìå

g(x) =
∞∑

j=1

gje
−iλjx, gj ∈ C,

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò; Âëàäèêàâêàç,
Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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òî ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑

j=1

gj

µ(λj)
e−iλjx

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.
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ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ
ÒÈÏÀ Ñ ÍÅÃËÀÄÊÎÉ ËÈÍÈÅÉ ÂÛÐÎÆÄÅÍÈß

Ë. À. Áàðàãóíîâà1

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

|y|kuxx + sign (xy)|x|kuyy = 0, k > 0, (1)

â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé êðèâîé Æîðäàíà
σ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A(1, 0), B(0, 1), ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì êâàä-
ðàíòå x > 0, y > 0, è õàðàêòåðèñòèêàìè AD, BC, CD óðàâíåíèÿ (1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1 è Ω2 ãèïåðáîëè÷åñêèå ÷àñòè ñìåøàííîé îáëàñòè
Ω, ãäå x > 0 è x < 0 ñîîòâåòñòâåííî, à Ω3 � ýëëèïòè÷åñêàÿ ÷àñòü
îáëàñòè Ω; I1 (I2) � èíòåðâàë 0 < x < 1 (0 < y < 1) ïðÿìîé y = 0
(x = 0).

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u(x, y) = ϕ(x, y) ∀ (x, y) ∈ σ, (2)

a1(x)D1−β
0x u

[
θ1
0(x)

]
+ b1(x)D1−β

x1 u
[
θ1
1(x)

]
+

+c1(x)uy(x, 0) + d1(x)u(x, 0) = f1(x) ∀x ∈ I1,
(3)

a2(y)Dβ
0yy2β−1u

[
θ2
0(y)

]
+ b2(y)Dβ

y1(1− y)2β−1u
[
θ2
1(y)

]
+

+c2(y)ux(0, y) + d2(y)u(0, y) = f1(y) ∀ y ∈ I2,
(4)

ãäå β = k/(2k + 4), θi
0(t) è θi

1(t) � àôôèêñû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ õàðàê-
òåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèõ èç òî÷åê (x, 0) ∈ I1 è (0, y) ∈ I2 ñ
õàðàêòåðèñòèêàìè OD, AD è OC, BC ñîîòâåòñòâåííî; ϕ(x, y), ai(t),
bi(t), ci(t), di(t), fi(t) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

a2
i (t) + b2

i (t) + c2
i (t) + d2

i (t) 6= 0, t ∈ Ii, i = 1, 2,

ϕ(x, y) ∈ C1(σ), ai(t), bi(t), ci(t), di(t), fi(t) ∈ C(2,h)(Ī), h > 0,

Dl
0x è Dl

x1 � îïåðàòîðû äðîáíîãî, â ñìûñëå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ,
èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [1].

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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Ïîä ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè Ω ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåò ïî-
íèìàòüñÿ ôóíêöèÿ u(x, y) èç êëàññà C(Ω̄)∩C1(Ω)∩C2(Ω1∪Ω2∪Ω3),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1), òàêàÿ, ÷òî uy(x, 0) è ux(0, y) íà
êîíöàõ èíòåðâàëîâ I1, I2 ìîãóò îáðàùàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà
íå âûøå 1− 2β.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñìå-
ùåíèåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ À. Ì. Íàõóøåâûì [2].

Ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ýíåðãèè äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.
Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî ðåäóöèðîâàí ê
âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Hardy G., Littelwood J. Some properties of fractional integrals // Math. Z.�

1928.�Vol. 27.�P. 565�606.
2. Íàõóøåâ À. Ì. Î íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé è óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.�1969.�Ò. 5,
� 1.�Ñ. 44�59.
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Î ÕÀÐÀÊÒÅÐÅ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÍÀ

ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ

Ó. Â. Áàðêèíà1, Ñ. Í. Ìåëèõîâ1

Ïóñòü Q � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â C (îòëè÷íîå îò C) ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ int Q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(1) Q ∩ (∂Q) êîìïàêòíî (∂Q � ãðàíèöà Q);
(2) åñëè Q0 := (int Q) ∪ (

(∂Q) \ (Q ∩ (∂Q))
)
, òî ïåðåñå÷åíèå Q0 ñî

âñÿêîé îïîðíîé ïðÿìîé ê Q (çàìûêàíèþ Q) êîìïàêòíî.
Óñëîâèÿ (1) è (2) íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíî-

æåñòâî Q îáëàäàëî ñ÷åòíûì áàçèñîì îêðåñòíîñòåé, ñîñòîÿùèì èç
âûïóêëûõ îáëàñòåé.

Äàëåå çàôèêñèðóåì ñ÷åòíûé áàçèñ îêðåñòíîñòåé (Qn)n∈N ìíî-
æåñòâà Q, ãäå Qn � âûïóêëûå îáëàñòè òàêèå, ÷òî Qn+1 ⊆ Qn,
n ∈ N. Ïóñòü A(Q) � ïðîñòðàíñòâî ðîñòêîâ âñåõ ôóíêöèé, àíàëè-
òè÷åñêèõ íà Q, ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà:
A(Q) :=ind n→A(Qn), ãäå A(Qn) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ ôóíê-
öèé, àíàëèòè÷åñêèõ â Qn.

Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M ⊆ C ñèìâîëîì HM îáîçíà÷èì
îïîðíóþ ôóíêöèþ M , ò. å. HM (z) := sup

t∈M
Re (zt), z ∈ C.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C,
ϕ � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà {z ∈ C : |z| < 1}
íà G. Äëÿ r ∈ (0, 1) ïóñòü Gr := ϕ({z ∈ C : |z| 6 r}). Êîìïàêòû Gr

âûïóêëû. Ïîëîæèì Hr := HGr , r ∈ (0, 1). Îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

DG(z) := lim
r→1−0

HG(z)−Hr(z)
1− r

∈ (0,+∞], |z| = 1.

Ïóñòü G � âûïóêëûé êîìïàêò â C, îòëè÷íûé îò òî÷êè, ψ � êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå {z ∈ C : |z| > 1} íà C\G òàêîå, ÷òî ψ(∞) = ∞.
Äëÿ r > 1 êîìïàêòû Gr := C \ ψ({z ∈ C : |z| > r}) âûïóêëû. Ïóñòü
Hr = HGr , r > 1. Îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

DG(z) := lim
r→1+0

Hr(z)−HG(z)
r − 1

∈ [0, +∞), |z| = 1.

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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Ïîëîæèì ω := (∂Q) ∩ Q, ω0 := (∂Q) \ ω; S := {z ∈ C : |z| = 1},
S0 := {z ∈ S :Re (tz) = HQ(z) äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ ω0}, Sω := S \ S0.

Âîçüìåì íåíóëåâóþ öåëóþ ôóíêöèþ a(z) :=
∑∞

k=0 akzk íóëåâî-
ãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1. Ïóñòü V (a) � ìíîæåñòâî íóëåé a. Îïåðà-
òîð a(D)f :=

∑∞
k=0 akf (k), f ∈ A(Q), ëèíåéíî è íåïðåðûâíî îòîá-

ðàæàåò A(Q) íà A(Q). Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î íåîáõîäèìûõ è äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ òîãî, ÷òî (ôèêñèðîâàííûé) äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè a(D) : A(Q) → A(Q) èìååò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàò-
íûé. Ýòè óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïå-
öèàëüíîãî ñåìåéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è ìíîæåñòâà âñåõ
ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (z/|z|)z∈V (a). Êðîìå òîãî, èç
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò

Òåîðåìà. Ïóñòü 0 ∈ int Q. Âñÿêèé íåíóëåâîé îïåðàòîð a(D) :
A(Q) → A(Q) èìååò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q îãðàíè÷åíî, ôóíêöèÿ Dint Q îãðàíè÷åíà íà
êàæäîì êîìïàêòå â S0 è ôóíêöèÿ 1/DQ îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè Sω â S.

Çàìå÷àíèå. à) Â ñòàòüå [1] óñòàíîâëåí êðèòåðèé òîãî, ÷òî ôèê-
ñèðîâàííûé íåíóëåâîé îïåðàòîð a(D) èìååò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ïðàâûé îáðàòíûé â ñëó÷àå, êîãäà Q îãðàíè÷åíî.

á) Çàäà÷à î íàëè÷èè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ïðàâîãî îáðàòíî-
ãî ê äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó a(D) ðåøåíà â [2] äëÿ êëàññà
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ Q ⊆ C, îáëàäàþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ëèòåðàòóðà
1. Ìåëèõîâ Ñ. Í. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåñ-

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ ñ ïðåïÿòñòâèåì, îòêðûòûì íà
ãðàíèöå // Èññëåäîâàíèÿ ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, òåîðèè îïåðàòîðîâ è ìà-
òåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ.�Âëàäèêàâêàç: ÂÍÖ ÐÀÍ, 2004.�Ñ. 141�162.

2. Melikhov S. N., Momm S. Analytic solutions of convolution equations on convex
sets with obstacle in the boundary // Math. Scand.�2000.�Vol. 86.�P. 293�319.
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Î ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ
È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â ÂÅÑÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
Ñ. Â. Áåñàåâà1

Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, LB(X) � àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X.
×åðåç lpα = lpα(Z, X), ãäå p ∈ [1,∞], îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî (äâóñòîðîííèõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x : Z→ X âåêòîðîâ èç X,
ñóììèðóåìûõ ñ âåñîì (âåñîâîé ôóíêöèåé) α : Z → (0,∞) ñ íîðìîé
‖x‖p, α =

( ∑
n∈Z

(
‖x(n)‖
α(n)

)p )1/p

ïðè p ∈ [1,∞), è îãðàíè÷åííûõ îòíîñè-

òåëüíî α ñ íîðìîé ‖x‖∞,α = sup
n∈Z

‖x(n)‖
α(n) ïðè p = ∞.

Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ sup
n∈Z

α(n−1)
α(n) <∞.

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åííîñòè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà
(îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà)

K : lpα → lpα, (K x)(n) = Bx(n− 1), n ∈ Z, x ∈ lpα,

ãäå îïåðàòîð B ∈ LB(X). Ïî âåñó α îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

κout(α) = lim
n→∞

(
sup
k∈Z

α(k)
α(k + n)

)1/n

,

κint(α) = lim
n→∞

(
inf
k∈Z

α(k)
α(k + n)

)1/n

.

Ïóñòü σ(B) = {λ1, . . . , λn} � ñïåêòð îïåðàòîðà B. Ðàññìîòðèì
ìîäóëè |λj |, 1 6 j 6 n, ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B è óïîðÿ-
äî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ: 0 6 r1 < r2 < . . . < rm.

Òåîðåìà 1. Ñïåêòð σ(K ) îïåðàòîðà K ∈ LB(lpα) ïðåäñòàâèì â
âèäå

σ(K ) =
m⋃

j=1

[
rj κint(α), rj κout(α)

]
T =

m⋃

j=1

[
κint(α),κout(α)

]
T(rj),

ãäå T(r) = {λ ∈ C : |λ| = r} è T = T(1).
1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L = − d

dt
+ A : D(L ) ⊂ Lp

α̃(R, X) → Lp
α̃(R, X), p ∈ [1,∞],

ãäå A ∈ LB(X), α̃ : R → (0,∞) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ
â âèäå α̃(t) = exp a(t), t ∈ R, è a � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ
ȧ = b ∈ L∞(R,R).

Òåîðåìà 2. Ñïåêòð îïåðàòîðà L : D(L ) ⊂ Lp
α̃ → Lp

α̃ äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå âèäà σ(L ) =

⋃m
j=1{λ ∈ C : λmin(b) + Re µj 6 Reλ 6

λmax(b) + Re µj}, åñëè σ(A) = {µ1, . . . , µm}.

Ëèòåðàòóðà
1. Áàñêàêîâ À. Ã. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íå-

îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ è
ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. Ìàò.�2009.�Ò. 73,
� 2.�C. 3�68.

2. Áàñêàêîâ À. Ã. Ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ // Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë.�
1996.�Ò. 30, � 3.�C. 1�11.
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ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÄÆÐÁÀØßÍÀ � ÍÅÐÑÅÑßÍÀ

Ô. Ò. Áîãàòûðåâà1

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

D
{γ0,γ1,...,γn}
0x u(x)− λu(x) = f(x), (1)

ãäå D
{γ0,γ1,...,γn}
0x = Dγn−1

0x D
γn−1
0x D

γn−2
0x . . . Dγ0

0x � îïåðàòîð äðîáíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïîðÿäêà α [1], Dγk

0x �
îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ðèìàíà � Ëèóâèë-
ëÿ [2, c. 9], α =

∑n
k=0 γk − 1, 0 < γk 6 1, x ∈]0, 1[, λ = const.

Îïðåäåëåíèå. Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ u = u(x) èç êëàññà

D
{γ0,γ1,...,γk}
0x u(x) ∈ C[0, 1], 0 6 k 6 n− 1,

D
{γ0,γ1,...,γn}
0x u(x) ∈ C]0, 1[,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1) â èíòåðâàëå ]0, 1[.
Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â èíòåðâàëå

]0, 1[, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

lim
x→0

D
{γ0,γ1,...,γk}
0x u(x) = uk, 0 6 k 6 n− 1, k 6= l, (2)

u(1) =

1∫

0

K(t)u(t) dt, (3)

ãäå K(t) ∈ C[0, 1] � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, l ∈ {0, . . . , n− 1}, uk = const.
Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) ∈ C ]0, 1[∩L ]0, 1[ è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Eα,γl
(λ)−

1∫

0

K(t) tγl−1Eα,γl
(λtα) dt 6= 0.

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.

79



Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3)
äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(x) =

x∫

0

f(t)(x− t)α−1Eα,α(λ(x− t)α) dt +
n−1∑

j=0

xµj−1Eα,µj (λxα)uj ,

ãäå µj =
∑j

i=0 γi, j = n− 1,

ul =

[
Eα,γl

(λ)−
1∫

0

K(t)tγl−1Eα,γl
(λtα) dt

]−1

×

×
[ 1∫

0

f(ξ)

1∫

ξ

K(t)(t− ξ)α−1Eα,α

(
λ(t− ξ)α

)
dt dξ−

−
1∫

0

f(t)(1− t)α−1Eα,α

(
λ(1− t)α

)
dt+

+
n−1∑
j=1
j 6=l

uj

( 1∫

0

K(t)tµj−1Eα,µj
(λtα) dt− Eα,µj

(λ)

)]
.

Ëèòåðàòóðà
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2003.�272 ñ.
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ËÈÍÅÉÍÛÉ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÉ ÏÐÀÂÛÉ ÎÁÐÀÒÍÛÉ
Ê ÎÏÅÐÀÒÎÐÓ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÐßÄÀÌÈ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÃÎ

ÐÎÑÒÀ ÂÁËÈÇÈ ÃÐÀÍÈÖÛ

Â. À. Âàðçèåâ1

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå èäåò ðå÷ü î õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé â ðÿäû ýêñïîíåíò ôóíêöèé f , àíàëèòè÷å-
ñêèõ â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé (ïëîñêîé) îáëàñòè è ïîëèíîìèàëü-
íîãî ðîñòà âáëèçè åå ãðàíèöû, îò f . Â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî
íåïðåðûâíîãî ïðàâîãî îáðàòíîãî ê îïåðàòîðó ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè
ýêñïîíåíò. Äëÿ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè â C (áåç îãðàíè÷åíèé íà èõ ðîñò) ýòà ¾ïðîáëåìà êîýôôèöè-
åíòîâ¿ ðåøåíà â ñòàòüå [1].

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C. Îïðåäåëèì (LB)-
ïðîñòðàíñòâî A−∞(G) àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðî-
ñòà âáëèçè ãðàíèöû G:

A−∞(G) :=
{

f ∈ A(G)
∣∣∣ ∃n ∈ N :

‖f‖n := sup
z∈G

|f(z)|(dist (z, ∂G)
)n

< ∞
}

.

Ïóñòü K � âûïóêëûé êîìïàêò â C; L � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) âñå íóëè λj , j ∈ N, ôóíêöèè L ïðîñòûå;
(b) ñóùåñòâóåò d > 0 òàêîå, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ Sj := {z : |z − µj | < d}, j ∈ N
(|µj | → ∞), òàêèõ, ÷òî êàæäûé êðóã Sj ñîäåðæèò ðîâíî îäèí íóëü
ôóíêöèè L è âíå

⋃
j∈N

Sj èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

ln |L(z)| = HG+K(z) + O(ln(1 + |z|)), |z| → ∞

(HG+K � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ G + K).
1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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Ïóñòü eλ(z) := exp(λz), λ, z ∈ C. Äëÿ n ∈ N ââåäåì (LB)-ïðîñò-
ðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Λ−∞G :=

{
c = (cj) ⊂ C

∣∣∣ ∃n ∈ N : ‖c‖n =
∞∑

j=1

|cj | expHG(λj)
(1 + |λj |)n

< ∞
}

(Λ−∞G � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c, äëÿ êîòîðûõ ðÿä∑∞
j=1 cj eλj

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â A−∞(G)). Îïåðàòîð ïðåäñòàâëå-
íèÿ R(c) :=

∑∞
j=1 cjeλj

ëèíåéíî è íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò Λ−∞G â
A−∞(G).

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ R : Λ−∞G → A−∞(G)
ñþðúåêòèâåí, ò. å. (eλj

)j∈N � àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà
â A−∞(G).

Îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ïðàâî-
ãî îáðàòíîãî ê ñþðúåêòèâíîìó îïåðàòîðó ïðåäñòàâëåíèÿ R : Λ−∞G →
A−∞(G) äàåò

Òåîðåìà 2. Åñëè intK 6= ∅, òî îïåðàòîð R : Λ−∞G → A−∞(G)
èìååò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé.

Ëèòåðàòóðà
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ON POSITIVE OPERATORS WITHOUT
INVARIANT SUBLATTICES

U. G�on�ull�u1

1. Introduction
There are many positive results in [1, ch. 10] whether a positive

operator on an in�nite-dimensional Banach lattice has a non-trivial,
closed invariant subspace. Specially, every positive compact operator
on Banach lattice has a non-trivial invariant closed sublattice. So, we
can ask whether a positive operator on an in�nite-dimensional Banach
lattice has a non-trivial, closed invariant sublattice. But, A. K. Kitover
and A. W. Wickstead have constructed in [3] examples of positive
operators on the Banach lattices c0, c, `p, and Lp (1 6 p < ∞)
without non-trivial closed invariant sublattices. It should be noted that
the operators constructed by Kitover and Wickstead have non-trivial
closed invariant subspaces. The purpose of this short note is to slightly
modify some of the examples given in [3] and obtain further examples of
positive operators without invariant sublattices. We will also show, via
an example again, that our approach of taking a multiple of one of the
shift operators does not work for both shifts. Moreover, these operators
have no invariant closed in�nite-dimensional sublattices, [4]. It should
also be noted that in the proofs of the main results of the present paper,
two well-known facts, namely the Kakutani � Krein Representation
Theorem and that any sublattice of the spaces `p (1 6 p < ∞), c0,
and c is characterized, are intrinsically used. Throughout the paper the
term ¾operator¿ will be synonimuous with ¾linear operator¿, and by a
non-trivial subspace/sublattice is meant one that is di�erent from {0}
and the whole space. For all unexplained notation and terminology, we
refer to [1].

2. De�nitions and heuristics

Before seeing the main results, we shall need some classical repre-
sentation theorems from operator theory along with their consequences.
That the space of all convergent sequences and the space of all continuous
functions on the one-point compacti�cation of the natural numbers are

1Turkey, 
Istanbul, 
Istanbul K�ult�ur University.
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lattice isometric is a very well-known fact, which we only state here as
the subject matter of the following proposition. Its proof can be found
in a standard functional analysis book.

Proposition 2.1. The Banach lattices c and C(N∗), where N∗ is the
one-point compacti�cation of the naturals N, are lattice isometric.

Using [2, Theorem 3] and Proposition 2.1, the closed sublattices of c
can easily be characterized as follows.

Corollary 2.2. Let H be a closed vector sublattice of c. Then one
of the following holds for all x := (xn)n∈N ∈ H:

(1) there exist α > 0 and m,n ∈ N such that xm = αxn;
(2) there exist α > 0 and m ∈ N such that xm = α lim

n→∞
xn;

(3) there exist α > 0 and m ∈ N such that lim
n→∞

xn = αxm.
Conversely, if some x ∈ c satis�es the equalities given in the constra-
ints (1), (2) and (3) above, then x belongs to H.

On the other hand, for the closed sublattices of `p (1 6 p < ∞) or c0,
we have the following result. Recall that two vectors x and y in a Riesz
space X are called disjoint if |x| ∧ |y| = 0.

Theorem 2.3 [4, Theorem 5.2]. Every closed sublattice of `p with
1 6 p < ∞ or c0 is the closed span of a �nite or in�nite sequence of
disjoint positive vectors.

Since c0 is a closed ideal in c, Corollary 2.2 and Theorem 2.3 readily
imply that for every x := (xn)n∈N ∈ H, where H is a proper closed
sublattice of `p (1 6 p < ∞) or c0, there exist α > 0 and m,n ∈ N such
that xm = αxn.

3. Main results

We will give now the main results of this note, following the same
lines of thought as in [3] in their proofs. It should be noted, and
is straightforward to check, that all the operators constructed in the
following theorems are positive. The operator given in Example 3.5 in [3]
is the sum of a backward and a forward shift operator. We will show
below that the conclusion therein still holds true if the forward shift
operator is made into a weighted forward shift operator, with a constant
weight is greater than or equal to 1.
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Example 3.1. Let X = `p (1 6 p < ∞) or c0, α > 1, and T be the
operator on X de�ned by

(Tx)n =

{
αxn−1 + xn+1, if n > 0;
x1, if n = 0.

Then there is no non-trivial closed T -invariant sublattice of X.
C By Example 3.5 in [3], one can assume that α > 1. We will show

that T does not have a positive eigenvector. Each element x ∈ X de�nes
a function f(z) =

∑∞
n=0 xnzn that is analytic on the open unit disc in

the complex plane. The action of T on X corresponds to the mapping
taking f to αzf(z) + (f(z)− f(0))/z. If x is positive and Tx = λx, then
0 6 λ 6 1 + α since ‖T‖ = 1 + α. We also have

αzf(z) +
f(z)− f(0)

z
= λf(z)

so that
f(z) =

f(0)
αz2 − λz + 1

.

Thus, by scaling and taking f(0) = α, one has f(z) = (z2 − (λ/α)z +
1/α)−1. For 0 6 λ 6 1+α, since at least one of the roots of z2−(λ/α)z+
1/α = 0 lies inside it, f has a pole in the open unit disc, contradicting
the fact that f is analytic. This shows that T has no positive eigenvector.

Now suppose that H is a non-trivial closed T -invariant sublattice of
X. First we show that there is no m such that xm = 0 for all x ∈ H.
If m = 0 then (Tx)0 = x1 = 0 for all x ∈ H so we may suppose that
m > 0. If there were such an m, then take x ∈ H+ and observe that
(Tx)m = αxm−1 +xm+1 = 0 so (as x > 0) xm−1 = xm+1 = 0. This must
also hold for all x = x+ − x− ∈ H. Proceeding inductively we see that
xp = 0 for all non-negative integers p so that H = {0}. Otherwise, if
H 6= X, there are m, n > 0 with m > n and γ > 0 such that xm = γxn

for all x ∈ H. We claim that if x ∈ H and x1, x2, . . . , xm are known
then x is speci�ed uniquely. Consider the statement P (p) that we can
express xk uniquely as a linear combination of term xj , with 1 6 j 6 m,
for all k 6 p. This is trivially true for p = m. Let us assume P (p).
Note that T p+1−mx ∈ H as H is T -invariant and that (T p+1−m(x))m

is a linear combination of xk for k 6 p + 1 with the coe�cient of xp+1

being 1. Similarly, (T p+1−m(x))n is a linear combination of xk for k 6
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p+n+1−m. As (T p+1−m(x))m = γ(T p+1−m(x))n we can solve for xp+1

in terms of xk for k 6 p and hence express xp+1 as a linear combination
of xk for 1 6 k 6 m. That is, we have proved P (p + 1). It follows that
H is �nite-dimensional. But now Theorem 8.11 of [1] tells us that T has
a positive eigenvector, which we already know to be false. B

The argument in Example 3.1 is no longer true if X = c, as c0 is a
non-trivial closed ideal in that case. Interestingly, if the backward shift
operator becomes a weighted backward shift with a constant weight is
greater than 1, the conclusion of Example 3.1 still cease to exist. The
following result illustrates this fact.

Example 3.2. Let X = `p (1 6 p < ∞) or c0, α > 1, and T be the
operator on X de�ned by

(Tx)n =

{
xn−1 + αxn+1, if n > 0;
αx1, if n = 0.

Then T has a positive eigenvector, and consequently T has a non-trivial
closed invariant sublattice.

C We can easily show that 2
√

α is an eigenvalue of T with the
corresponding eigenvector x = {(n + 1)/α

n+2
2 }. Therefore span {x} is

a non-trivial closed T -invariant sublattice of X. B
The following is a weighted-shift-variant of Example 3.6 in [3] and

technique of the proof is same.
Example 3.3. Let X = c, α > 1, and T be the operator on X de�ned

by

(Tx)n =

{
αxn−1 + xn+1 + x0, if n > 0;
x1 + x0, if n = 0.

Then there is no non-trivial closed T -invariant sublattice of X.
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Î ÃÐÀÔÀÕ, Â ÊÎÒÎÐÛÕ ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÂÅÐØÈÍ
ßÂËßÞÒÑß ÏÑÅÂÄÎÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÌÈ

ÃÐÀÔÀÌÈ ÄËß GQ(3, t), t ∈ {3, 5}

À. Ê. Ãóòíîâà1, À. À. Ìàõíåâ2

Ìû ðàññìàòðèâàåì íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàò-
íûõ ðåáåð. Äëÿ âåðøèíû a ãðàôà Γ ÷åðåç Γi(a) îáîçíà÷èì i-îêðåñò-
íîñòü âåðøèíû a, ò. å. ïîäãðàô, èíäóöèðîâàííûé Γ íà ìíîæåñòâå
âñåõ âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i îò a. Ïîëîæèì Γ(a) =
Γ1(a), a⊥ = {a} ∪ Γ(a). Åñëè ãðàô Γ çàôèêñèðîâàí, òî âìåñòî Γ(a)
áóäåì ïèñàòü [a]. Äëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí X ãðàôà Γ ÷åðåç X⊥ îáî-
çíà÷èì

⋂
x∈X x⊥. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî ñëîâî ¾ïîäãðàô¿

áóäåò îçíà÷àòü ¾èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô¿. Ïóñòü ki = |Γi|.
Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ. Ãðàô Γ íàçîâåì ëîêàëüíî

F -ãðàôîì, åñëè [a] ëåæèò â F äëÿ ëþáîé âåðøèíû a ãðàôà Γ.
Ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âåðøèí â åå îêðåñòíîñòè.

Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñòåïåíè k, åñëè ñòåïåíü ëþáîé âåð-
øèíû a èç Γ ðàâíà k. Ãðàô Γ íàçîâåì ðåáåðíî ðåãóëÿðíûì ñ ïàðà-
ìåòðàìè (v, k, λ), åñëè îí ñîäåðæèò v âåðøèí, ðåãóëÿðåí ñòåïåíè k
è êàæäîå åãî ðåáðî ëåæèò â λ òðåóãîëüíèêàõ. Ãðàô Γ � âïîëíå ðå-
ãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ, µ), åñëè îí ðåáåðíî ðåãóëÿðåí
c ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè è [a]∩ [b] ñîäåðæèò µ âåðøèí äëÿ
ëþáûõ äâóõ âåðøèí a, b, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 â Γ. Âïîëíå
ðåãóëÿðíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì ãðàôîì, åñëè îí
èìååò äèàìåòð 2.

Ñèñòåìà èíöèäåíòíîñòè ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê P è ìíîæåñòâîì
ïðÿìûõ L íàçûâàåòñÿ α-÷àñòè÷íîé ãåîìåòðèåé ïîðÿäêà (s, t), åñëè
êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò s + 1 òî÷êó, êàæäàÿ òî÷êà ëåæèò íà t + 1
ïðÿìîé, ëþáûå äâå òî÷êè ëåæàò íå áîëåå ÷åì íà îäíîé ïðÿìîé è äëÿ
ëþáîãî àíòèôëàãà (a, L) ∈ (P, L ) íàéäåòñÿ òî÷íî α ïðÿìûõ, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç a è ïåðåñåêàþùèõ L (îáîçíà÷åíèå pGα(s, t) èëè pGα).
Â ñëó÷àå α = 1 ãåîìåòðèÿ íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ÷åòûðåõóãîëü-
íèêîì è îáîçíà÷àåòñÿ GQ(s, t). Òî÷å÷íûé ãðàô ãåîìåòðèè pGα(s, t)
ñèëüíî ðåãóëÿðåí ñ v = (s+1)(1+st/α), k = s(t+1), λ = s−1+t(α−1),

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà.

2Ðîññèÿ, Åêàòåðèíáóðã, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓÐÎ ÐÀÍ.
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µ = α(t + 1). Ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè íàçû-
âàåòñÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêèì ãðàôîì äëÿ pGα(s, t).

Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëèñü ãðàôû, â êîòîðûõ îêðåñòíîñòè âåð-
øèí ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêèìè ãðàôàìè äëÿ pGs−2(s, t). Â
ýòîé ðàáîòå îñòàëèñü íåèññëåäîâàííûìè ñëó÷àè t = 3, t = 5. Çàìå-
òèì, ÷òî ëîêàëüíî GQ(3, t)-ãðàôû áûëè êëàññèôèöèðîâàíû â ðàáî-
òå [2]. Â òàêèõ ãðàôàõ îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû � îáúåäèíåíèå
èçîëèðîâàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí, êðàòíûì 3. Â
äàííîé ðàáîòå êëàññèôèöèðîâàíû ñâÿçíûå âïîëíå ðåãóëÿðíûå ëî-
êàëüíî ïñåâäî GQ(3, 3)- è GQ(3, 5)-ãðàôû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì âïîëíå ðåãóëÿðíûì ãðà-
ôîì, â êîòîðîì îêðåñòíîñòè âåðøèí ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêè-
ìè ãðàôàìè äëÿ GQ(3, 3). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

(1) äèàìåòð Γ ðàâåí 2, è Γ èìååò ïàðàìåòðû (176, 40, 12, 8) èëè
(95, 40, 12, 20);

(2) äèàìåòð Γ ðàâåí 3, è ëèáî µ = 10 è |Γ| = 151, ëèáî µ = 12 è
|Γ| = 133.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì âïîëíå ðåãóëÿðíûì ãðà-
ôîì, â êîòîðîì îêðåñòíîñòè âåðøèí ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêè-
ìè ãðàôàìè äëÿ GQ(3, 5). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

(1) äèàìåòð Γ ðàâåí 2, Γ èìååò ïàðàìåòðû (245, 64, 18, 16) è ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ 8,−6 êðàòíîñòåé 100, 144;

(2) µ = 20, k2 = 144 è k3 6 4;
(3) µ = 18, k2 = 160 è k3 6 16.

Ëèòåðàòóðà
1. Ãóòíîâà À. Ê., Ìàõíåâ À. À. Î ãðàôàõ, â êîòîðûõ îêðåñòíîñòè âåðøèí ÿâëÿ-

þòñÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêèìè ãðàôàìè äëÿ pGs−2(s, t) // Äîêë. ÐÀÍ.�2010.�
Ò. 431, � 3�Ñ. 471�475.

2. Haemers W., Spence E. The pseudo-geometric graphs for generalized quadrangles
of order (3, t) // Eur. J. Comb.�2001.�Vol. 22, � 6.�P. 839�845.
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ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÝÉËÅÐÀ
ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ
Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

À. Ì. Äèëüìóõàìåòîâà1, Â. Â. Íàïàëêîâ2

Â ðàáîòå Ë. Ýéëåðà [1] äëÿ ñëó÷àÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè P

(
d
dx

)
u, ãäå

P � íåòðèâèàëüíûé ìíîãî÷ëåí, ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç
ÿäðà òàêîãî îïåðàòîðà åñòü êîíå÷íàÿ ñóììà ýêñïîíåíöèàëüíî-ïîëè-
íîìèàëüíûõ ðåøåíèé:

u(x) =
∑

P(λ)=0,
λ∈C

qλ(x) expλx, x ∈ (R),

ãäå qλ � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ñòðîãî ìåíüøåé êðàòíîñòè êîðíÿ λ. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíûì ïðèíöèïîì Ýéëåðà.
Â 1960 ã. Ë. Ýðåíïðàéñ [2] ïåðåíåñ ýòîò ðåçóëüòàò íà äèôôåðåíöè-
àëüíûå îïåðàòîðû ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ óêàçàííûé ïðèíöèï òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [3, 4].

Íàìè ââåäåíû è èçó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ îáîá-
ùåííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
è äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèí-
öèï.

Îáîáùåííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà l = (l1, l2, . . . , ln),
ïîðîæäåííîé íàáîðîì ìíîãî÷ëåíîâ {pj(w)}n

j=0 öåëîé ôóíêöèè
f(z) =

∑∞
‖k‖=0 akzk íàçîâåì îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó:

Dlf =
1
zl

∞∑

k1=l1

∞∑

k2=l2

. . .

∞∑

kn=ln

ak P l1
1 (k1)P l2

2 (k2) . . . P ln
n (kn),

ãäå P
lj
j (w) = pj(w)pj(w − 1)pj(w − lj + 1).

1Ðîññèÿ, Óôà, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
2Ðîññèÿ, Óôà, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ñ âû÷èñëèòåëüíûì öåíòðîì ÓÍÖ ÐÀÍ.
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Ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Dl ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
g(λ, z) = g1(λ1z1) g2(λ2z2) . . . gn(λnzn) =

=
n∏

j=1

(
1 +

∞∑

kj=1

(zjλj)kj

pj(1) pj(2) . . . pj(kj)

)
.

Âûáåðåì íåõàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð N ∈ Cn äëÿ P. ∂N �
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ãîëîìîðôíóþ â îá-
ëàñòè U ∈ Cn ôóíêöèþ f :

(∂Nf)(z) =
d

dλ
f(z + λN)

∣∣∣
λ=0

, z ∈ U.

Ðàçëîæèì P íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû: P = P l1
1 P l2

2 . . . P lr
r .

Vi = {z ∈ Cn : Pi(z) = 0, (∂NPi)(z) 6= 0, Pj(z) 6= 0, j 6= i} �
íóëåâîå ìíîãîîáðàçèå ìíîãî÷ëåíà Pi.

HK(ξ) = max{〈x, ξ〉, x ∈ K, ξ ∈ Rn} � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ êîìïàê-
òà K.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò kerP(Dx) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

u(x) =
r∑

i=1

li−1∑

j=0

∫

Vi

∂Ng(x, z) dµij(z), x ∈ Ω,

ñ ìåðàìè Ðàäîíà, êîòîðûå èìåþò íîñèòåëÿìè Vi è äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîëîæèòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè w íà Cn òàêîé, ÷òî
(1 + |z|)M exp{HK{Re z}} = o(w(z)), |z| → ∞ äëÿ ëþáîãî M è
ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂⊂ Ω, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫
Vi

w(z) dµij(z) < +∞, i = 1, . . . , r, j = 0, 1, . . . , li − 1.

Ëèòåðàòóðà
1. Euler L. Determinatio orbitae cometae qui mense Martio huius anni 1742 potis-

simum fuit observatus // Miscellanea Berolinensis.�1743.�Vol. 7.�P. 1�90.
2. Ehrenpreis L. A Fundamental principle for systems of linear differential equations

with constant coe�cients, and some of its applications // Proc. Intern. Symp.
Linear Spaces.�Jerusalem, 1960.�P. 161�174.

3. Ïàëàìîäîâ Â. Ï. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.�Ì.: Íàóêà, 1967.�488 ñ.

4. Õ�åðìàíäåð Ë. Àíàëèç ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè. Ò. 2. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.�Ì.: Ìèð, 1986.�455 ñ.
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Î ÊÐÀÉÍÈÕ ÒÎ×ÊÀÕ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ
È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈßÕ

Ì. À. Çåìáàòîâà1

Âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîì àíàëèçå çàíèìàåò çàäà÷à îïèñà-
íèÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà êàê ñîâîêóïíîñòè âñåõ âçâåøåííûõ ñóìì
(áàðèöåíòðîâ) íåêîòîðîãî ìàëîãî è óäîáíî îïèñûâàåìîãî ïîäìíîæå-
ñòâà. Òàêîå îïèñàíèå äàåò åäèíîîáðàçíûé ïîäõîä ê ðÿäó çàäà÷, óñòà-
íîâëåííûõ ïåðâîíà÷àëüíî â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ðàçëè÷íûìè ìå-
òîäàìè, çàòåìíÿþùèìè èõ îáùåå ïðîèñõîæäåíèå. Äëÿ òåîðèè îïòè-
ìèçàöèè çíà÷åíèå êðàéíèõ òî÷åê ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ ìîæåò äîñòèãàòü ñâîåãî ìàêñèìóìà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå íå
â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, à òîëüêî â êðàéíèõ òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Êðàéíèå òî÷êè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ è â ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, òàê êàê âèä êðàéíèõ òî÷åê çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî øàðà
ñîäåðæèò âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ãåîìåòðè÷åñêîì ñòðîåíèè áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà.

Öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû Áèðêãîôà î ïðåä-
ñòàâëåíèè äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, èñïîëüçóþùåå òåîðåìó
Ìèíêîâñêîãî è ÿâíûé âèä êðàéíèõ òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâå ìàòðèö.

1. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþ-
áûìè ñâîèìè äâóìÿ òî÷êàìè îíî ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé èõ îòðå-
çîê, ò. å. äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ M , λ1, λ2 ∈ R+, λ1 + λ2 = 1, âåðíî
λ1x1+λ2x2 ∈ M . Ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ
äàííîå ìíîæåñòâî M , íàçûâàþò âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà M
è îáîçíà÷àþò ño (M). Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè óòâåðæäàåò, ÷òî â ïðî-
ñòðàíñòâå X = Rn ëþáóþ òî÷êó ñî (M) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå ÷åì n + 1 òî÷åê èç M [3].

2. Òî÷êà x âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷-
êîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêèõ òî÷åê x1, x2 ∈ M , x1 6= x2, ÷òî
1
2 x1 + 1

2 x2 = x (ò. å. êðàéíÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íå ìîæåò
áûòü ñåðåäèíîé îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò â ýòîì ìíîæåñòâå).
Ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê M îáîçíà÷àþò ext (M).

Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî. Êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî C â
RN ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ñâîèõ êðàéíèõ
òî÷åê: C = co (ext (C)).

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà.
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3. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = [aij ] n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ äâà-
æäû ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè âñå åå ñòðî÷íûå è ñòîëáöîâûå ñóììû
ðàâíû 1, ò. å.

∑n
i=1 aij = 1 (j = 1, . . . , n) è

∑n
j=1 aij = 1 (i = 1, . . . , n).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ñëåäñòâèå òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî [2].
Òåîðåìà Áèðêãîôà. Ìàòðèöà A ∈ Mn = Mn(R) ÿâëÿåòñÿ äâà-

æäû ñòîõàñòè÷åñêîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòî-
ðîãî N < ∞ ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P1, . . . , PN ∈ Mn è
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà α1, . . . , αN ∈ R òàêèå, ÷òî α1 + . . . + αN = 1 è
A = α1P1 + . . . + αNPN . Ïðè ýòîì N 6 n2 − 2n + 2.

4.Ïóñòü òåïåðü E � ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ åäèíèöåé 1 è
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Mn(E) âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ðàçìåðà n × n íàä E (ñì. [1]). Òàêèì îáðàçîì, A = [aij ] ∈ Mn(E)
îçíà÷àåò, ÷òî aij ∈ E (i, j = 1, . . . , n). Ìàòðèöó A íàçîâåì äâàæäû
ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè îíà ïîëîæèòåëüíà (aij > 0) è

n∑

i=1

aij = 1 (j = 1, . . . , n),
n∑

j=1

aij = 1 (i = 1, . . . , n).

Íàáîð e1, . . . , em ∈ E ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàþò
êîíå÷íûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû â E, åñëè e1+. . .+em = 1. Äâàæäû
ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó íàä E íàçîâåì ìàòðèöåé ïåðåìåøèâàíèÿ,
åñëè â íåé ñòðîêè è ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ðàçëîæåíèÿìè
åäèíèöû â E.

5. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Áèðêãîôà. Ìàòðèöà A ∈ Mn(E) ÿâ-
ëÿåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðåìåøèâàíèÿ
P1, . . . , PN ∈ Mn(E) è ïîëîæèòåëüíûå îðòîìîðôèçìû α1, . . . , αN ∈
Orth (E) òàêèå, ÷òî α1 + . . . + αN = IE è A = α1 ◦P1 + . . . + αN ◦PN ,
ãäå α ◦ [aij ] = [α(aij)].

Ëèòåðàòóðà
1. Êóñðàåâ À. Ã., Êóòàòåëàäçå Ñ. Ñ. Ñóáäèôôåðåíöèàëû. Òåîðèÿ è ïðèëîæå-

íèÿ.�Ì.: Íàóêà, 2007.�560 ñ.
2. Ëàíêàñòåð Ï. Òåîðèÿ ìàòðèö.�Ì.: Íàóêà, 1973.�280 ñ.
3. Ðîêàôåëëàð Ð. Âûïóêëûé àíàëèç.�Ì.: Ìèð, 1973.�469 ñ.
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Î ÏÎËÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

Ï. À. Èâàíîâ1

×åðåç Λ1(α) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñòåïåííûõ ðÿäîâ êîíå÷íîãî
òèïà

Λ1(α) :=

{
(ck)k∈N ⊂ C : ‖ck‖m :=

∞∑

k=1

|ck|e−αk/m < +∞ ∀m ∈ N
}

,

ãäå (αk)k∈N � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë, lim

n→∞
αk = +∞. Λ1(α) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ ôóí-

äàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì ‖ · ‖m, m ∈ N.
Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(Xq)k := e−qk, Re q > 0, q ∈ C,

(Yn)k := kn−1e−k, k, n ∈ N.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Xq ∈ Λ1(α) äëÿ ëþáîãî q òàêîãî, ÷òî Re q > 0, è

Yn ∈ Λ1(α) äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Ñîãëàñíî [1] ïîäìíîæåñòâî X ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà

E íàçûâàåòñÿ ïîëíûì (ôóíäàìåíòàëüíûì) â E, åñëè çàìûêàíèå ëè-
íåéíîé îáîëî÷êè X â E ñîâïàäàåò ñ E.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå ñåìåéñòâ (Xq)Re q>0 è (Yn)n∈N â
ïðîñòðàíñòâå Λ1(α).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâà (Xq)Re q>0, è (Yn)n∈N ïîëíû â ïðîñòðàí-
ñòâå Λ1(α).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçîâàëñÿ èçâåñòíûé êðè-
òåðèé Áàíàõà ïîëíîòû [1]:

Ïóñòü E � îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, E′ �
òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ê E. Ìíîæåñòâî Q ⊆ E ïîëíî â E òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ: åñëè f ∈
E′, f

∣∣
Q

= 0, òî f ≡ 0.

Ëèòåðàòóðà
1. Ýäâàðäñ Ð. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ.�Ì.: Ìèð,

1969.�1071 ñ.

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.

93



Î ÏÐÎÁËÅÌÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÔÐÅØÅ
ÁÅÇ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÍÎÐÌÛ

Î. À. Èâàíîâà1

Ñèìâîëîì ω îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ ÷èñëîâûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ òîïîëîãèåé ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè, çàäàí-
íîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ïðåäíîðì

rk(x) := max
16n6k

|xn|, x = (xn)n∈N ∈ ω, k ∈ N.

Äëÿ ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà E ÷åðåç E′ îáîçíà÷èì òî-
ïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ê E ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü E � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, ϕn ∈ E′, n ∈ N. Â 1936 ã. Àéäåëü-
õàéò [1] óñòàíîâèë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë c = (cn)n∈N ∈ ω ýëåìåíòà
x ∈ E òàêîãî, ÷òî

ϕn(x) = cn, n ∈ N.

Ñ òåõ ïîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ϕn)n∈N ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèîíàëîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì ñòàëè íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè Àéäåëüõàéòà.

Îïðåäåëåíèå ([2, 3]). Ïóñòü E � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, ϕn ∈ E′,
n ∈ N. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ϕn)n∈N íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ Àéäåëüõàéòà (â E′), åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ ω ñóùåñòâóåò x ∈ E
òàêîå, ÷òî ϕn(x) = an äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Åñëè ϕn ∈ E′, n ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àéäåëüõàéòà, òî îïå-
ðàòîð R : x 7→ (ϕj(x))∞j=1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ñþðúåê-
òèâíûì îòîáðàæåíèåì E â ω.

Òàê êàê ïðîñòåéøèì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàëè÷èÿ ëèíåéíîãî
íåïðåðûâíîãî ïðàâîãî îáðàòíîãî (ËÍÏÎ) ê îïåðàòîðó R ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêòèâíîñòü R, òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñó-
ùåñòâîâàíèè ËÍÏÎ ê R : E → ω, ò. å. òàêîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâ-
íîãî îïåðàòîðà Π : ω → E, ÷òî R ◦Π(c) = c äëÿ ëþáîãî c ∈ ω.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå íåáàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî Ôðåøå E îáëàäàåò ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì, èçîìîðôíûì
ïðîñòðàíñòâó ω.

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1. Ïóñòü E � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Àéäåëüõàéòà ϕn ∈ E′, n ∈ N, òàêàÿ, ÷òî îïåðàòîð R èìååò
ËÍÏÎ, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â E íå ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîé íîðìû.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå E íå ñóùåñòâó-

åò íåïðåðûâíîé íîðìû, òî E îáëàäàåò äîïîëíÿåìûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì, èçîìîðôíûì ω.

Çàìå÷àíèå. Â. Ï. Êîíäàêîâ îáðàòèë âíèìàíèå àâòîðà íà òî, ÷òî
â ðàáîòàõ [4, 5] ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî (äðóãèì ñïîñîáîì) ñëåäñòâèå 1.
Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííîãî â [4], ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðå-
ìà 1 ìîæåò áûòü äîêàçàíà òàêæå ìåòîäîì, èñïîëüçîâàííûì â [4].

Ëèòåðàòóðà
1. Eidelheit M. Zur theorie der systeme linearer gleichungen // Studia Math.�

1936.�� 6.�P. 139�148.
2. Vogt D. On two problems of Mityagin // Math. Nachr.�1989.�� 141.�P. 13�25.
3. Ìèòÿãèí Á. C. Àïïðîêñèìàòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü è áàçèñû â ÿäåðíûõ ïðîñò-

ðàíñòâàõ // Óñïåõè ìàò. íàóê.�1961.�Ò. 16, � 4.�Ñ. 63�132.
4. Bessaga C., Pelczynski A. On a class B0-spaces // Bull. Acad. Pol. Sci. Cl.�

1957.�Vol. III, � 5.�P. 375�377.
5. Rolewicz S. Metric linear spaces.�Warszawa: PWN � Polish Sci. Publ., 1984.
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Î ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÕ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
Ñ ÊÐÀÒÍÛÌ ÑÏÅÊÒÐÎÌ

C. B. Êåëåõñàåâà1

Ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà ââåäåíî â ìîíîãðàôèè [1]. Â
ýòîé æå ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà î âîç-
ìóùåíèÿõ íåîãðàíè÷åííûõ ñïåêòðàëüíûõ îïåðàòîðîâ îãðàíè÷åííû-
ìè. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ýòîé òåîðåìå èãðàåò òî, ÷òî ñïåêòð âîç-
ìóùàåìîãî ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,
ïðîñòîé, ò. å. êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî
îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Ïóñòü T : D(T ) ⊂ H → H � ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð â ñåïàðà-
áåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé êîòîðîãî ìîæåò èìåòü êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàç-
ìåðíîñòüþ áîëüøåé åäèíèöû. ×åðåç λk áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçëè÷íûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà T , ò. å. σ(T ) = {λk}∞k=1. Ââåäåì âå-
ëè÷èíû dk = ρ(λk, σ(T ) \ λk) � ðàññòîÿíèå îò λk äî îñòàëüíîé ÷àñòè
ñïåêòðà. Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå îïåðàòîðà T ïðîèçâîëüíûì îãðà-
íè÷åííûì îïåðàòîðîì B. Âåðíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü κk = dim(Lk) � ðàçìåðíîñòü êîðíåâîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà Lk, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk.
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

κ = sup
k
κk < +∞ è

∞∑

k=1

d−2
k < +∞.

Òîãäà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà T + B îáðàçóþò áàçèñ
Ðèññà [2] èç ïîäïðîñòðàíñòâ â H, ò. å. îí ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé äîêàçà-
òåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû î âîçìóùåíèÿõ ñïåêòðàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ â ìîíîãðàôèè [1].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð T ,
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

Ty = −y′′, 0 < x < 1, y(0) = 0, y′(0) = y′(1). (1)

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà.
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Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (1) èçó÷åíû â ðàáîòå [3]. Â
÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð σ(T ) îïåðàòîðà T ñîñòîèò èç ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk = (2kπ)2 (k = 0, 1, 2, . . .),
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíê-
öèé: ϕ0(x) = x, ϕ2k−1(x) = sin (2πkx), ϕ2k(x) = x cos (2πkx), k ∈ N.
Ïðè÷åì, Tϕ2k−1 = λkϕ2k−1, Tϕ2k = λkϕ2k + pkϕ2k−1, pk = 4kπ.
Ò. å. ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 = 0 ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñîáñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ϕ0, à êàæäîìó íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk,
k ∈ N, ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñîáñòâåííàÿ ϕ2k−1 è îäíà ïðèñîåäèíåííàÿ
ôóíêöèÿ ϕ2k.

Äëÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è T ∗y = −y′′, y′(1) = 0, y(0) = y(1), èìååì
ψ0 = 2, ψ2k−1(x) = 4(1 − x) sin (2πkx), ψ2k = 4x cos (2πkx), k ∈ N,
ãäå T ∗ψ2k = λkψ2k, T ∗ψ2k−1 = λkψ2k−1 + pkψ2k, pk = 4kπ, k ∈ N,
ò. å. ÷åðåç ψ2k−1 îáîçíà÷åí ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð, à ÷åðåç ψ2k �
ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk.
Ïðè òàêîé íóìåðàöèè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè
(ϕi, ψj) = δij . Ñïðàâåäëèâà [3]

Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕ0, ϕ2k−1, ϕ2k (k ∈ N)
îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð (1) ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì. Ñïåêòðàëü-
íûì, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, áóäåò òàêæå è îïåðàòîð

Ty = −y′′ + q, 0 < x < 1, y(0) = 0, y′(0) = y′(1), (2)

ãäå q ∈ L2(0, 1).
Íà ñàìîì äåëå îïåðàòîð (1) óäîâëåòâîðÿåò áîëåå æåñòêèì òðåáî-

âàíèÿì, ÷åì ñïåêòðàëüíîñòü: ñèñòåìà åãî êîðíåâûõ âåêòîðîâ îáðàçó-
åò áàçèñ Ðèññà. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà âåðíà

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà (2) îáðàçóåò
áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1).

Ëèòåðàòóðà
1. Äàíôîðä Í., Øâàðö Ä. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ. Ò. III. Ñïåêòðàëüíûå îïåðàòî-

ðû.�Ì.: Ìèð, 1974.�663 ñ.
2. Ãîõáåðã È. Ö., Êðåéí Ì. Ã. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñàìîñîïðÿæåííûõ

îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.�Ì.: Íàóêà, 1965.�448 c.
3. Èîíêèí Í. È. Ðåøåíèå îäíîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè ñ

íåêëàññè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.�1977.�Ò. 13,
� 2.�C. 294�304.
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ÎÁ ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÄÐÎÁÍÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Â

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ Ã�ÅËÜÄÅÐÎÂÎÑÒÈ

Å. Ñ. Êî÷óðîâ1

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äðîáíûå èíòåãðàëû

Iα(·)
a+ f(x) =

1
Γ[α(x)]

x∫

a

f(t) dt

(x− t)1−α(x)

è äðîáíûå ïðîèçâîäíûå

Dα(·)
a+ f(x) =

f(x)
Γ[1− α(x)](x− a)α(x)

+
α(x)

Γ[1− α(x)]

x∫

a

f(x)− f(t)
(x− t)1+α(x)

dt

ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà α(x). Âåçäå äàëåå ñèìâîëîì H
λ(x)
0 ([a, b]) ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó
Ã�åëüäåðà Hλ(x)([a, b]) ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü
â òî÷êå a.

Â ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû òåîðåìû î äåéñòâèè îïåðàòîðîâ äðîáíî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ã�åëüäåðà
H

λ(x)
0 ([a, b]), 0 < min

x∈[a,b]
λ(x) 6 λ(x) 6 1, è ïîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Dα(·)
a+ Iα(·)

a+ = I + L,

ãäå L � êîìïàêòíûé â H
λ(x)
0 ([a, b]) îïåðàòîð. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:
1) 0 < inf

x∈[a,b]
α(x) 6 sup

x∈[a,b]

α(x) 6 inf
x∈[a,b]

λ(x) 6 λ(x) 6 1 äëÿ ëþáî-

ãî x ∈ [a, b];
2) α ∈ C1([a, b]);
3) |λ(y)− λ(x)| 6 A

ln N
|x−y|

, x, y ∈ [a, b], A > 0, N > b− a;

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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4) sup
x∈[a,b]

[λ(x) + α(x)] < 1,

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Dα(·)
a+ Iα(·)

a+ = I + L,

ãäå L � êîìïàêòíûé â H
λ(x)
0 ([a, b]) îïåðàòîð.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû îïåðàòîð
Iα(·)
a+ îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå H

λ(x)
0 ([a, b]) ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïàêòíîãî

â H
λ(x)
0 ([a, b]) îïåðàòîðà.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî ðàíåå

(ñì., íàïðèìåð, [1]) àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ äðîáíûõ èíòåãðà-
ëîâ è äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîñòîÿííîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ
ïåðåìåííîé ã�åëüäåðîâîñòè. Â ðàáîòàõ [2] è [3] àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Lp.

Ëèòåðàòóðà
1. Ãèíçáóðã À. È., Êàðàïåòÿíö Í. Ê. Äðîáíîå èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèå â

ã�åëüäåðîâñêèõ êëàññàõ ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà // Äîêë. ÐÀÍ.�1994.�Ò. 339,
� 4.�Ñ. 439�441.

2. Samko S. G. Fractional integration and di�erentiation of variable order // Anal.
Mat.�1995.�Vol. 21.�Ñ. 213�236.

3. Samko S. G. Di�erentiation and integration of variable order and the spaces
Lp(x) // Contemporary Math.�1998.�Vol. 212.�Ñ. 203�219.
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ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÅ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎ ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÅ
ÏÎËÈÍÎÌÛ Â ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÐÅØÅÒÊÀÕ

Ç. À. Êóñðàåâà1

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé îðòîãîíàëüíî àääè-
òèâíûé îãðàíè÷åííûé îäíîðîäíûé ïîëèíîì, äåéñòâóþùèé èç ðàâíî-
ìåðíî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêè â êâàçèïîëíîå ëîêàëüíî âûïóêëîå
ïðîñòðàíñòâî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæå-
íèÿ ñòåïåííîãî òèïà è îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Íåîáõî-
äèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê èìåþòñÿ â [1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü E è F � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è s �
öåëîå ÷èñëî, s > 1. Îòîáðàæåíèå P : E → F íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì
ïîëèíîìîì ñòåïåíè s (èëè s-îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì), åñëè ñóùå-
ñòâóåò s-ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ : Es → F (íàçûâàåìûé ïîðîæäàþ-
ùèì äëÿ P ) òàêîé, ÷òî P (x) = ϕ(x, . . . , x), x ∈ E.

Âñþäó íèæå E � àðõèìåäîâà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, à F � âåùå-
ñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2. Îäíîðîäíûé ïîëèíîì P : E → F íàçûâàþò
îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ E èç |x| ∧ |y| = 0
ñëåäóåò P (x + y) = P (x) + P (y).

Îïðåäåëåíèå 3. s-Ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ : E1 × · · · × Es → G,
ãäå G � åùå îäíà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, íàçûâàåòñÿ ðåøåòî÷íûì s-
ìîðôèçìîì, åñëè îòîáðàæåíèå xi 7→ ϕ(x1, . . . , xi, . . . , xs) (xi ∈ Ei)
åñòü ðåøåòî÷íûé ãîìîìîðôèçì èç Ei â G äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , s.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïàðà (E¯s ,¯s) íàçûâàåòñÿ s-îé ñòåïåíüþ E
(1 < s ∈ N), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ [3]:

(1) E¯s � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà;
(2) ¯s : Es → E¯s � ñèììåòðè÷íûé ðåøåòî÷íûé s-ìîðôèçì;
(3) äëÿ ëþáîé àðõèìåäîâîé âåêòîðíîé ðåøåòêè G è ëþáîãî ñèì-

ìåòðè÷íîãî ðåøåòî÷íîãî s-ìîðôèçìà ϕ : Es → G ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ðåøåòî÷íûé ãîìîìîðôèçì S : E¯s → G òàêîé, ÷òî
S ◦ ¯s = ϕ (ñì. [3]).

Îïðåäåëåíèå 5. Ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò
êâàçèïîëíûì, åñëè â íåì ïîëíî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî [4].

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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Îïðåäåëåíèå 6. Îïåðàòîð P èç âåêòîðíîé ðåøåòêè E â ëî-
êàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî F íàçîâåì îãðàíè÷åííûì, åñëè îáðàç
P (B) ëþáîãî ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ E ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì â F .

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç E â
F îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Lb(E, F ), à ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ
s-îäíîðîäíûõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ ïîëèíîìîâ èç E â F � ñèì-
âîëîì Po(sE,F ). Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì [2, òåîðåìà 2.3].

Òåîðåìà. Ïóñòü E � ðàâíîìåðíî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà,
F � êâàçèïîëíîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî îðòîãîíàëüíî àääèòèâíîãî ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîãî s-îäíîðîä-
íîãî ïîëèíîìà P : E → F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð S := SP èç Es¯ â F òàêîé, ÷òî P = S ◦ ¯s ◦Ds:

P (x) = S(xs¯) = S(x¯ · · · ¯ x︸ ︷︷ ︸
s ðàç

) (x ∈ E).

Îòîáðàæåíèå P 7→ SP ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Po(sE, F ) è Lb(Es¯, F ).

Ëèòåðàòóðà
1. Aliprantis C. D., Burkinshaw O. Positive Operators.�London: Academic Press,

1985.�xvi+367 p.
2. Benyamini Y., Lassalle S., Llavona J. G. Homogeneous orthogonally additive

polynomials on Banach lattices // Bull. London Math. Soc.�2006.�Vol. 38,
� 3.�P. 459�469.

3. Boulabier K., Buskes G. Vector lattice powers: f -algebras and functional calcu-
lus // Communic. in Algebra.�2006.�Vol. 34.�P. 1435�1442.

4. Øåôåð Õ. Òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.�Ì.: Ìèð, 1971.�354 c.
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ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÊÀÏÓÒÎ Â ÓÑËÎÂÈÈ ÑÌÅÙÅÍÈß

Ô. Ì. Ëîñàíîâà1

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå

uxx(x, t)− utt(x, t) = 0 (1)

â îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x + t = 0 è BC :
x − t = l óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèìè èç òî÷åê A(0, 0), B(l, 0), è îò-
ðåçêîì AB ïðÿìîé t = 0. Ïóñòü I = {x : 0 < x < l}; Θ0(x) � àôôèêñ
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè, âûõîäÿùåé èç òî÷êè (x, 0) ñ õà-
ðàêòåðèñòèêîé AC.

Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω èç
êëàññà C(Ω)∩C1(Ω∪I), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëî-
âèÿì:

u(x, 0) = τ(x), 0 6 x 6 l, (2)

∂δ
0x u[Θ0(x)] = β(x)u[Θ0(x)] + ψ(x), x ∈ I, (3)

ãäå ∂δ
0t � îïåðàòîð Êàïóòî [1], β(x) 6= 0 � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, 0 <

δ < 1.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü β(x) ∈ C[0, l], τ(x), ψ(x) ∈ C1[0, l]. Òîãäà çàäà-

÷à (2)�(3) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå.

Ëèòåðàòóðà
1. Íàõóøåâ À. Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè.�Ì.: Âûñøàÿ øêîëà,

1995.�301 ñ.

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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ÀÏÐÈÎÐÍÀß ÎÖÅÍÊÀ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÔÐÀÊÒÀËÜÍÛÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ËÀÏËÀÑÀ

Â ÃËÀÂÍÎÉ ×ÀÑÒÈ

O. X. Ìàñàåâà1

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∆α,β
x,y u(x, y) + c(x, y)u(x, y) = f(x, y), 1 < α, β < 2, (1)

ãäå
∆α,β

x,y ≡ D
{1,α−1,1}
0x + D

{1,β−1,1}
0y ,

D
{γ0,γ1,...,γr}
0t = Dγr−1

0t D
γr−1
0t . . . Dγ0

0t � îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïîðÿäêà γ =

∑r
k=0 γk − 1,

γk ∈ (0, 1], k = 0, r (ñì. [1]), Dγk

0t � îïåðàòîðû äðîáíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ [2]. Îòìåòèì, ÷òî ∆α,β

x,y ïðè α = β = 2
îáðàùàåòñÿ â îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ ≡ ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 .
Â ðàáîòå [3] ìåòîäîì Ðàäîíà íàéäåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äðîáíîãî ïîðÿäêà è ðàññìîòðåíû
îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòå [4] äîêà-
çàíà êîððåêòíîñòü ïî Àäàìàðó àíàëîãà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíå-
íèÿ

Dα
0yu = auxx, a < 0, 1 < α 6 2,

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.
Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðîèçâîäíîé Êàïóòî

ïî ïåðåìåííîé y ïðè c(x, y) ≡ 0, f(x, y) ≡ 0, α = 2 èññëåäîâàíà â
ðàáîòå [5].

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðè-
õëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îáëàñòü, ëåæàùóþ â ïåðâîì êâàäðàíòå, îãðà-
íè÷åííóþ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Æîðäàíà è îáëàäàþùóþ ñâîé-
ñòâîì: åñëè òî÷êà (x, y) ∈ Ω, òî è ïðÿìîóãîëüíèê (0, x) × (0, y) ∈ Ω.
Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω íàçîâåì ôóíêöèþ
u = u(x, y) òàêóþ, ÷òî u ∈ C(Ω), D

{1,α−1,1}
0x u,D

{1,β−1,1}
0y u ∈ C(Ω),

Dα−2
0x ux, Dβ−2

0y uy ∈ C(Ω).
1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-

òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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Çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

u(x, y)|∂Ω = 0. (2)

Òåîðåìà. Ïóñòü c(x, y) ∈ C(Ω), c(x, y) 6 µ0 < 0, f(x, y) ∈ L2(Ω).
Òîãäà äëÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖0 6 µ‖f‖0, (3)

ãäå µ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
µ0, ‖ · ‖0 îçíà÷àåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).

Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à (1), (2) íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåãó-
ëÿðíîãî ðåøåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
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ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÓËÜÒÐÀÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÐßÄÀÌÈ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ

Ê. À. Ìèõàéëîâ1

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèì ñèñòåìàì
ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òè-
ïà Ðóìüå. Ñîãëàñíî [1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ X = {xk}∞k=1

áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé â ëîêàëüíî âû-
ïóêëîì ïðîñòðàíñòâå F , åñëè ëþáîé x èç F ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû
ðÿäà x =

∑∞
k=1 ckxk, àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â F ê x.

Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), ρ(r) � íåêîòîðûé óòî÷íåííûé ïîðÿäîê. Äëÿ
êàæäîé ïàðû m, n è âåñîâîé ôóíêöèè ω(t) = |t|ρ(|t|) ïîëîæèì

E ω
m,n :=

{
g ∈ C∞(−1, 1) : ‖g‖ω

m,n := sup
α∈N0

sup
|x|61−1/m

∣∣g(α)(x)
∣∣

e
1
n ϕ∗ω(αn)

< ∞
}

,

ãäå N0 = N∪ {0}, ϕ∗ω(y) := sup
x>0

(xy−ϕω(x)) � ñîïðÿæåííàÿ ïî Þíãó

ñ ôóíêöèåé ϕω(x) = ω(ex).
Îáðàçóåì ïðîñòðàíñòâî E{ω}(−1, 1) := projm indn E ω

m,n óëüòðà-
äèôôåðåíöèðóåìûõ íà èíòåðâàëå (−1, 1) ôóíêöèé òèïà Ðóìüå, êî-
òîðîå ïî ñâîåé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïðèâå-
äåííîãî ïðîåêòèâíîãî ñïåêòðà (DFS)-ïðîñòðàíñòâ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñïîíåíò {e−iλx}λ∈Λ, ãäå Λ =

{±πk}∞k=1 ∪ {±iπk}∞k=1, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòå-
ìîé â ïðîñòðàíñòâå E{ω}(−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîëó÷åííûõ ðàíåå àâòîðîì è
À. Â. Àáàíèíûì â ðàáîòå [2] äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ òîãî, ÷òî äàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé ñèñòåìîé â ïðåäåëå ïðèâåäåííîãî ïðîåêòèâíîãî ñïåêòðà
(DFS)-ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ è ÷àñòè÷íî êîððåêòèðó-
åòñÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 èç [3], ïðåäëîæåííàÿ À. Â. Àáà-
íèíûì äëÿ ñëó÷àÿ îáû÷íîãî ïîðÿäêà.

1Ðîññèÿ, Øàõòû,Þæíî-Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ýêîíîìèêè
è ñåðâèñà; Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÐÅØÅÍÈÉ ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
Â ÂÈÄÅ ÐßÄÀ ËÎÐÀÍÀ È ÁÅÃÓÙÈÕ ÂÎËÍ

Î. Â. Íîâèêîâà1, Ò. Â. Ðåäüêèíà1

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî Ì. Àáëîâèö, Õ. Ñèãóð [1] äëÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â [2], äîêàçàíû òåîðåìà 1 è òåî-
ðåìà 2.

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå pt− ipxx +2ip(p2 + p2) = 0 îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì Ïåíëåâå è èìååò ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

p(x, t) =
∞∑

n=−1

an(t)
(
x− ς(t)

)n + i

∞∑
n=0

bn(t)
(
x− ς(t)

)n
,

ãäå ς(t), b2(t), a3(t) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè; a0(t) = b1(t) = 0,

b0 = ± ς ′(t)
2
√

2
, a1(t) = ± (ς ′(t))2

12
√

2
, a2(t) = ± ς ′′(t)

8
√

2
, b3(t) = ± ς ′′(t)ς ′(t)

12
√

2
,

îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

bn+2 =
1

n2 + 3n

[
− a′n + (n + 1)an+1ς

′ + 8a−1

n+1∑

j=0

ajbn+1−j+

+4
n∑

j=0

bj

n−j∑

k=0

(
akan−j−k − bkbn−j−k

)
]
,

an+2 =
1

n2 + 3n− 4

[
(n + 1)bn+1ς

′+ 4a−1

n+1∑

j=0

(
3ajan+1−j − bjbn+1−j

)
+

+4
n∑

j=0

aj

n−j∑

k=0

(
akan−j−k − bkbn−j−k

)− b
′
n

]
.

Ïëàí-òåçèñû äîêàçàòåëüñòâà
1. Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ïîëþñà äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé

÷àñòè (M = 0 è N = 1).
1Ðîññèÿ, Ñòàâðîïîëü, Ñòàâðîïîëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
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2. Îïðåäåëåíèå ñòåïåíåé ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè (r = 0; 1).

3. Îïðåäåëåíèå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû è êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà
Ëîðàíà.

Òåîðåìà 2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

pt − ipxx + 2ip(p2 + p2) = 0 (1)

èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå

p(x, t) = sh(αx− (4 + α2)t + δ) + i ch(αx− (4 + α2)t + δ),

p(x, t) = ch(αx + (4− α2)t + δ) + i sh(αx + (4− α2)t + δ).

C Ïðåäñòàâèâ p = u + iv, p = u− iv, ãäå i2 = −1, u, v ∈ Re, è âû-
äåëèâ â ðàçëîæåíèè (1) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì,
÷òî óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
ut + vxx − 4v(u2 − v2) = 0,

vt + uxx − 4u(u2 − v2) = 0.
(2)

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïîëîæèì u = sh f(x, t), v = ch f(x, t).
Ïîäñòàâèâ ôóíêöèè u è v è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ñèñòåìó (2),
ïîëó÷èì {

(f ′t + (f ′x)2 + 4) ch f + f ′′xx sh f = 0,

(f ′t + (f ′x)2 + 4) sh f + f ′′xx ch f = 0.
(3)

Ñèñòåìà (3) ñîâìåñòíà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x, t) = αx +
βt + δ, ãäå β = −4− α2.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ (v =
sh f(x, t), u = ch f(x, t)). B
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ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÐÈÌÀÍÀ � ÃÈËÜÁÅÐÒÀ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÁÅËÜÒÐÀÌÈ Â ÊËÀÑÑÅ BMO

Ô. Ã. Ïåðåòÿòüêèí1

Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà � Ãèëüáåðòà äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Áåëüòðàìè â êëàññå BMO ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì èç BMO.

Ïóñòü D = {z : |z| < 1} � åäèíè÷íûé êðóã êîìïëåêñíîé z-ïëîñ-
êîñòè, z = x+ iy, i2 = −1, Γ = ∂D � ãðàíèöà êðóãà D, q(z) ∈ Cα(D),
0 < α < 1. Ðàññìîòðèì â D ýëëèïòè÷åñêóþ ñèñòåìó Áåëüòðàìè â
êîìïëåêñíîé çàïèñè:

∂z̄ω + q(z)∂zω = 0, (1)

ãäå ω = ω(z) = u(z) = iv(z) � èñêîìàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, ∂z̄ω =
1
2

(
∂
∂x + i ∂

∂y

)
, ∂zω = 1

2

(
∂
∂x − i ∂

∂y

)
� ïðîèçâîäíûå â ñìûñëå Ñîáîëåâà.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óäîâëå-
òâîðÿåò êëàññó Hp(q), p > 0, åñëè îíî äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé
ïîñòîÿííîé Mp(ω) < +∞ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

µ(ρ, ω) =
1
2π

2π∫

0

∣∣ω(ρeiσ)
∣∣p dσ 6 Mp(ω)

∀ ρ : 0 6 ρ < 1, ρeiσ = z ∈ D.

Îïðåäåëåíèå. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ L1(Γ), ϕ = ϕ(eiθ) ≡
ϕ(θ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà BMO, åñëè

sup
I

1
I

∫

I

|ϕ− ϕI | dθ = ‖ϕ‖∗ < ∞, (2)

ãäå I ⊂ Γ � ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë íà Γ, |I| � åãî äëèíà,

ϕI =
∫

I

ϕdθ.

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ω(z) ñèñòåìû (1)
ïðèíàäëåæèò êëàññó BMO (q), åñëè ω(z) ∈ H2(q) è åãî íåêàñàòåëü-
íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ω(t) íà Γ ïðèíàäëåæàò êëàññó BMO.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ ω(z) ∈ BMO (q) áóäåì íàçûâàòü ðåøå-
íèåì êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (1), åñëè åå
íåêàñàòåëüíûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Γ ω+(t) ≡ ω(t) â îáëàñòè
D+ è ω−(t) ≡ ω(t) â îáëàñòè D− óäîâëåòâîðÿþò íà Γ ïî÷òè âñþäó
êðàåâîìó óñëîâèþ

ω+(t) = Gω−(t) + g, (3)

ãäå g ∈ BMO, G ∈ Cα(Γ).
Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ôóíêöèé ρ(t), êîòîðûå ïîðîæäàþò îãðà-

íè÷åííûå îïåðàòîðû

Tϕ = ρ(t)
∫

Γ

ρ−1(τ)
ϕ(τ) dτ

τ − t
, ϕ ∈ Lp(Γ),

â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ) áóäåì íàçûâàòü êëàññîì Ap, p > 0.
Âåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

γ(z) =
1

2πi

∫

Γ

ln(τ−χG(τ))
τ − z

dτ è X(z) =

{
X+(z) = eγ+(z),

X−(z) = z−χeγ−(z).

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ãîìåîìîðôèçì
ω0(z) = (z + Tϕ)ef(z)+T0ψ−iβ = ξ óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè, îòîáðà-
æàþùèé åäèíè÷íûé êðóã íà ñåáÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé íîðìèðîâêå
ω0(0) = 0, ω0(1) = 1, ïðè÷åì

ω = Φ
(
ξ(z)

)
(4)

� àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ êîíôîðìíî îáðàç ω0(D)
îáëàñòè D íà êðóã |ω| < 1.

Òîãäà êðàåâîå óñëîâèå (3) çàïèøåòñÿ â âèäå

Φ+(ξ) = G̃(ξ)Φ−(ξ) + g̃(ξ), (5)

ãäå Φ � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, G̃ ∈ Cα(D̃), g̃ ∈ BMO, òàê êàê
G̃ = G(ω−1(ξ)) � êîìïîçèöèÿ ã�åëüäåðîâîé è ãîëîìîðôíîé ôóíêöèé,
g̃(ξ) = g(ω−1(ξ)) � êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè BMO è ãîëîìîðôíîé.
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íàøåé îñíîâíîé çàäà÷è Ðèìàíà ñâåëîñü
ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà (5) äëÿ êðóãà â êëàññå Hp ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì èç BMO, ò. å. Φ± ∈ Hp(D±).

Ïóñòü χ = Ind G̃(ξ) � èíäåêñ çàäà÷è Ðèìàíà (5). Òîãäà èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Â ñëó÷àå χ > 0 êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà (5) ðàçðåøèìà,
åå ðåøåíèå çàâèñèò îò χ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ïîñòîÿííûõ è
èìååò âèä:

Φ±(ξ) =
X±(ξ)

2πi

∫

eΓ
g̃(τ) dτ

X+(τ)(τ − ξ)
+ X±(ξ)Pχ−1(ξ), (6)

ãäå Γ̃ = ∂D̃,

X(ξ) =

{
X+(ξ) = eγ+(ξ);
X−(ξ) = z−χeγ−(ξ),

γ(ξ) =
1

2πi

∫

eΓ
ln(τ−χ eG(τ))

τ − ξ
dτ,

Pχ−1(ξ) � ïîëèíîì ñòåïåíè χ − 1 ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Â ñëó÷àå χ < 0 çàäà÷à Ðèìàíà (5) ðàçðåøèìà ëèøü ïðè âûïîë-
íåíèè −χ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè:

∫

eΓ
g̃(t)

X+(t)
tk dt = 0

(k = 0, 1, . . . ,−χ− 1), è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå èç
ôîðìóëû (6) ïðè

Pχ−1 ≡ 0. (7)
Â ñëó÷àå χ = 0 òàêæå èìååì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå çà-

äàåòñÿ ôîðìóëîé (6) ïðè óñëîâèè (7).
Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ôóíêöèè ω ïîñðåäñòâîì îáðàòíîãî ãîìåîìîð-

ôèçìà, ïîëó÷àåì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Áåëüòðàìè â êëàññå BMO ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì èç BMO.
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Ñ. 7�10.
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÏÐÅÄÑÒÀÂËßÞÙÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ ÇÀÄÀÍÍÎÉ

ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÃËÀÄÊÎÑÒÜÞ

Ñ. Â. Ïåòðîâ1

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ñåìåéñòâî âñåõ íåóáûâàþùèõ âûïóêëûõ íà
[0,∞) ôóíêöèé ϕ, äëÿ êîòîðûõ t = o(ϕ(t)) ïðè t →∞.

Ïóñòü A∞(D) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ âïëîòü äî åå ãðàíèöû ∂D. Ñ êàæäîé
ôóíêöèåé ϕ èç V ñâÿæåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Aϕ(D) :=

{
f ∈ A∞(D) : ‖f‖ϕ = sup

z∈D
sup

k∈Z+

∣∣f (k)(z)
∣∣

k! eϕ(k)
< ∞

}
.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ = (ϕn)∞n=1 ôóíê-
öèé èç V , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò òàêèå Cn > 0, ÷òî

ϕn+1(t + 1) + t 6 ϕn(t) + Cn (t > 0; n ∈ N). (1)

Òîãäà Aϕn+1(D) íåïðåðûâíî âëîæåíî â Aϕn(D), è ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî îáðàçîâàòü ïðîñòðàíñòâî AΦ(D) =

⋂∞
n=1 Aϕn(D) è íàäåëèòü åãî

òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé íàáîðîì íîðì (‖ · ‖ϕn)∞n=1. Èç óñëîâèÿ (1)
ñëåäóåò, ÷òî AΦ(D) ÿâëÿåòñÿ (FS)-ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðîñòðàíñòâî AΦ(D) çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó
êëàññè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè A(D) è A(D) âñåõ ôóíêöèé, àíàëè-
òè÷åñêèõ â D è íà D ñîîòâåòñòâåííî. À èìåííî, A(D) ↪→ AΦ(D) ↪→
A(D), ãäå ↪→ � ñèìâîë íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ. Êàê èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, [1]), â ñëó÷àå, êîãäà D � âûïóêëàÿ îáëàñòü, â A(D) è
A(D) ñóùåñòâóþò àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ýêñïîíåíò
EΛ := {eλkz}∞k=1, ãäå Λ = {λk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé
íà áåñêîíå÷íîñòè. Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � äîêàçàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå à.ï.ñ. ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå AΦ(D) äëÿ ëþáîé âû-
ïóêëîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D. Â ñèëó îòìå÷åííûõ âûøå âëîæåíèé

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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A(D) ↪→ AΦ(D) ↪→ A(D) òàêèå ñèñòåìû îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
ìû ìîæåì ðàçëàãàòü ïî íèì ôóíêöèè èç áîëåå øèðîãî, ÷åì A(D),
ïðîñòðàíñòâà ïî áîëåå ñèëüíîé, ÷åì â A(D), òîïîëîãèè.

Ðåøàþùóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè èãðàþò ðåçóëüòàòû Þ. Ô. Êî-
ðîáåéíèêà î âçàèìîñâÿçè ìåæäó à.ï.ñ. âèäà {f(λkz)}∞k=1 â ïðî-
ñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è äèñêðåòíûìè ñëàáî äîñòàòî÷-
íûìè ìíîæåñòâàìè â èçîìîðôíîé ðåàëèçàöèè ñîïðÿæåííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ [2, òåîðåìà Ê] è Î. Â. Åïèôàíîâà î äèñêðåòèçàöèè ñëàáî
äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ [3], à òàêæå óñòàíîâëåííîå ðàíåå À. Â. Àáà-
íèíûì è àâòîðîì óäîáíîå äëÿ ïðèëîæåíèé îïèñàíèå ñîïðÿæåííîãî
ñ AΦ(D) ïðîñòðàíñòâà [4].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü, äàëåå, Φ = (ϕn)∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé èç V , äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî (1), è èçâåñòíî, ÷òî ϕn(t) =
O(t2) ïðè t → ∞ äëÿ êàæäîãî n ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ = {λk}∞k=1 òî÷åê èç C òàêàÿ, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ
f èç AΦ(D) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà

∑∞
k=1 ckeλkz (ck ∈ C),

ñõîäÿùåãîñÿ àáñîëþòíî â AΦ(D).

Ëèòåðàòóðà
1. Êîðîáåéíèê Þ. Ô. Ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû // Óñïåõè ìàò. íàóê.�1981.�

Ò. 36, âûï. 1.�Ñ. 73�126.
2. Êîðîáåéíèê Þ. Ô. Èíäóêòèâíûå è ïðîåêòèâíûå òîïîëîãèè. Äîñòàòî÷íûå

ìíîæåñòâà è ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. Ìàò.�1986.�
Ò. 50, � 3.�Ñ. 539�565.

3. Åïèôàíîâ Î. Â. Âàðèàöèè ñëàáî äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�1986.�� 7.�Ñ. 50�56.

4. Àáàíèí À. Â., Ïåòðîâ Ñ. Â. Ïðîñòðàíñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ çàäàí-
íîé ãðàíè÷íîé ãëàäêîñòüþ è èõ ñîïðÿæåííûå // Èññëåäîâàíèÿ ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîìó àíàëèçó. Ñåð. Ìàò. ôîðóì / ðåä. Þ. Ô. Êîðîáåéíèê, À. Ã. Êóñðà-
åâ.�Âëàäèêàâêàç: ÂÍÖ ÐÀÍ, 2008.�Ò. 1.�Ñ. 16�23.
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ÎÖÅÍÊÀ ÔÓÍÊÖÈÈ ËÅÁÅÃÀ
ÄËß ÑÓÌÌ ÔÓÐÜÅ � ËÀÃÅÐÐÀ

Ñ. ß. Ïèðìåòîâà1, 2

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè âèäà f : [0,∞) → R, äëÿ êîòîðûõ
r-òàÿ ïðîèçâîäíàÿ f (r)(x) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

e−x/2|f (r)(x)| 6 1 (0 6 x < ∞). (1)

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç W r(0,∞).
Åñëè f ∈ W r(0,∞), òî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííûé ðÿä

ïî ïîëèíîìàì Ëàãåððà, èìåþùèé ñëåäóþùèé âèä [1]:

f(x) =
r−1∑
ν=0

f (ν)(0)
xν

ν!
+ xr

∞∑

k=0

f0
r,k

(k + 1)r
Lr

k(x). (2)

Ìû ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ñëåäóþùåãî âèäà:

L 0
n+r(f, x) =

r−1∑
ν=0

f (ν)(0)
xν

ν!
+ xr

n∑

k=0

f0
r,k

(k + 1)r
Lr

k(x). (3)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè
f ñìåøàííûìè ñóììàìè âèäà (3).

Ââåäåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

Er
m(f) = inf

pm

max
x∈[0,∞)

e−x/2x−r/2+1/4|f(x)− pm(x)| (4)

� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x) àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëè-
íîìàìè ñòåïåíè m â ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêå, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèÿì

(pm(x))
∣∣(ν)

x=0
= f (ν)(0) (0 6 ν 6 r − 1). (5)

Òîãäà ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

e−x/2x−(r−m)/2+1/4
∣∣∣f (m)(x)− (

L 0
n+r(f, x)

)(m)
∣∣∣ 6

6 Er−m
n+r−m(f (m))

[
1 + x(r−m)/2+1/4lr−m

n (x)
]
.

(6)

1Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà, Äàãåñòàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
2Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ È. È. Øàðàïóäè-

íîâó çà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, à òàêæå çà ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé.
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ãäå

lrn(x) =

∞∫

0

tr/2−1/4e−
t+x
2 |Kr

n(x, t)| dt.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåçóëüòàòîì âîçíèêàåò çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè ïî-
âåäåíèÿ âåëè÷èíû lrn(x) ïðè n →∞, s/2 6 x < 3s/2. Íàìè ïîëó÷åíà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà. Ïóñòü s = sn = 4n + 2r + 2, r > 1. Òîãäà èìååò ìåñòî
îöåíêà

lrn(x) 6 c(r)x−
r
2− 1

4

[
ln(n + 1) +

(
x

s
1
3 + |x− s|

) 1
4
]

, s/2 6 x 6 3s/2.

Ëèòåðàòóðà
1. Øàðàïóäèíîâ È. È. Ñìåøàííûå ðÿäû ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì. Òåîðèÿ

è ïðèëîæåíèÿ.�Ìàõà÷êàëà: Èçä-âî ÄÍÖ ÐÀÍ, 2004.�276 c.
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ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
ÊÀËÜÄÅÐÎÍÀ � ËÎÇÀÍÎÂÑÊÎÃÎ

Á. Á. Òàñîåâ1

Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ Êàëüäåðîíà � Ëîçàíîâñêîãî. Ïóñòü
Q � ýêñòðåìàëüíûé êîìïàêò, X è Y � èäåàëüíûå áàíàõîâû K-ïðî-
ñòðàíñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíäàìåíòàìè â C∞(Q). Äëÿ 0 < s < 1 îáî-
çíà÷èì ÷åðåç X1−sY s ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ z ∈ C∞(Q), ÷òî

|z| 6 λ|x|1−s|y|s

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ > 0 è êàêèõ-íèáóäü x ∈ X, y ∈ Y ñ ‖x‖X 6 1,
‖y‖Y 6 1. ×åðåç ‖z‖X1−sY s áóäåì îáîçíà÷àòü èíôèíóì âñåâîçìîæ-
íûõ λ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå. Òîãäà X1−sY s ñ íîðìîé ‖ · ‖X1−sY s

åñòü áàíàõîâî K-ïðîñòðàíñòâî è ôóíäàìåíò â C∞(Q).
Â 1964 ã. Ëîçàíîâñêèì áûëà ðàññìîòðåíà êîíñòðóêöèÿ ôóíê-

öèîíàëà f1−sgs, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñàòü ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
(X1−sY s)∗. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíà àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ
îïåðàòîðà T 1−sRs, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñàòü íåêîòîðûé êëàññ îïåðàòî-
ðîâ, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà Êàëüäåðîíà � Ëîçàíîâñêîãî â
ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî.

Èòàê, ïóñòü F � íåêîòîðîå K-ïðîñòðàíñòâî, Q � ýêñòðåìàëü-
íûé êîìïàêò, X è Y � èäåàëüíûå áàíàõîâû K-ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ ôóíäàìåíòàìè â C∞(Q). Âîçüìåì ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû
T ∈ L(X, F )+ è R ∈ L(Y, F )+. Äëÿ 0 < s < 1 ïîñòðîèì îïåðàòîð
T 1−sRs, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà Êàëüäåðîíà � Ëîçàíîâñêîãî
X1−sY s â F . Èìåííî, ïóñòü z ∈ X1−sY s. Òîãäà íàéäóòñÿ u ∈ X+,
v ∈ Y+ è λ > 0 òàêèå, ÷òî |z| 6 λu1−svs. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qz íîñè-
òåëü ôóíêöèè z ∈ C∞(Q), C0(Qz) áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âèäà
{z ∈ C(Q) : z(t) = 0, t ∈ Q \Qz}. Íà ìíîæåñòâå C0(Qz) ðàññìîòðèì
îïåðàòîðû Tu è Rv, äåéñòâóþùèå â F ïî ïðàâèëó:

Tu(w) = T (w · u), Rv(w) = R(w · v) (w ∈ C0(Qz)).

Âîçüìåì îïåðàòîð Φ : C0(Qz) → F òàêîé, ÷òî Φ > Tu, Rv. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Z := C0(Qz). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà.
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Òåîðåìà 1 [1, c. 183]. Ïðîñòðàíñòâî {Φ}⊥⊥ ⊂ L(Z,F ) èçîìîðôíî
èäåàëó Z ′ := {u ∈ mZ : u · Z ⊂ Z}. Èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñîïîñòàâëåíèåì ýëåìåíòó u ∈ Z ′ îïåðàòîðà Su ∈ L (Z,F ) ïî ôîðìóëå

Su(w) = Φ(u · ιw) (w ∈ Z),

ãäå mZ � ìàêñèìàëüíîå ðàñøèðåíèå íåêîòîðîãî K-ïðîñòðàíñòâà Z,
ι � âëîæåíèå Z â Z, Φ � îïåðàòîð Ìàãàðàì (ìàãàðàìîâî ðàñøèðåíèå
îïåðàòîðà Φ), äåéñòâóþùèé èç Z â F .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïåðàòîðîâ Tu è Rv íàéäóòñÿ åäèíñòâåííûå
ýëåìåíòû α è β èç ìàêñèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ mZ òàêèå, ÷òî

Tu(x) = Φ(α · ι(w)), Rv(w) = Φ(β · ι(w)) (w ∈ Z).

Ïîëîæèì òåïåðü

(T 1−sRs)z := Φ
(
α1−s · βs · ι

( z

u1−svs

))
. (1)

Òåîðåìà 2. Ýëåìåíò (T 1−sRs)z íå çàâèñèò îò âûáîðà u ∈ X+,
v ∈ Y+ è îïåðàòîðà Φ. Òåì ñàìûì, ôîðìóëà (1) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå T 1−sRs èç X1−sY s â F .

Òåîðåìà 3. Îòîáðàæåíèå T 1−sRs ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîëîæè-
òåëüíûì îïåðàòîðîì èç X1−sY s â F .

Ëèòåðàòóðà
1. Êóñðàåâ À. Ã. Ìàæîðèðóåìûå îïåðàòîðû.�Ì.: Íàóêà, 2003.�624 c.
2. Ëîçàíîâñêèé Ã. ß. Î íåêîòîðûõ áàíàõîâûõ ñòðóêòóðàõ // Ñèá. ìàò. æóðí.�

1969.�Ò. 10, � 3.�Ñ. 589�592.
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MULTI-NORMS

M. S. T�urer1

In [2], H. G. Dales and M. E. Polyakov studied Banach lattices as
important special examples. As pointed out by A. W. Wickstead in [4],
multi-norm theory would be simpli�ed if the following problem has an
a�rmative answer.

Problem 1. Let E be a Banach lattice with an algebraic direct sum
decomposition E = E1 ⊕ E2 and with the property that

‖|x1| ∨ |x2|‖ = ‖x1 + x2‖

for all x1 ∈ E1 and x2 ∈ E2. Is E1 ⊥ E2?
It is known [4] that for real scalars this fails: a simple example can be

seen by taking E = R2 with the supremum norm, E1 = {(x, x) : x ∈ R},
and E2 = {(y,−y) : y ∈ R}.

For special Banach lattices there is an a�rmative answer in [2]. For
E = C(Ω) the answer is given by combining Example 3.82 and Theorem
7.34 and for the case E = `p the answer can be obtained via Example
3.81 and Example 7.35.

The main goal of this talk is to go through the above-mentioned
problem for the case E = Lp(I). In this regard, our main observation is
the subject matter of the following example.

Example 2. Let E = Lp(I) with 1 6 p 6 q < ∞ and let {En : n ∈
N} have the standard (p, q)-multi-norm (‖ · ‖n : n ∈ N).

C Let k ∈ N, and let S1, . . . , Sk be measurable subsets of I with
λ(Sj) 6= 0 for j = 1, . . . , k,

⋃k
j=1 Sj = I and λ(Sm∩Sn) = 0 for m,n ∈ Nk

with m 6= n. And de�ne,

Ej := {f ∈ E : supp f ⊆ Sj}.

Then we have Ej is a band for each j ∈ Nk, and E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek.
Further, since E is Dedekind complete, we have by [1, Theorem 3.8], Ej

is a projection band for each j ∈ Nk.
We �rst claim that {E1, . . . , Ek} is an orthogonal decomposition of

E with respect to the standard (p, q)-multi-norm if and only if p = q.
1Turkey, 
Istanbul, 
Istanbul K�ult�ur University.
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To see this, �rst suppose p = q then the fact that the decomposition is
orthogonal follows from [2, Equation 3.17].

Now �x p > 1 and q ∈ [p,∞), then take fj = mjχSj where mj =(
1

λ(Sj)

)1/p

for j ∈ Nk. We have

‖(f1, . . . , fk)‖k =
(‖f1‖q + . . . + ‖fn‖q

)1/q =

= (by [2, Equation 3.16]) =
( k∑

j=1

(
mp

jλ(Sj)
)q

)1/q

= k1/q.

Further, we have

‖f1 + . . . + fk‖ =

( ∫

[0,1]

|m1χS1 + . . . + mkχSk
|p

)1/p

=

=
( ∫

[0,1]

|m1χS1 |p + . . . +
∫

[0,1]

|mkχSk
|p

)1/p

=

= (since λ(Sm ∩ Sn) = 0) = k1/p,

thus p = q as desired.
We next claim that the only possible non-trivial orthogonal

decomposition of E have the above form.
Indeed, suppose that E = E1 ⊕ E2 is a non-trivial orthogonal

decomposition of E.
Let f1 ∈ E1. Suppose |f | 6 |f1| for f ∈ E. Then we have supp f ⊆

supp f1. De�ne,

Esupp
1 := {x ∈ [0, 1] : x ∈ supp f for some f ∈ E1}

and
Esupp

2 := {x ∈ [0, 1] : x ∈ supp f for some f ∈ E2}.
Consider the constant function 1 ∈ E, let P1 and P2 be the

projections on E1 and E2, respectively. We have P1(1)(I) ⊆ Esupp
1 and

P2(1)(I) ⊆ Esupp
2 , since E = E1 ⊕ E2, we have Esupp

1 ∪ Esupp
2 = I.

Further, let x ∈ Esupp
1 ∩Esupp

2 then for all fi ∈ Ei we have |fi|(x) > 0
for i = 1, 2. Since E = E1⊕E2 is a non-trivial orthogonal decomposition
of E, we have |f1| ∧ |f2| = 0, and so λ(Esupp

1 ∩ Esupp
2 ) = 0.
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Since supp f ⊆ supp f1 ⊆ Esupp
1 , there exists g ∈ E1 such that

supp f = supp g. Thus f ∈ E1, so E1(similarly E2) is an ideal of E. So,
E1 and E2 are bands by [1, Theorem 3.6].

But we know that all bands of E have of the form above (see [3,
p. 263]). This gives the second claim.

Finally we conclude that, when E = Lp(I) has the standard
(p, q)-multi-norm, if p 6= q then there are no non-trivial orthogonal
decomposition of E, and if p = q then the only non-trivial orthogonal
decompositions of E are

E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek,

where {E1, . . . , Ek} as above. Thus regarding E = Lp(I) as a Banach
lattice, we have

E = E1 ⊥ · · · ⊥ Ek.

If E = Lp(I) has the standard (p, p)-multi-norm, and if K be the
family of all orthogonal decompositions of E, then each member of K
has the above form. Clearly the multi-normed space is orthogonal with
respect to the family K . B

Added in proof. We have been informed [5] in the course of
presentation of the results of the present paper that Nigel Kalton has
solved Problem 1 in its full generality.
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ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ Ê ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÓ ÔÐÅØÅ
ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ñ ÂÅÑÎÂÛÌÈ ÎÖÅÍÊÀÌÈ ÂÑÅÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ Â RN

Ôàì ×îíã Òèåí1

Çàäà÷à îá óäîáíîì äëÿ ïðèëîæåíèé îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ âåñîâûìè îöåíêàìè âñåõ
ïðîèçâîäíûõ íà ïðÿìîé èëè â ïðîñòðàíñòâå ðàíåå ðàññìàòðèâàëàñü
Á. À. Òåéëîðîì, Ñ. Â. Ïîïåíîâûì, È. Õ. Ìóñèíûì [1]. Â äîêëàäå áó-
äåò ïðåäñòàâëåí íîâûé áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü ν > 1, µ ∈ (1, ν], σ ∈
[
1, ν

ν−1

]
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψν,µ ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ψ = (ψn)∞n=1 âûïóêëûõ ôóíêöèé
â RN , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ‖x‖µ = O(ψn(x)) è ψn(x) = O(‖x‖ν) ïðè x → ∞ è ëþáîì
n ∈ N;

(2) ñóùåñòâóþò a > 0 è bn > 0, n ∈ N, òàêèå, ÷òî ψn(x)−ψn+1(x) >
a log(1 + ||x||)− bn ïðè ëþáîì x ∈ RN .

Ïóñòü W � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ω : [0,∞) → [0,∞) òàêèõ,
÷òî:

(α) ω íå óáûâàåò íà [0,∞), (β) ω(1) = 0,
(γ) ω(ex) âûïóêëà íà R, (δ) log t = o(ω(t)), t →∞.
Ïóñòü Wσ := {ω ∈ W : ω(t) = 0(tσ), t → ∞} è ñèìâîëîì Ω↑σ îáî-

çíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ω = (ωn)∞n=1 ôóíê-
öèé èç Wσ òàêèõ, ÷òî
∀n ∈ N ∃Cn > 0 : ωn(t) + log(1 + t) 6 ωn+1(t) + Cn ∀ t ∈ [0,∞).

Ïîëîæèì ϕn(t) := ωn(et), n ∈ N. Òîãäà äëÿ Ω ∈ Ω↑σ âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

∀n ∈ N ∃Cn > 0 : ϕn(t) + t 6 ϕn+1(t) + Cn ∀ t ∈ [0,∞).

Ïóñòü ψ̃(x) := ψ∗(−x), x ∈ RN , ãäå ψ∗ � ñîïðÿæåííàÿ ïî Þíãó ê
ôóíêöèè ψ. Äëÿ Ψ ∈ Ψν,µ è Ω ∈ Ω↑σ îáðàçóåì ñëåäóþùèå ôóíêöèî-
íàëüíûå ïðîñòðàíñòâà:

G(ωn)(ψn) :=

{
f ∈C∞(RN ) : ‖f‖n := sup

x∈RN

α∈NN
0

|f (α)(x)|
exp(ϕ∗n(|α|) + ψn(x))

<∞
}

,

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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P(ωn)(ψn) :=

:=



f ∈ H(CN ) : pn(f) := sup

z∈CN

|f(z)|
exp

(
ψ̃n(Im z) + ωn(‖z‖)

) < ∞


 ,

G(Ω)(Ψ) :=
∞⋂

n=1

G(ωn)(ψn), P(Ω)(Ψ) :=
∞⋃

n=1

P(ωn)(ψn).

Îòìåòèì, ÷òî G(ωn)(ψn) è P(ωn)(ψn) � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Íàäå-
ëèì ïðîñòðàíñòâî G(Ω)(Ψ) òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ G(ωn)(ψn), ò. å. òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé ñåìåéñòâîì
íîðì (‖ · ‖n, n ∈ N), à ïðîñòðàíñòâî P(Ω)(Ψ) � òîïîëîãèåé èíäóêòèâ-
íîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ P(ωn)(ψn).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � Ëàïëàñà T̂ ôóíêöèîíàëà T ∈ (G(Ω)(Ψ))′

îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå T̂ (z) := T
(
ei〈·,z〉), z ∈ CN . Â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ψ ∈ Ψν,µ

è Ω ∈ Ω↑σ îòîáðàæåíèå

F : T ∈ (
G(Ω)(Ψ)

)′
b
7−→ T̂

óñòàíàâëèâàåò òîïîëîãè÷åñêèé èçìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè(
G(Ω)(Ψ)

)′
b
è P(Ω)(Ψ).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà, èññëåäîâàííûå â [1]
È. Õ. Ìóñèíûì, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðîñòðàíñòâ, ðàñ-
ñìîòðåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ëèòåðàòóðà
1. Ìóñèí È. Õ. Î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå � Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëîâ íà âåñîâîì

ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â RN // Ìàò. ñá.�
2004.�Ò. 195, � 10.�Ñ. 83�108.
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ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ
Ê ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÌ ÓËÜÒÐÀÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ

ÔÓÍÊÖÈÉ

È. À. Ôèëèïüåâ1

Â äîêëàäå îñâåùåíû ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñ ïîìî-
ùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëîâ ïîëó÷èòü
åñòåñòâåííîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ, ñîïðÿæåííûõ ê ïðîñòðàíñòâàì
EΦ(K) óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ íà êîìïàêòå K ôóíêöèé, çàäàâà-
åìûì âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Φ. Èñïîëüçóåìûå áåç äîïîëíè-
òåëüíûõ ïîÿñíåíèé îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè â [1] (ñì. òàêæå [2]).

Çàäà÷à îá àíàëèòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà
äëÿ íåêâàçèàíàëèòè÷åñêèõ è êâàçèàíàëèòè÷åñêèõ êëàññîâ EΦ(K)
èçó÷àëàñü ðàíåå â ðàáîòàõ M. Neymark`à, B. A. Taylor`à, H. Komatsu,
R. Meise, T. Meyer`à, T. R�osner`à, È. Õ. Ìóñèíà, À. Â. Àáàíèíà è
àâòîðà. Â íèõ â êà÷åñòâå óäîáíîé è åñòåñòâåííîé ðåàëèçàöèè ñî-
ïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà ó÷àñòâóþò ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé
HΦ(K). Âñå óïîìÿíóòûå àâòîðû ôîðìóëèðîâàëè íåêîòîðûå êîíêðåò-
íûå îãðàíè÷åíèÿ íà Φ, ïðè êîòîðûõ óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü îïðåäåëåí-
íóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé è äîêàçàòü òåì ñàìûì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå � Ëàïëàñà F óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó (EΦ(K))′b è
HΦ(K). Â äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëèðóåìîå íèæå ñâîé-
ñòâî ðåãóëÿðíîñòè âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿ-
þùèì äëÿ äâîéñòâåííîñòè (EΦ(K))′b

F' HΦ(K). Îñíîâîïîëàãàþùèìè
äëÿ âûäåëåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà áûëè ðàáîòû [3, 4] (ñì. òàêæå [5]).

Äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè ϕ è ÷èñëà m ∈ N0 îáîçíà÷èì ÷åðåç
Aϕ,m(K) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ â CN × CN ôóíêöèé
G(z, ζ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè íåêîòîðîì C = C(G) > 0 îöåíêå

|G(z, ζ)| 6 C(1 + ‖z‖)mehK(Im z)+ϕ(ln+ |ζ|), z, ζ ∈ CN .

Äëÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ
ôóíêöèé Φ := {ϕn}∞n=1 ïîëîæèì

A(Φ)(K) :=
∞⋃

m=0

∞⋃
n=1

Aϕn,m(K)

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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(ñîîòâåòñòâåííî

A{Φ}(K) :=
∞⋃

m=0

∞⋂
n=1

Aϕn,m(K)
)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî
âûïóêëîãî êîìïàêòà K, åñëè:

1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ HΦ(K) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ G ∈ AΦ(K),
äëÿ êîòîðîé ðàâåíñòâî G(z, z) = g(z) âåðíî âñþäó â CN ;

2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè G ∈ AΦ(K), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ G(z, z) = 0 (z ∈ CN ), íàéäóòñÿ ôóíêöèè Gj ∈ AΦ(K), äëÿ
êîòîðûõ âñþäó â CN × CN âåðíî ðàâåíñòâî G(z, w) =

∑N
j=1(zj −

wj)Gj(z, w).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ëèáåðàëü-

íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåñîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ðåãóëÿðíîñòü
äîñòàòî÷íà äëÿ äâîéñòâåííîñòè (EΦ(K))′b

F' HΦ(K).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü K � âûïóêëûé êîìïàêò â RN ; Φ � âåñîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç W↑ èëè W↓, äëÿ êîòîðîé ïðè êàæäîì n ∈ N
è íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ An

|ϕn+1(t)− ϕn(t)| > ‖t‖+ An ∀ t ∈ [0,∞)N

è ∑
α

e−|ϕ
∗
n+1(t)−ϕ∗n(t)| < ∞.

Åñëè Φ ðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî K, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � Ëà-
ïëàñà ôóíêöèîíàëîâ óñòàíàâëèâàåò ëèíåéíûé òîïîëîãè÷åñêèé èçî-
ìîðôèçì ìåæäó (EΦ(K))′b è HΦ(K).
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ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÀÃÐÓÆÅÍÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ ÑÎ ÇÍÀÊÎÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÎÐÌÎÉ

Ô. Ã. Õóøòîâà1

Â îáëàñòè Ω = {(x, y) : α < x < β, 0 < y < T} ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

x
∂2u

∂x2
− p

∂u

∂x
+ qu =

∂ū

∂y
, (1)

ãäå

ū(y) = − 1
α

0∫

α

u(x, y) dx +
1
β

β∫

0

u(x, y) dx (2)

� ñóììà ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè u = u(x, y) ïî ïåðåìåííîé x íà
ñåãìåíòàõ [α; 0] è [0;β] â ìîìåíò âðåìåíè y; p, q = const, 0 6 p < 1,
q > 0, α < 0, β > 0.

Óðàâíåíèå (1) â îáëàñòè Ω ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñî çíàêîïåðåìåí-
íîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé [1, ñ. 69].

Â ðàáîòå [2] ïðåäëîæåí ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà ðåäóêöèè
ê íàãðóæåííûì óðàâíåíèÿì. Â ðàáîòå [3] ðåøåíà çàäà÷à Êîøè ñî
ñìåøàííûì íåãëàäêèì íîñèòåëåì äëÿ óðàâíåíèÿ uxx + ω2u = δ′(y),
ãäå δ(y) = 1

l

∫ l

0
u(x, y) dx, ω = const .

Óðàâíåíèå âèäà (1) ïðè p = 0, α = −1, β = 1 ðàññìàòðèâàëîñü â
ðàáîòå [4].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω+ = Ω ∩ {x > 0}, Ω− = Ω ∩ {x < 0},

u(x, y) ≡
{

u+(x, y), (x, y) ∈ Ω+;
u−(x, y), (x, y) ∈ Ω−,

δ1(y) = − 1
α

0∫

α

u−(x, y) dx, δ2(y) =
1
β

β∫

0

u+(x, y) dx.

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω íàçîâåì ôóíê-
öèþ u = u(x, y) òàêóþ, ÷òî u ∈ C(Ω̄), uxx ∈ C(Ω+ ∪ Ω−), δ1(y), δ2(y) ∈
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C1(0, T ), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) âî âñåõ òî÷êàõ (x, y) îá-
ëàñòè Ω, è äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
ε→0

ε−p
[
u+

x (ε, y)− u−x (−ε, y)
]

= 0, ε > 0, 0 < y < T. (3)

Îïðåäåëåíèå. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u−(α, y) = ϕ1(y), u+(β, y) = ϕ2(y), 0 6 y 6 T, (4)

δ1(T ) = δT , δ2(0) = δ0, (5)

ãäå ϕ1(y), ϕ2(y) � çàäàííûå ôóíêöèè, δ0, δT = const .

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (4),
(5) ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ðåäóöèðóåòñÿ ê âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå.

Ëèòåðàòóðà
1. Íàõóøåâ À. Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè.�Ì.: Âûñøàÿ øêîëà,

1995.�301 ñ.
2. Íàõóøåâ À. Ì. Îá îäíîì ïðèáëèæåííîì ìåòîäå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è åãî ïðèëîæåíèÿ ê äèíàìèêå ïî÷âåííîé âëà-
ãè è ãðóíòîâûõ âîä // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.�1982.�Ò. 18, � 1.�Ñ. 72�81.

3. Êàðäàíîâ Ð. Ã., Íàõóøåâ À. Ì. Îá îäíîì ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è Êîøè
ñî ñìåøàííûì íåãëàäêèì íîñèòåëåì äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà //
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ìåëèîðàöèè. Ìåæâóçîâñêèé ñá.�Íàëü÷èê, 1981.�
Ñ. 126�130.

4. Òîêîâà À. À. Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñî çíà-
êîïåðåìåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé // Ìàòåðèàëû Ìåæäóíàðîä. Ðîñ-
ñèéñêî-Àáõàçñêîãî ñèìïîçèóìà ¾Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è ðîäñòâåííûå
ïðîáëåìû àíàëèçà è èíôîðìàòèêè¿.�Íàëü÷èê, 2009.�Ñ. 217�218.

126



ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ1

Á. È. Ýôåíäèåâ2

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

u′′(x) + λD
[α,β]
0x u(x) = f(x), (1)

ãäå D
[α,β]
0x � îïåðàòîð èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîíòèíóàëüíîãî

ïîðÿäêà [α, β] (ñì. [1, c. 33]); α, β, λ � const, 0 6 α < β < 1, 0 < x < l.
Â ðàáîòàõ [2, 3] ðåøåíû çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíå-

íèÿ (1), äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Ãðèíà.
Â ðàáîòå [4] âûïèñàíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíî ðåøåíèå íåëîêàëüíîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ (1). Íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè èññëå-
äóåìîé çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

G(x) ≡ G(x; λ, α, β) =
∞∑

n=0

(−λ)n
νn(x),

ν0(x) = x, νn(x) =

x∫

0

νn−1(x− t)
1
t
V i(2− β, 2− α, t) dt, n ∈ N,

V i(γ, δ, x) =

δ∫

γ

xs

Γ(s)
ds, x > 0, 0 6 γ 6 δ,

Γ(s) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà,

G (x, t) = H(x− t)G(x− t) +
G′(x)G′(l − t)
1/µ−G′′(l)

,

H(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 09�01�96510.
2Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
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Îïðåäåëåíèå. Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â èíòåðâàëå
]0, l[ íàçîâåì ôóíêöèþ u = u(x), ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó C[0, l] ∩
C2]0, l[ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) âî âñåõ òî÷êàõ x ∈]0, l[.

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u = u(x) óðàâíåíèÿ (1) â
èíòåðâàëå ]0, l[, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u′(0) = u0, u(0) = µu′(l), (2)

ãäå u0, µ = const.
Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) ∈ L]0, l[∩C]0, l[ è âûïîëíåíî óñëîâèå

G′′(l) 6= 1/µ. Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(x) = u0G (x, 0) +

l∫

0

G (x, t)f(t) dt.
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Ñåêöèÿ II

Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå





ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÏÀÂÎÄÊÎÂÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ì. À. Áàãîâ1

Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èçó÷åíèå ñòèõèéíûõ ïðîöåññîâ, âîçíèêà-
þùèõ ïðè ôîðìèðîâàíèè ðå÷íîãî ñòîêà (ñåëåé, ïàâîäêîâ), âñåãäà
îòíîñèëîñü ê íàèáîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàó÷íûì íàïðàâ-
ëåíèÿì. Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ âíå-
çàïíîñòü ïîÿâëåíèÿ è îòíîñèòåëüíàÿ êðàòêîâðåìåííîñòü äåéñòâèÿ.
Êàê ïðàâèëî, â çîíó ïîðàæåíèÿ ïîïàäàþò ïðîìûøëåííûå è ñîöèàëü-
íûå îáúåêòû, íåðåäêî áîëüøèå ðàçðóøåíèÿ ñâÿçàíû ñ ÷åëîâå÷åñêèìè
æåðòâàìè. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðîâåäåííûõ èññëåäî-
âàíèé â îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ïàâîäêîâûõ ïðîöåññîâ, ìîæíî êîí-
ñòàòèðîâàòü ñóùåñòâåííûé ðàçðûâ ìåæäó äîñòèæåíèÿìè ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî äîñòàòî÷íî àäåê-
âàòíî îïèñûâàòü ïàâîäêîâûå ïðîöåññû, è ïðèìåíÿåìûìè íà ïðàêòè-
êå ìåòîäàìè, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ îñíîâàíî íà ñòàòèñòè÷åñêîé
îáðàáîòêå ãðîìàäíîãî îáúåìà ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ è ãèäðîëîãè÷åñêèõ
äàííûõ.

Åñëè ãîâîðèòü î ñèíòåçå ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàç-
ðàáîòàíî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, âûñòóïà-
þùèõ â êà÷åñòâå ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàí-
íûõ ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïàâîäêîâûõ ÿâëåíèé. Ñðåäè òàêèõ ïðîãðàìì-
íûõ ïðîäóêòîâ âûäåëÿþòñÿ: ArcGIS, FlowVision, ÃÐÈÑ, RIVER,
FLOOD, ÀÊÂÀÐÈÓÑ è ò. ä. Êàê ïðàâèëî, ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû è
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå òàêîãî ðîäà èìåþò âûñîêóþ ñòîèìîñòü
è íàõîäÿòñÿ â âåäåíèè ñêîðåå êîììåð÷åñêèõ îðãàíèçàöèé, ÷åì íàó÷-
íûõ èíñòèòóòîâ [1]. Îòñóòñòâèå ýôôåêòèâíîé êîîðäèíàöèè ïðèâîäèò
ê íåäîñòóïíîñòè íîâûõ ðàçðàáîòîê äëÿ áîëüøèíñòâà îðãàíèçàöèé,
çàíèìàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿìè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðå÷íûõ ðóñåë âàæíî àäåêâàòíî âûáðàòü èñ-
õîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûå äèêòóþòñÿ ãèäðîëîãè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ðåêè. Ê ñîæàëåíèþ, ïîòîêè â íåçàðåãóëèðîâàí-
íûõ ðåêàõ ïî áîëüøåé ÷àñòè êðèâîëèíåéíû, ïîñêîëüêó ðóñëà ìåàíä-
ðèðóþò. Áàññåéí ðåêè, êàê ïðàâèëî, èìååò ñëîæíûå î÷åðòàíèÿ, îí
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ðàñøèðÿåòñÿ è ñóæàåòñÿ áåññèñòåìíî, èìååò ïîíèæåíèÿ è ò. ä. [2].
Ïðè ïàâîäêå ïðèìûêàþùàÿ ê ðóñëó ïîéìåííàÿ äîëèíà çàòîïëÿåòñÿ
òàê, êàê äèêòóåò òîïîãðàôèÿ. Ïîìèìî ñêàçàííîãî íåîáõîäèìî òàêæå
ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ãèäðîëîãè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé, òàêèõ
êàê ïëîòèíû, ïðîòèâîñåëåâûå ëîòêè, âîäîçàáîðû äëÿ îðîñèòåëüíûõ
ñèñòåì è ò. ä. Â òàêèõ óñëîâèÿõ íåâîçìîæíî îïèñàòü äâèæåíèå âîäû
âî âñåé ðóñëîâîé ñåòè íà îñíîâå ëèøü îäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Öåëüþ ïðåäëàãàåìîé âíèìàíèþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå áîëåå
äîñòóïíîãî ñ ôèíàíñîâîé òî÷êè çðåíèÿ è êîíêóðåíòîñïîñîáíîãî ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïðîåêòíûõ îðãàíèçàöèé, Ì×Ñ, ãîñóäàð-
ñòâåííûõ îðãàíèçàöèé, ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèå î ìåðîïðèÿòèÿõ, íà-
ïðàâëåííûõ íà ïðåäîòâðàùåíèå è ëèêâèäàöèþ ïîñëåäñòâèé ýêñòðå-
ìàëüíûõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé.

Ðàçðàáîòàíà áàçà äàííûõ ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áàñ-
ñåéíà ðåêè Áàêñàí, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ äàííûå î ðåëüåôå è ïðîèçî-
øåäøèõ ýêñòðåìàëüíûõ ÿâëåíèÿõ. Ïðåäëîæåíà ñõåìà ðàçáèåíèÿ ðàç-
âåòâëåííîé ðóñëîâîé ñèñòåìû (âêëþ÷àÿ ïðèòîêè è îòâåòâëåíèÿ) íà
îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîé êàìåðíîé ìîäåëè ðåêè. Ðóñëî ðåêè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ãðàôà âåðøèíû è ðåáðà, êîòîðûé îáðàçóþò ðàñ÷åò-
íûå ÿ÷åéêè, â öåíòðå êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ óðîâíè âîäû, äëÿ êàæ-
äîé ÿ÷åéêè çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ðàñõîä îïðåäå-
ëÿåòñÿ íà ðåáðàõ ãðàôà â ñîîòâåòñòâèè ñ äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì
äâèæåíèÿ.

Ðåêà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñëîæíóþ ðàçâåòâëåííóþ ñåòü (ñî ñëîæ-
íîé ãåîìåòðèåé), â êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò ðàçëè÷íûå ãèäðîëîãè÷å-
ñêèå ñîîðóæåíèÿ. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ êîìïüþòåðíîé ìîäåëè ðå-
êè ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü äîïîëíèòåëüíîå ðàçáèåíèå ðåêè íà îò-
äåëüíûå ñåãìåíòû. Ðàçáèåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå çàëîæåííûõ
â áàçó äàííûõ ãåîãðàôè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåêè (óêëîí, ñêîðîñòü
òå÷åíèÿ, ðåëüåô è ò. ä.) è ïðèëåãàþùåé ïîéìû, à òàêæå ñ ó÷åòîì
íàëè÷èÿ ãèäðîëîãè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé íà ó÷àñòêå.

Ëèòåðàòóðà
1. Âèíîãðàäîâ Þ. Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ôîðìèðîâàíèÿ

ñòîêà.�Ë.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1988.�312 ñ.
2. Êþíæ Æ. À., Õîëëè Ô. Ì., Âåðâåé À. ×èñëåííûå ìåòîäû â çàäà÷àõ ðå÷íîé

ãèäðàâëèêè.�Ì.: Ýíåðãîàòîìîèçäàò, 1985.�250 ñ.
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ËÎÊÀËÜÍÎ-ÎÄÍÎÌÅÐÍÀß ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ
ÄËß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÒÈÏÀ C ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ
Â ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ Ñ ÊÐÀÅÂÛÌÈ

ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ

À. Ê. Áàççàåâ1

Â öèëèíäðå QT = G× (0, T ], îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò p-ìåð-
íûé ïàðàëëåëåïèïåä G = {x = (x1, x2, . . . , xp): 0 < xβ < `β , β = 1, p}
ñ ãðàíèöåé Γ, ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

∂α
0tu = Lu + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u|Γ = µ(x, t), t > 0, G = G + Γ, (2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

Lu =
p∑

β=1

Lβu, Lβu =
∂

∂xβ

(
kβ(x, t)

∂u

∂xβ

)
+ rβ(x, t)

∂u

∂xβ
− qβ(x, t)u,

0 < c1 6 kβ(x, t) 6 c2, 0 6 qβ(x, t) 6 c3, |rβ(x, t)| 6 c4,

QT = G× [0, T ], G =
{
x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 6 xβ 6 `β , β = 1, p

}
,

∂α
0tu = 1

Γ(1−α)

t∫
0

u̇(x,η)
(t−η)α dη, 0 < α < 1, � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî Êà-

ïóòî ïîðÿäêà α, u̇ = ∂u
∂t .

Ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó âûáåðåì ðàâíîìåðíîé ïî êàæäîìó íà-
ïðàâëåíèþ Oxβ ñ øàãîì hβ = `β/Nβ , β = 1, p:

ωh =
{

x
(iβ)
β = iβhβ : iβ = 0, 1, . . . , Nβ , hβ = `β/Nβ , β = 1, p

}
.

Íà îòðåçêå [0, T ] ââåäåì ñåòêó

ω′τ =
{

0, tj+ β
p

=
(

j +
β

p

)
τ, j = 0, 1, . . . , j0 − 1; β = 1, 2, . . . , p

}
,

ñîäåðæàùóþ íàðÿäó ñ óçëàìè tj = jτ ôèêòèâíûå óçëû tj+ β
p
,

β = 1, 2, . . . , p− 1; ω′τ � ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè ω′τ , äëÿ êîòîðûõ
t > 0.

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà.
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Äëÿ çàäà÷è (1)�(3) ñòðîèì öåïî÷êó p îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé

1
p

1
Γ(2− α)

pj+β∑
s=1

(
t1−α

j+ β−s+1
p

− t1−α

j+ β−s
p

)
y

s
p

t
=

= Λ̃βyj+ β
p + ϕ

j+ β
p

β , x ∈ ωh,

(4)

Λ̃βy = κβ

(
aβy

j+ β
p

xβ

)

xβ

+ b+
β,ia

(+1)
β y

j+ β
p

xβ +

+b−β,iaβy
j+ β

p

xβ
− dβyj+ β

p , β = 1, p,

yj+ β
p

∣∣∣
γh,β

= µj+ β
p , j = 0, 1, . . . , j0 − 1, (5)

y(x, 0) = u0(x), β = 1, p, (6)

ãäå

t = tj+1/2, aβ = Aβ [aβ(xβ + iβhβ , t)], dβ = Fβ [qβ(xβ + iβhβ , t)],

b±β = Fβ

[
r̃±β (xβ + iβhβ , t)

]
, a

(+1β)
β = aβ

(
xβ + iβhβ , t

)
,

r̃±β =
r±β
kβ

, r+
β = 0, 5(rβ + |rβ |) > 0, r−β = 0, 5(rβ − |rβ |) 6 0,

Aβ è Fβ � øàáëîííûå ôóíêöèîíàëû, èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ dβ è ϕβ è îáåñïå÷èâàþùèå âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîê-
ñèìàöèè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü b±β = r±β /kβ .

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (4)�(6) ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà [1] ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà, èç êîòîðîé ñëåäóåò ñõî-
äèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðè óñëîâèè 1/2 < α 6 1.

Ëèòåðàòóðà
1. Ñàìàðñêèé À. À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì.�Ì.: Íàóêà, 1977.�656 ñ.
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ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÑÎ ÑÌÅÙÅÍÈÅÌ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂËÀÃÎÏÅÐÅÍÎÑÀ

Ñ. Ì. Áåêóëîâà1

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âëàãîïåðåíîñà

y2uxx − uyy + ux = 0 (1)

â êîíå÷íîé îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x −
1
2 y2 = 0, BC : x+ 1

2y2 = 1, AD : x− 1
2 (−y)2 = 0, BD : x+ 1

2 (−y)2 = 1
óðàâíåíèÿ (1).

Ïóñòü Ω1 = Ω∩ (y > 0), Ω2 = Ω∩ (y < 0), J � èíòåðâàë 0 < x < 1
ïðÿìîé y = 0.

Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω èç
êëàññà C(Ω̄)∩C1(Ω1∪J)∩C1(Ω2∪J)∩C2(Ω1∪Ω2), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì

a1(x)D
1
2
0x u1

[
θ1
0(x)

]
+ b1(x)uy(x, 0) = c1(x) ∀x ∈ J̄ ,

a2(x)x−
1
2 u2

[
θ2
0(x)

]
+ b2(x)D

1
2
0x(1− x)−

1
2 u2

[
θ2
1(x)

]
= c2(x),

è óñëîâèþ ñîïðÿæåíèÿ

u1y(x, 0) = α(x)u2y(x, 0) + β(x),

ãäå ai(x), bi(x), ci(x), α(x), β(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì
a2

i (x)+b2
i (x) 6= 0, ai(x), bi(x), ci(x), α(x), β(x) ∈ C1(J̄)∩C3(J), i = 1, 2;

θi
0(x) � àôôèêñû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1),
âûõîäÿùèõ èç òî÷êè (x, 0), ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC, AD; θ2

1(x) � àô-
ôèêñ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùåé
èç òî÷êè (x, 0) ñ õàðàêòåðèñòèêîé BD; Dα

ax � îïåðàòîðû äðîáíîãî â
ñìûñëå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà
|α| ñ íà÷àëîì â òî÷êå a, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì [1]

Dα
ax =





sign(x−a)
Γ(−α)

x∫
a

ϕ(t) dt
|x−t|α+1 , α < 0,

ϕ(x), α = 0,

sign(x− a) ∂[α]+1

∂x[α]+1 Dα−[α]−1

ax , α > 0,

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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Çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñìåùåíèåì [1, 2]. Ìå-
òîäîì èíòåãðàëîâ ýíåðãèè äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è. Ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âîïðîñ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî ðåäóöèðîâàí ê âîïðîñó ðàçðå-
øèìîñòè ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîäíîé îò ñëåäà èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Âûïèñàíî óñëîâèå íîðìàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò ïðèâå-
äåíèå åãî ê óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, áåçóñëîâíàÿ ðàçðå-
øèìîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ëèòåðàòóðà
1. Íàõóøåâ À. Ì. Çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ.�Ì.: Íàóêà, 2006.�287 ñ.
2. Íàõóøåâ À. Ì. Î íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé è óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.�1969.�Ò. 5,
� 1.�Ñ. 101�110.
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ÓÂÅËÈ×ÅÍÈÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÕ ÔÎÐÌÓË
ÄËß ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ ÌÅÒÎÄÎÌ ÝÉËÅÐÀ

Ç. Â. Áåñàåâà1

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ íà îòðåçêå
[a, b] âèäà:

b∫

a

f(x)
x− x0

dx =
n∑

k=1

Ak(x0)f(xk) + R(f ; x0),

R(f ; x0) =

b∫

a

w(x)f (n)(ξ)
n!

dx.

(1)

Äëÿ ýòîãî ôóíêöèþ f ïðåäñòàâèì ñëåäóþùåé ôîðìóëîé Òåéëîðà:

f(x) =
m−1∑

i=0

f (i)(a)
i!

(x− a)i +

x∫

a

f (m)(t)
(x− t)m−1

(m− 1)!
dt =

= Pm−1(x) +

b∫

a

f (m)(t)E(x− t)
(x− t)m−1

(m− 1)!
dt.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå f(x) â (1) è, òàê êàê R(Pm−1) = 0, òî R(f)
áóäåò ñîâïàäàòü ñ îñòàòêîì êâàäðàòóðû èíòåãðàëà â ïîñëåäíåì ðà-
âåíñòâå:

R(f ; x0) =

b∫

a

f (m)(t)

[ b∫

a

E(x− t)
(x− x0)

(x− t)m−1

(m− 1)!
dx−

−
n∑

k=1

Ak(x0)E(xk − t)
(xk − t)m−1

(m− 1)!

]
dt.

1Ðåñïóáëèêà Þæíàÿ Îñåòèÿ, Öõèíâàë, Þãî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò.
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Äàëåå, ïî ìåòîäó Ýéëåðà âûäåëÿåì ãëàâíóþ ÷àñòü îò îñòàòêà
Rn(f ;x0) [1]:

R(f ; x0) = C0(x0)

b∫

a

f (m)(t) dt +

b∫

a

f (m)(t)
[
K(t, x0)− C(x0)

]
dt.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ áîëåå òî÷íóþ êâàäðàòóðíóþ
ôîðìóëó

b∫

a

f(x)
x− x0

dx =
n∑

k=1

Ak(x0)f(xk)+

+(b− a)−1

b∫

a

K(t, x0) dt
[
f (m−1)(b)− f (m−1)(a)

]
+

+
s−1∑

i=1

(b− a)i−1

i!

b∫

a

K(t, x0)Bi

(
t− a

b− a

)
dt

[
f (m+i−1)(b)− f (m+i−1)(a)

]
−

− (b− a)s−1

s!

b∫

a

K(t, x0)

b∫

a

f (m+s)(x)
[
B∗

s

(
t− x

b− a

)
−B∗

s

(
t− a

b− a

)]
dt dx.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (1) ïîâûñèëàñü îò
ñòåïåíè òî÷íîñòè m äî m + s.

Ëèòåðàòóðà
1. Êðûëîâ Â. È. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ.�Ì.: Íàóêà, 1967.�

500 ñ.
2. Ëèôàíîâ È. Ê. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûé

ýêñïåðèìåíò.�Ì.: ÒÎÎ ¾ßíóñ¿, 1995.�520 ñ.
3. Õóáåæòû Ø. Ñ. Î êâàäðàòóðíûõ ôîðìóëàõ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ //

Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.�2001.�Ò. 3.�Ñ. 49�57.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÏÎÏÓËßÖÈÉ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÌÈÃÐÀÖÈÈ

À. Â. Áóäÿíñêèé1

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ áëèçêèõ ðåæèìîâ â áèîëîãè÷å-
ñêèõ ñèñòåìàõ ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàñ-
ñìîòðåíèè êîñèììåòðèè çàäà÷è [1], êîòîðàÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïî-
ÿâëåíèþ ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ẏ = F (Y ) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H êîñèììåòðèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíûé îïåðàòîð L, êîòîðûé îðòîãîíàëåí F â
êàæäîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïîïóëÿöèé â âèäå
ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà:

∂u

∂t
= −∂q1

∂x
+ f1, q1 = −ε1(u, v)

∂u

∂x
+ α1u

∂p

∂x
+ β1u

∂v

∂x
,

∂v

∂t
= −∂q2

∂x
+ f2, q2 = −ε2(u, v)

∂v

∂x
+ α2v

∂p

∂x
+ β2v

∂u

∂x
.

Çäåñü u(x, t), v(x, t) � ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé, q1, q2 � ìèãðàöèîííûå
ïîòîêè. Åñòåñòâåííûé ïðèðîñò ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé çàäàåòñÿ ¾ëî-
ãèñòè÷åñêèì¿ çàêîíîì: f1 = µ1uf0, f2 = µ2vf0, f0 =

(
1− u+v

p

)
, ãäå

µ1, µ2 � ïàðàìåòðû ðîñòà ïîïóëÿöèé. Ôóíêöèÿ p(x) îïðåäåëÿåò ïðå-
äåëüíóþ ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèé. Äèôôóçèîííûå êîýôôèöèåíòû çà-
âèñÿò îò ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé:

ε1(u, v) = k1 + γ1g(u, v), ε2(u, v) = k2 + γ2g(u, v).

Êîýôôèöèåíòû k1, k2, γ1, γ2 ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Ó÷åò ìèãðàöèè,
âûçâàííîé íåðàâíîìåðíîñòüþ æèçíåííûõ óñëîâèé [2] è íåðàâíîìåð-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèè-ñîñåäà, ïðîèçâîäèòñÿ ñëàãàåìûìè
ñ ïàðàìåòðàìè α1, α2, β1, β2.

Êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(x, t) = v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x).

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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Ñèñòåìà îáëàäàåò ëèíåéíîé êîñèììåòðèåé âèäà L = (ξ1v,−ξ2u)T

ñ ïàðàìåòðàìè ξ1 è ξ2, åñëè k1ξ1 = k2ξ2, γ1ξ1 = γ2ξ2, µ1ξ1 = µ2ξ2 è
êîýôôèöèåíòû α1, α2, β1, β2 ðàâíû íóëþ. Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäî-
âàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, à äëÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî âðåìåíè � ìåòîä Ðóíãå � Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Â õîäå
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî èçó÷åíî ôîðìèðîâàíèå ðàñïðå-
äåëåíèé ïîïóëÿöèé. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ íåêîòîðûõ
ðàñ÷åòîâ (çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ôèíàëüíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ ïîïó-
ëÿöèé, ýëåìåíòû ñïåêòðà, íàèáîëåå áëèçêèå ê ìíèìîé îñè). Ðàññ÷è-
òàííûé ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ êîýô-
ôèöèåíòàõ ìèãðàöèè ïðîèñõîäèò âûõîä íà óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàáëèöà 1
Ôèíàëüíûå ñðåäíèå ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé è ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè
α1 α2 β1 β2 Umid Vmid Ñïåêòð
0 0 0 0 0,38 0,18 −2, 2 · 10−6 −0,07 −0,92

0,15 0,01 0 0 0,29 0,27 −0, 12 −0,21 −0,81
0 0 −0,06 −0,06 0,40 0,16 −0, 01 −0,23 −0,69

0,15 0,01 −0,06 −0,06 0,38 0,18 −0, 18 −0,39 −0,58

Ëèòåðàòóðà
1. Þäîâè÷ Â. È. Êîñèììåòðèÿ, âûðîæäåíèå ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé,

âîçíèêíîâåíèå ôèëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè // Ìàò. çàìåòêè.�1991.�Ò. 49,
� 5.�C. 142�148.

2. Murray J. D. Mathematical biology. II. Spatial models and biomedical applicati-
ons. 3rd ed.�New York: Springer-Verlag, 2003.�xxvi+811 p.�(Interdisciplinary
Appl. Math.; Vol. 18).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÌÍÎÃÎÝËÅÌÅÍÒÍÛÕ
ÔÀÇÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÐÅØÅÒÎÊ ÄËß ÔÎÊÓÑÈÐÓÞÙÈÕ
ÓËÜÒÐÀÇÂÓÊÎÂÛÕ ÏÜÅÇÎÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÅÉ 1, 2

Ò. Â. Äîìàøåíêèíà3

Õèðóðãè÷åñêàÿ òåõíèêà, êîòîðàÿ â ïåðñïåêòèâå ìîãëà áû çàìå-
íèòü òðàäèöèîííûé ñêàëüïåëü, äîëæíà îáåñïå÷èâàòü âîñïðîèçâîäè-
ìîñòü è óïðàâëÿåìîñòü ðàçðóøåíèÿ òêàíåé, âîçäåéñòâîâàòü òîëüêî
íà ÷åòêî îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü, áûòü áûñòðîäåéñòâóþùåé è âûçû-
âàòü ìèíèìàëüíóþ ïîòåðþ êðîâè. Ôîêóñèðîâàííûé óëüòðàçâóê âû-
ñîêîé èíòåíñèâíîñòè îáëàäàåò áîëüøèíñòâîì èç ýòèõ êà÷åñòâ. Ôîêó-
ñèðîâàíèå óëüòðàçâóêà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî íåñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè, íî ñàìûé ïðîñòîé èç íèõ � ýòî èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàòå-
ëÿ, èçëó÷àþùàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ïî ôîðìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âîãíóòóþ ñôåðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, èçãîòîâëåííóþ èç ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêîãî ìàòåðèàëà. Ôîêóñ òàêîãî èçëó÷àòåëÿ ëåæèò íà åãî îñè è ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ âáëèçè öåíòðà êðèâèçíû îáîëî÷êè. Õîòÿ òàêèì îáðàçîì
ìîæíî íàãðåâàòü îáëàñòè ñ ÷åòêî î÷åð÷åííûìè ãðàíèöàìè, ðåãóëè-
ðîâàòü ðàäèóñ çîíû ïîðàæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ íåïðîñòî.
Ïîÿâëåíèå òåõíîëîãèè ôàçèðîâàííûõ ðåøåòîê â ðàçëè÷íûõ ïðèìå-
íåíèÿõ ìîùíîãî óëüòðàçâóêà ïðèâåëî ê ðàçðàáîòêå ïðåîáðàçîâàòå-
ëåé, êîòîðûå ïîçâîëÿëè ýëåêòðîííûì îáðàçîì ñêàíèðîâàòü óëüòðà-
çâóêîâîé ïó÷îê è, òàêèì îáðàçîì, íàãðåâàòü áîëüøèå, â ñðàâíåíèè
ñ ëîêàëèçîâàííîé ôîêàëüíîé îáëàñòüþ, îáúåìû òêàíè. Ñóùåñòâåííî
ðàñøèðÿþòñÿ âîçìîæíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ïó÷êîâ, åñëè êîíòðîëèðó-
åìûì îáðàçîì èçìåíÿòü ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ â ïðåäåëàõ àêòèâíîé
ïîâåðõíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Ïðàêòè÷åñêè ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ,
åñëè ðàçáèòü ïîâåðõíîñòü ïðåîáðàçîâàòåëÿ íà ðÿä îòäåëüíûõ ýëåìåí-
òîâ è ââåñòè îòíîñèòåëüíûå ôàçîâûå ñäâèãè ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèìè
ñèãíàëàìè, ïîäàâàåìûìè èëè ñíèìàåìûìè ñ ýòèõ ýëåìåíòîâ (ôàçè-
ðîâàííàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàòåëåé).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 09-01-00875, è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è
íàóêè ÐÔ â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäà-
ãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò � Ï401.

2Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À. Â. Íàñåäêèíó è À. Í. Ðûáÿíöó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.

3Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ôîêóñèðóþùåãî ïüåçî-
ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ ôàçèðîâàííûìè ðåøåòêàìè â âèäå ñåêòîðîâ. Íà
ñåêòîðà ïîäàåòñÿ ñèãíàë ñ ðàçëè÷íûì âçàèìíûì ñäâèãîì âî âðå-
ìåíè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èçìåíÿåòñÿ ôîðìà óëüòðàçâóêîâîãî ëó÷à.
Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü ðàçëè÷íûå äèñêðåòíûå
ôîêàëüíûå ñòðóêòóðû óëüòðàçâóêîâîãî ïîëÿ. Êàæäûé ñåêòîð ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïîëÿðèçîâàí ïî òîëùèíå è ïîêðûò
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñåêöèîíèðîâàííûìè ýëåêòðîäàìè. Â êà÷åñòâå
ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ äëÿ ñâÿçàííîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî-àêóñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïüåçîèçëó÷àòåëÿ áûë ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïàêåòà ANSYS íà ÿçûêå APDL ANSYS. Ðàç-
ðàáîòàííûå ïðîãðàììû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìîäåëåé, ðàñ÷åòà ÷àñòîò òîë-
ùèííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ è àíòèðåçîíàíñîâ, àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëåé ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé, íàïðÿ-
æåíèé â ïðåîáðàçîâàòåëå, à òàêæå àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â îêðó-
æàþùåé ïðåîáðàçîâàòåëü æèäêîé ñðåäå.

Â ðåçóëüòàòå ñåðèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ áûëè îïðå-
äåëåíû âñå èñêîìûå õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìîãî óëüòðàçâóêîâî-
ãî ïüåçîèçëó÷àòåëÿ è äàíî èõ ñðàâíåíèå ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå äëÿ
àíàëîãè÷íîãî ôîêóñèðóþùåãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, íî ñî ñïëîøíûì
ýëåêòðîäíûì ïîêðûòèåì [1, 2]. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîýëåêòðîäíîñòü
ïîêðûòèÿ ðàññìîòðåííîé ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ïîëóñôåðû ïîçâîëÿåò
óïðàâëÿòü âèäîì ôîêàëüíîé çîíû ðàáî÷åé àêóñòè÷åñêîé ñðåäû è,
òàêèì îáðàçîì, ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ïüåçîèçëó÷àòåëÿ ìîùíîãî
óëüòðàçâóêà.

Ëèòåðàòóðà
1. Íàñåäêèí À. Â., Ðûáÿíåö À. Í. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ðàñ÷åò â ANSYS àêóñòè-

÷åñêîãî ïó÷êà, ãåíåðèðóåìîãî ñôåðè÷åñêèì ôîêóñèðóþùèì ïüåçîèçëó÷àòå-
ëåì // Ñá. òð. II êîíô. ïîëüçîâàòåëåé ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ CAD-FEM
GmbH / ïîä ðåä. À. Ñ. Øàäñêîãî.�Ì.: Èçä-âî ¾Áàðñ¿, 2002.�Ñ. 312�317.

2. Äîìàøåíêèíà Ò. Â. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ôîêóñèðóþùåãî
óëüòðàçâóêîâîãî ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëÿ // Òð. XI Ìåæä. ñèìï. ¾Ïîðÿäîê, áåñ-
ïîðÿäîê è ñâîéñòâà îêñèäîâ¿.�Ðîñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî ÑÊÍÖ ÂØ ÞÔÓ,
2008.�Ñ. 136�139.

142



ÎÖÅÍÊÀ ÂËÈßÍÈß ÐÀÑÒÂÎÐ�ÅÍÍÛÕ
Â ÏÎÄË�ÅÄÍÎÉ ÂÎÄÅ ÑÎÅÄÈÍÅÍÈÉ ÑÅÐÛ
ÍÀ ÏÐÈ×ÈÍÛ ÑÕÎÄÀ ËÅÄÍÈÊÀ ÊÎËÊÀ

À. Ã. Çàðèíè1

Êàòàñòðîôè÷åñêèé ñõîä ëåäíèêà Êîëêà â ñåíòÿáðå 2002 ã. âû-
çâàë èíòåðåñ â íàó÷íîé ñðåäå ê ïðîáëåìå ïóëüñèðóþùèõ ëåäíèêîâ è
ôàêòîðàì, îïèñûâàþùèì ïðîöåññ ñõîäà ëåäîâîé ìàññû. Ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî ãèïîòåç, îïèñûâàþùèõ ìåõàíèçì ñõîäà ëåäíèêà. Â ïîëüçó
çíà÷èòåëüíîé ðîëè ðàñòâîðåííûõ ãàçîâ â äèíàìèêå ïîäâèæêè ëåäíè-
êè ãîâîðèò íàëè÷èå îñòàòî÷íûõ ãàçîâûõ ôóìàðîë â òûëüíîé ÷àñòè
ëîæà ëåäíèêà íàáëþäàâøèõñÿ â òå÷åíèè ïåðâûõ ñóòîê ïîñëå ñõîäà,
íàëè÷èå çíà÷èòåëüíûõ(â òûñÿ÷è ðàç ïðåâîñõîäÿùèõ ôîíîâûå) êîí-
öåíòðàöèé ñóëüôàò èîíîâ â âîäàõ ðåêè Êîëêà è îçåðå îáðàçîâàâøåì-
ñÿ íà ìåñòå ëåäíèêà.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíóþ ðîëü ãàçîâ â äèíàìèêå òåìïåðàòóðû è
äàâëåíèÿ â îáëàñòè ïîäë�åäíîé âîäÿíîé ïðîñëîéêè. Íàëè÷èå îãðîì-
íîãî ñîäåðæàíèÿ ñóëüôàò-èîíîâ, ðàñòâîðåííûõ â âîäå ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î ïîñòóïëåíèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñåðíèñòîãî àíãèäðèäà â
ïîäëåäíóþ îáëàñòü â òå÷åíèè ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè. Ñîãëàñ-
íî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [1, 2] ïðè ðàñòâîðåíèè ñåðíèñòîãî
àíãèäðèäà â âîäå îáðàçóþòñÿ ñîåäèíåíèÿ ãèäðàòà äâóîêèñè ñåðû,
êîòîðûé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îêèñëÿåòñÿ äî ñåðíîé êèñëîòû. Åñëè
ïðèíÿòü âî âíèìàíèå îöåíêó Ë. Â. Äåñèíîâà î òîëùèíå ëüäà â òûëü-
íîé ÷àñòè ëåäíèêà îêîëî 30 ì [3], òî ïîäë�åäíàÿ îáëàñòü îêàçûâàåòñÿ
ïîä äàâëåíèåì 3,84 àòì. Îäíàêî äëÿ ïðîðûâà ðàñòâîðåííûõ ãàçîâ
âî âíåøíþþ ñðåäó ïîòðåáîâàëèñü áû êîíöåíòðàöèè ñåðíèñòûõ ñî-
åäèíåíèé, ðàñòâîðåííûõ â âîäå, áëèçêèå ê ïðåäåëüíûì ïðè çíà÷è-
òåëüíûõ òåìïåðàòóðàõ. Ñîãëàñíî äàííûì [4] äàâëåíèå íàñûùåííîãî
ïàðà äàæå íàä æèäêèì ñåðíèñòûì àíãèäðèäîì äîñòèãàåò óêàçàí-
íûõ âåëè÷èí òîëüêî ïðè 25◦ Ñ. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü,
÷òî âîäíûé ðàñòâîð, ñîäåðæàùèé ðàñòâîðåííûé ñåðíèñòûé àíãèä-
ðèä â êîíöåíòðàöèè ñâûøå 8,2 âåñîâûõ ïðîöåíòîâ, êðèñòàëëèçóåòñÿ
ïðè ïîëîæèòåëüíûõ òåìïåðàòóðàõ. Ïðè ýòîì âûõîä ñåðíèñòîãî àí-
ãèäðèäà â ãàçîâóþ ôàçó ñîïðîâîæäàåòñÿ íåèçáåæíûì îõëàæäåíèåì,
÷òî ïðèâåëî áû ê çàìåðçàíèþ ïîäë�åäíîé âîäÿíîé ïðîñëîéêè. Òàêèì

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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îáðàçîì, âîçìîæíîñòü ïðîðûâà ðàñòâîðåííîãî ãàçà âî âíåøíþþ ñðå-
äó äàæå â òûëüíîé ÷àñòè ëåäíèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîìíèòåëüíîé. Ïî
ìíåíèþ Â. Ì. Êîòëÿêîâà [5], â ðåçóëüòàòå íåîáû÷íî âûñîêîé ñåéñìè-
÷åñêîé àêòèâíîñòè ëåòîì 2002 ã. êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîð�åííûõ â ïîä-
ëåäíîì âîäíîì ñëîå ñåðíèñòûõ ñîåäèíåíèé äîñòèãëà ñòîëü âûñîêèõ
çíà÷åíèé, ÷òî òåïëî, âûäåëÿåìîå ïðè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ, ïðèâåëî
ê çíà÷èòåëüíîìó ïîäòàèâàíèþ íèæíåé ÷àñòè ëåäíèêà è îòðûâó åãî
îò ëîæà ñ ïîñëåäóþùèì ñêîëüæåíèåì íà âîäÿíîé ïîäóøêå ïîä âëè-
ÿíèåì ñèëû òÿæåñòè. Â ïðîöåññå ðàñòâîðåíèÿ ñåðíèñòîãî àíãèäðèäà
â âîäå ïðîòåêàþò òðè ðåàêöèè:

1) ðàñòâîðåíèå ñåðíèñòîãî àíãèäðèäà â âîäå ñ îáðàçîâàíèåì ñî-
åäèíåíèé ñåðíèñòîé êèñëîòû;

2) ÷àñòè÷íàÿ äèññîöèàöèÿ ñåðíèñòîé êèñëîòû;
3) ðàçëîæåíèå ñåðíèñòûõ ñîåäèíåíèé ñ îáðàçîâàíèåì ñîëåé ñåð-

íîé êèñëîòû.
Âñå ýòè ðåàêöèè ïðîòåêàþò ñ âûäåëåíèåì òåïëà. Ïðè ïàðöèàëü-

íîì äàâëåíèè ñåðíèñòîãî àíãèäðèäà 100 ìì ðò. ñò. êîíöåíòðàöèÿ ðàñ-
òâîðà ñîñòàâèò 38, 04 ã/ë ïðè ýòîì âûäåëèòñÿ 28, 64 êÄæ/ìîëü òåï-
ëîòû. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ äîëÿ äèññîöèàöèè ïåðâîé ñòóïåíè
äëÿ ñåðíèñòîé êèñëîòû ñîñòàâëÿåò 11, 9 ïðîöåíòîâ, ïðè ýòîì òåïëî-
âûäåëåíèå ñîñòàâëÿåò 18, 54 êÄæ/ìîëü. Îêèñëåíèå ñóëüôèòíûõ ñî-
åäèíåíèé äî ñóëüôàòíûõ ñîïðîâîæäàåòñÿ åùå áîëåå çíà÷èòåëüíûì
òåïëîâûäåëåíèåì 96, 3 êÄæ/ìîëü. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷èòåëüíîå òåï-
ëîâûäåëåíèå, ñîïðîâîæäàþùåå ðåàêöèè ðàñòâîðåíèÿ ñåðíèñòîãî ãàçà
è ïðåâðàùåíèÿ ñåðíèñòûõ ñîåäèíåíèé â ñåðíûå, ìîæåò ñîäåéñòâî-
âàòü íàêîïëåíèþ áîëüøîé ìàññû ïîäëåäíîé âîäû è îòðûâó ëåäíèêà
îò ãðóíòà ñ ïîñëåäóþùèì ñêîëüæåíèåì ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîé
ñèëû òÿæåñòè.
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ÎÁ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

ÂÛÑÎÊÎÝËÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ1

Ì. È. Êàðÿêèí2, Ò. Â. Ñèãàåâà2

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå
îáëàäàþò ÿðêî âûðàæåííûìè íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè: âûñîêîýëà-
ñòè÷íûå ðåçèíîïîäîáíûå ìàòåðèàëû, âÿçêîóïðóãèå ïîëèìåðû, ðàç-
íîîáðàçíûå êîìïîçèòû, áèîëîãè÷åñêèå òêàíè. Ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå â ïîëíîé ìåðå îïèñûâàëè áû ïîâåäåíèå òàêèõ
ìàòåðèàëîâ ïðè ó÷åòå èõ íåëèíåéíîñòè, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé
ñîâðåìåííîé íàóêè. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ äëÿ ýòèõ ìîäåëåé íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ, îïèñûâàþùèõ ïðîñòóþ äåôîðìàöèþ òåë (ðàñòÿæåíèå,
êðó÷åíèå, èçãèá è ò. ä.) ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé è âàæíåéøåé
÷àñòüþ ïîäîáíûõ çàäà÷.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìàòåðèàëà
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ÃÀ). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îòâåòà íà âîïðîñ � ìîæíî ëè ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîâ-
ïàäåíèå âåëè÷èí ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûõ îïûòíûì
ïóòåì, è âû÷èñëÿåìûõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, áûëî ïðîâåäåíî
èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé ÃÀ, â ÷àñòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëåé ìàòåðèàëà Áëåéòöà è
Êî è ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà.

Â ðàáîòå ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿëèñü äëÿ íåëèíåéíî-
óïðóãîé ìîäåëè íà îñíîâå ÃÀ è ñðàâíèâàëèñü ñ äàííûìè, ïîëó÷åí-
íûìè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûì¿ ïóò�åì. Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðî-
ãðàììû ìîäåëèðîâàëñÿ ýêñïåðèìåíò ñ ïðîñòåéøèìè äåôîðìàöèÿìè
òåë, òàêèìè êàê ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå, èçãèá, êðó÷åíèå. Ïðè ýòîì
ïðåäóñìàòðèâàëàñü âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ìîäåëè ìàòåðèàëà. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óñëîâíî âîñïðèíèìàþòñÿ êàê èñõîäíûå äàí-
íûå îáðàòíîé çàäà÷è. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è
íàóêè ÐÔ â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãî-
ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò � Ï�361.

2Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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ìåõàíèçìîâ ýâîëþöèè è íàñëåäîâàíèÿ ïîäáèðàåò ïàðàìåòðû äëÿ âû-
áðàííîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ìîäåëè ìàòåðèàëà, àïïðîêñèìèðóþùèå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èñõîä-
íûõ äàííûõ ïðÿìîé çàäà÷è ñ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè îáðàòíîé.

Îñíîâûâàÿñü íà ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, ìîæíî óòâåðæäàòü
î äîñòàòî÷íî âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà è åãî
ïåðñïåêòèâíîñòè äëÿ ðàçðàáîòêè ñõåìû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëèíåéíî-óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ òâåðäûõ òåë è
èõ âåðèôèêàöèè íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
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Î ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÂ
ÌÅÆ×ÀÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÄËß ×ÀÑÒÈÖ

ÍÀÍÎÐÀÇÌÅÐÍÎÃÎ ÌÀÑØÒÀÁÀ

À. À. Êîïöåâà1

Èçó÷åíèå íàíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé
ñîâðåìåííîé ôèçèêè, òàê êàê ñâîéñòâà íàíîðàçìåðíûõ êëàñòåðîâ ñó-
ùåñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àþòñÿ êàê îò êðèñòàëëè÷åñêîãî, òàê è îò
àìîðôíîãî ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà. Ðàçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé òðåáóåò
ñîçäàíèÿ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ îïèñàòü òåïëîôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà
êðèñòàëëè÷åñêèõ íàíîîáúåêòîâ. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñïåõè
â îáëàñòè íàíîòåõíîëîãèé, â áîëüøèíñòâå ñóùåñòâóþùèõ òåîðåòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå, òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íàíîîáúåêòîâ ñîâïàäàþò
ñî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè èç ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èîííîãî êðèñòàëëà ñ ó÷åòîì âêëà-
äà ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [1]:

G =
7∑

k=1

NkUk(akR)− V
∂

∂V

[
7∑

k=1

NkUk(akR)

]
− αµ

R
+

+4πr2bσ∞

(
1− 2(re − r)

r

)
,

(1)

ãäå αµ � ïîñòîÿííàÿ Ìàäåëóíãà; R � ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàé-
øèìè ñîñåäÿìè; V � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè â B1-ôàçå; αk =
Rk/R0 � îòíîøåíèå ðàäèóñà k-îé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû ê ðàäè-
óñó ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû; Nk � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî;
b � ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé îòêëîíåíèå ôîðìû êðè-
ñòàëëà îò ñôåðè÷åñêîé (b = 1); U(R) � ïîòåíöèàë ïàðíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò âêëàä ïîâåðõíîñòíîé
ýíåðãèè. Âûáîð âèäà ìîäåëüíîãî ïîòåíöèàëà èãðàåò âàæíóþ ðîëü
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâîéñòâ íàíîðàçìåðíûõ èîííûõ êðèñòàëëîâ.

Âêëàä ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè â òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
äëÿ ìàññèâíîãî îáðàçöà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 6% îò ïîëíîé ýíåðãèè,

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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íî åñëè ðàññìàòðèâàòü íàíîêðèñòàëëè÷åñêèå îáúåêòû, òî âåëè÷èíà
ïîâåðõíîñòíîãî âêëàäà ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ó íàíî÷àñòèö ïðàêòè÷åñêè âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòè.
Êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ àòîìîâ îãðàíè÷åíû ñîñåäÿìè ñëàáåå âíóò-
ðåííèõ, òàê ÷òî îíè ìîãóò ñèëüíåå îòêëîíÿòñÿ îò ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ
ïîëîæåíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì â ñòðóêòóðå ÷àñòèöû [2].
Ïîâåðõíîñòü íàíî÷àñòèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü àòî-
ìîâ (èëè ìîëåêóë), è ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ êàæäîé ìîëåêóëû
ñ ïîâåðõíîñòíûìè ìîëåêóëàìè èùåòñÿ â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëîâ
äàííîé ìîëåêóëû ñî âñåìè ìîëåêóëàìè ïîâåðõíîñòè.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïàðíûå ïîòåíöèàëû ââîäÿò ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, êîíå÷íî, êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ýô-
ôåêòû.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû ïîòåíöèàëû
Ëåíàðäà-Äæîíñà, Ìîðçå, ïðè÷åì â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè è â
ðàñ÷åòàõ ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî êëàñòåðû ñ ãðàíåöåíòðèðîâàí-
íîé ñòðóêòóðîé íåñòàáèëüíû äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ëåííàðäà-Äæîíñà è
Ìîðçå; îíè ñïîíòàííî ïåðåõîäÿò â èêîñàýäðè÷åñêóþ ôîðìó [2].

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïî÷òè âñå âèäû ñóùåñòâóþùèõ ñåãîäíÿ ìåæàòîì-
íûõ ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýôôåêòèâíûå ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêèå ïîòåíöèàëû èç-çà ïðèáëèæåíèé, íåèçáåæíûõ ïðè ðå-
øåíèè ìíîãî÷àñòè÷íûõ çàäà÷ ñ âçàèìîäåéñòâèåì [3].

Ñóùåñòâóþùèå íà äàííûé ìîìåíò ìîäåëüíûå ïîòåíöèàëû ìåæ-
÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ èíåðò-
íûõ ãàçîâ. Ïîýòîìó àêòóàëüíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëîâ
äëÿ øèðîêîãî êðóãà âåùåñòâ. À â ñëó÷àå íàíî÷àñòèö íåîáõîäèìî åùå
è ó÷èòûâàòü ïîâåðõíîñòíûé âêëàä.
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3. Ðèò Ì. Íàíîêîíñòðóèðîâàíèå â íàóêå è òåõíèêå. Ââåäåíèå â ìèð íàíîðàñ÷å-

òà.�Ì.�Èæåâñê: ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, 2005.�160 ñ.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÑÈÑÒÅÌÛ ÈÍÒÅÐÀÊÒÈÂÍÎÃÎ
ÐÅ×ÅÂÎÃÎ ÎÒÂÅÒÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ßÇÛÊÀ TCL

À. Þ. Êóãíî1

Ñèñòåìû, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â äîêëàäå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñåìåéñòâî ñèñòåì êîìïüþòåðíîé òåëåôîíèè. Ñèñòåìû èíòåðàêòèâíî-
ãî ðå÷åâîãî îòâåòà (IVR � Interactive Voice Response), âêëþ÷àþò â
ñåáÿ òðàäèöèîííûå ñèñòåìû ïðåäâàðèòåëüíîãî äèàëîãà ñ àáîíåíòîì,
àâòîìàòèçèðîâàííûå ñïðàâî÷íî-èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû, ñèñòåìû
ðå÷åâîé ïî÷òû, ñèñòåìû òåëåãîëîñîâàíèÿ.

Çàäà÷à òàêîãî ðîäà ñèñòåì, ïðèìåíÿþùèõ îáîðóäîâàíèå IVR, �
íå òîëüêî àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ îò àáîíåíòà, íî è, ïî
âîçìîæíîñòè, àâòîìàòè÷åñêè ñîîáùàòü åìó íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.
Ñàìîé ðàñïðîñòðàíåííîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà àáîíåíòó íåîá-
õîäèìî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå ñòàíäàðòíûõ ôðàç ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ñåãìåíòàìè (êàê ïðà-
âèëî, ÷èñëèòåëüíûìè). Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, èíôîðìàöèÿ î
ñîñòîÿíèè ñ÷åòà, âûáîð äàëüíåéøåãî äåéñòâèÿ è ò. ï. Â ýòîì ñëó-
÷àå àáîíåíò ââîäèò â ðåæèìå DTMF-äîíàáîðà íîìåð ñâîåé êàðòû
èëè ëè÷íûé íîìåð, óêàçàííûé â äîãîâîðå. Ñèñòåìà ïåðåäàåò çàïðîñ
ê áàçå äàííûõ, îòêóäà èçâëåêàåòñÿ è ïåðåäàåòñÿ îáðàòíî â ñèñòå-
ìó êîìïüþòåðíîé òåëåôîíèè íåîáõîäèìàÿ öèôðîâàÿ èíôîðìàöèÿ,
êîòîðàÿ âñòàâëÿåòñÿ â ñòàíäàðòíóþ ôðàçó, à çàòåì ãîòîâàÿ ôðàçà
¾ïðîèçíîñèòñÿ¿ àáîíåíòó.

Ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå ñèñòåìàìè IVR, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿ-
þòñÿ îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ òîé èëè èíîé ñèñòåìû . Ñèñòåìû IVR ìî-
ãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ïëàòôîðì, îäíà èç íèõ �
ðåàëèçàöèÿ IVR íà îñíîâå ÿçûêà TCL (Tool Command Language) íà
ïëàòôîðìå Cisco IOS (Integrated Operation System).

Äàëåå õî÷ó ïðèâåñòè îñíîâíûå êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ äëÿ
óïðîùåíèÿ ïîíèìàíèÿ âñåé ñòðóêòóðû è âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîãðàìì-
íîãî îáåñïå÷åíèÿ è àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåàëè-
çàöèè îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé â ñèñòåìàõ èíòåðàêòèâíîãî ðå÷åâîãî
îòâåòà.

Òåëåôîííûé ñèãíàë ñ äâóõïðîâîäíîé àáîíåíòñêîé ëèíèè ïîñòó-
ïàåò íà äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò ïðèåìíóþ
è ïåðåäàþùóþ ÷àñòè êàíàëà. Äàëåå ñèãíàë ïåðåäà÷è âìåñòå ñ ¾ïðî-
ñî÷èâøåéñÿ¿ ÷àñòüþ ñèãíàëà ïðèåìà ïîäàåòñÿ íà àíàëîãî-öèôðîâîé

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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ïðåîáðàçîâàòåëü (ADC) è ïðåâðàùàåòñÿ ëèáî â ñòàíäàðòíûé 12-ðàç-
ðÿäíûé ñèãíàë, ëèáî â 8-ðàçðÿäíûé ñèãíàë. Äàëüíåéøàÿ îáðàáîò-
êà âõîäíîãî ñèãíàëà ïðîèñõîäèò â ðå÷åâîì êîäåðå (Speech Coder). Â
àíàëèçàòîðå êîäåðà ñèãíàë ñåãìåíòèðóåòñÿ íà îòäåëüíûå ôðàãìåíòû
îïðåäåëåííîé äëèòåëüíîñòè (â çàâèñèìîñòè îò ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ)
è êàæäîìó âõîäíîìó áëîêó ñîïîñòàâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííûé êàäð
ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíû. Íàëè÷èå èíôîðìàöèîííîãî êàäðà âêëþ÷à-
åò ðå÷åâîé äåêîäåð, íà âûõîäå êîòîðîãî ôîðìèðóåòñÿ ðå÷åâîé ñèãíàë.

Êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ (êëèåíòà íåêîãî îïåðàòîðà VoIP) èíòå-
ðåñóåò ïîëó÷åíèå âîçìîæíîñòè ñäåëàòü ìåæäóãîðîäíèé èëè ìåæäó-
íàðîäíûé çâîíîê ïî íåñêîëüêî áîëåå âûãîäíûì òàðèôàì, ÷åì òå,
êîòîðûå ãîòîâ ïðåäîñòàâèòü åìó ãîðîäñêîé óçåë ñâÿçè. Ñðåäè ìíî-
æåñòâà ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè òàêîãî ñåðâèñà îñîáóþ ïîïóëÿðíîñòü
çàíèìàåò òàê íàçûâàåìàÿ IP-êàðòà. Ïðèîáðåòàÿ åå, êëèåíò ìîæåò
ïîçâîíèòü ïî ìåñòíîìó (ãîðîäñêîìó) òåëåôîííîìó íîìåðó, óêàçàí-
íîìó íà êàðòå, è, ïåðåéäÿ â òîíàëüíûé ðåæèì, ââåñòè ïî çàïðîñó
ñèñòåìû ïèí-êîä, óêàçàííûé íà êàðòå, è íåïîñðåäñòâåííî êîä ñòðà-
íû, ãîðîäà è íîìåð òåëåôîíà, êóäà îí æåëàåò ñäåëàòü çâîíîê. Êîãäà
êëèåíò äîçâàíèâàåòñÿ ïî íîìåðó, óêàçàííîìó íà êàðòî÷êå, íà÷èíàåò
ðàáîòàòü IVR (Interactive Voice Response) � ñïåöèàëüíîå ïðèëîæå-
íèå, ïîäãðóæàåìîå èëè ÷àñòè÷íî âñòðîåííîå â ãîëîñîâîé øëþç, è
îáåñïå÷èâàþùåå èíòåðàêòèâíîå ¾îáùåíèå¿ ñ êëèåíòîì: çàïðîñ íåîá-
õîäèìûõ äàííûõ äëÿ àâòîðèçàöèè, ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè î òîì,
êóäà êëèåíò æåëàåò ñäåëàòü çâîíîê, âûäà÷à ñâåäåíèé îá îøèáêàõ è
áàëàíñå êàðòû.

Ñâîþ êîíöåïöèþ ïî ñîçäàíèþ óñòðîéñòâ, îñóùåñòâëÿþùèõ èíòå-
ãðàöèþ ðàçëè÷íûõ òèïîâ äàííûõ è ãîëîñà (ãîëîñîâûå øëþçû) êîì-
ïàíèÿ Cisco Systems îêðåñòèëà AVVID (Architecture for Voice, Video
and Integrated Data). Îñíîâíàÿ èäåÿ Cisco ïðè ðàçðàáîòêå îáîðóäî-
âàíèÿ � ñîçäàíèå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìîäóëåé è ðàçâèòèå âîçìîæ-
íîñòåé îïåðàöèîííîé ñèñòåìû óæå ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé.

Äëÿ ñâîèõ ìîäóëüíûõ ìàðøðóòèçàòîðîâ è ñåðâåðîâ äîñòóïà êîì-
ïàíèÿ Cisco âûïóñòèëà ñïåöèàëèçèðîâàííûå ìîäóëè ðàñøèðåíèÿ, êî-
òîðûå îñóùåñòâëÿþò êîìïðåññèþ è äåêîìïðåññèþ ãîëîñà. Ñåðâåðà
äîñòóïà Ñisco ñî ñïåöèàëèçèðîâàííîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé IOS,
êîòîðàÿ ñïîñîáíà âûïîëíÿòü íå òîëüêî çàäà÷è IVR ñèñòåì, è ïåðå-
äà÷è ãîëîñà ÷åðåç IP, íî è îñóùåñòâëÿòü äîñòóï â Èíòåðíåò, ñâÿçû-
âàòü ëîêàëüíûå ñåòè è ò. ä. Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà îáîðóäîâàíèÿ
Cisco ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçíîâèäíîñòåé îïåðàöèîííîé ñèñòåìû,
âûáîð êîòîðûõ çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÏÐÓÃÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ÈÎÍÍÛÕ
ÊÐÈÑÒÀËËÎÂ ÂÁËÈÇÈ ÒÎ×ÊÈ ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÏÅÐÅÕÎÄÀ

¾ÄÈÝËÅÊÒÐÈÊ�ÌÅÒÀËË¿

Ì. Î. Ìàì÷óåâ1

Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî äàâëåíèÿ ùåëî÷íî-ãàëîèäíûå êðèñòàëëû
èìåþò ñòðóêòóðó òèïà NaCl (1-ñòðóêòóðà), ïîä äåéñòâèåì âûñîêîãî
äàâëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíåå îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïëîòíîóïàêî-
âàííàÿ ñòðóêòóðà òèïà CsCl (2-ñòðóêòóðà). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè-
÷åíèè äàâëåíèÿ âîçìîæåí ïåðåõîä êðèñòàëëà â ìåòàëëèçèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå. Âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ïðèðîäå ñèë ñâÿçè â ïîëèìîðô-
íûõ ìîäèôèêàöèÿõ ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëîâ ìîæåò äàòü èçó-
÷åíèå òðåõ óïðóãèõ êîíñòàíò C11, C12 è C44. Äàííûå âåëè÷èíû çà-
âèñÿò îò ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ îò ïîòåíöèàëà ïàðíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ èîíîâ U(R). Ïîòåíöèàë ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èîíîâ
U(R) îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè ôóíêöèîíàëà ïëîòíîñòè.

Ïðè ðàñ÷åòàõ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ðàçäå-
ëèòü âêëàäû êóëîíîâñêèõ è êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ñèë, ò. å.

C11 = Ckr
11 + Ckul

11 , (1)

è àíàëîãè÷íî äëÿ C12 è C44. Êóëîíîâñêèé âêëàä îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì
ñóììèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèé âñåõ èîíîâ êðèñòàëëà, òîãäà êàê êî-
ðîòêîäåéñòâóþùèé âêëàä îãðàíè÷èâàåòñÿ âêëàäàìè èîíîâ ñåìè êî-
îðäèíàöèîííûõ ñôåð. Áëåêìåíîì, ðàçâèâøèì è äîïîëíèâøèì ïîä-
õîä Ôó÷à è Î'Êîíîðà, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ óïðóãèõ êîíñòàíò êóáè÷åñêèõ èîííûõ êðèñòàëëîâ:

Ckr
11 =

1
V

∑

i

[
Q(xi)4 + P (xi)2

]
, (2)

Ckr
12 =

1
V

∑

i

[
Q(xi)2(yi)2 − P (xi)2

]
, (3)

Ckr∗
44 =

1
V

∑

i

[
Q(xi)2(yi)2 + P (xi)2

]
, (4)

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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C44 = Ckr∗
44 − c2

D
, (5)

c =
1
V

∑

i

xiyiziQ, (6)

D =
1
V

∑

i

[
Q(xi)2 + P (xi)

]
, (7)

ãäå V � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè (2R3 � äëÿ ôàçû 1); x/R, y/R,
z/R � êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû, à ñóììèðîâàíèå ïðîèç-
âîäèòñÿ ïî âñåì èîíàì ðåøåòêè. Âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ (2)�(6) âå-
ëè÷èíû P è Q îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P =
(

1
r

d

dr
U i

B1(r)
)∣∣∣∣

R

, (8)

Q =
[
1
r

d

dr

(
1
r

dU i
B1(r)
dr

)]∣∣∣∣
R

, (9)

ãäå R � ðàâíîâåñíîå ìåæèîííîå ðàññòîÿíèå; èíäåêñ i íóìåðóåò îáå
ôàçû (i = 1 äëÿ ôàçû 1, i = 2 äëÿ ôàçû 2). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êó-
ëîíîâñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ óïðóãèõ êîíñòàíò ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ñóì-
ìèðîâàíèÿ áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïîäðîáíî îïèñàííûé Òîçè è
Õàíòèíãòîíîì. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ
ïî ñõåìå Òîçè:

Ckul
11 = −2, 55604/2R4, Ckul

12 = 0, 11298/2R4,

Ckul
44 = 1, 24802/2R4, Dkul = −4, 189/2R6.

(10)

Ìîäóëè âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ B ðàññ÷èòûâàëèñü ïî ôîðìóëå

B =
1
3

(C11 + 2C12) .

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ
C11, C12 è C44 îò äàâëåíèÿ (ñæàòèå ñ÷èòàåòñÿ âñåñòîðîííèì). Ìîäóëè
óïðóãîñòè C11 è C12 äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ êðèñòàëëîâ óâåëè÷èâà-
þòñÿ ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ, òîãäà êàê C44 ìîãóò êàê âîçðàñòàòü (äëÿ
áîëüøèíñòâà êðèñòàëëîâ), òàê è óáûâàòü (KCl, RbCl è RbBr). Ïðè-
÷åì çíà÷åíèå óïðóãîé ïîñòîÿííîé C44 çàâèñèò îò äàâëåíèÿ ãîðàçäî
ñëàáåå, ÷åì C11 è C12.
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÐÅÆÈÌÎÂ
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ

À. Ä. Íåìöåâ1

Íà îñíîâå ñõåìû ñìåùåííûõ ñåòîê [1] èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ òðåõ-
ìåðíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèä-
êîñòè â ïàðàëëåëåïèïåäå ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà
áîêîâûõ ãðàíÿõ ïðè ïîäîãðåâå ñíèçó.

Ìîäåëü Äàðñè.Óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèä-
êîñòè c S ïðèìåñÿìè ìîæíî çàïèñàòü â áåçðàçìåðíîì âèäå:

ε
∂~v

∂t
= −∇p− ~v +

S+1∑
r=1

λrθ
r~k, ∇ · ~v = 0,

br
∂θr

∂t
+ ~v · ∇θr = κr∆θr + ~v · ~k, r = 1, . . . , S + 1.

Çäåñü ~v(x, y, z, t) � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè, p(x, y, z, t) � äàâëåíèå,
θ1(x, y, z, t) � òåìïåðàòóðà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ,
θr(x, y, z, t) (r = 2, . . . , S + 1) � îòêëîíåíèÿ ìàññîâûõ êîíöåíòðàöèé
ïðèìåñåé îò ñðåäíèõ óðîâíåé, t � âðåìÿ, ∇ = (∂x, ∂y, ∂z), ∆ = ∇ ·∇,
~k = (0, 0, 1) � îðò, íàïðàâëåííûé âåðòèêàëüíî ââåðõ.

Áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ: ïîðèñòîñòü ε, êè-
íåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû br, ÷èñëà Ïðàíäòëÿ κr, ôèëüòðàöèîííîå
λ1 è êîíöåíòðàöèîííûå ÷èñëà Ðýëåÿ λr (r > 1). Íà äâóõ ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ãðàíÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà (y = 0, y = Ly) ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ
îòñóòñòâèÿ òåïëîâîãî è êîíöåíòðàöèîííûõ ïîòîêîâ, à íà îñòàëüíîé
ãðàíèöå ïîääåðæèâàþòñÿ ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû
è ïðèìåñåé.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè êðàåâîé çàäà÷è
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñìåùåííûõ ñåòîê ñ óçëàìè ïÿòè òèïîâ: åäèíûå
óçëû äëÿ òåìïåðàòóðû θ1 è âñåõ ïðèìåñåé θr (r = 2, . . . , S +1), óçëû
äëÿ äàâëåíèÿ p è äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ~v [1].
Èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ïðîâîäèëîñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû.

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå óñòàíîâëåíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò
ãëóáèíû îáëàñòè Ly ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ òðåõìåðíûå èëè ïëîñ-
êèå äâèæåíèÿ. Ïðè ìàëîì ðàññòîÿíèè ìåæäó òåïëîèçîëèðîâàííû-
ìè ãðàíÿìè (Ly < 1) ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå ïëîñêèå ñòàöèîíàðíûå
äâèæåíèÿ ñ ïîëåì ñêîðîñòè (v1, 0, v3). Ïëîñêèå äâèæåíèÿ îáðàçóþò
íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ñèëüíîé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ èç ñåìåéñòâà ê òðåõìåðíûì âîç-
ìóùåíèÿì ïðîâîäèëñÿ äëÿ òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè áåç ïðèìåñåé
(S = 1). Ãëóáèíà èçìåíÿëàñü â äèàïàçîíå 0, 5 < Ly < 0, 6. Ýêñïåðè-
ìåíò ñîñòîÿë â òîì, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû çàäà-
âàëîñü â âèäå Θ = Θs +Θp, ãäå Θs � òåìïåðàòóðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó, à Θp = d sin kπy

Ly
� âîçìóùåíèå. Â òàáëèöå

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà äëÿ k = 2.

Ly 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56
P1 P1 P1 P1 P1 A

P2 P̃2 P̃2 P1 P1 A

P3 P̃3 P1 P1 A A

P4 P̃4 P̃4 P5 P5 A
P5 P5 P5 P5 P5 A

Çäåñü ÷åðåç P1, . . . , P5 îáîçíà÷åíû ïëîñêèå êîíâåêòèâíûå ðåæè-
ìû èç ñåìåéñòâà, áóêâà A ñîîòâåòñòâóåò òðåõìåðíîìó êîíâåêòèâíî-
ìó äâèæåíèþ. Âîëíîé ïîìå÷åíû ðåæèìû, ïîëó÷àþùèåñÿ ñìåùåíèåì
âäîëü êðèâîé ñåìåéñòâà. Íàïðèìåð, ïðè âîçìóùåíèè íåñèììåòðè÷-
íîãî ðåæèìà P2 â ñëó÷àå ãëóáèíû Ly = 0, 53 óñòàíîâëåíèå ïðèâîäèò ê
áëèçêîìó íåñèììåòðè÷íîìó ðåæèìó P̃2, à ïðè Ly = 0, 54 â ðåçóëüòàòå
óñòàíîâëåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñèììåòðè÷íûé êîíâåêòèâíûé ðåæèì P1.

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïàðàëëåëåïèïåäå ñ äâóìÿ òåïëîèçîëè-
ðîâàííûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè èìåþòñÿ òàêèå ãëóáèíû Ly, ïðè êîòî-
ðûõ âîçìîæíî ñîñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâûõ ïëîñêèõ è ñóùåñòâåííî
òðåõìåðíûõ ðåæèìîâ.

Ëèòåðàòóðà
1. Íåìöåâ À. Ä., Öèáóëèí Â. Ã. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîíâåêöèè ìíî-

ãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå // Âåñòíèê ÞÍÖ.�2009.�Ò. 4,
� 5.�C. 23�26.
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ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÂÈÁÐÎÎÆÈÆÅÍÈß

Í. Ñ. Îðëîâà1

Âèáðîîæèæåíèå î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè î÷èñòêå ãàçîâ,
ñóøêå è ñåïàðèðîâàíèè çåðíîâîãî ìàòåðèàëà. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âèáðîîæèæåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ òîíêèõ ñëî-
åâ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ
ïîëêè ïîäõîäèò ìîäåëü ¾ãàçà êðóïíûõ ÷àñòèö¿. Äàííàÿ ìîäåëü ïðà-
âèëüíî îïèñûâàåò èçìåíåíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö ñ âûñîòîé â âèá-
ðîîæèæåííîì ñëîå. Â ñëó÷àå âèáðîîæèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òîëñòûõ
ñëîåâ áîëüøå ïîäõîäèò ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ó÷èòû-
âàåò âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ìåæäó ñîáîé è ñ ãàçîì.

Èññëåäóåòñÿ äâóõôàçíàÿ ìîäåëü âèáðîîæèæåíèÿ, â êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âçàèìîïðîíèêàþùåå äâèæåíèå äâóõ âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ êîíòèíóóìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãàçîì è ÷àñòèöàìè (ïîäõîä Ýéëåðà).
Äèñïåðñíàÿ ôàçà (ïñåâäîãàç ÷àñòèö) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñïëîø-
íîé ñðåäû ñ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå ïëîòíî-
ñòüþ [1]. Â ìîäåëè äëÿ îáåèõ ôàç èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâ-
íîñòè è ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ [2]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé.

Óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è èçìåíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ äëÿ îáåèõ ôàç èìåþò ñëåäóþùèé âèä [2]:

∂(ρgαg)
∂t

+
∂(ρgαg

~Vg)
∂z

= 0, (1)

∂(ρsαs)
∂t

+
∂(ρsαs

~Vs)
∂z

= 0, (2)

∂(ρgαg
~Vg)

∂t
+

∂(ρgαg
~Vg · ~Vg)

∂z
=

∂P

∂z
− βB( ~Vg − ~Vs), (3)

∂(ρsαs
~Vs)

∂t
+

∂(ρsαs
~Vs · ~Vs)

∂z
=

= βB( ~Vg − ~Vs)−G(αg)
∂αs

∂z
+ (ρs − ρg)αs~g,

(4)

βB =
βA

αg

ρs

(ρs − ρg)
, (5)

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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βA = 150
α2

sµg

αgd2
p

+ 1, 75
ρgαs| ~Vg − ~Vs|

dp
(0, 2 6 αg < 0, 8), (6)

G(αg) = 10−8,76αg+5,43, (7)

ãäå ρg, ~Vg, αg � ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, îáúåìíàÿ äîëÿ ãàçà; ρs, ~Vs, αs

(αs = 1−αg) � ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, îáúåìíàÿ äîëÿ òâåðäûõ ÷àñòèö
ñîîòâåòñòâåííî; P � äàâëåíèå ãàçîâîé ôàçû; βB � ôóíêöèÿ ñîïðî-
òèâëåíèÿ (êîýôôèöèåíò îáìåíà èìïóëüñàìè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
äâóõ ôàç); G(αg) � ìîäóëü óïðóãîñòè òâåðäîé ôàçû (êîýôôèöèåíò
ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ); ~g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ;
µg � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ãàçà; dp � äèàìåòð ÷àñòèöû.

Ïëîòíîñòü ÷àñòèö ñ÷èòàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé (ðàâíà ïëîò-
íîñòè èñïîëüçóåìîãî ìàòåðèàëà), à ïëîòíîñòü ãàçà íàõîäèòñÿ ÷åðåç
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà.

Â ñâÿçè ñ òåì ÷òî äâèæåíèå ñìåñè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïåðèîä ìåæ-
äó ïîäáðàñûâàíèåì ÷àñòèö è èõ ñòîëêíîâåíèåì ñ ïîëêîé, ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

αg0 = 1; αs0 = 0; Vg0 = V ; Vs0 = 0; (8)

αg∞ = 1; αs∞ = 0; Vg∞ = 0; Vs∞ = 0, (9)

ãäå V � ñêîðîñòü ïîëêè.
Âñëåäñòâèå ïîäáðàñûâàíèÿ ñëîÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè è ïîëêîé îá-

ðàçóåòñÿ çàçîð, ïîýòîìó îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö â ýòîé çîíå áóäåò
ðàâíà íóëþ, à çíà÷åíèå äàâëåíèÿ áóäåò ïîñòîÿííûì. Â çîíå âûøå
ïîâåðõíîñòè îæèæåííîãî ñëîÿ äàâëåíèå ãàçà ðàâíî àòìîñôåðíîìó, à
òåìïåðàòóðà ãàçà ðàâíà 22◦C.

Ëèòåðàòóðà
1. Âîëêîâ Ê. Í., Åìåëüÿíîâ Â. Í. Òå÷åíèÿ ãàçà ñ ÷àñòèöàìè.�Ì.: Ôèçìàòëèò,

2008.�600 ñ.
2. Cabezas-Gomez L., Milioli F. E. Gas-solid two-phase �ow in the riser of

circulating �uidized beds: mathematical modelling and numerical simulation //
J. Braz. Mech. Soc. Sci.�Rio de Janeiro, 2001.�Vol. 23, � 2.�P. 170�200.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÎÁËÀÊÎÂ Â ÃÎÐÍÛÕ ÓÙÅËÜßÕ

Ä. Ã. Ïàíòåëååâ1

Ðàññìàòðèâàëàñü äâóìåðíàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè òóìàíà
ïîä âëèÿíèåì îðîãðàôèè Êàðìàäîíñêîãî óùåëüÿ, ðàñïîëîæåííîãî
íà òåððèòîðèè Ðåñïóáëèêè Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-Àëàíèÿ. Ïîëå ñêîðî-
ñòåé âîçäóõà è ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè
óùåëüÿ çàäàâàëèñü è ïðèíèìàëèñü íå ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè. Â
ìîäåëè íå ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ íà ñêîðîñòü âîç-
äóõà è åãî òåìïåðàòóðó. Òàêæå íå ó÷èòûâàëîñü âîçìîæíîå íàëè÷èå
â àòìîñôåðå òâåðäûõ ÷àñòèö.

Òóìàí õàðàêòåðèçîâàëñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè: q � óäåëüíîé âëàæ-
íîñòüþ (ìàññîé âîäÿíîãî ïàðà â åäèíè÷íîé ìàññå âîçäóõà) è δ �
óäåëüíîé âîäíîñòüþ (ìàññîé æèäêîé ôàçû â åäèíè÷íîé ìàññå âîç-
äóõà). Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííî ðåøàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé:

∂q

∂t
= −u

∂q

∂x
− w

∂q

∂z
+

∂

∂x

(
ν

∂q

∂x

)
+

∂

∂z

(
ν

∂q

∂z

)
− α,

∂δ

∂t
= −u

∂δ

∂x
− w

∂δ

∂z
+

∂

∂x

(
ν

∂δ

∂x

)
+

∂

∂z

(
ν

∂δ

∂z

)
+ α,

ãäå α � ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ôàçîâûé ïåðåõîä æèäêîñòü�ïàð
äëÿ ìåëêèõ êàïåëü [1]:

α = 4π
qg

ρg
Ncrc

Sw − 1
Fk + Fd

.

Ïðîôèëü óùåëüÿ íà òîì ó÷àñòêå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿëñÿ ðàñ-
÷åò, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Ïðîôèëü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ óùåëüÿ.
1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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Íà âåðõíåé è áîêîâûõ ãðàíèöàõ îáëàñòè ïðèíèìàëèñü ðàâíûìè
íóëþ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò âëàæíîñòè è âîäíîñòè ïî íîðìàëè ê
ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíèöàì. Íà ïîâåðõíîñòè çåìëè âëàæíîñòü ïðè-
íèìàëàñü ïîñòîÿííîé, ïðè÷åì âîäÿíîé ïàð áûë ïåðåñûùåííûì, à
âîäíîñòü áûëà ðàâíà íóëþ.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: q(x) = const è δ(x) = 0.
Èñïîëüçîâàííûå â ðàñ÷åòàõ ðàñïðåäåëåíèÿ âÿçêîñòè è òåìïåðà-

òóðû âîçäóõà â óùåëüå ñîîòâåòñòâóþò óòðåííèì ÷àñàì [2]. Âåòåð íàä
óùåëüåì íàïðàâëåí ñëåâà íàïðàâî.

Ïî èñòå÷åíèè 159 ìèíóò ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè áûëè ïîëó÷åíû
óñòàíîâèâøèåñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âëàæíîñòè è âîäíîñòè, ïðèâåäåííûå
íèæå. Îòìåòèì, ÷òî íà ýòèõ ãðàôèêàõ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðåîáðàçî-
âàíà, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñòàëà ïðÿìîóãîëüíîé. Áîëåå
òåìíûå îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò áîëüøåìó çíà÷åíèþ âëàæíîñòè èëè
âîäíîñòè.

Ðèñ. 2. Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå âëàæíîñòè
â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè óùåëüÿ.

Ðèñ. 3. Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå âîäíîñòè
â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè óùåëüÿ.

Ëèòåðàòóðà
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ãîðíûõ óùåëüÿõ: Äèñ. . . . êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê.�Âëàäèêàâêàç, 2002.�163 ñ.
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ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ ÄËß ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ
ÒÈÏÀ ÊÎØÈ È ÅÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÍÀ ÎÒÐÅÇÊÅ

Ë. Þ. Ïëèåâà1

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èíòåðïîëÿöè-
îííîãî òèïà äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè
âèäà [1]:

Φ(z) =
1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)
t− z

dt (1)

íà îòðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì è äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ äî 2 ïîðÿäêà âêëþ-
÷èòåëüíî:

Φ′(z) =
1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)
(t− z)2

dt, (2)

Φ′′(z) =
1
πi

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)
(t− z)3

dt, (3)

ãäå z /∈ [−1, 1] è ϕ(t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
íà îòðåçêå [−1, 1].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû èíòåðïîëÿöèîííîãî òè-
ïà â èíòåãðàëå (1) çàìåíèì ïëîòíîñòü ϕ(t) åå èíòåðïîëÿöèîííûì
ìíîãî÷ëåíîì ñ óçëàìè xj = cos 2j−1

2n π (ñì. [2]):

Ln(ϕ, t) =
1
n

n∑

j=1

(−1)j−1Tn(t)
t− xj

√
1− x2

jϕ(xj), (4)

ãäå Tn(t) = cos(n arccos t) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.
Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó:

Φ(z) ≈ 1
n

n∑

j=1

(−1)j−1
√

1− x2
j

z − xj
µj(z)ϕ(xj),

µj(z) =
i

2
(z −√z2 − 1)n

√
z2 − 1

− 1
2i

Un−1(xj),

(5)

ãäå Un−1(t) = sin(n arccos t)√
1−t2

� ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà.
1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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Äëÿ äàííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà ïîãðåøíîñòè

|Rn(φ, t)| < ε

4ρ

ãäå ε = max
t∈[−1,1]

|ϕn+1(ξ)|
(n+1)! , min

t∈[−1,1]
|t− z| = ρ.

Âû÷èñëÿÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è ñìåøåíèé ïðè ðåøåíèè ðàç-
ëè÷íûõ çàäà÷ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, ìû ñòàëêèâàåìñÿ íå òîëüêî
ñ èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè, íî è ñ èõ ïðîèçâîäíûìè, ÷òî ïîä÷åðêè-
âàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ è äëÿ íèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Â
ñâÿçè ñ ýòèì áûëè ïîñòðîåíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ èíòåãðà-
ëîâ (2)è (3)

Φ′(z) ≈ 1
n

n∑

j=1

(−1)j−1
√

1− x2
j

(z − xj)2
µj(z) ϕ(xj),

µj(z) =
1
2i

Un−1(xj)− i

2
(z −√z2 − 1)n

√
z2 − 1

(
1 + (z − xj)

n
√

z2 − 1 + z

z2 − 1

)
,

Φ′′(z) ≈ 1
n

n∑

j=1

(−1)j−1
√

1− x2
j

(z − xj)3
µj(z)ϕ(xj),

µj(z) = i
(z −√z2 − 1)n

√
z2 − 1

(
1 + (z − xj)

n
√

z2 − 1 + z

z2 − 1
+

+
(z − xj)2

2
n2(z2 − 1) + 3nz

√
z2 − 1 + 2z2 + 1

(z2 − 1)2

)
− 1

2i
Un−1(xj).

Âû÷èñëåíèå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâ-
íîñòü ìåòîäà.

Ëèòåðàòóðà
1. Ïûõòååâ Ã. Í. Òî÷íûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ òèï Êîøè.�Íîâîñè-

áèðñê: Íàóêà, 1980.�119 ñ.
2. Ïëèåâà Ë. Þ., Õóáåæòû Ø. Ñ. Ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíûõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà íà îòðåçêàõ // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê.
ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè.�2008.�� 4.�Ñ. 13�16.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ×ÈÑÒÎÃÎ ÈÇÃÈÁÀ
ÏÀÍÅËÈ Â ÑÐÅÄÅ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ MAPLE1

Ä. Þ. Ñóõîâ2, Í. Þ. Øóá÷èíñêàÿ2

Èññëåäîâàíèå çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ òåë áàçèðóåòñÿ
íà íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî
ñëîæíûé ïðîöåññ äàæå äëÿ òåë ïðîñòîé ãåîìåòðèè. Â òî æå âðå-
ìÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñàì ïðîöåññ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷-
íî àëãîðèòìè÷åí è äîïóñêàåò àâòîìàòèçàöèþ îñíîâíûõ åãî ýòàïîâ
ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Â ðàáîòå
ïðåäñòàâëåíà ðåàëèçàöèÿ îñíîâíûõ ýòàïîâ ïðîöåññà àíàëèçà óñòîé-
÷èâîñòè â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ
çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè èçãèáà ïàíåëè â ñåêòîð öèëèíäðà.

Èñïîëüçîâàíû äâå ìîäåëè ñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ: ïîëóëèíåé-
íûé ìàòåðèàë Äæîíà è ìàòåðèàë Áëåéòöà è Êî. Â ðàìêàõ ïëîñ-
êîé äåôîðìàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëóîáðàòíîãî ìåòîäà íåëèíåé-
íîé òåîðèè óïðóãîñòè èñõîäíàÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à èçãèáà ñâåäåíà ê
îäíîìåðíîé, îïèñûâàåìîé îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì äëÿ ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ðàäèóñ òî÷êè â äåôîðìèðîâàí-
íîì ñîñòîÿíèè, ÷èñëåííûé àíàëèç êîòîðîé âûïîëíÿëñÿ òàêæå â ñðåäå
Maple. Àíàëèç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäå-
ëåé ïîêàçàë, ÷òî íà äèàãðàììå èçãèáà (ãðàôèê çàâèñèìîñòè èçãèáà-
þùåãî ìîìåíòà îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîøåíèå äëèíû
áðóñà è óãëà ñåêòîðà, â êîòîðûé îí äåôîðìèðóåòñÿ) ÷åòêî âèäíà òî÷-
êà ýêñòðåìóìà, çà êîòîðîé ñëåäóåò ïàäàþùèé ó÷àñòîê. Ñóùåñòâîâà-
íèå ýòîãî ó÷àñòêà îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðî-
öåññà äåôîðìàöèè ïðè ÷èñòîì èçãèáå.

Äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå áèôóðêàöèîííîãî ïîäõîäà
ðàçðàáîòàí ñàìîñòîÿòåëüíûé áëîê Maple-êîäà, ðåàëèçóþùèé àíàëè-
òè÷åñêè ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ðàçëè÷íûõ âà-
ðèàíòîâ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ïîëó÷åíà ëèíåéíàÿ îä-
íîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðèëî-
æåííîìó ê òîðöàì ïàíåëè èçãèáàþùåìó ìîìåíòó. Ïîèñê çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ýòîé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è
íàóêè ÐÔ â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãî-
ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò � Ï�361.

2Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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çàäà÷è, îòîæäåñòâëÿåìûõ ñ òî÷êàìè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, òàêæå ðå-
àëèçîâàí â ñðåäå Maple. Ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ðàñïîëî-
æåíèè òî÷åê áèôóðêàöèè íà äèàãðàììå íàãðóæåíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ìîæåò ïðèâî-
äèòü, âî-ïåðâûõ, ê âåñüìà ãðîìîçäêèì óðàâíåíèÿì äàæå íà ïåðâîì
ýòàïå îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ, à âî-âòîðûõ � ê ñóùåñòâåííîìó ïàäåíèþ ñêîðîñòè âû÷èñëå-
íèé. Âàæíîé ÷àñòüþ ðàñøèðåííîãî ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ, ïîýòîìó, áëîê
¾âíåøíåãî ðåøàòåëÿ¿ � ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî ãåíåðèðîâàíèÿ
ôàéëîâ íà ÿçûêå C â ñðåäå Maple, èõ êîìïèëÿöèè, âûïîëíåíèÿ è
ïåðåäà÷è ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ íàçàä â ñðåäó Maple äëÿ îáðàáîòêè è
àíàëèçà. Ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ðåøàòåëÿ ïîêàçàëè ñó-
ùåñòâåííîå (îò 10 äî 20 ðàç) óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.
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ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÉ ÌÅÒÎÄ
ÐÀÑ×ÅÒÀ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ

Â ÏÎËßÐÍÛÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

À. Â. Òðîôèìîâà1

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êîëüöåâîì ñåãìåíòå ïðè ïîäîãðåâå ñíèçó.
Íà îñíîâå óðàâíåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è ìåòîäà ñåòîê ðàçâè-
òà ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé. Äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ôîðìóëû, ñîõðàíÿþùèå â ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèÿõ ñâîéñòâà èñõîäíîé çàäà÷è [1, 2].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñèñòåìà áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ôóíêöèè òîêà ψ è òåìïåðàòóðû θ èìååò âèä:

∂tθ = ∆θ + G(ψ)− J(θ, ψ) ≡ F1(θ, ψ), (1)

0 = ∆ψ − λG(θ) ≡ F2(θ, ψ), (2)

θ
∣∣
∂D

= 0, ψ
∣∣
∂D

= 0, (3)

θ|t=0 = θ 0(r, ϕ). (4)

Çäåñü t � âðåìÿ, r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, λ � ôèëüòðàöèîííîå
÷èñëî Ðýëåÿ è

J(θ, ψ) =
∂r(θ∂ϕψ)− ∂ϕ(θ∂rψ)

r
, G(θ) =

cosϕ∂ϕθ + r sin ϕ∂rθ

r
.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ãðèíà
è ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ
L = (ψ,−θ) ÿâëÿåòñÿ êîñèììåòðèåé äëÿ çàäà÷è (1)�(3):

∫

D

[
F1(θ, ψ)ψ − F2(θ, ψ)θ

]
r dr dϕ = 0. (5)

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä. Ïî êîîðäèíàòàì r è ϕ ââîäèëèñü
ðàâíîìåðíûå ñåòêè. Íà äâóõòî÷å÷íûõ øàáëîíàõ çàäàâàëèñü îïåðà-
òîðû âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî è ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïî êîòîðûì

1Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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âû÷èñëÿëèñü îïåðàòîðû íà òðåõòî÷å÷íûõ (D1, D2) è ÷åòûðåõòî÷å÷-
íûõ øàáëîíàõ (d0, d1, d2). Ïðè àïïðîêñèìàöèè ÿêîáèàíà ïðèìåíÿëñÿ
àíàëîã ôîðìóëû Àðàêàâû:

J(θ, ψ)
∣∣
(ri,ϕj)

≈ Ji,j(θ, ψ) =
α

ri

[
D1(θD2ψ)−D2(θD1ψ)

]
i,j

+

+
(1− α)

ri

[
d1(d0θd2ψ)− d2(d0θd1ψ)

]
i,j

,
(6)

à äëÿ àïïðîêñèìàöèè G(θ) èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà, ñîõðàíÿþùàÿ
êîñèììåòðèþ äëÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

G(θ)
∣∣
(ri,ϕj)

≈ Gi,j(θ) =
β

ri

(
cosϕD2θ + r sinϕD1θ

)
i,j

+

+
(1− β)

ri

(
D2(cos ϕθ) + D1(r sin ϕθ)

)
i,j

.

(7)

Âûáîð ïàðàìåòðîâ α è β â ôîðìóëàõ (6)�(7) ïðîèçâîäèëñÿ
èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà òîæäåñòâà (5). Ïðè
α = 1/3 è β = 1/2 êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñèñòåìû ñîõðàíÿåò êî-
ñèììåòðèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Ðàñ÷åòû êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ çà-
äà÷è (1)�(4) ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåãìåíòîâ è ñåòîê. Äëÿ
ïîëóêîëüöà D = [1, 2] × [π/2, 3π/2] áûëî íàéäåíî, ÷òî ñåìåéñòâî
óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ îòâåòâëÿåòñÿ ïðè
λcr ≈ 42. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå èçó÷åíà ýâîëþöèÿ ýòîãî ñå-
ìåéñòâà ñ ðîñòîì ÷èñëà Ðýëåÿ è íàéäåíî, ÷òî ïðè λ > 97 íà ñå-
ìåéñòâå ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ.
Â ñïåêòðå êàæäîãî ðåæèìà ïðèñóòñòâóåò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíîìó íàïðàâëåíèþ âäîëü êðèâîé
ñåìåéñòâà, à íåóñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñïåêòðó äëÿ òðàíñâåð-
ñàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàñ÷åòàìè ïîäòâåðæäåíî, ÷òî ïðè àïïðîê-
ñèìàöèÿõ, íå îáåñïå÷èâàþùèõ ñîõðàíåíèå ðàçíîñòíîãî àíàëîãà (5),
ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Karas�ozen B., Tsybulin V. G. Finite-di�erence approximation and cosymmetry

conservation in �ltration convection problem // Phys. Let. A.�1999.�Vol. 262,
� 4.�P. 321�329.

2. Òðîôèìîâà À. Â., Öèáóëèí Â. Ã. Ðàñ÷åò êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ â ïîðèñòîé
òðàïåöèåâèäíîé îáëàñòè // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ-Êàâê. Ðåãèîí. Åñòåñòâ. Íàóêè.
Ñïåöâûïóñê.�2009.�Ñ. 211�215.
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ÑÏÅÖÈÔÈÊÀ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÃÎ
ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÑÅÍ-ÂÅÍÀÍÀ ÈÇÃÈÁÀ

ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÉ ÑÈËÎÉ1

Þ. À. Óñòèíîâ2, Í. Â. Êóðáàòîâà2, Å. Ñ. ×óìàêîâà2

Ïîä åñòåñòâåííî çàêðó÷åííûì ñòåðæíåì (ÅÇÑ) ïîíèìàþò òðåõ-
ìåðíîå òåëî, êîòîðîå çàìåòàåòñÿ â ðåçóëüòàòå âèíòîâîãî äâèæåíèÿ
íåêîòîðîé ïëîñêîé ôèãóðû âäîëü ïðÿìîëèíåéíîé îñè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå â ïå-
ðåìåùåíèÿõ çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà ÅÇÑ, ñîîòâåòñòâóþùåå èçãèáó ïîïå-
ðå÷íîé ñèëîé ÅÇÑ ñ ïðÿìîóãîëüíûì ñå÷åíèåì, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü
êîòîðîãî ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé. Çäåñü çàäà÷à Ñåí-Âåíàíà â òðåõ-
ìåðíîé ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è
íà ñå÷åíèè [1].

Îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç
âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòå-
ìû, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííîãî (èñêîìîãî) âåêòî-
ðîâ ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè.
Ñå÷åíèå ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû (ÊÝ), â
êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ áèëèíåéíûå.

Ðåøåíèå çàäà÷è èçãèáà èùåòñÿ â âèäå u = C4u4 + C̄4ū4, ãäå C4 �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè óäîâëåòâîðå-
íèè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

u4(ξ1, ξ2, ξ) = eiτξ

(
ξ3

6
a1 +

ξ2

2
a2 + ξa3(ξ1, ξ2) + a4(ξ1, ξ2)

)
, (1)

ãäå a1 = {1, i, 0}, ζ = ξ1 + iξ2, a2 = {0, 0,−ζ} � ñîáñòâåííûé è
ïðèñîåäèíåííûé âåêòîðû ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è [1]; a3(ξ1, ξ2) � ïðè-
ñîåäèíåííûé âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ÷èñòîãî èçãè-
áà íà ñå÷åíèè, ïîëó÷åííîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ;
a4(ξ1, ξ2) � èñêîìûé ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð, îïðåäåëåííûé íà ñå-
÷åíèè.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ôîíäà Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 09-01-00065à.

2Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
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Ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûì, ïðè÷åì çàäà÷à íå ðàñïà-
äàåòñÿ íà äâå, âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ, ïîýòîìó ñ êàæäûì óçëîì
ñâÿçûâàåòñÿ äâåíàäöàòü íåèçâåñòíûõ: ae

ji � îáîáùåííûå ïåðåìåùå-
íèÿ çàäà÷è èçãèáà ïîïåðå÷íîé ñèëîé, be

ji � èçâåñòíûå óçëîâûå îáîá-
ùåííûå ïåðåìåùåíèÿ çàäà÷è ÷èñòîãî èçãèáà, èíäåêñ j ñîîòâåòñòâóåò
êîìïîíåíòàì âåêòîðà óçëîâîãî ïåðåìåùåíèÿ (j = 1, 2, 3), i = 1, 2 �
åãî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýôôåêòèâíîãî
àëãîðèòìà ó÷åòà ðàíåå ïîñòðîåííîãî ÊÝ-ðåøåíèÿ çàäà÷è ÷èñòîãî èç-
ãèáà, áóäåì ñ÷èòàòü be

ji � èçâåñòíûìè ñêàëÿðàìè, à ae
ji � ôóíêöèÿ-

ìè îò èñêóññòâåííî ââåäåííîé ïåðåìåííîé y. Òàêîé ïðèåì ïîçâîëÿåò
çàìåíèòü ïðîöåäóðó âàðüèðîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ïî-
ëó÷åíèÿ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî âàðèàöèé óçëîâûõ íåèçâåñòíûõ aek

ji (y)
(k = 1, . . . , 4) è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïðîöåäóðîé äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïî y, à òàêæå ïðèâëå÷ü àïïàðàò ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
MatLab. Ñïåöèôèêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ýëåìåí-
òîâ ëîêàëüíûõ ìàòðèö çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ ÊÝ â ñåòêå ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè. Â ðåçóëüòàòå àíñàìáëèðîâàíèÿ ïî ýëåìåíòàì ïîëó÷àåì
ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ åäèíñòâåííî-
ñòè, ðåàëèçîâàííûå ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, íàðóøàþò
ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû.

Â õîäå àíàëèçà áûë èññëåäîâàí õàðàêòåð íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñåðèè ñå÷åíèé ÅÇÑ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
êðóòêè.

Ëèòåðàòóðà
1. Óñòèíîâ Þ. À. Çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ ïñåâäîöèëèíäðîâ.�Ì.: Ôèçìàòëèò,

2003.�128 ñ.
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ÀÍÀËÈÇ ÌÎÄÅËÈ ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÃÎ
ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Ç. Ì. Õàöóêîâ1

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîìåðíîãî ïðîöåññà ôèëüòðàöèè ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå [1]

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
(1)

â çàìêíóòîé îáëàñòè Ω̄ = {(x, t) : 0 6 x 6 L, 0 6 t 6 T} c íà÷àëüíî-
êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = g(x), 0 6 x 6 L, (2)

u(0, t) = f1(t),

u(L, t) = f2(t), 0 6 t 6 T, (3)

ãäå u = u(x, t) � óðîâåíü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ãðóíòîâîé âîäû,
a � êîýôôèöèåíò óðîâíåïðîâîäíîñòè, g(x), f1(t), f2(t) � ôóíêöèè,
ó÷èòûâàþùèå äèíàìèêó ãðóíòîâûõ âîä.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî ïî íåÿâíîé ñõåìå, êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [2]





(1 + 2λ)u1,1 − λu2,1 = g(h) + λf1(k),
−λu1,1 + (1 + 2λ)u2,1 − λu3,1 = g(2h),
−λu2,1 + (1 + 2λ)u3,1 − λu2,1 = g(3h),
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−λun−2,1 + (1 + 2λ)un−1,1 = g(nh− h) + λf2(k),

(4)

ãäå h, k � øàãè ðàçáèåíèÿ ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî, λ = k
h2 ,

ui,j = u(ih, jk).
Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.

Äâèæåíèå ïî÷âåííîé âëàãè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ íàïîìèíàåò ìîäåëü
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðè ñòîõàñòè÷åñêîì ïåðåíîñå. Î÷åíü

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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÷àñòî ïðåäñêàçàíèÿ òåîðèè ôèëüòðàöèè, îñíîâàííûå íà ìîäåëÿõ ïî-
ðîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàìêàõ îáû÷íîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ðàñ-
õîäÿòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [3].

Ëèòåðàòóðà
1. Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà Ï. ß. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä.�Ì.: Íàóêà,

1977.�664 ñ.
2. Îõîðçèí Â. À. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà â ñèñòåìå MATHCAD.�ÑÏá.: Ëàíü,

2008.�352 ñ.
3. Ñåðáèíà Ë. È. Íåëîêàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïåðåíîñà â âîäîíîñíûõ

ñèñòåìàõ.�Ì.: Íàóêà, 2007.�167 ñ.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÑÎÖÈÀËÜÍÛÕ ÑËÎÅÂ

Â ÎÁÙÅÑÒÂÅ
Ç. Õ. Õîñàåâà1

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ îáùåñòâà ïîä âëè-
ÿíèåì âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòÿìè îáùå-
ñòâà. Ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì ïîíèìàåòñÿ âíåøíÿÿ èíôîðìàöèÿ
è ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Îáùåñòâî äåëèòñÿ íà 2 ãðóïïû: óïðàâëÿ-
þùóþ ýëèòó è òðóäÿùèõñÿ.

Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ îáùåñòâà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
{

dP1
dt = −k1P1 − (a1 + b1P

2
1 − ξ1P

4
1 )(cB1IB + c12P2),

dP2
dt = −k2P2 − (a2 + b2P

2
1 − ξ2P

4
2 )(cB2IB + c21P1),

ïåðåìåííîé â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàïðÿæåííîñòü â ñîîòâåòñòâóþùåì
ñëîå. Íàïðÿæåííîñòü ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöà-
òåëüíîé. Áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþò áîëüøèì óñèëèÿì ñëîÿ ïî óêðåïëåíèþ ñóùåñòâóþùåé ñèñòå-
ìû, à áîëüøèå îòðèöàòåëüíûå � áîëüøåé àêòèâíîñòè, íàïðàâëåííîé
íà ðàçðóøåíèå ñóùåñòâóþùåé ñèñòåìû.

Ïåðâûå ÷ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿþò ðåëàêñà-
öèîííûå êîýôôèöèåíòû â îáùåñòâå, ò. å. ó÷èòûâàþò òîò ôàêò, ÷òî
áîëüøèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè íå ìîãóò ñîõðàíÿòñÿ â îáùåñòâå
áåç äîïîëíèòåëüíûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîñòî-
èò èç äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Âòîðîé ñîìíîæèòåëü îòðàæàåò âëèÿíèå
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è äðóãîãî ñëîÿ íà äàííûé. Ýòè âîçäåéñòâèÿ
ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñÿùèìè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåøíèõ
ôàêòîðîâ. Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü îòðàæàåò âëèÿíèå âíóòðåííåãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîÿ íà âîñïðèÿòèå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.
Îí çàïèñàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ìàëûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåííîñòè âëèÿíèå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé óñèëèâàåò-
ñÿ, à íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé âåëè÷èíû âëèÿíèå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé
íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ. Ò. å. ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåííîñòè
ñîñòîÿíèå ñëîÿ ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò âíåøíèõ ôàêòîðîâ.

Â ðàñ÷åòàõ êîýôôèöèåíòû k1 è k2 îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîëó÷åííûì ïî ðåçóëüòàòàì ñîöèàëüíûõ îïðîñîâ ñïàäîì íàïðÿ-
æåííîñòè â îáùåñòâå ïîñëå ñîáûòèé â Áåñëàíå [1]. Êîýôôèöèåíòû â
ïåðâîì ñîìíîæèòåëå âòîðîãî ñëàãàåìîãî âçÿòû èç ðàáîòû [2].

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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Îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ c1 è c2, õàðàêòåðèçóþùèõ âîçäåé-
ñòâèÿ îäíîãî ñëîÿ íà äðóãîé, ïðèíèìàëîñü ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷à-
ñòîòå êîíòàêòîâ, îïðåäåëåííûõ ýìïèðè÷åñêè â ñòàòüå [3]. Êîýôôè-
öèåíò, ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå èíôîðìàöèè, ïåðâîíà÷àëüíî áðàëñÿ
èç [2] è çàòåì óâåëè÷èâàëñÿ. Âîçäåéñòâèå âíåøíåé èíôîðìàöèè íà
îáà ñëîÿ ïðåäïîëàãàëîñü îäèíàêîâûì è ïåðâîíà÷àëüíàÿ âíåøíÿÿ èí-
ôîðìàöèÿ íå ìåíÿëàñü ñî âðåìåíåì.

Ïðè áëèçêèõ ê íóëþ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåííîñòè îáîèõ
ñëîåâ ñèñòåìà çà äîâîëüíî êîðîòêèé ñðîê ïðèõîäèò ê ñòàöèîíàðíîìó
ñîñòîÿíèþ. Ïðè èçìåíåíèè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé ïî ñèíóñîèäàëüíî-
ìó çàêîíó sin 3t è íèçêèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìà òàêæå
ïðèõîäèëà ïî÷òè â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, à ïðè áîëüøèõ êîýôôè-
öèåíòàõ âîçíèêàþò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.
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ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

Ñ. À. Öèóí÷èê1

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè D = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t 6 T} çàäà÷ó

∂u

∂t
=

∂

∂x





1 +

τ∫

0

(
∂u

∂x

)2

dτ


 ∂u

∂x


 + f(x, t), (1)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 1,

u(0, t) = µ1(t), u(1, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T.
(2)

Çàäà÷è òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé äëÿ ïðîöåññà äèôôóçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâî ïðè óñëî-
âèè íàãðåâà òåëà [1]. Ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûëà
èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [1, 2]. Â ðàáîòå [3] èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü
óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ïîñòðîèì íåÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó.
Ââåäåì â çàìêíóòîé îáëàñòè D̄ = {(x, t) : 0 6 x 6 1, 0 6 t 6 T}

ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

ω̄hτ = ω̄h × ωτ = {(ih, jτ), i = 0, 1, . . . , N, j = 1, . . . , j0},
ω̄h = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N}, ωτ = {tj = jτ, j = 1, . . . , j0}.
Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1), (2) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ðàçíîñòíóþ ñõåìó:

yj
t̄,i −

3
2
τ

(
yj

x,i

)2

yj
x̄x,i − 2yj

x,iS1
j
i − yj

x̄x,iS2
j
i − f j

i = 0,

i = 1, 2, . . . , N − 1, j = 1, 2, . . . , j0,
(3)

y0
i = ϕ(xi), i = 0, 2, . . . , N,

yj
0 = µ(0, tj), yj

N = µ(1, tj), j = 1, 2, . . . , j0,
(4)

ãäå

S1
j
i =

τ

2

(
y0

x,i y0
x̄x,i + 2

j−1∑

k=1

yk
x,i yk

x̄x,i

)
,

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ë. Õåòàãóðîâà.
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S2
j
i = 1 +

τ

2

(
(
y0

x,i

)2
+ 2

j−1∑

k=1

(
yk

x,i

)2

)
,

S1
1
i = S2

1
i = 0.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (3), (4) àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíóþ çà-
äà÷ó (1), (2) ñ ïîðÿäêîì O(h + τ).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè yi íà j-ì ñëîå èìååì íåëè-
íåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F j
i = yj

t̄ −
3
2
τ

(
yj

x

)2
yj

x̄x − 2yj
xSj

1 − yj
x̄xSj

2 − f j . (5)

Ïðèìåíÿÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ Íüþòîíà, ïåðåõîäèì îò (5) ê
ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî yk+1

i ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé:

∂Fi

∂yi−1
yk+1

i−1 +
∂Fi

∂yi+1
yk+1

i +
∂Fi

∂yi+1
yk+1

i+1 = −Di, i = 2, . . . , N − 1, (8)

∂F1

∂y1
yk+1
1 +

∂F1

∂y2
yk+1
2 = −D1,

∂FN−1

∂yN−2
yk+1

n−2 +
∂FN−1

∂yN−1
yk+1

n−1 = −DN−1,

ãäå
Di = −fi + (F (y))i − (F ′(y))i.
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ÀÐÕÈÒÅÊÒÓÐÀ È ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ÏÎÐÒÀËÀ ¾ÃåîÌÅÒÀ¿

Ã. Á. Øàâëîõîâ1

Ïîðòàë ¾ÃåîÌÅÒÀ¿ ñîçäàâàëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îíòîëîãè÷åñêî-
ãî ïîäõîäà è òåõíîëîãèè Semantic Web äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ñôåðå
íàóê î Çåìëå, òàêèõ êàê: êàòàëîãèçàöèÿ ãåîïðîñòðàíñòâåííûõ äàí-
íûõ è ïðèëîæåíèé, ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ, âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëü-
òàòîâ, ðàñïðåäåëåííûé ïîèñê ìåòàäàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâàìè
äîñòóïà, ãèáêèé óðîâåíü äåòàëèçàöèè ïðè îïèñàíèè ðåñóðñîâ. Â ìè-
ðå èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì
äëÿ ðàáîòû ñ íàó÷íûìè äàííûìè, íàóêîåìêîé èíôîðìàöèåé. Ïðàê-
òè÷åñêè êàæäîå íàó÷íîå ó÷ðåæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò â ýëåêòðîííîé
ôîðìå äàííûå î ïóáëèêàöèÿõ ñîòðóäíèêîâ, î ïðîâîäèâøèõñÿ èëè âå-
äóùèõñÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ è ïðîåêòàõ, î ðåçóëüòàòàõ èññëåäî-
âàíèé. Ìíîãèå èç ó÷ðåæäåíèé èìåþò ñîáñòâåííûå èíôîðìàöèîííûå
ñèñòåìû äëÿ íàóêîåìêîé èíôîðìàöèè, êîòîðûå â êàêîì-òî âèäå åå
õðàíÿò è ïðåäîñòàâëÿþò. Îäíàêî ïðè ñîçäàíèè èõ îïèñàíèé íåäî-
ñòàòî÷íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì ïåðåíîñèìîñòè (èíòåðîïå-
ðàáåëüíîñòè) � ñëàáî ïðèìåíÿþòñÿ ñîãëàøåíèÿ ïî ñòàíäàðòèçàöèè
ýëåêòðîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñðåäñòâà, ïðèçâàííûå ïîääåðæàòü èíòåãðàöèþ èíôîðìà-
öèîííûõ ðåñóðñîâ, ïîâûøåíèå ïîëíîòû è òî÷íîñòè ïîèñêà è ò. ï.
Òàêæå òàêèå ïðîåêòû ñòàâèëè öåëüþ ñîçäàíèå öåíòðàëèçîâàííûõ ñè-
ñòåì, ÷òî â ñèëó îãðîìíîãî äèíàìèçìà íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé î÷åíü
áûñòðî ïðèâîäèëî ê íåâîçìîæíîñòè îáåñïå÷èòü ïðèåìëåìóþ ïîëíî-
òó è àêòóàëüíîñòü äàííûõ, ïðåäñòàâëÿåìûõ òàêèìè çàìêíóòûìè ñè-
ñòåìàìè. Îñíîâíûì ïðèíöèïîì ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ¾ÃåîÌÅÒÀ¿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âûäåëåíèå åäèíîé (áàçîâîé) ñõåìû ìåòàäàííûõ, ðåàëèçîâàí-
íîé â âèäå OWL-îíòîëîãèè íà îñíîâå ñòàíäàðòîâ ISO 19115 : 2003
¾Ãåîãðàôè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ìåòàäàííûå¿ [1] è ISO 19119 : 2005
¾Ãåîãðàôè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñåðâèñû¿ [2]. Áûë ðàçðàáîòàí ïðî-
ñòîé, íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ïîëíûé ïðîôèëü ìåòàäàííûõ äëÿ
ïðîñòðàíñòâåííûõ äàííûõ è ñåðâèñîâ, îðèåíòèðîâàííûé íà ìàêñè-
ìàëüíóþ ñîâìåñòèìîñòü, àäàïòèðóåìîñòü è ðàñøèðÿåìîñòü êàê äëÿ
ðîññèéñêèõ, òàê è äëÿ çàðóáåæíûõ ïîñòàâùèêîâ è ïîòðåáèòåëåé ãåî-
èíôîðìàöèîííûõ äàííûõ, ÷òî è ïðèâåëî ê îíòîëîãè÷åñêîìó ïîäõî-
äó ôîðìèðîâàíèÿ ìåòàäàííûõ [3]. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ðàçëè÷íûõ

1Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ.
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ñòàíäàðòîâ è ïðîôèëåé ïðîñòðàíñòâåííûõ ìåòàäàííûõ â êà÷åñòâå
îñíîâû äëÿ ðàçðàáîòêè ñõåìû ìåòàäàííûõ áûëè âçÿòû ñòàíäàðòû
ISO 19115 [1] è ïîëíîñòüþ ÃÎÑÒ Ð 52573 äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ äàííûõ.

Ïîðòàë ¾ÃåîÌÅÒÀ¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàòôîðìó äëÿ ñîçäàíèÿ
ðàñïðåäåëåííîé ñðåäû èíòåãðàöèè íåîäíîðîäíûõ èñòî÷íèêîâ ãåîèí-
ôîðìàöèîííûõ äàííûõ è ñåðâèñîâ è ïðåäîñòàâëåíèÿ ê ýòîé ñðåäå
åäèíîé òî÷êè âõîäà (Web-ïîðòàëà), êîòîðàÿ ïîçâîëèò ó÷åíûì â ñôå-
ðå íàóê î Çåìëå:

• ëåãêî íàõîäèòü ñïåöèàëèçèðîâàííûå äàííûå è ïðèëîæåíèÿ;
• ïðîèçâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû;
• âèçóàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû äåÿòåëüíîñòè.
Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ðàçâèòèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-

ãèé ñòàíîâèòñÿ èíòåãðàöèÿ ïðèëîæåíèé. Âñå âîçðàñòàþùàÿ ïîòðåá-
íîñòü â ïîëó÷åíèè ¾îáîáùåííîãî¿ âçãëÿäà íà ïðîãðàììíûå ðåñóðñû
ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ïðèâåëà ê ôîðìèðîâàíèþ ìåõàíèçìîâ èíòåãðàöèè
ðàñïðåäåëåííûõ ïðèëîæåíèé. Âòîðàÿ ÷àñòü � Íàó÷íî-âû÷èñëèòåëü-
íûé ïîðòàë � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïðåäíà-
çíà÷åííûé äëÿ èíòåãðàöèè äàííûõ. Íàó÷íî-âû÷èñëèòåëüíûé ïîðòàë
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì ðåøåíèåì, ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ èíôîð-
ìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ äåÿòåëüíîñòè ó÷åíûõ, íóæäàþùèõñÿ â ðå-
øåíèè ñëîæíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Ðàçðàáîòàííàÿ îíòîëîãèÿ
ãåîïðîñòðàíñòâåííûõ äàííûõ GeoMETA v 3.0 : 2007 ïîëó÷èëà ñâîå
ïðèìåíåíèå â ïîðòàëå http://geometa.ru. Ïîðòàë îáåñïå÷èâàåò êà-
òàëîãèçàöèþ, ñáîð è ïîèñê ãåîïðîñòðàíñòâåííûõ ìåòàäàííûõ è ìå-
òàäàííûõ ñåðâèñîâ, ïðåäîñòàâëÿåò óäîáíûé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåð-
ôåéñ äëÿ áëî÷íîãî ââîäà, ðåäàêòèðîâàíèÿ, ïðîñìîòðà ìåòàäàííûõ,
è âèçóàëèçàöèè ãåîïðîñòðàíñòâåííûõ äàííûõ, äëÿ êîòîðûõ óêàçàí
ñòàíäàðòèçîâàííûé èñòî÷íèê OGC WMS. Òàêæå ïîðòàë îáåñïå÷èâà-
åò ðàçäåëåíèå ïðàâ äîñòóïà è àóäèò äåéñòâèé ïîëüçîâàòåëåé.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÐÎÆÄÀÅÌÎÑÒÈ ÌÀÊ-ÊÅÍÄÐÈÊÀ � ÔÎÍ ÔÅÐÑÒÅÐÀ

Ä. À. Øîðàíîâà1

Ïóñòü u(x, t) dx � êîëè÷åñòâî êëåòîê â åäèíèöå îáúåìà â âîç-
ðàñòíîì èíòåðâàëå îò x > 0 äî x + dx â ìîìåíò âðåìåíè t [1]. Åñ-
ëè óáûëü êëåòîê îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ãèáåëüþ, âûìûâàíèåì â
ñëó÷àå ïðîòî÷íîãî êóëüòèâèðîâàíèÿ è óáûëüþ èç äàííîãî âîçðàñòà
x ïðè äåëåíèè ðîäèòåëüñêîé êëåòêè, òî ïðè èíòóèòèâíî ÿñíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïîïóëÿöèè ìîæíî
çàïèñàòü:

ut(x, t) + r(x)ux(x, t) = c(x)u(x, t). (1)

Ââîäÿ âìåñòî ut(x, t) ïðîèçâîäíóþ Êàïóòî [2], èç óðàâíåíèÿ (1)
ïîëó÷èì

∂α
0tu(x, t) + r(x)ux(x, t) = c(x)u(x, t). (2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r(x) > 0, c(x) > 0, r(x), c(x) ∈ C]0, l[.
Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè G, óäîâëå-

òâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = ϕ(x)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u(0, t) =

l∫

0

γ(x, t)u(x, t) dx,

ãäå ϕ(x) ∈ C[0, l], γ(x, t) íåïðåðûâíà â çàìûêàíèè îáëàñòè G =
{(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} è èíòåãðèðóåìà ïî x íà [0, l], γ(x, t) 6≡ 0.

Äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
Ââåäåíèå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðèçèðîâàòü ôóí-

êöèþ u(x, t) è ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíóþ ôîðìóëó ñêîðîñòè ðàçâèòèÿ
ïîïóëÿöèè.

1Ðîññèÿ, Íàëü÷èê, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ.
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Ïðèëîæåíèå





Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå1

ÎÑÀÍÍÀ ×ÅËÎÂÅÊÓ

×åëîâåê òàëàíòëèâ ãåíåòè÷åñêè. Òàëàíò � àòðèáóò ïîïóëÿöèè
homo sapiens. Âñå òå, êòî óæå çäåñü, íåñóò ïåðåäàííûå èì ïðåä-
êàìè ãåíû òàëàíòà. Ãëóïî ãóáèòü òàëàíò ëåíüþ. Äîëã ÷åëîâåêà �
ðàñêðûòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíîñòü, îòäàòü òàëàíò ëþäÿì, îáîãàòèòü
êóëüòóðó.

Homo vulgaris � ÷åëîâåê áèîëîãè÷åñêèé � íå ìåíÿåòñÿ â òîì
ñìûñëå, ÷òî ïðèîáðåòåííûå ïðèçíàêè ïîòîìêàì íå ïåðåäàåò. Homo
vulgaris ñêðîìåí è ïðîñòîâàò. Homo socialis � ÷åëîâåê îáùåñòâåí-
íûé � ïåðåäàåò íàêîïëåííûå íàâûêè è çíàíèÿ. Homo socialis ñàìî-
îòâåðæåí è îïòèìèñòè÷åí. Homo vulgaris ñìåðòåí. Homo socialis íå
âå÷åí, íî ñïîñîáåí ê âîñêðåøåíèþ è áåññìåðòèþ. Homo vulgaris �
èäåàë Íèöøå. Homo socialis � ïîòîìîê Êîõåëåòà. Ýãî � ìåðà homo
vulgaris. Ìåðà homo socialis � ëè÷íîñòü. Ôîðìóëà Ëüâà Òîëñòîãî:
÷åëîâåê = ëè÷íîñòü/ýãî.

Âçäîðåí êàê ìèô îá óñêîðÿþùåìñÿ ïðîãðåññå, òàê è ìèô î ÷å-
ëîâå÷åñêîé äåãðàäàöèè. Æèçíü è ÿð÷å, è ôàíòàñòè÷íåå, è ñëîæíåå
ëþáûõ ìèôîâ. Âîïðåêè ðàñõîæèì ñóæäåíèÿì ëþäè ñî âðåìåíåì íå
ñòàíîâÿòñÿ íè õóæå, íè ëó÷øå. Áèîëîãè÷åñêè ìû îäíè è òå æå, ïîêà
îñòàåìñÿ homo sapiens. Ñîöèàëüíîå ôîðìèðîâàíèå êàæäîãî ÷åëîâå-
êà çàâèñèò îò ãåíîâ ïîïóëÿöèè è ìåìîâ îêðóæåíèÿ. Homo vulgaris
ãîòîâ ïðåâðàòèòüñÿ â àãðåññèâíîå ñàìîäîñòàòî÷íîå æèâîòíîå, ðàç-
ðóøàþùåå âñå âîêðóã äëÿ óòîëåíèÿ ñâîèõ çâåðèíûõ èíñòèíêòîâ è
ïîæèðàþùåå ñåáå ïîäîáíûõ. Åäèíñòâåííûé òîðìîç êàííèáàëèçìà �
ìåìîòèï homo socialis.

Íå çíàÿ æèçíè, ìû ýêñïåðèìåíòèðóåì ãîäàìè. ×åëîâåê äëÿ áëèç-
êèõ � ñîïåðåæèâàíèå. ×åëîâåê äëÿ äðóãèõ � ýòî åãî äåëî. ×åëîâåê
äëÿ ñåáÿ � èíñòðóìåíòàðèé æèçíè. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ÷åëîâåê �
ýòî åãî äåëî, èìåþò â âèäó ëè÷íîñòü, îãðàíè÷åííóþ îáùåñòâåííûìè
îòíîøåíèÿìè. Ïðîôåññèÿ � àòðèáóò ãëàâíûé, íî äàëåêî íå åäèí-
ñòâåííûé. Ëè÷íîñòü íå ñâîäèòñÿ ê ïðîôåññèè, à ÷åëîâåê � ê ëè÷íî-
ñòè. Ëè÷íîñòü � ñâîåãî ðîäà ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÷åëîâåêà.
Ñïåêòð èìååò íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå êîìïîíåíòû. Ïðîôåññè-
îíàëüíûå è áèîëîãè÷åñêèå ïðèçíàêè îòíîñÿòñÿ ê ñïåêòðó äèñêðåò-

1Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà.
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íîìó, à ëè÷íîñòü � ê íåïðåðûâíîìó. ×åëîâåê æèâ òåì, ÷òî âíåñ â
êóëüòóðó. Íåò êóëüòóðû � íåò è ÷åëîâåêà.

Íåëüçÿ íè ñòàòü, íè áûòü ÷åëîâåêîì áåç äðóãèõ ëþäåé. ×åëîâåê íå
îäèíîê è â êàìåðå ñìåðòíèêà, è íà íåîáèòàåìîì îñòðîâå. Ñâîáîäà �
ýòî ìíîãîìåñòíûé ïðåäèêàò, è ïîòîìó áûòü ñâîáîäíûì â îäèíî÷êó
íåâîçìîæíî. ×åëîâåê ñâîáîäåí, ïîêà îñòàåòñÿ ÷åëîâåêîì ñðåäè ëþ-
äåé. Ñâîáîäó äåíåã è ïðèçíàíèå ëþäè îáû÷íî ïîëó÷àþò çà ñâîè çà-
ñëóãè â êà÷åñòâå íåïðèçíàííûõ íèùèõ. Ñâîáîäà äåíåã ïðîèãðûâàåò
ñâîáîäå îò äåíåã è ïðîòèâîñòîèò ñâîáîäå àñêåçû.

Íàóêà � äóøà ñâîáîäû è ãàâàíü ñâîáîäíîãî ñëîâà. Àðåíà íàóêè �
âåñü ìèð ÷åëîâåêà. Îñîáîå ìàñòåðñòâî ÷åëîâåêà � ðàñïðîñòðàíåíèå
èäåé çà ïðèâû÷íûå ðàìêè. Ïîíÿòü òðóäíîå ïî ÷åðåäå áèòîâ ÷åëîâåêó
íå äàíî. Íå çðÿ ëó÷øèå çàêîíû è ïðèâëåêàòåëüíûå òåîðèè íåìíîãî-
ñëîâíû. Ñïåöèàëèçàöèÿ îáðå÷åíà ñîçäàâàòü óðîäîâ, ëèøåííûõ ïåð-
ñïåêòèâû è ïîêëîíÿþùèõñÿ ïðîöåäóðå. Ïðîöåäóðà è òðàäèöèÿ � íå
õóäøàÿ çàùèòà îò ëþäñêèõ ïîðîêîâ è ñëàáîñòåé. Ïðîöåäóðà � ïðè-
çðàê îçàðåíèÿ.

Ãëóïîñòè ïðîòèâîñòîèò òîëüêî åå îòðèöàíèå � îñòðîòà óìà. Ñëî-
âî ¾ãëóïîñòü¿ íåäàðîì ñèíîíèìè÷íî ñëîâó ¾òóïîñòü¿. Îñòðîòà óìà
è ãåíèé � ãîðàçäî øèðå, ÷åì ïðîñòîé àíòîíèì òóïîñòè. ¾Ãåíèé ÷è-
ñòîé êðàñîòû¿ âðÿä ëè ¾êðèñòàëüíî ÿñíûé óì¿. Ïóøêèí â äàìàõ
ðàçáèðàëñÿ.

¾Óìíûé, íî äóðàê¿� òèïè÷íàÿ êóëóàðíàÿ îöåíêà ÿðêîãî ýêñïå-
ðèìåíòàòîðà ñëàáûì òåîðåòèêîì. Â ñåðäöàõ ñåðûé ýêñïåðèìåíòàòîð
òî÷íî òàê æå êâàëèôèöèðóåò âûäàþùåãîñÿ òåîðåòèêà. ¾Óìíûé äó-
ðàê¿èëè ¾óìíûé ãëóïåö¿� äîâîëüíî òèïè÷íûå êîíñòàòàöèè ïîäëèí-
íûõ èëè âîîáðàæàåìûõ ðàçëè÷èé â ïîäõîäå ê ñòîÿùèì ïåðåä íàìè
ïðîáëåìàì. Èíòåðåñíî, ÷òî êîìáèíàöèè ¾äóðàöêèé óìíèê¿è ¾ãëó-
ïûé óìíèê¿ â ïðàêòèêå ðàçãîâîðíîãî ðóññêîãî ÿçûêà ïî÷òè íå âñòðå-
÷àþòñÿ. ¾Ìóäðûé äóðàê¿ � åùå áîëåå ðåäêèé îêñþìîðîí. Ýòî íå
ñëó÷àéíî. Ìóäðîñòü � êà÷åñòâî îñîáîå, íå ñòîÿùåå â ðÿäó ñ óìîì è
ãëóïîñòüþ. Óì ñâÿçàí ñ êðèòè÷íîñòüþ, à äóðîñòü � ñ åå îòñóòñòâè-
åì. Ìóäðîñòü ÷åëîâåêà ïðîïîðöèîíàëüíà ïîíèìàíèþ, ñî÷óâñòâèþ è
òåðïèìîñòè, æèâóùèì â íåì.

Ñ÷àñòüå ñîñòîèò â ãàðìîíèè ìåæäó ìå÷òàìè è æåëàíèÿìè, à îò-
íþäü íå â ãàðìîíèè æåëàíèé è âîçìîæíîñòåé, êàê ìíîãèå ïîëàãà-
þò. Áèáëèÿ íàëàãàåò îãðàíè÷åíèÿ íà æåëàíèÿ, à íå íà ìå÷òû. Áûëè
áû æåëàíèÿ, à âîçìîæíîñòè íàéäóòñÿ. Ðåäêàÿ óäà÷à ïðîéòè ìåæäó
Ñöèëëîé ìå÷òàíèé è Õàðèáäîé æåëàíèé.
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Ñ÷àñòüå � ñîõðàíåíèå äîñòîèíñòâà. Äîñòîèíñòâî � ïðàâèëüíîå
ïîçèöèîíèðîâàíèå ñåáÿ ïî æèçíè. Çëîñ÷àñòüå ÷åëîâåêà óíèæàåò, åñ-
ëè íå ýëèìèíèðóåò. Êàæäûé ÷åëîâåê � óíèêàëüíûé ôåíîìåí ïðèðî-
äû. ×åëîâåê ìîæåò áûòü è îáÿçàí ñòàòü ñ÷àñòëèâûì. Ñ÷àñòüå äåëàåò
÷åëîâåêà íåïîâòîðèìûì øåäåâðîì êóëüòóðû.

ÏÀÍÀÖÅß ÐÎÑÑÈÈ

Êóëüòóðà � âòîðàÿ ïðèðîäà. Ðóññêàÿ êóëüòóðà � ÷àñòü âòîðîé
ïðèðîäû, îòíîñÿùàÿñÿ ê Ðîññèè.

Ñíà÷àëà ëþäè äóìàþò, à ïîñëå äåëàþò. Ãîðüêèå ïðîïîéöû, íàèâ-
íûå èäèîòû è áåçìîçãëûå äóðàêè çàìåòíîãî ñîçèäàòåëüíîãî âêëàäà
â êóëüòóðó íå âíîñÿò. Ìûøëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ÿçûêå. Ëüâèíàÿ
äîëÿ ðóññêîé êóëüòóðû ñîçäàíà ëþäüìè, äóìàâøèìè è ïèñàâøèìè
íà ðóññêîì ÿçûêå. Ðóññêèé ÿçûê � îñíîâà ðóññêîé êóëüòóðû. Íåò
íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü Ðîññèþ è ðóññêèé ÿçûê èñêëþ÷åíèÿìè
èç îáùèõ ïðàâèë. Ïîõîæèå, åñëè íå òå æå â òî÷íîñòè, ñîîáðàæåíèÿ
ìîæíî âûñêàçàòü è î äðóãèõ âåëèêèõ íàöèÿõ, î ðîëè íàöèîíàëüíûõ
ÿçûêîâ â èõ íàöèîíàëüíîé êóëüòóðå.

Ñòåðæíåâîé ýëåìåíò ìàòåðèàëüíîé è äóõîâíîé êóëüòóðû � íàó-
êà. Êàê ñèñòåìà çíàíèé è îñíîâàííûõ íà íèõ ïðåäñòàâëåíèé íàóêà
èíòåðíàöèîíàëüíà è â ýòîì íå çíàåò ðàñ è íå èìååò ãðàíèö. Íàóêà
êàê ýëåìåíò íàöèîíàëüíîé êóëüòóðû, êàê ôèíàëüíûé ïðîäóêò è ñðå-
äà îáèòàíèÿ íàöèîíàëüíûõ íàó÷íûõ øêîë è íàöèîíàëüíîé ñèñòåìû
îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàíà ñ íàöèåé, åå ÿçûêîì, ìåíòàëèòåòîì è òðàäèöè-
ÿìè. Ðàçâèòèå íàóêè â Ðîññèè íåìûñëèìî áåç íàó÷íîé ëèòåðàòóðû
è îáðàçîâàíèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå. Ðóññêàÿ íàóêà � ýòî íàóêà íà ðóñ-
ñêîì ÿçûêå.

Ýéëåð íå ïèñàë ïî-ðóññêè è âëèÿíèå åãî èäåé íà ðóññêóþ êóëü-
òóðó ïðîÿâèëîñü óñèëèÿìè Ëîìîíîñîâà è Îñòðîãðàäñêîãî. Ýïîõàëü-
íàÿ ìàòåìàòèêà Ýéëåðà, ñîçäàííàÿ â Ðîññèè íà ðóññêèå äåíüãè, íî
íàïèñàííàÿ íà ôðàíöóçñêîì, íåìåöêîì è ëàòûíè, äîëãî íå ìîãëà
ñòàòü ýëåìåíòîì ðóññêîé êóëüòóðû. Âîñïèòàííûå äî ðåâîëþöèè ñòà-
ðûå ó÷èòåëÿ êîðèôååâ ñîâåòñêîé ìàòåìàòèêè ïîìîãàëè ñâîèì ó÷åíè-
êàì ïèñàòü ïåðâûå ñòàòüè ïî-ôðàíöóçñêè è ïî-íåìåöêè, èíòåðíàëè-
çèðóÿ ðóññêóþ ìûñëü ñ ïîìîùüþ òîãäàøíèõ ìèðîâûõ ÿçûêîâ íàóêè.
Ìîëîäûå ãåíèè âñêîðå ïðîñëàâèëè Ðîññèþ â ìàòåìàòèêå ñòàòüÿìè,
íàïèñàííûìè ïî-ðóññêè � íà òîì ÿçûêå, íà êîòîðîì îíè òâîðèëè.
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Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ðàñöâåò ìàòåìàòèêè â Ðîññèè ñâÿçàí ñ îñîáåííî-
ñòÿìè ðóññêîé ìåíòàëüíîñòè, ñîõðàíåííîé â ðóññêîì ÿçûêå.

Âîñòðåáîâàííîñòü ðóññêèõ ó÷åíûõ äðóãèìè êóëüòóðàìè � ñâè-
äåòåëüñòâî æèçíåííîé ñèëû ñèñòåìû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íàóêè íà
ðóññêîì ÿçûêå. Ðóññêàÿ äèàñïîðà îáÿçàíà ðóññêîé êóëüòóðå ñâîèìè
ïîçèöèÿìè çà ðóáåæîì. Ðóññêèé ÿçûê íå èìååò äîëãîâ ïåðåä äèàñ-
ïîðîé, íå âíîñÿùåé âêëàä â êóëüòóðó Ðîññèè. Íå ñòîèò óâëåêàòüñÿ
ôèëèïïèêàìè î ïðåñëåäîâàíèè èíàêîìûñëèÿ â Ðîññèè, î ìàññîâûõ
èñõîäàõ ýëèòû â öàðñêèå, ñîâåòñêèå è ïîñòñîâåòñêèå âðåìåíà. Íåò îñ-
íîâàíèé îòíîñèòü ñàìîâëàñòüå, òèðàíèþ, ýêñòðåìèçì, ãëóïîñòü è ïî-
ðîæäåííûå èìè êàòàêëèçìû â Ðîññèè ê èñêëþ÷èòåëüíûì ôåíîìåíàì
ðóññêîãî äóõà è òðàäèöèè. Êóðáñêèé, Ãåðöåí, Ïëåõàíîâ, Áóíèí, Ãîðü-
êèé, Êåðåíñêèé, Íàáîêîâ, Øóëüãèí, Áðîäñêèé, Ñîëæåíèöûí âñåãäà
áûëè è îñòàþòñÿ çíàêîâûìè ôèãóðàìè ðóññêîé êóëüòóðû.

Ïðèìàò ðóññêîãî ÿçûêà â îáðàçîâàíèè è íàóêå Ðîññèè íå èñêëþ-
÷àåò, à ïîäðàçóìåâàåò ñåðüåçíîå îòíîøåíèå ê îáó÷åíèþ è èñïîëü-
çîâàíèþ èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ è, ïðåæäå âñåãî, àíãëèéñêîãî ÿçûêà,
ñòàâøåãî èíñòðóìåíòîì ìåæíàöèîíàëüíîé èíòåãðàöèè â íàóêå. Ñà-
ìîèçîëÿöèÿ è îêóêëèâàíèå êðàéíå ãóáèòåëüíû äëÿ çäîðîâüÿ ðîäíî-
ãî ÿçûêà. Ïðåäñòàâèòåëè íàó÷íîé ðóññêîé äèàñïîðû â àíãëîÿçû÷-
íûõ ñòðàíàõ íåðåäêî ãîâîðÿò è ïèøóò ïî-àíãëèéñêè ñ áåçîáðàçíûìè
îøèáêàìè. Ìåæäó òåì èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûâîäèò ðóññêóþ
äèàñïîðó çà ïðåäåëû èíòåëëåêòóàëüíîé ýëèòû ñòðàíû îáèòàíèÿ, äî-
ñòàâëÿÿ íàøèì ñîîòå÷åñòâåííèêàì íåìàëûé äèñêîìôîðò. Ãîðüêî íà-
áëþäàòü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ñëàéäû âûäàþùèõñÿ íà-
ó÷íûõ äîêëàäîâ, íàïèñàííûå ïðåäñòàâèòåëÿìè ðóññêîé êóëüòóðû ñ
íåäîïóñòèìûìè äëÿ ìàëî-ìàëüñêè ãðàìîòíîãî ÷åëîâåêà îøèáêàìè.
Åùå ïå÷àëüíåå ðàñïðîñòðàíåííîå ñóæäåíèå î òîì, ÷òî áåçãðàìîò-
íîñòü � âåùü òðåòüåñòåïåííàÿ, ëèøü áû äîêëàä áûë íåãëóïûì ïî
ñîäåðæàíèþ. Ïðåíåáðåæèòåëüíîå îòíîøåíèå ê ÷óæîìó ÿçûêó � çà-
óðÿäíàÿ ôàíàáåðèÿ. Íåóâàæåíèå ê êóëüòóðå äåëàåò ÷åëîâåêà áåñ-
êóëüòóðíûì. Êàêóþ êóëüòóðó íåâåæà èãíîðèðóåò, çíà÷åíèÿ ïðè ýòîì
íå èìååò.

Ñïàñåíèåì íàóêè â Ðîññèè íå ñòàíóò íè àíãëîôèëüñòâî, íè çà-
ïàäíè÷åñòâî, íè êîñìîïîëèòèçì, íè óðà-ïàòðèîòèçì, íè øàïêîçà-
êèäàòåëüñòâî, íè ïðèçûâû ê ìèðîâîìó ñîîáùåñòâó ó÷èòü ðóññêèé
ÿçûê è øòóäèðîâàòü ïðàâîñëàâíûõ ìûñëèòåëåé. Ïðîãðåññ íåâîçìî-
æåí áåç ïîñòîÿííîé êàíàëèçàöèè ìèðîâîé íàóêè â ðóññêóþ ìåíòàëü-
íîñòü. Ëó÷øèå äóõîâíûå äîñòèæåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ãåíèÿ äîëæíû
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áûòü îáùåäîñòóïíû íà ðóññêîì ÿçûêå. Íå ñëåäóåò àïåëëèðîâàòü ê
âíåøíèì ñèëàì è ïðåóâåëè÷èâàòü ðîëü äèàñïîðû. Äèàñïîðà � ìåõà-
íèçì àññèìèëÿöèè ðóññêîãî äóõà â èíóþ ñðåäó îáèòàíèÿ. Èñòî÷íèê
ðóññêîé êóëüòóðû � Ðîññèÿ. Ïàíàöåÿ Ðîññèè � ðóññêèé ÿçûê.

Ïðè çàáâåíèè è äåãðàäàöèè ðóññêîãî ÿçûêà ðåãðåññ Ðîññèè íåèç-
áåæåí. Ìîäåðíèçàöèÿ Ðîññèè òðåáóåò óêðåïëåíèÿ ïîçèöèé ðóññêîãî
ÿçûêà êàê ãëàâíîãî èíñòðóìåíòà îòå÷åñòâåííîé íàóêè è îáðàçîâàíèÿ.
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