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ПРЕДИСЛОВИЕ

В сборник вошли материалы Международной конференции «Тео-
рия операторов. Комплексный анализ. Математическое моделирова-
ние», состоявшейся c 29 августа по 2 сентября 2007 года в г. Волго-
донске Ростовской области на базе Волгодонского филиала Южно-
Российского государственного университета экономики и сервиса.
Организаторами конференции выступили Институт прикладной ма-
тематики и информатики Владикавказского научного центра РАН
(г. Владикавказ), Южный федеральный университет (г. Ростов-на-
Дону) и Южно-Российский государственный университет экономики
и сервиса (г. Шахты Ростовской области). Конференция была под-
держана грантом РФФИ, проект № 07-01-06094.

В сборник включены большинство секционных докладов, а также
все пленарные лекции и циклы лекций. В соответствии с основными
научными направлениями конференции материал разбит на четыре
части.

Первая часть состоит из работ, относящихся к различным направ-
лениям теории функций: функции регулярного роста, выпуклые ха-
рактеристики роста функции, обобщенный индекс конденсации типа
Леонтьева, представление аналитических функций рядами, гранич-
ные задачи. В эту часть включены пленарные лекции С. Б. Климен-
това о представлении классов обобщенных аналитических функций
и Ю. Ф. Коробейника о свойствах гармонических и субгармониче-
ских функций и некоторых специальных операторах в них.

Вторую часть составляют исследование различных функцио-
нальных пространств (аналитические пространства Бесова, про-
странства ультрадифференцируемых функций и ультрараспределе-
ний, решетки Орлича — Канторовича, пространства с базисом и
т. п.), а также содержание пленарных лекции А. В. Абанина, в
которой дается обзор различных теорий ультрараспределений, и
В. П. Кондакова, представляющей некоторые аспекты бесконечно-
мерной голоморфности.

В третью часть вошли работы, относящиеся к различным направ-
лениям теории операторов, таким как полугруппы линейных опера-
торов, нелинейные операторные уравнения, дифференциальные опе-
раторы, и др. В пленарной лекции И. Г. Ганиева и С. С. Сададдинова
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к изучению полугрупп операторов в пространствах Банаха — Кан-
торовича применяется техника измеримых банаховых расслоений. В
обзоре А. Г. Кусраева представлены важнейшие результаты о по-
рядковых свойствах билинейных операторов в векторных решетках,
полученные в последние десять лет, а в обзоре В. М. Ситника изло-
жены основные понятия и задачи теории операторов преобразования
с большим числом разнообразных приложений.

Четвертая часть посвящена математическому моделированию.
Рассмотрены вопросы моделирования магнитной реакции пластин,
вихревых токов на сингулярных носителях, надежности системы
электроснабжения городов, налогообложения фирмы. В лекции
И. Е. Васильева, Е. И. Васильева и Р. В. Клюева представлена мате-
матическая модель результирующего сопротивления в точке общего
присоединения электрической системы и нелинейного потребителя, а
в лекции В. С. Струкова и В. А. Родина обсуждаются стационарные
траектории максимального роста в модели Неймана и оптимальное
значение ставки налога в модели Солоу.

Ю. Ф. Коробейник, А. Г. Кусраев



Часть I

Теория функций





УДК 517.547.2

ФУНКЦИИ РЕГУЛЯРНОГО РОСТА ДЛЯ
ХЕРМАНДЕРОВСКИХ АЛГЕБР ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ,

ПОРОЖДЕННЫХ НЕРАДИАЛЬНЫМ ВЕСОМ

А. В. Абанин, А. В. Андреев

В настоящей работе вводятся два определения функции регулярного ро-
ста относительно алгебры Хермандера, порожденной нерадиальной весовой
функцией, и доказывается их эквивалентность.

Как известно, функции вполне регулярного роста (ф. в. р. р.),
класс которых был выделен независимо друг от друга в 30-х годах
прошлого столетия Б. Я. Левиным и А. Пфлюгером, играют важную
роль в комплексном анализе и его приложениях. Напомним класси-
ческое определение ф. в. р. р. на луче (см., например, [1, с. 182]).

Пусть f — целая функция конечного типа при порядке ρ > 0, и
hf — ее индикатор. Через λ обозначаем меру Лебега на прямой.

Определение 1. Говорят, что f — ф. в. р. р. на луче arg z = ϕ,
если на [0,∞) имеется такое измеримое по Лебегу множество Eϕ ну-

левой относительной меры (т. е. m∗(Eϕ) = lim
r→∞

λ(Eϕ∩(0,r))
r = 0), что

hf (ϕ) = lim
r→∞
r/∈Eϕ

ln |f(reiϕ)|
rρ

.

Недавно в работе А. С. Кривошеева [2] было сформулировано
другое определение ф. в. р. р. на луче, которое оказалось полезным
при исследовании разрешимости систем уравнений свертки.

Определение 2. Говорят, что f — ф. в. р. р. на луче arg z = ϕ,
если существует последовательность {tk}∞k=1 такая, что tk → ∞,
lim
k→∞

tk+1
tk

= 1 и

lim
k→∞

ln |f(tkeiϕ)|
tρk

= hf (ϕ).

Следует отметить, что эквивалентность определений 1 и 2, кон-
статированная в [2], может быть выведена из результатов статьи
Г. Г. Брайчева [3].
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Как было установлено Ю. Ф. Коробейником [4], О. В. Епифа-
новым [5] и В. А. Ткаченко [6], полная регулярность функции ро-
ста непосредственным образом связана с разрешимостью уравнений
типа свертки, теоремами деления и замкнутостью главных идеалов
в пространствах целых функций. Схожая связь была обнаружена
и в работе З. Момма [7], в которой рассматривались алгебры хер-
мандеровского типа, порожденные нерадиальными весами. Именно,
пусть u и v — непрерывные неотрицательные четные на R функции,
которые возрастают на [0,∞). Требуется, чтобы v была выпуклой,
v(0) = 0 и

u(t) = o(v(t)), t→∞. (1)

Обозначим p(z) = u(Re z) + v(z), где z ∈ C, и предположим, что

ln(1 + |z|) = O(p(z)) и p(2z) = O(p(z)) при |z| → ∞. (2)

Алгебра хермандеровского типа, порожденная весом p, — простран-
ство целых функций

Ap :=
{
f ∈ H(C) : |f |k := sup

z∈C

|f(z)|e−kp(z)<∞ при некотором k ∈ N
}
,

наделенное естественной топологией внутреннего индуктивного пре-
дела.

В [7] доказано, что для фиксированной, отличной от тождествен-
ного нуля функции F ∈ Ap эквивалентны следующие условия:

(i) главный идеал FAp замкнут в Ap;
(ii) для каждой функции g ∈ Ap, для которой f := g

F ∈ H(C),
имеем, что f ∈ Ap;

(E) существуют такие k ∈ N и x0 > 0, что для каждого x ∈ R с
|x| > x0 на отрезке

{
t ∈ R : |t− x| 6 kv−1(u(x))

}
имеется такая точ-

ка t, в которой |F (t)| > exp(−ku(t)).
В свете вышесказанного естественно назвать функции F из Ap,

удовлетворяющие условию (E), функциями регулярного роста от-

носительно алгебры Ap.
Основной результат настоящей работы, который будет сейчас

сформулирован, показывает, что, по аналогии с классическим слу-
чаем ф. в. р. р., регулярность роста функции относительно алгебры
Ap определяется ее поведением на некоторой зависящей от функции
последовательности точек вещественной оси.
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Теорема. Функция F ∈ Ap \{0} является функцией регулярного
роста относительно алгебры Ap тогда и только тогда, когда суще-
ствуют номер m ∈ N и последовательность {tj}∞j=1, состоящая из
двух подпоследовательностей {t+n }∞n=1 и {t−n }∞n=1, расположенных,
соответственно, на положительной и отрицательной частях веще-
ственной оси и удовлетворяющих следующим условиям:

(I) lim t±n = ±∞;

(II) |t±n − t±n+1| 6 mv−1(u(t±n )) для всех n ∈ N;

(III) |F (t±n )| > exp(−mu(t±n )) для всех n ∈ N.
C (⇒) Пусть F является функцией регулярного роста относи-

тельно алгебры Ap, и числа k ∈ N и x0 > 0 выбраны в соответствии
с условием (E).

Учитывая, что v−1(ku(x)) = o(|x|), x → ∞ [7], имеем, что для
произвольного p > 0 существует такое r1 > 0, зависящее от k и p,
что для всех x > r1

kv−1(u(x)) 6
x

p
. (3)

Возьмем некоторое x∗ > max{x0, r1} и образуем последовательность
xn = 2nx∗, n ∈ N. Поскольку xn > x0 для всех n ∈ N, то из регуляр-
ности роста функции F следует, что при каждом n ∈ N существует
такое t+n , что

|t+n − xn| 6 kv−1(u(xn)) и |F (t+n )| > exp(−ku(t+n )).

Заметим, что 2nx∗ − kv−1(u(2nx∗)) > nx∗
(
1− 1

p

)
. Следовательно,

2nx∗ − kv−1(u(2nx∗)) > 0 для всех n ∈ N при любом p > 1. В даль-
нейшем будем считать, что p = 4.

Оценим |t+n − t+n+1| в зависимости от расположения точек t+n и
t+n+1 относительно друг друга.

1) t+n = t+n+1. Тогда автоматически |t+n − t+n+1| 6 v−1(u(t+n )).
2) t+n < t+n+1. В этом случае

0 < t+n+1−t+n 6 2(n+1)x∗−2nx∗+kv−1(u(2(n+1)x∗))+kv−1(u(2nx∗)).

Из (2) следует, что имеется такое C1 > 1, что u(nx∗) 6 C1u
(
n
2x
∗
)
,

начиная с некоторого номера n0. Использовав (3), получаем, что

t+n > 2nx∗ − kv−1(u(2nx∗)) >
3

2
nx∗.
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Отсюда, в частности, следует, что lim t+n = +∞. Учитывая выше-
сказанное, а также вогнутость функции v−1 и равенство v(0) = 0,
имеем, что при n > n0 справедливы оценки

t+n+1 − t+n 6 2x∗ + kv−1
(
C2
1u
(n+ 1

2
x∗
))

+ kv−1
(
C2
1u
(n
2
x∗
))

6

6 2x∗ + kC2
1

(
v−1

(
u
(n+ 1

2
x∗
))

+ v−1
(
u
(n
2
x∗
)))

6

6 2x∗ + 2kC2
1v
−1

(
u
(3
2
nx∗

))
6 2x∗ + 2kC2

1v
−1(u(t+n )) 6

6

(
2x∗

2kC2
1v
−1(u(t+n0))

+ 1

)
2kC2

1v
−1(u(t+n )).

3) t+n > t+n+1. Тогда

0 6 t+n − t+n+1 6 2nx∗ + kv−1(u(2nx∗))− 2(n+ 1)x∗+

+kv−1(u(2(n+ 1)x∗)) 6 kv−1(u(2nx∗)) + kv−1(u(2(n+ 1)x∗)) 6

6 kC2
1

(
v−1

(
u
(n
2
x∗
))

+ v−1
(
u
(n+ 1

2
x∗
)))

6 2kC2
1v
−1(u(t+n )).

Взяв натуральное m так, чтобы m >
(

2x∗

2kC21v
−1(u(t+n0 ))

+ 1
)
2kC2

1 ,

из 2) и 3) заключаем, что |t+n − t+n+1| 6 mv−1(u(t+n )) для всех n > n0.
Отбросив, если это необходимо, первые n0−1 членов последователь-
ности {t+n }∞n=1, можно считать, что нужная нам оценка |t+n − t+n+1|
выполняется для всех n ∈ N.

Заметим, что, так как m > k, то

|F (t+n )| > exp(−ku(t+n )) > exp(−mu(t+n )), ∀n ∈ N.

Таким образом, мы установили существование последовательно-
сти {t+n }∞n=1, удовлетворяющей условиям (I)–(III). Действуя анало-
гично, строим {t−n }∞n=1, для которой (I)–(III) также выполнены. Яс-
но, что номер m можно при этом выбрать одним и тем же для «по-
ложительной» и «отрицательной» частей, {t+n }∞n=1 и {t−n }∞n=1.

(⇐) Пусть существуют номер m ∈ N и последователь-
ность {tj}∞j=1, удовлетворяющие условиям (I)–(III). Положим x0 =
= max{t+n0 ,−t−n0 + 1} и рассмотрим любое x > x0. Поскольку lim t+n =
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= +∞, то существует номер n1 > n0 такой, что t+n1 6 x 6 t+n1+1. То-
гда

0 6 x− t+n1 6 t+n1+1 − t+n1 6 mv−1(u(t+n1)) 6 mv−1(u(x))

и при этом
|F (t+n1)| > exp(−mu(t+n1)).

Аналогично показываем, что для любого x < −x0 найдется такой
номер n2, что

0 6 t−n2 − x 6 t−n2 − t
−
n2+1 6 mv−1(u(t−n2)) 6 mv−1(u(x))

и при этом
|F (t+n2)| > exp(−mu(t+n2)).

Из приведенных оценок следует, что F является функцией регу-
лярного роста относительно алгебры Ap. B
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УДК 517.982.27

К ЗАДАЧЕ О БАЗИСНОСТИ ПОЛИНОМОВ ЯКОБИ В
ПРОСТРАНСТВЕ УЛЬТРАДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ

НА ОТРЕЗКЕ ФУНКЦИЙ

А. В. Абанин, Ф. И. Никишин

Установлены достаточные условия на весовую последовательность, при ко-
торых полиномы Якоби составляют базис в соответствующем пространстве
ультрадифференцируемых функций типа Берлинга.

Введение

В 1961 г. Б. С. Митягин [1] в числе многих других результатов до-
казал абсолютную базисность полиномов Чебышева в пространстве
бесконечно дифференцируемых на отрезке функций C∞[−1; 1]. В
дальнейшем задача о базисности в C∞[−1; 1] различных систем спе-
циальных функций рассматривалась многими математиками. Так,
М. Гийемо-Тейссье [2] показала, что полиномы Лежандра также об-
разуют абсолютный базис в указанном пространстве. Ее результат
был обобщен Х. Трибелем [3], обосновавшим абсолютную базисность
в C∞[−1; 1] собственных функций дифференциального оператора
специального вида, рассматриваемого в комплексном гильбертовом
пространстве L2[−1; 1]. Г. И. Баликов [4] установил то же самое для
полиномов Якоби, обобщая, таким образом, в несколько ином на-
правлении нежели Трибель, результаты Митягина и Гийемо-Тейс-
сье. Позднее Баликов в [5] доказал, что утверждение об абсолютной
базисности полиномов Якоби сохраняется для пространств ультра-
дифференцируемых функций (коротко, УДФ) типа Данжуа — Кар-
лемана, которые определяются ограничениями на рост производных,
задаваемыми с помощью некоторой бесконечной числовой матрицы.

В последнее время широкое распространение получили простран-
ства УДФ, определяемые в рамках модифицированного подхода Бер-
линга — Бьорка несколько иначе, чем в [5] (см., например, [6–8]), с
помощью весовых функций. Цель данной работы — получить до-
статочные условия на весовые функции, при выполнении которых
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аналог результата Баликова имеет место для соответствующего про-
странства УДФ. Схема, которую мы приводим ниже (и которую ис-
пользовал Баликов в [5]) восходит к работе Митягина [1]: ключевым
моментом в рассуждении является получение оценок сверху норм
элементов предполагаемого базиса и сопряженных норм коэффици-
ентных функционалов. Отметим, что в рамках используемого нами
подхода к определению пространств УДФ эти оценки представляют
самостоятельный интерес. При этом, как показано в заключительной
части работы, класс пространств, в которых базисность полиномов
Якоби установлена в настоящей статье, совпадает с классом, для ко-
торого это же удается сделать, пользуясь рассмотрениями из [5].

1. Базисность полиномов Якоби
в пространстве E(Ω)[−1; 1]

Пусть ω : [0;+∞)→ [0;+∞) — непрерывная неубывающая функ-
ция, удовлетворяющая условиям:

(α) ∃K > 1 | ω(2x) 6 K(1 + ω(x)), x > 0;

(β)
∞∫
1

ω(x)
x2 dx <∞;

(γ) lim
x→∞

ln(1+x)
ω(x) = 0;

(δ) ϕω(x) = ω(ex) — выпуклая на [0;+∞) функция.
Такая функция ω называется весовой функцией или просто весом.
Примеры весов можно найти в [6]. Всюду далее, не нарушая общно-
сти рассуждений, мы будем полагать, что ω(x) = 0 при всех x ∈ [0; 1].

Набор весов Ω = {ωp}∞p=1 будем называть весовой последователь-

ностью, если выполняется условие:

∀ p ∈ N ∃Cp | ωp(x) + ln(1 + x) 6 ωp+1(x) + Cp, x > 0. (1)

Для каждой функции ϕp(x) = ωp(e
x) определим ее сопряженную по

Юнгу ϕ?p : [0;+∞) → R, ϕ?p(x) = sup
t>0

(xt − ϕp(t)). Отметим, что ϕ?p

не убывает на [0;+∞), справедливо равенство ϕ??p = ϕp, и при всех
a > 1 имеет место неравенство ϕ?p(ax) > aϕ?p(x), x > 0.

Далее мы будем рассматривать следующее пространство УДФ:

E(Ω)[−1; 1] :=
{
f ∈ C∞[−1; 1]

∣∣∣∣ ∀ p ∈ N ||f ||p := sup
j>0

sup
|x|61

|f (j)(x)|
eϕ

?
p(j)

<∞
}
.
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Набор преднорм || · ||p, p ∈ N, задает в E(Ω)[−1; 1] топологию про-
странства Фреше.

Основной результат данной работы состоит в следующем.

Теорема 1. Пусть весовая последовательность Ω = {ωp}∞p=1 удо-
влетворяет условию

∀ p ∈ N ∃ q ∈ N ∃Cp > 0
∣∣ ωp(x2) 6 ωq(x) + Cp, x > 0. (2)

Тогда система полиномов Якоби Jn(x), n > 0, ортогональных на
отрезке [−1; 1] с весом h(x) = (1− x)α(1 + x)β , α, β > −1/2, образует
абсолютный базис в пространстве E(Ω)[−1; 1].

Подробное обоснование весьма громоздко, поэтому мы опустим
ряд технических деталей и сосредоточимся на основных идеях. От-
метим лишь, что в приведенных ниже рассуждениях важную роль
играют следующие соотношения.

Во-первых, из условия (β) в определении весовой функции вы-
текает, что для любого веса ω найдется постоянная Cω > 0 такая,
что

x ln
x

e
6 ϕ?ω(x) + Cω, x > 1. (3)

Во-вторых, условие (2) можно записать в эквивалентной форме:

∀ p ∈ N ∃ q ∈ N ∃Cp > 0
∣∣ ϕ?p(x) > ϕ?q(2x)− Cp, x > 0. (2′)

Перейдем теперь непосредственно к схеме доказательства теоремы.
Приведем некоторые важные для наших целей свойства полино-

мов Jn(x) (их подробные обоснования можно найти в [9]).
А) Имеет место равномерная оценка на сегменте ортогонально-

сти:
|Jn(x)| 6 C0n

σ+ 1
2 , x ∈ [−1; 1], (4)

где C0 и σ зависят лишь от α и β.
Б) Полиномы Якоби являются собственными функциями диффе-

ренциального оператора

(Lf)(x) = (1− x2)f ′′(x) + (β − α− (β + α+ 2)x)f ′(x),

т. е.
(LJn)(x) = λnJn(x), (5)

где λn = −n(n+ α+ β + 1), n > 0.
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В) Оператор L, рассматриваемый в гильбертовом пространстве
L2
h[−1; 1], симметричен, т. е. для любых функций f(x) и g(x), дважды

непрерывно дифференцируемых на [−1; 1], справедливо равенство

(Lf, g) =

1∫

−1

h(x)(Lf)(x)g(x) dx =

1∫

−1

h(x)f(x)(Lg)(x) dx = (f, Lg)

(в этом легко убедиться с помощью интегрирования по частям).
С помощью A)–B) нетрудно доказать ряд необходимых нам вспо-

могательных утверждений.

Предложение 1. При любом p ∈ N имеет место оценка:

||Jn||p 6 C0n
σ+ 1

2 eωp(n
2), n > 0. (6)

C Эта оценка вытекает из неравенства Маркова для алгебраиче-
ских полиномов (см., например, [1]) и свойства А). B

Предложение 2. Справедливы следующие утверждения:
1) для любого n > 0 функционал

ξn : E(Ω)[−1; 1]→ C, ξn(f) :=

1∫

−1

h(x)f(x)Jn(x) dx,

линеен и непрерывен;
2) система {Jn, ξn}∞n=0 биортогональна, т. е. ξn(Jn) = 1 при всех

n > 0 и ξn(Jk) = 0 при n 6= k;
3) последовательность {ξn}∞n=0 тотальна на E(ω)[−1; 1], т. е. спра-

ведлива импликация: если f ∈ E(ω)[−1; 1] и ξn(f) = 0 при всех n > 0,
то f = 0.

C Линейность и непрерывность ξn очевидны. Биортогональ-
ность системы {Jn, ξn}∞n=0 проверяется элементарными вычислени-
ями (см., например [9]). Тотальность {ξn}∞n=0 вытекает из полноты
системы полиномов Якоби в весовом пространстве L2

h[−1; 1]. B

Предложение 3. Пусть весовая последовательность Ω удовле-
творяет условию (2). Тогда имеет место оценка

∀ q ∈ N ∃Bq > 0
∣∣ |ξn|−q 6 Bq(n+ 1)e−3ωq(e

−1/6n1/12), n > 0, (7)

где |ξn|−q := sup
{
‖ξn(f)| : ||f ||q 6 1, f ∈ E(Ω)[−1; 1]

}
.
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C Из свойств Б) и В) вытекают равенства

ξn(f) =
1

λkn

1∫

−1

h(x)f(x)(LkJn)(x) dx =
1

λkn

1∫

−1

h(x)(Lkf)(x)Jn(x) dx,

справедливые при всех k > 0. Но тогда

|ξn(f)| 6
C1

λkn
sup
|x|61

|(Lkf)(x)|,

где C1 — постоянная, зависящая лишь от функции h. Далее, при
любом k > 0 выражение (Lkf)(x) можно представить в виде

(Lkf)(x) =

sk∑

j=0

Akjx
akjf (bkj)(x),

где sk 6 100k, akj 6 2k, bkj 6 2k, |Akj | 6 100k(|β| + |α| + 2)kk2k.
Отсюда вытекает, что

sup
|x|61

|(Lkf)(x)| 6 ||f ||qeϕ
?
q(2k)Ck2 k

2k,

где q — любое натуральное число, а C2 — постоянная, зависящая
лишь от α и β.

В силу всего вышеизложенного, найдется постоянная C3 > 0, за-
висящая лишь от α и β, такая, что при всех k > 0 и каждом q ∈ N
справедливо неравенство

|ξn(f)| 6
1

n2k
Ck3 k

2k||f ||qeϕ
?
q(2k).

Отсюда

|ξn|−q 6 inf
k>0

(
1

n2k
Ck3 k

2keϕ
?
q(2k)

)
, q > 1.

Оценивая k2k с помощью (3) и выбирая, с учетом (2′), подходящую
постоянную Bq > 0, мы приходим к оценке (7). B

Теперь все готово для обоснования абсолютной базисности по-
линомов Якоби в рассматриваемом пространстве. Мы покажем, что
любая функция f ∈ E(Ω)[−1; 1] представима (и притом единственным
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образом) в виде абсолютно сходящегося по топологии E(Ω)[−1; 1] ря-
да

f(x) =

∞∑

n=0

ξn(f)Jn(x). (8)

Выберем произвольное p ∈ N и оценим сверху выражение
|ξn(f)| ‖Jn‖p. Отметим вначале, что

|ξn(f)| = ‖f‖q
∣∣∣∣ξn
(

f

‖f‖q

)∣∣∣∣ 6 ‖f‖q|ξn|−q

при любом q ∈ N, а значит,

|ξn(f)| ‖Jn‖p 6 |ξn|−q‖Jn‖p‖f‖q, ∀ q ∈ N.

Из предложений 1 и 3 вытекает, что при всех n, p и q

|ξn|−q||Jn||p 6 Bq(n+ 1)nσ+1/2eωp(n
2)−3ωq(e

−1/6n1/12).

Неоднократно применяя условие (2), убеждаемся в том, что для за-
фиксированного p найдутся номер s ∈ N и постоянная C̃p > 0 такие,
что будет справедливо неравенство

|ξn|−q‖Jn‖p 6 BqC̃p(n+ 1)nσ+1/2eωs(e
−1/6n1/12)−3ωq(e

−1/6n1/12).

Всюду в этих рассуждениях q — произвольное число. Выбрав кон-
кретное значение q = s, мы приходим к оценке:

|ξn|−q‖Jn‖p 6 BqC̃p(n+ 1)nσ+1/2e−2ωq(e
−1/6n1/12).

Наконец, воспользовавшись свойством (γ) из определения веса, мож-
но выбрать постоянную Dp > 0 таким образом, чтобы выполнялась
оценка

|ξn|−q‖Jn‖p 6 Dp
1

n2
, n ∈ N.

Последнее неравенство, а также полнота пространства E(Ω)[−1; 1],
обеспечивают абсолютную сходимость ряда

∑∞
n=0 ξn(f)Jn(x) по то-

пологии E(Ω)[−1; 1] к некоторой функции g.

Совпадение g с f и единственность представления f =
∞∑
n=0

ξn(f)Jn

вытекает из биортогональности системы {Jn, ξn}∞n=0 и тотальности
последовательности функционалов {ξn}∞n=0 на E(ω)[−1; 1].
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Замечание 1. В частном случае, когда весовая последователь-
ность Ω состоит из функций ωp(x) = pω(x), p > 1, где ω — некоторый
вес, пространство E(Ω)[−1; 1] представляет собой обычное простран-
ство УДФ типа Берлинга, изучавшееся в [6] и в [8]. Условие (2) при
этом принимает вид:

∃A > 0
∣∣ ω(x2) 6 A(ω(x) + 1), x > 0, (6)

что согласуется с результатами работы [8]. Отметим, что известны
примеры весов как подчиненных условию (6) (ω(x) = lnα(1 + x),
α > 1), так и не удовлетворяющих ему (ω(x) = xβ , 0 < β < 1).

2. Сравнение с подходом Г. И. Баликова

Пусть M = {Mp,j}∞p=1,j=0 — матрица положительных чисел, удо-
влетворяющая условиям:

(a) ∀ p > 1, ∀ j > 0 Mp,j 6 Mp,j+1;
(b) ∀ p > 1, ∀ j > 1 M2

p,j 6 Mp,j−1Mp,j+1;
(c) ∀ p > 1, ∃A,H > 0

∣∣ ∀ j > 0 Mp,j 6 AHj min
06q6j

Mp,qMp,j−q.

По матрице M определим пространство

E(M)[−1; 1] =
{
f ∈ C∞[−1; 1]

∣∣∣ ∀ p ∈ N ‖f‖p :=sup
j>0

sup
|x|61

|f (j)(x)|
Mp,j

<+∞
}
.

Применяя рассмотрения, использованные в [5] для пространств
несколько иного, чем E(M)[−1; 1] вида, но также задаваемых чис-
ловыми матрицами, устанавливаем справедливость следующего ре-
зультата.

Теорема 2. Если выполнены условия:

(d) ∀ p > 1 ∃ q > 0
∣∣ sup

j

jjMq,j

Mp,j
< +∞;

(e) ∀ p > 1 ∃ q > 0
∣∣ sup

j

Mq,2j

Mp,j
< +∞,

то система полиномов Якоби Jn(x) (при α, β > −1/2) образует абсо-
лютный базис в пространстве E(M)[−1; 1].

Покажем, что классы пространств, выделяемые условиями тео-
рем 1 и 2, совпадают друг с другом.

Если весовая последовательность Ω подчинена условию (2), как в
теореме 1, то соответствующее пространство E(Ω)[−1; 1] может быть
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реализовано как пространство типа E(M)[−1; 1] с весовой матри-
цей M , удовлетворяющей условиям (a)–(e). Достаточно положить
Mp,j = eϕ

?
p(j).

Верно и обратное: пространство E(M)[−1; 1], матрица которого,
как в теореме 2, удовлетворяет условиям (a)–(e), можно реализо-
вать как пространство типа E(Ω)[−1; 1] с весовой последовательно-
стью Ω, удовлетворяющей условию (2). Именно, элементы Ω — функ-
ции ωp(x) — определяются так:

ωp(x) = sup
j

ln
xj

Mp,j
, x > 0,

ωp(0) = 0.

Условие (d) гарантирует нам, что функция ωp определена корректно.
Кроме того, легко проверить, что ωp — непрерывная неубывающая
на [0;+∞) функция, удовлетворяющая условиям (γ) и (δ) из опре-
деления веса. Выполнение условия (α) установлено в [6]. Остается
проверить выполнение условия (β).

Как известно (см., например, [10, предложение 3.2]),

Mp,j = sup
x>1

xj

eωp(x)
= eϕ

?
p(j).

А тогда условия (d) и (e) можно переписать в эквивалентной форме:
(d′) ∀ p ∃ q

∣∣ sup
x>1

(x lnx+ ϕ?q(x)− ϕ?p(x)) < +∞;

(e′) ∀ p ∃ q
∣∣ sup
x>0

(ϕ?q(2x)− ϕ?p(x)) < +∞.

Далее, из (d′) вытекает, что

ωp(x) = O(x), x→ +∞. (9)

Условие (e′) представляет собой условие (2′), которое, как мы отме-
чали выше, эквивалентно (2). В совокупности ограничения (9) и (2)
обеспечивают выполнение условия (β) для функции ωp.
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УДК 517.5

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ
ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ

Г. Г. Брайчев

Известно, что для изучения асимптотического поведения выпуклых функ-
ций и их производных достаточно их рост сравнить с ростом выпуклых

функций g(x), удовлетворяющих условию lim
x→∞

g(x)g′′(x)

[g′(x)]2
6 1. В работе нахо-

дятся точные верхние и нижние границы асимптотического роста выпуклых

функций, если функции сравнения таковы, что существует lim
x→∞

g(x)g′′(x)

[g′(x)]2
∈

[0; 1].

Во многих вопросах анализа и его приложений (назовем, к приме-
ру, теорию целых, мероморфных, субгармонических функций, тео-
рию вероятностей, теорию квазианалитических классов функций,
и др.) важным является вопрос о поведении выпуклых характери-
стик роста рассматриваемых функций и их производных. При этом
рост функций измеряется сравнением их с «хорошими» эталонны-
ми функциями из некоторого класса. Нахождение таких классов
эталонных функций составляет известную проблему Адамара [1].
Так, для целых функций конечного порядка введены различные ти-
пы уточненных порядков [2–5]. Для множества всех целых функций
В. А Осколков [6] ввел класс H1, состоящий из возрастающих на R+,
дважды непрерывно дифференцируемых функций g(x) c g′′(x) > 0,
удовлетворяющих условию

G = lim
x→∞

{
g(x)g′′(x)

[g′(x)]
2

}
6 1. (1)

В работе [7] показано, что для любой выпуклой функции ϕ(x),
растущей быстрее линейных, можно так подобрать строго выпуклые
бесконечно дифференцируемые функции g1(x), g2(x) с условием (1),
чтобы

0 < lim
x→∞

ϕ(x)

g1(x)
<∞, 0 < lim

x→∞

ϕ(x)

g2(x)
<∞.

Из вышесказанного вытекает, что для исследования асимптоти-
ческого поведения выпуклых функций и их производных достаточно
изучать их сравнительный рост с функциями из класса H1.
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Основная задача настоящего исследования — указать условия на
функции класса H1 (не изменяя основное условие (1)), при выпол-
нении которых возможны точные оценки относительного роста вы-
пуклых функций и их производных, и, в частности, найти условия
эквивалентности важных во многих вопросах асимптотических со-
отношений f(x) ∼ Kg(x), x→∞ и f ′(x) ∼ Kg′(x), x→∞.

В дальнейшем будем предполагать, что выпуклые функции два-
жды дифференцируемы на R+ и растут быстрее линейных, т. е. удо-
влетворяют условию

lim
x→∞

ϕ(x)

x
=∞. (2)

Рост отношений функций и их производных описывается класси-
ческим правилом Бернулли — Лопиталя, его различными обобщени-
ями и обратными теоремами тауберова типа. Мы будем опираться
на следующие результаты [8].

Теорема A. Пусть функции f(x) и g(x) положительны, возрас-
тают, выпуклы на R+, удовлетворяют условию (2) и

0 6 t = lim
x→∞

f(x)

g(x)
, T = lim

x→∞

f(x)

g(x)
<∞.

Тогда справедливы неравенства

lim
x→∞

f(x)

g(x)
> lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
> a1 lim

x→∞

f(x)

g(x)
,

lim
x→∞

f(x)

g(x)
6 lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
6 a2 lim

x→∞

f(x)

g(x)
,

(3)

в которых a1 и a2 являются корнями уравнения

ϕg(a) =
t

T
(0 6 a1 6 1 6 a2)

и

ϕg(a) = ϕ(a) = lim
x→∞

g(tx) + ag′(x)(x− tx)
g(x)

, (4)

tx = sup {t : g′(t) 6 ag′(x)} (если множество в фигурных скобках пу-
сто, то tx := 0). Далее, при любом θ ∈ (0; 1] числа

a1(θ) = lim
x→∞

1

g′(x)
sup
t<x

g(t)− θg(x)
t− x ,

a2(θ) = lim
x→∞

1

g′(x)
inf
t>x

g(t)− θg(x)
t− x

являются корнями уравнения ϕg(a) = θ, 0 6 a1(θ) 6 1 6 a2(θ).
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Под корнями уравнения ϕg(a) = θ мы понимаем абсциссы пере-
сечения границы подграфика функции y = ϕg(a) и функции y = θ,
иначе:

a1(θ) = inf {a : ϕ(a) > θ} , a2(θ) = sup {a : ϕ(a) > θ} .
Из этой теоремы следует, что оценки (3) зависят от поведения

функции ϕg(a). Нетрудно подсчитать, что для g(x) = exp(ρx), ρ > 0,
функция ϕg(a) = a ln e

a . Для g(x) = xτ , τ > 1, функция ϕg(a) =

= τa+ (1− τ)a τ
τ−1 , и такой же вид имеет эта функция и в более

общем случае, когда g(x) удовлетворяет условию lim
x→∞

xg′(x)
g(x) = τ [9].

Оказывается, что эти модельные случаи являются основными.
Для того, чтобы воспользоваться теоремой А, мы вычислим в явном
виде функцию ϕg(a) в случаях G = 1, 0 < G < 1, G = 0.

Теорема 1. Пусть функция g(x) положительна, возрастает и два-
жды дифференцируема на R+. Если g(x) логарифмически выпукла
вверх, то для любого a > 0 справедливо неравенство ϕg(a) 6 a ln e

a .
Если g(x) логарифмически выпукла вниз и удовлетворяет усло-
вию (1), то для любого a > 0 справедливо равенство ϕg(a) = a ln e

a .

C Заметим, что поскольку (ln g(x))
′′
=
(
g′(x)
g(x)

)2 (
g(x)g′′(x)
[g′(x)]2 − 1

)
, то

для логарифмически выпуклой вверх функции условие (1) выпол-
няется автоматически, а для функции, логарифмически выпуклой
вниз, отсюда следует существование предела в (1) и равенство его
единице.

Выберем tx так, чтобы g′(tx) = ag′(x) и обозначим G(x) := g(x)
g′(x) .

Эта функция возрастает или убывает в силу выпуклости вверх или,
соответственно, вниз функции ln g(x), а выпуклость g(x) влечет воз-
растание ассоциированной с ней функции Ньютона Ng(x) = x−G(x).
Поэтому, например, в случае выпуклости вниз функции ln g(x) име-
ем

ln a = ln
g′(tx)

g′(x)
= ln

G(x)

G(tx)
− ln

g(x)

g(tx)
=

tx∫

x

d (t−G(t))
G(t)

>

>
1

G(x)

tx∫

x

d (t−G(t)) = 1

G(x)
[tx − x−G(tx) +G(x)] =

=
g′(x)

g(x)

[
tx − x−

g(tx)

ag′(x)

]
+ 1 = 1− g(tx) + g′(tx)(x− tx)

ag(x)
.
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Отсюда получаем g(tx)+g
′(tx)(x−tx)
g(x) > a ln e

a , что дает ϕg(a) > a ln e
a .

Ясно, что в случае выпуклости вверх функции ln g(x) аналогич-
ные выкладки дают противоположное неравенство.

Вернемся к случаю логарифмической выпуклости вниз функции
g(x) и докажем неравенство обратного смысла. Функция g(t)−θg(x)

t−x
имеет минимум в точке t = sx > x и максимум в точке t = ŝx < x,
причем в точках экстремума из условия равенства нулю производной
имеем

g(t)− θg(x)
t− x = g′(t). (5)

Поэтому из теоремы А, получаем

a2(θ) = lim
x→∞

g′(sx)

g′(x)
, a1(θ) = lim

x→∞

g′(ŝx)

g′(x)
.

Из (5), при t = sx, получим равенство g′(sx)
g(sx)

(sx − x) = 1− θ g(x)g(sx)
=

= 1− θ
ωx
, в котором ωx := g(sx)

g(x) . Но тогда выполняется условие

lnωx = ln g(sx)− ln g(x) 6
g′(sx)
g(sx)

(sx−x) = 1− θ
ωx

или ωx ln e
ωx

> θ. По-
следнее равносильно тому, что ωx 6 b2(θ), где b2(θ) — наибольший
корень уравнения b ln e

b = θ. Аналогично рассуждая, для величи-

ны ω̂x := g(ŝx)
g(x) получим − ln ω̂x = ln g(x)− ln g(ŝx) >

g′(ŝx)
g(ŝx)

(x− ŝx) =
= −

(
1− θ

ω̂x

)
, т. е. ω̂x ln e

ω̂x
> θ, что влечет ω̂x > b1(θ) > 0, где b1(θ) —

наименьший корень уравнения b ln e
b = θ.

Пусть сначала a > 1. Последовательно оценивая, получаем

ln
g′(sx)

g(sx)
− ln

g′(x)

g(x)
=
g′(ξ)

g(ξ)

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

]
(sx − x) 6

6

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

]
g′(sx)

g(sx)
(sx − x) =

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

](
1− θ

ωx

)
6

6

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

](
1− θ

b2(θ)

)
−→
x→b−

0,

где x < ξ < sx. Поэтому g′(sx)
g(sx)

: g′(x)
g(x) −→x→b−

1, т. е. g′(sx)
g′(x) ∼

x→b−

g(sx)
g(x) .

Теперь, с учетом уже полученного, имеем

a2(θ) = lim
x→b−

g′(sx)

g′(x)
= lim
x→b−

g(sx)

g(x)
= lim
x→b−

ωx 6 b2(θ),
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что при любом a > 1 равносильно условию ϕg(a) 6 a ln e
a . Это вместе

с предыдущим приводит к требуемому утверждению.
Несколько дольше доказывается аналогичный результат для

a ∈ (0; 1). Заметим сначала, что ŝx возрастают при возрастании x. В

самом деле, если x1 < x2, то g′(ŝx1) =
g(ŝx1 )−θg(x1)

ŝx1−x1
<

g(ŝx1 )−θg(x2)

ŝx1−x2
6

6
g(ŝx2 )−θg(x2)

ŝx2−x2
= g′(ŝx2), и ŝx1 6 ŝx2 . Если при возрастании x имели

бы ŝx → m < b, то из равенства g′(ŝx) =
g(ŝx)−θg(x)

ŝx−x
=

θ
g(x)
x −

g(ŝx)
x

1− ŝx
x

по-

лучили бы, что его левая часть имеет пределом число g′(m), тогда
как его правая часть эквивалентна g(x)

x · θ
1−m

b
→∞.

Теперь, как и выше, получаем с некоторыми ξ ∈ (ŝx;x)

0 > ln
g′(ŝx)

g(ŝx)
− ln

g′(x)

g(x)
=
g′(ξ)

g(ξ)

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

]
(ŝx − x) >

>

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

]
g′(x)

g(x)
(ŝx − x).

Умножив обе части неравенства на величину Ax = g′(ŝx)
g(ŝx)

: g′(x)
g(x) ,

получим,

0 > Ax lnAx >

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

]
g′(ŝx)

g(ŝx)
(ŝx − x) =

=

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

](
1− θ

ω̂x

)
>

[
g′′(ξ)g(ξ)

g′2(ξ)
− 1

](
1− θ

b1(θ)

)
−→
x→b−

0,

поскольку величина в квадратных скобках стремится к нулю по усло-
вию. Отсюда следует, что выполняется условие

Ax lnAx → 0. (6)

Обозначим ϕg(0+) = θ0 = a0 ln
e
a0

(если θ0 = 0, считаем a0 = 0;
позже мы покажем, что именно случай θ0 = 0 имеет место). Для
любого a ∈ (a0; 1) положим θ = a ln e

a , тогда a = b1(θ) и выполняется
θ > θ0 и a1(θ) > 0.

Поскольку ω̂x = g(ŝx)
g(x) < 1, и по теореме А для положительно-

го ε < a1(θ) при всех достаточно больших x выполняется g′(ŝx)
g′(x) >

> a1(θ)− ε > 0, то Ax = g′(ŝx)
g′(x) · 1

ω̂x
> a1(θ) − ε > 0. Из (6) из-

влекаем условие Ax −→
x→b−

1, а это означает, что g′(ŝx)
g′(x) ∼

x→b−

g(ŝx)
g(x) и
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a1(θ) = lim
x→b−

g′(ŝx)
g′(x) = lim

x→b−

g(ŝx)
g(x) = lim

x→b−
ωx > b1(θ) = a. В силу

возрастания функции ϕg(a) на интервале (0; 1), отсюда получаем
ϕg(a) 6 ϕg(a1(θ)) = θ = a ln e

a . Таким образом, для a ∈ (a0; 1) имеем
равенство ϕg(a) = a ln e

a . Покажем теперь, что θ0 = 0.

Если бы это было не так, то имели бы равенство ϕg(a) ≡ θ0, a ∈
(0; a0), в невозможности которого нетрудно убедиться. Таким обра-
зом, равенство ϕg(a) = a ln e

a выполняется для всех a ∈ (0; 1). B

В качестве следствия получаем, что справедлива

Теорема 2. Пусть функции f(x) и g(x) положительны, возрас-
тают, выпуклы на R+ и удовлетворяют условию (2). Пусть, кроме
того, функция g(x) дважды дифференцируема, удовлетворяет усло-
вию (1) и является логарифмически выпуклой вверх или вниз. Тогда
следующие условия эквивалентны

i) f(x) ∼ Kg(x), x→∞;

ii) f ′(x) ∼ Kg′(x), x→∞.

C В самом деле, из существования предела отношений производ-
ных функций следует существование предела отношений этих функ-
ций и их равенство по правилу Бернулли — Лопиталя. Обратно, ес-
ли существует предел отношений функций, то t = T, и мы имеем
уравнение ϕg(a) = 1

(
> a ln e

a

)
, корнями которого в силу теоремы 1

являются числа a1 = a2 = 1. По теореме А это влечет цепочку нера-
венств

T = a1T 6 lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
6 lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
6 a2T = T,

из которой извлекаем, что существует lim
x→∞

f ′(x)
g′(x) = T = lim

x→∞

f(x)
g(x) . B

Замечание. В случае, когда функция ln g(x) вогнута, неравен-
ство ϕg(a) 6 a ln e

a для a ∈ (0; 1) ранее доказано в работе [9]. В следу-
ющих теоремах мы уточняем этот результат и показываем, что знак
равенства здесь в рассматриваемых случаях невозможен.

Теорема 3. Пусть функция g(x) положительна, возрастает, вы-
пукла, дважды дифференцируема на R+ и удовлетворяет условию

lim
x→∞

{
g(x)g′′(x)

[g′(x)]2

}
= G < 1.

Тогда ϕg(a) =
a−Ga

1
G

1−G .
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C Для любого ε > 0 найдем x0 так, чтобы
∣∣∣∣
g(x)g′′(x)

[g′(x)]2
−G

∣∣∣∣ <
ε

2
,

для всех x > x0. Оценивая функцию ψ(x) = (1 − G)x − g(x)

g′(x)
при

x > max
{
x0;

2|ψ(x0)|
ε

}
, получим

|ψ(x)− ψ(x0)| =
∣∣∣∣∣

x∫

x0

ψ′(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

x∫

x0

(
g(x)g′′(x)

[g′(x)]2
−G

)
dx

∣∣∣∣∣ 6

6

x∫

x0

∣∣∣∣
g(x)g′′(x)

[g′(x)]2
−G

∣∣∣∣ dx 6
ε

2
|x− x0|.

Таким образом, |ψ(x)| 6 ε
2 |x − x0| + |ψ(x0)| и

∣∣∣(1−G)− g(x)
xg′(x)

∣∣∣ 6
6 ε

2

∣∣1− x0
x

∣∣ + |ψ(x0)|
x < ε

2 + ε
2 = ε. Следовательно, существует

lim
x→∞

g(x)
xg′(x) = 1 − G или τ = lim

x→∞

xg′(x)
g(x) = 1

1−G . Тогда, согласно [9],

имеем ϕg(a) = τa+ (1− τ)a τ
τ−1 = a−Ga

1
G

1−G . B

Теорема 4. Пусть функция g(x) положительна, возрастает, вы-
пукла, дважды дифференцируема на R+ и удовлетворяет условию

G = lim
x→∞

{
g(x)g′′(x)

[g′(x)]2

}
= 0.

Тогда ϕg(a) = a, a ∈ [0; 1], и, кроме того, a1(θ) = θ, a2(θ) = 1 при
любом θ ∈ [0; 1].

C Как показано ранее, в условиях теоремы существует
lim
x→∞

xg′(x)
g(x) = 1.Но функции, удовлетворяющие такому соотношению,

обладают свойством g(kx) ∼
x→∞

g(x) для любого k > 0 [3]. Тогда, по

теореме А, при любом θ ∈ [0; 1], имеем:

1 6 a2(θ) = lim
x→∞

1

g′(x)
inf
t>x

g(t)− θg(x)
t− x 6 lim

x→∞

1

g′(x)

g(kx)

kx− x 6

6
k

k − 1
lim
x→∞

g(x)

xg′(x)
=

k

k − 1
→ 1, при k →∞,

т. е. a2(θ) = 1, θ ∈ [0; 1].
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Вычислим теперь ϕg(a). Очевидно равенство ϕg(0) = 0. В силу
условия (2) g′(x) → ∞, x → ∞. Поэтому, если a > 0 и tx выбрано

так, что g′(tx) = ag′(x), то tx → ∞, x → ∞ и lim
x→∞

txg
′(tx)

g(tx)
= 1.

А поскольку в силу выпуклости и возрастания функции g(x) для
a ∈ (0; 1] имеем tx 6 x и g(tx) 6 g(x), то

ϕg(a) = lim
x→∞

g(tx) + ag′(x)(x− tx)
g(x)

= lim
x→∞

axg′(x) + g(tx)− txg′(tx)
g(x)

=

= a lim
x→∞

xg′(x)

g(x)
+ lim
x→∞

g(tx)

g(x)

(
1− txg

′(tx)

g(tx)

)
= a.

Отсюда ясно, что a1(θ) = θ для любого θ ∈ [0; 1]. B

В качестве следствия получаем такой результат.

Теорема 5. Пусть функции f(x) и g(x) положительны, воз-
растают, выпуклы на R+ и удовлетворяют условию (2). Если
функция g(x) дважды дифференцируема, удовлетворяет условию

lim
x→∞

{
g(x)g′′(x)
[g′(x)]2

}
= 0, то справедливы равенства

lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim
x→∞

f(x)

g(x)
и lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim
x→∞

f(x)

g(x)
.

Замечание. Теорема 4 дает точные значения корней уравнения
ϕg(a) = θ. В теореме 3 явные (но трудно обозримые) выражения этих
корней можно получить лишь в отдельных случаях, однако обычные
итерационные методы решения уравнений дают корни с любой точ-
ностью.

Уместно отметить, что функции, фигурирующие в теоремах 1
и 4, являются предельными случаями функции из теоремы 3. Точнее,

для a ∈ [0; 1], lim
G→0

a−Ga
1
G

1−G = a, и для a ∈ [0; e],

lim
G→1

a−Ga 1
G

1−G = a lim
G→1

[
1− G

(
aG

−1−1 − 1
)

1−G

]
,

a lim
G→1

[
1− aG

−1−1 − 1

G−1 − 1

]
= a[1− ln a] = a ln

e

a
.
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УДК 517.9

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
РЯДАМИ ИЗ КВАЗИМОНОМОВ1

О. А. Иванова, С. Н. Мелихов

Доказываются критерии существования линейного непрерывного правого
обратного оператора (коротко: правого обратного) к оператору представ-
ления рядами из квазимономов функций, аналитических в ограниченной
выпуклой области комплексной плоскости. Ранее аналогичные результаты
были известны для операторов представления рядами экспонент и рядами
из квазиполиномов.

Пусть G — ограниченная выпуклая область в C, A(G) — про-
странство всех аналитических в G функций с топологией равномер-
ной сходимости на компактах в G. Для множества M ⊆ C через HM

обозначим его опорную функцию:

HM (z) := sup
t∈M

Re(zt), z ∈ C.

Пусть K — выпуклый компакт в C. Зафиксируем целую (в C)
функцию L экспоненциального типа с нулевым множеством (λn)n∈N;
mn+1 — кратность нуля λn. Будем считать, что |λn| 6 |λn+1|, n ∈ N.
Положим

ln(t) :=
(t− λn)mn+1

L(t)
, n ∈ N.

В дальнейшем предполагается, что выполняются следующие усло-
вия:

(L1) lim
n→∞

mn ln |λn|
|λn|

= 0;

(L2) L — целая функция вполне регулярного роста с индикато-
ром роста HG +HK (при показателе 1);

(L3) lim
n→∞

(
1
|λn|

(
ln max

06k6mn

|l(mn−k)
n (λn)|
k!(mn−k)!

+HG(λn)+HK(λn)
))

6 0.

Положим N0 := N ∪ {0}, eλ,k(z) := zkeλz, eλ := eλ,0; λ, z ∈ C,
k ∈ N0.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований, проект № 07-01-00329-a.



О представлении аналитических функций 31

Введем пространство числовых последовательностей

A1 :=

{
c = (cnk)n∈N, 06k6mn

⊆ C
∣∣∣ ∀ s ∈ N

ps(c) :=
∞∑

n=1

mn∑

k=0

|cnk| exp
(
HG(λn)−

|λn|
s

)
< +∞

}
.

Последовательность норм ps, s ∈ N, задает в A1 топологию про-
странства Фреше. Следуя Ю. Ф. Коробейнику [4], определим опера-
тор представления

Π(c) :=

∞∑

n=1

mn∑

k=0

cnkeλn,k, c ∈ A1.

Оператор Π линейно и непрерывно отображает A1 в A(G). Из
теоремы 2.5 [5] вытекает, что оператор Π : A1 → A(G) сюръекти-
вен. Настоящая работа посвящена выяснению условий, при которых
оператор представления Π имеет правый обратный.

Далее нам понадобится следующее определение интерполирую-
щего функционала, заданного целой функцией двух комплексных
переменных.

Определение [3]. Пусть функция Q ∈ A(C2) такова, что для
любого z ∈ C Q(·, z) — целая в C функция экпоненциального ти-
па, сопряженная диаграмма которой содержится в G. Зафиксируем
какую-либо точку t0 ∈ G. Q-интерполирующим функционалом на-
зовем функционал

ΩQ(µ, z, f) := exp(−zt0)F−1(Q(·, z))t




t∫

t0

f(t0 + t− ξ) exp(µξ) dξ


 ,

µ, z ∈ C, f ∈ A(G).

Здесь F — преобразование Лапласа аналитических функциона-
лов:

F (ϕ)(λ) := ϕ(eλ), λ ∈ C, ϕ ∈ A(G)′.
Кроме того, мы будем использовать следующие конструкции

из [3]. Для некоторых попарно непересекающихся конечных подмно-
жеств Λj , j ∈ N, нулевого множества V (L) = (λn)n∈N функции L
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введем конечномерные пространства

Ej := span
{
eλn,p

∣∣ 0 6 p 6 mn, λn ∈ Λj
}
, j ∈ N,

и пространство векторнозначных последовательностей

l1(E) :=



F = (fj)j∈N∈

∏

j∈N

Ej

∣∣∣ ряд
∑

j

fj абсолютно сходится в A(G)





с естественной топологией, индуцированной топологией простран-
ства A(G), l1(E) — пространство Фреше. Оператор представления

R(F ) :=
∑

j∈N

fj , F ∈ l1(E),

линейно и непрерывно отображает l1(E) в A(G).
Возьмем последовательность попарно непересекающихся кругов

Sj :=
{
z ∈ C

∣∣ |z − µj | < rj
}

(µj →∞, rj > 0)

нулевой линейной плотности со следующими свойствами:

V (L) ⊆
⋃

j∈N

Sj , Sj
⋂

V (L) 6= 0, ∀ j ∈ N,

и вне
⋃
j∈N

Sj выполняется асимптотическое равенство

ln |L(z)| = HG(z) +HK(z) + o(|z|), |z| → ∞.

Согласно [9, 10], такая последовательность кругов Sj , j ∈ N, суще-
ствует. Полагаем ниже Λj := V (L)

⋂
Sj , j ∈ N.

Следующий результат очевиден.

Лемма 1. Если оператор Π : A1 → A(G) имеет правый обратный,
то существует правый обратный и к оператору R : l1(E)→ A(G).

Основным результатом данной статьи является

Теорема 2. Пусть функция L удовлетворяет условиям (L1)–(L3).

(I) Если компакт K совпадает с точкой, то оператор Π из A1 в
A(G) не имеет правого обратного.
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(II) Пусть выпуклый компакт K в C отличен от точки, ϕ — кон-
формное отображение единичного круга D := {z ∈ C : |z| < 1}
на G, ψ — конформное отображение D на C \ K такое, что
ψ(0) =∞. Следующие утверждения равносильны:

(i) оператор Π : A1 → A(G) имеет правый обратный;

(ii) существует целая (в C2) функция Q такая, что Q(z, z) =
= L(z), z ∈ C, и для любого n существуют m, C > 0 такие,
что при всех µ, z ∈ C выполняется

|Q(µ, z)| 6 C exp

(
HG(µ)−

|µ|
m

+HK(z) +
|z|
n

)
;

(iii) sup
|z|<1

|ϕ′(z)| < +∞ и inf
|z|<1

|ψ′(z)| > 0.

(III) Если функция Q такая, как в (ii), то оператор

T (f) :=

(
1

(mn)!
Ckmn

(
ΩQ(t, t, f) · ln(t)

)(mn−k)

tmn−k

∣∣∣
t=λn

)

n∈N,06k6mn

,

где f ∈ A(G), является правым обратным к Π : A1 → A(G).

C Приведем схему доказательства последней теоремы.
(I): Если оператор Π : A1 → A(G) имеет правый обратный, то

по лемме 1 существует правый обратный и к R : l1(E) → A(G). По
следствию 4.5 [3] в случае, когда компакт K совпадает с точкой,
оператор R : l1(E) → A(G), а, значит, и Π : A1 → A(G), не имеет
правого обратного.

(II): Равносильность утверждений (ii) и (iii) установлена в [3, тео-
рема 4.1]. Там же показано, что если оператор R : l1(E) → A(G)
имеет правый обратный, то выполняется утверждение (ii). Отсюда
и из леммы 1 вытекает справедливость импликации (i) ⇒ (ii).

(III) (и (ii) ⇒ (i)): Пусть функция Q ∈ A(C2) удовлетворяет усло-
виям в (ii), и ΩQ — Q-интерполирующий функционал. Покажем вна-
чале, что линейный оператор T непрерывно отображает A(G) в A1.

Не ограничивая общности, можно считать, что 0 ∈ G. То-
гда в определении Q-интерполирующего функционала можно брать
t0 = 0. Согласно [3, лемма 3.2], для t, z ∈ C выполняется равенство

ΩQ(t, t, ez) =
Q(z, t)−Q(t, t)

z − t =
Q(z, t)− L(t)

z − t .
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Поэтому для любых z /∈ V (L), 0 6 k 6 mn имеем

(
Ωq(t, t, ez)

)(k)
tk

∣∣∣∣
t=λn

=
∂k
(
Q(z,t)
z−t

)

∂tk

∣∣∣∣∣
t=λn

.

Тем самым для z ∈ C \ V (L) выполняется равенство

(
T (ez)

)
nk

=

mn−k∑

l=0

C(k, l)
∂lQ(z, t)

∂tl

∣∣∣∣
t=λn

( ln(t)
z − t

)(mn−l−k)

tmn−l−k

∣∣∣∣
t=λn

, (1)

где C(k, l) = 1
(mn−k−l)! l! k!

.

Так как функция Q удовлетворяет условию (ii), то, применяя
принцип максимума модуля аналитической функции, получим

∃D > 0 ∀ k ∈ N0, ∀n ∈ N ∃m ∈ N, ∃C1 > 0 :
∣∣∣∂
kQ

∂tk
(z, t)

∣∣∣ 6 C1 exp
(
HG(z)−

|z|
m

+HK(t) +
|t|
n

+ kD
)
,

(2)

где z, t ∈ C.
Из неравенств (2), условий (L1) и (L3) следует, что ряд в (1)

абсолютно сходится, причем

(∀ s ∈ N) (∃ l ∈ N) (∃C2 > 0) ps
(
T (ez)

)
6C2 ·ql(ez), z ∈ C\

(⋃

n∈N

S̃n

)
, (3)

где S̃n :=
{
z ∈ C

∣∣∣ |z − λn| < (1 + |λn|)−2
}

, n ∈ N, (ps)s∈N — фун-

даментальная последовательность непрерывных преднорм в A1, а
(ql)l∈N — фундаментальная последовательность непрерывных пред-
норм в A(G). (Последнее неравенство означает, что оператор T
«непрерывен на экспонентах ez»). Поступая так, как в [3, доказа-
тельство леммы 3.3, с. 117], получим, что неравенство (3) выполня-
ется для любой функции f ∈ A(G), т. е.

(∀ s ∈ N) (∃m ∈ N) (∃C3 > 0) ps
(
T (f)

)
6 C3 · qm(f), f ∈ A(G).

Пусть для µ ∈ C символ Q(µ,D) обозначает оператор свертки с
характеристической функцией Q(µ, z), z ∈ C. Как известно [6, 7],
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оператор Q(µ,D) линейно и непрерывно отображает A(G + K) в
A(G). При этом [3, § 2] для любых λ ∈ C, p ∈ N0 верно

Q(µ,D)(eλ,p) =

p∑

s=0

Csp
∂p−sQ(µ, t)

∂tp−s

∣∣∣∣
t=λ

eλ,s.

Покажем, что Π
(
T (f)

)
= f для любого f ∈ A(G). Для µ ∈ C \ V (L)

по теореме 2.4 из [5]

L(µ)eµ = Q(µ,D)(eµ) = Q(µ,D)×

×
( ∞∑

n=1

mn∑

s=0

1

s!

mn∑

l=s

L(µ)l
(mn−l)
n (λn)

(µ− λn)l−s+1(mn − l)!
eλn,s

)
.

Поэтому для µ ∈ C \ V (L) имеет место цепочка равенств

L(µ)eµ = L(µ)Q(µ,D)×

×
(
∞∑

n=1

mn∑

s=0

1

s!

mn∑

l=s

1

(mn − l)!
l(mn−l)
n (λn)

1

(µ− λn)l−s+1
eλn,s

)
=

= L(µ)Q(µ,D)

(
∞∑

n=1

mn∑

s=0

1

s!(mn − s)!

(
ln(t)

µ− t

)(mn−s)

tmn−s

∣∣∣∣
t=λn

eλn,s

)
=

= L(µ)

∞∑

n=1

mn∑

s=0

1

s!(mn − s)!

(
ln(t)

µ− t

)(mn−s)

tmn−s

∣∣∣∣
t=λn

×

×
s∑

k=0

Cks
∂s−kQ

∂ts−k
(µ, λn)eλn,k = L(µ)

∞∑

n=1

mn∑

k=0

mn∑

s=k

1

k!(mn − s)!(s− k)!
×

×
(
ln(t)

µ− t

)(mn−s)

tmn−s

∣∣∣∣
t=λn

∂s−kQ

∂ts−k
(µ, λn)eλn,k =

= L(µ)

∞∑

n=1

mn∑

k=0

mn−k∑

l=0

1

k!(mn − l − k)!l!
×

×
(
ln(t)

µ− t

)(mn−l−k)

tmn−l−k

∣∣∣∣
t=λn

∂lQ

∂tl
(µ, λn)eλn,k.
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Учитывая равенство (1), получим:

L(µ)eµ = L(µ)

∞∑

n=1

mn∑

k=0

(
T (ez)

)
n,k
eλn,k = L(µ)Π

(
T (eµ)

)
.

Таким образом, eµ = Π
(
T (µ)

)
, для любого µ ∈ C \ V (L).

Так как множество
{
eµ
∣∣µ ∈ C \ V (L)

}
полно в A(G), то

f = Π
(
T (f)

)
для всех f ∈ A(G). B

Замечание 1. Утверждения (i)–(iii) выполняются, если границы
G и K принадлежат классу Cα для некоторого α > 1, и не выполня-
ются, если ∂G и ∂K имеют хотя бы одну угловую точку [3, с. 108].

Замечание 2. Утверждения (I) и (i) ⇔ (iii) ранее были доказа-
ны для случая простых нулей (т. е. mn = 0, n ∈ N) в [1, теоремы 1.9
и 4.3]. Утверждение (III) для простых нулей получено в [8, теоре-
ма 1.8]. Равносильность (ii) и (iii) доказана ранее в [3, теорема 4.1].
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УДК 517.2

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВТОРОГО РОДА
ДЛЯ КЛАССОВ ХАРДИ И BMO ОБОБЩЕННЫХ

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

С. Б. Климентов

В работе строятся различные представления второго рода для классов
Харди и BMO обобщенных аналитических функций. На основе получен-
ных представлений дается простое доказательство теоремы Феффермана о
двойственности H1 и BMO для обобщенных аналитических функций.

Введение. Основные определения

В предлагаемой статье, развивающей результаты автора [1–3] по
аналогам классов Харди и BMO обобщенных аналитических функ-
ций, получены представления для этих классов функций, которые
мы, следуя [4], называем представлениями второго рода. Важность
такого сорта представлений в исследованиях по обобщенным анали-
тическим функциям трудно переоценить [1–6]. Новизна полученных
в этой статье результатов по сравнению с [1, 2, 3, 6] состоит в первую
очередь в охвате классов Харди H1, а также в привлечении новых
типов операторов.

Важным следствием полученных представлений является совсем
простое доказательство обобщения теоремы Феффермана о сопря-
женности пространства BMO пространству H1 [7, с. 280–299]. Пер-
воначально доказательство такого обобщения было получено более
сложным способом и анонсировано в [8].

Обозначим D = {z : |z| < 1} — единичный круг комплексной
z-плоскости E, z = x+ iy, i2 = −1; Γ = ∂D — граница круга D; D =
D ∪ Γ; A(z), B(z) ∈ Ls(D), s > 2 (используются обозначения [4]) —
заданные комплексные функции.

Рассмотрим в D каноническую эллиптическую систему в ком-
плексной записи

∂z̄w +A(z)w +B(z)w = 0, (1)

где w = w(z) = u(z) + iv(z) — искомая комплексная функция, u и
v — ее действительная и мнимая части, ∂z̄ = 1/2(∂/∂x + i∂/∂y) —
производная в смысле Соболева.
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Решение w(z) системы (1) называют обобщенной аналитической

функцией [4, с. 148].

Определение 1. Следуя [1], будем говорить, что решение систе-
мы (1) принадлежит классу Hp(A,B), p > 0, если оно для некоторой
положительной постоянной Mp(w) < +∞ удовлетворяет условию

µ(ρ,w) =
1

2π

2π∫

0

|w(ρeiσ)|p dσ 6 Mp(w), ∀ ρ : 0 6 ρ < 1, ρeiσ = z ∈ D.

При A = B ≡ 0 имеем обычный класс Харди Hp голоморфных функ-
ций [9, с. 57].

Множество ограниченных в D решений системы (1) будем обо-
значать H∞(A,B).

Определение 2. Будем говорить, что функция w(z) ∈ H0
p (A,B),

0 < p 6 ∞, если w(z)/z ∈ Hp(A,B).

Определение 3. Вещественная функция ϕ ∈ L1(Γ), ϕ =
ϕ(eiθ) ≡ ϕ(θ) называется функцией класса BMO (Bounded Mean
Oscillation) [9, с. 227], если

sup
I

1

|I|

∫

I

|ϕ− ϕI | dθ = ‖ϕ‖∗ <∞, (2)

где I ⊂ Γ — произвольный интервал на Γ, |I| — его длина,

ϕI =
1

|I|

∫

I

ϕdθ.

Для комплекснозначной функции ϕ ∈ L1(Γ) определение анало-
гично.

Определение 4. Следуя [2], будем говорить, что решение w(z)
системы (1) принадлежит классу BMO(A,B), если w(z) ∈ H2(A,B)
и его некасательные предельные значения w(t) на Γ принадлежат
классу BMO.

При A = B ≡ 0 имеем голоморфный класс BMOG [9, с. 269].

Теорема 1 [2]. Множество Hp(A,B), p > 1 (H∞(A,B)), с нормой

‖w‖Hp
=





∫

Γ

|w(eiθ)|p dθ





1/p (
‖w‖H∞ = sup

z∈D
|w(z)|

)
(3)
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является действительным банаховым пространством. Здесь и всюду
далее w(eiθ) ≡ w(t), t ∈ Γ, — некасательные предельные значения
w(z) на Γ при z → t.

Замечание 1. Множество H0
p (A,B) ⊂ Hp(A,B), 1 6 p 6 ∞, —

замкнутое подпространство.

Теорема 2 [2]. Множество BMO(A,B) с нормой

‖w‖BMO =
1

2π

∫

Γ

|w(t)| |dt|+ ‖w‖∗ (4)

является действительным банаховым пространством.

Замечание 2. Очевидно, множества следов функций классов
Hp(A,B), H0

p (A,B), 1 6 p 6 ∞, BMO(A,B) на Γ также будут бана-
ховыми пространствами с нормами (3), (4), изометричными исход-
ным пространствам. В связи с этим за множествами следов можно
сохранить те же обозначения, что и для исходных пространств.

Определение 5. Через Re H1(A,B) и Re H0
1 (A,B) обозначим

множества действительных частей функций (и их следов на Γ) из
H1(A,B) и H0

1 (A,B).
Поскольку функции из H1(A,B) и H0

1 (A,B) своей действи-
тельной частью определены однозначно (теоремы 3 и 5), вводя
для Re w ∈ Re H1(A,B) (Re H0

1 (A,B)) норму ‖w‖H1 , превращаем
эти множества в банаховы пространства, изометричные H1(A,B) и
H0

1 (A,B).
Следуя [4, с. 42, 45], обозначим

TDf(z) ≡ Tf(z) = − 1

π

∫∫

D

f(ζ)

ζ − z dξ dη, f(z) ∈ Lq(D), q > 1. (5)

Пусть κ > 0 — целое число. Следуя [4, с. 293], обозначим

Tκf(z) = −
1

π

∫∫

D

(
f(ζ)

ζ − z +
z2κ+1f(ζ)

1− ζz

)
dξ dη, ζ = ξ + iη. (6)

Отметим, что при t ∈ Γ Re {t−κTκf(t)} = 0.
Также будем рассматривать следующие операторы:

Tnf(z) = −
1

π

∫∫

D

f(ζ)

[
1

ζ − z − P (z, ζ, z1, . . . , zn)
]
dξ dη, (7)
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где

P (z, ζ, z1, . . . , zn) =

=

n∑

k=1

(z − z1) . . . (z − zk−1)(z − zk+1) . . . (z − zn)
(zk − z1) . . . (zk − zk−1)(zk − zk+1) . . . (zk − zn)

1

ζ − zk
,

ζ = ξ + iη, причем z1, . . . zn ∈ D и попарно различны;

Tκ,nf(z) = −
1

π

∫∫

D

[
f(ζ)

ζ − z +
z2κ+1f(ζ)

1− ζz

]
dξ dη−

− 1

π

∫∫

D

2κ+1∑

k=1

P ′k(z, z1, . . . , z2κ+1)
f(ζ)

ζ − zk
dξ dη+

+
1

π

∫∫

D

2κ+1∑

k=1

P ′′k (z, z1, . . . , z2κ+1)
f(ζ)

ζ − zk
dξ dη,

(8)

где

P ′k(z, z1,. . ., z2κ+1)=
(1− zz1). . .(1− zzk−1)(1− zzk+1). . .(1− zz2κ+1)

(zk − z1). . .(zk − zk−1)(zk − zk+1). . .(zk − z2κ+1)
,

P ′′k (z, z1,. . ., z2κ+1)=
(z − z1). . .(z − zk−1)(z − zk+1). . .(z − z2κ+1)

(zk − z1). . .(zk − zk−1)(zk − zk+1). . .(zk − z2κ+1)
,

ζ = ξ + iη, причем zk, k = 1, 2κ + 1, — произвольные попарно раз-
личные точки контура Γ, κ > 0 — целое число.

Отметим, что Tnf(zk) = 0, k = 1, n, при z ∈ Γ Re{z−κTκ,nf(z)} =
0; Tκ,nf(zk) = 0, k = 1, 2κ + 1.

1. Формулировка основных результатов

Теорема 3. Если w(z) ∈ Hp(A,B), 1 6 p 6 ∞ (BMO(A,B)), то
имеет место соотношение

w(z) + T (Aw +Bw)(z) = Φ(z), где Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z dt, (9)

и функция Φ(z) ∈ Hp (BMOG).
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Если Φ(z) — произвольная голоморфная функция класса
Hp (BMOG), то соотношением (9) однозначно определяется решение
w(z) системы (1) класса Hp(A,B) (BMO(A,B)) и формула (9) уста-
навливает (вещественный) линейный изоморфизм банаховых про-
странств Hp(A,B) (BMO(A,B)) и Hp (BMOG).

Теорема 4. Если w(z) ∈ Hp(A,B), 1 6 p 6 ∞ (BMO(A,B)), то
имеет место соотношение

w(z) + Tn(Aw +Bw)(z) = Φ(z), (10)

и функция Φ(z) ∈ Hp (BMOG).
Если Φ(z) — произвольная голоморфная функция класса

Hp (BMOG), то соотношением (10) однозначно определяется ре-
шение w(z) системы (1) класса Hp(A,B) (BMO(A,B)) и форму-
ла (10) устанавливает (вещественный) линейный изоморфизм бана-
ховых пространств Hp(A,B) (BMO(A,B)) и Hp (BMOG).

Теорема 5. Если w(z) ∈ Hp(A,B), 1 6 p 6 ∞ (BMO(A,B)), то
имеет место соотношение

w(z) + Tκ,n(Aw +Bw) = Φ(z), (11)

где Φ(z) ∈ Hp (BMOG), и, почти всюду на Γ,

Re
{
t−κw(t)

}
= Re

{
t−κΦ(t)

}
, t ∈ Γ. (12)

Если Φ(z) ∈ Hp (BMOG), то соотношением (11) однозначно опре-
деляется функция w(z) ∈ Hp(A,B) (BMO(A,B)), удовлетворяющая
на Γ условию (12) и формула (11) устанавливает (вещественный) ли-
нейный изоморфизм банаховых пространств Hp(A,B) (BMO(A,B))
и Hp (BMOG).

Теорема 6. Пространство, сопряженное к Re H1(A,B) — это
BMO. Если F — вещественная 2π-периодическая локально интегри-
руемая функция, то следующие условия на F эквивалентны:

1) предел

lim
r→1−0

2π∫

0

Re w(reiθ)F (θ) dθ ≡ LRe w (13)

существует для любой функции w ∈ H1(A,B), и L — линейный
непрерывный функционал на Re H1(A,B);

2) F ∈ BMO.
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В случае, когда F ∈ BMO, норма функционала L, определенного
в (13), эквивалентна норме ‖F‖BMO.

2. Вспомогательные сведения

Лемма 1 [4, c. 67–68]. Обозначим Γr = {z : |z| = r 6 1}. Если
f ∈ Lq(D), 1 < q 6 2, то Tf , Tκf , Tnf , Tκ,nf ∈ Lγ(Γr) для любого
r : 0 < r 6 1, где γ — произвольное число, такое, что 1 < γ < q

2−q , а
также имеют место оценки

‖Tf‖Lγ(Γr) 6 Mq,γ‖f‖Lq(D),

‖Tκf‖Lγ(Γr) 6 M ′
q,γ‖f‖Lq(D),

‖Tnf‖Lγ(Γr) 6 Mn,q,γ‖f‖Lq(D),

‖Tκ,nf‖Lγ(Γr) 6 M ′
n,q,γ‖f‖Lq(D),

(14)

где константы Mq,γ , M
′
q,γ , Mn,q,γ , M

′
n,q,γ от f и r не зависят.

Замечание 3. В [4] лемма 1 доказана для оператора Tf . В
остальных случаях доказательство почти дословно повторяется.

Лемма 2. Если w(z) ∈ Hp(A,B), p > 0, то w(z) ∈ Lm(D) для
любого m: 0 < m < 2p, и при m > 1, p > 1 имеет место неравенство

‖w‖Lm(D) 6 Cm‖w‖Hp
, (15)

где константа Cm зависит от m, а от w не зависит.

C Случай p > 1 рассмотрен в [3]. Рассмотрим случай 0 < p 6 1,
опираясь на справедливость доказанного результата при p > 1. Име-
ет место представление [1]

w(z) = Φ(z)eω(z), (16)

где Φ(z) ∈ Hp, ω ∈ Cα(D), α = (s−2)/s, |ω(z)| 6 const, где константа
от w не зависит. Пусть β(z) — произведение Бляшке функции Φ(z) [9,
с. 62]. Тогда Φ(z)/β(z) = Φ∗(z) ∈ Hp и Φ∗(z) 6= 0 в D [9, с. 62].

Отсюда [Φ∗(z)]
p/2 ∈ H2, а следовательно, [Φ∗(z)]

p/2 ∈ Lν(D) для
любого ν : 0 < ν < 4. Таким образом, Φ∗(z) ∈ Lm(D) для любого m:
0 < m < 2p, а следовательно и Φ(z) = β(z)Φ∗(z) ∈ Lm(D), откуда, с
учетом (16), получаем w(z) ∈ Lm(D).
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Докажем оценку (15). Из (16) имеем ‖w‖Lm(D) 6 const ‖Φ‖Lm(D),
где константа от w не зависит. Вместе с тем, если обозначим 1 < ν =
2m < 4, будем иметь

‖Φ‖Lm(D) 6 ‖Φ∗‖Lm(D) =
{
‖[Φ∗]1/2‖Lν(D)

}2
6

6 const
{
‖[Φ∗]1/2‖H2

}2
= const ‖Φ∗‖H1 = const ‖Φ‖H1 ,

где const от w не зависит [9, с. 62].
Из (16) очевидно, что ‖Φ‖H1 6 const ‖w‖H1 , откуда получа-

ем (15). B

Теорема 7. Если f ∈ Lp(D), 1 < p 6 2, то

lim
r→1

2π∫

0

∣∣Tf(eiθ)− Tf(reiθ)
∣∣γ dθ = 0, (17)

1 < γ < p
2−p .

Аналогичное утверждение справедливо для Tκf , Tnf , Tκ,nf .
C Очевидно неравенство

∣∣Tf(eiθ)− Tf(reiθ)
∣∣ 6 |1− r|

π

∫∫

D

|f(ζ)| dξ dη

|ζ − eiθ)||ζ − reiθ)| . (18)

Предположим сначала, что p < γ < p
2−p , и положим 0 < 2α =

1
γ − 2

p + 1 < 1
q , где 1

p +
1
q = 1. Так как 1

γ + γ−p
γp + 1

q = 1, то, применяя
неравенство Гельдера, получим:

J1 =

∫∫

D

|f(ζ)| dξ dη

|ζ − eiθ)||ζ − reiθ)| 6

6



∫∫

D

|f(ζ)|p|ζ − eiθ)|−1+αγ |ζ − reiθ)|−1+αγdξ dη




1/γ

× (19)

×



∫∫

D

|f(ζ)|p dξ dη



1/p−1/γ


∫∫

D

|ζ − eiθ|−2+qα|ζ − reiθ|−2+qαdξ dη



1/q

,
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при этом 0 < qα < 1/2. В силу этих неравенств, последний со-
множитель в правой части (19) оценивается величиной [4, с. 55]
const |1− r|−2/q+2α, где константа от r не зависит.

Далее рассмотрим интеграл

J2 =

2π∫

0

|ζ − eiθ|−1+αγ |ζ − reiθ|−1+αγ dθ.

Если αγ > 1, то J2 ограничен равномерно по ζ ∈ D и r : 1/2 <
r < 3/2.

Пусть αγ < 1. Будем пока считать, что 1/2 < r < 1.
Если r 6 |ζ| 6 (1 + r)/2, то, очевидно,

|ζ − reiθ| > r|eiϕ − eiθ|, |ζ − eiθ| > 1

2
|1− r|,

где ϕ = arg ζ, и в этом случае имеем оценку

J2 6 const |1− r|−1+αγ , (20)

где константа от r не зависит.
Если (1 + r)/2 6 |ζ| 6 1, то |ζ − reiθ| > 1/2|1 − r| и, с учетом

равномерной по ζ ∈ D ограниченности интеграла [4, с. 68],

2π∫

0

|ζ − eiθ|−λ dθ, 0 < λ < 1, (21)

в этом случае также имеем оценку (20).
Если |ζ| < r, то |ζ − eiθ| > |1 − r| и, с учетом равномерной по

ζ ∈ D ограниченности интеграла (21), также получаем (20).
В случае 1 < r < 3/2 для всякого ζ ∈ D очевидно |ζ−reiθ| > |1−r|

и, аналогично предыдущему, опять получаем (20).
Сопоставляя (19) и (20), при αγ < 1 и 1/2 < r < 3/2 получаем

2π∫

0

Jγ1 dθ 6 const ‖f‖γ
Lp(D)

|1− r|(3α−2/q−1/γ)γ , (22)

где константа от r и f не зависит.
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При αγ > 1 оценка (22) упрощается:

2π∫

0

Jγ1 dθ 6 const‖f‖γ
Lp(D)

|1− r|(2α−2/q)γ , (23)

где константа от r и f не зависит.
Итак, при αγ < 1 из (18) и (22) имеем:

2π∫

0

∣∣Tf(eiθ)− Tf(reiθ)
∣∣γ dθ 6 const ‖f‖γ

Lp(D)
|1− r|αγ , (24)

где константа от r и f не зависит, αγ > 0, а при αγ > 1 получаем

2π∫

0

∣∣Tf(eiθ)− Tf(reiθ)
∣∣γdθ 6 const‖f‖γ

Lp(D)
|1− r|, (25)

где константа от r и f не зависит.
Из (24) и (25) получаем утверждение теоремы для Tf при p <

γ < p/(2−p). Очевидно, отсюда следует и утверждение теоремы при
1 6 γ 6 p.

Так как выражение

1

π

∫∫

D

zf(ζ)

1− ζz
dξ dη

конформным отображением второго рода z = 1/z′ переводится в
Tf(z′), случай Tκf сводится к утверждению для Tf . Перенос на
Tnf и Tκ,nf очевиден. B

3. Доказательства основных результатов

C Доказательство теоремы 3. В случае p > 1 теорема (без
утверждения об изоморфизме) доказана в [1] при дополнительном
условии p > s

2(s−1) , однако это условие в рассуждениях работы [1]
излишне, поскольку s > 2 всегда можно считать настолько близким
к двум, что это условие будет выполнено.

Рассмотрим случай p = 1, в основном следуя рассуждениям из [1].
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По лемме 2, если w(z) ∈ H1(A,B), то w(z) ∈ Lm(D) для любого
m: 0 < m < 2. Покажем, что в этом случае Aw + Bw ∈ Lq(D) при
некотором q: 1 < q 6 2 (достаточно установить это для Aw).

Используя неравенство Гельдера, будем иметь:
∫∫

D

|A(z)w(z)|q dx dy 6

6



∫∫

D

|A(z)|qα dx dy



1/α 

∫∫

D

|w(z)|qβ dx dy



1/β

,

(26)

где 1/α + 1/β = 1. Подберем α, β, q так, чтобы 1 < q 6 2 и правая
часть (26) была ограничена.

Положим αq = s, тогда первый сомножитель в правой части (26)
конечен. Далее будем иметь qβ = αq

α−1 = sq
s−q . Покажем, что мож-

но считать m > s
s−1 . Действительно, выражение, стоящее в правой

части этого неравенства, монотонно убывает на промежутке [2,+∞)
от 2 до 1, и, если s > 2, то m можно выбрать так, что s

s−1 < m < 2.
Очевидно, зафиксировав при этом q достаточно близким к единице
(q > 1), будем иметь m > sq

s−q = βq, и второй сомножитель в (26)
при этом будет конечен.

При зафиксированном таким образом q, по лемме 1

T (Aw +Bw) ∈ Lγ(Γr) (27)

для любых γ : 1 < γ < q
2−q и r: 0 < r 6 1. Поскольку Aw + Bw ∈

Lq(D), из (1) ∂z̄w ∈ Lq(D), и вследствие этого имеет место равен-
ство [4, с. 50]

w(z) + T (Aw +Bw)(z) = Φ(z), (28)

где Φ(z) — голоморфная в D функция.
Из (28)

∫

Γr

|Φ(t)| dt 6

∫

Γr

|w(t)| dt+
∫

Γr

|T (Aw +Bw)(t)| dt.

Отсюда, а также из (27) и лемм 1 и 2, используя неравенство Гель-
дера, будем иметь Φ(z) ∈ H1 и

‖Φ‖H1 6 const ‖w‖H1 , (29)

где константа от Φ и w не зависит.
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Лемма 3. Имеет место соотношение:

lim
r→1

T (Aw +Bw)
(
reiθ

)
= T (Aw +Bw) (t) , (30)

для почти всех t = eiθ ∈ Γ
C Так как в (9) w(z) ∈ H1(A,B), Φ(z) ∈ H1, то при z → t ∈ Γ,

z ∈ D, по некасательным путям w(z) и Φ(z) имеют пределы w(t) и
Φ(t) для почти всех t ∈ Γ [1]. Отсюда получаем, что T (Aw +Bw)(z)
при z → t ∈ Γ, z ∈ D, по некасательным путям имеет предел T+ для
почти всех t ∈ Γ.

Поскольку T (Aw + Bw)(z) в силу (17) сходится в среднем к
T (Aw + Bw)(t), то поточечный предел T+ при z ∈ D, z → t почти
всюду будет такой же, откуда следует (30) при r → 1− 0.

Рассмотрим (30) при r > 1. В силу леммы 1 T (Aw + Bw)(z),
|z| > 1, есть конформный образ функции класса Hγ , γ > 1. Отсюда
получаем, что T (Aw + Bw)(z) имеет предел T− по некасательным
путям при z → t ∈ Γ, |z| > 1 для почти всех t ∈ Γ. Опять отметив,
что предел в среднем в (17) почти всюду совпадает с поточечным
T−, получаем (30) при любом r. B

С учетом леммы 3 рассмотрим теперь (9) при z ∈ Γ. Представ-
ление функции Φ(z) в виде интеграла типа Коши в (9) получается
применением к (9) оператора

1

2πi

∫

Γ

• dz
z − ζ ,

с учетом (27), а также теоремы Коши для функций класса H1 и того,
что интеграл (5) вне D есть голоморфная функция — конформный
образ функции класса H1, равная нулю на бесконечности, а Φ(z) ∈
H1 представима своим интегралом Коши [9, с. 68].

Первая часть теоремы 3 доказана.
Поскольку можно считать, что s

s−1 < m < 2, а Φ(z) ∈ Lm(D),

существование и единственность решения w ∈ Lm(D) уравнения (9)
при известной правой части следует из рассуждений [4, с. 167–168].
То, что при этом w(z) — решение уравнения (1) — хорошо известный
факт [4, с. 168–169].

Далее, из
∫

Γr

|w(t)| dt 6

∫

Γr

|Φ(t)| dt+
∫

Γr

|T (Aw +Bw)(t)| dt,
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(27), (14) и Φ(z) ∈ H1, применяя неравенство Гельдера, получаем

‖w‖H1 6 ‖Φ‖H1 + const‖w‖Lλ(D)

при некотором λ : 1 < λ < 2, где константа от Φ и w не зависит. Так
как ‖w‖Lλ(D) 6 const ‖Φ‖Lλ(D) [4, с. 167–168], где константа от Φ и
w не зависит, отсюда и из (15) имеем w(z) ∈ H1(A,B) и

‖w‖H1 6 const ‖Φ‖H1 , (31)

где константа от Φ и w не зависит.
Из (29) и (31) следует утверждение об изоморфизме при p = 1.

Изоморфизм при p > 1 доказывается аналогично с использованием
соответствующих построений из [1].

Рассмотрим случай p = ∞. Пусть w(z) ∈ H∞(A,B), тогда имеет
место (9), где Φ(z) ∈ Hp при любом p > 1. Но в этом случае Aw +
Bw ∈ Ls(D) и T (Aw + Bw)(z) ∈ Cα(D), α = (s − 2)/s [4, с. 54], а
следовательно Φ(z) ∈ H∞.

Поскольку [4, с. 54]

‖T (Aw +Bw)‖L∞ 6 const ‖Aw +Bw‖Ls(D) 6 const ‖w‖H∞ ,

где константа от w не зависит, из (9) получаем

‖Φ‖H∞ 6 const ‖w‖H∞ , (32)

где константа не зависит от w и Φ.
Если задана Φ(z) ∈ H∞, то из (9) однозначно определяется w(z) ∈

Hp(A,B) при произвольном p > 1. В этом случае Aw + Bw ∈ Lq(D)
при некотором q > 2, а T (Aw + Bw)(z) ∈ Cβ(D) при некотором
β : 0 < β < 1 [4, с. 54], откуда получаем w ∈ H∞(A,B).

Итак, с учетом (32), получаем, что отображение w ∈ H∞(A,B)→
Φ ∈ H∞ по формуле (9) биективно и непрерывно, а следовательно,
по теореме Банаха является изоморфизмом.

Утверждение теоремы в случае BMO (без утверждения об изо-
морфизме) доказано в [2]. Изоморфизм непосредственно вытекает
из ограниченности в BMO сингулярного интеграла и теорем 4 и 7
работы [2]. B

C Доказательство теоремы 4 почти дословно повторяет до-
казательство теоремы 3. B
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C Доказательство теоремы 5 проведем для оператора Tκf .
В случае Tκ,nf рассуждения почти дословно повторяются.

В случае p > 1 теорема доказана в [3, 6].
Рассмотрим случай p = 1. Поскольку выражение

∫∫

D

z2κ+1f(ζ)

1− ζz
dξ dη ∈ H1 (33)

голоморфно при |z| < 1 (см. конец доказательства теоремы 7 и дока-
зательство леммы 3), из (9) непосредственно следует (11), где Φ(z) —
некоторая голоморфная в D функция. Покажем, что Φ(z) ∈ H1.

Из (11) имеем:
∫

Γr

|Φ(t)| dt 6

∫

Γr

|w(t)| dt+
∫

Γr

|Tκ(Aw +Bw)(t)| dt.

Функция Aw + Bw ∈ Lq(D) при некотором q : 1 < q 6 2 (дока-
зательство теоремы 3). При зафиксированном таким образом q, по
лемме 1

Tκ(Aw +Bw) ∈ Lγ(Γr) (34)

для любых γ : 1 < γ < q
2−q и r : 0 < r 6 1.

Отсюда, а также из лемм 1 и 2, используя неравенство Гельдера,
будем иметь Φ(z) ∈ H1 и

‖Φ‖H1 6 const ‖w‖H1 , (35)

где константа от Φ и w не зависит.

Лемма 4. Имеет место соотношение:

lim
r→1

Tκ(Aw +Bw)
(
reiθ

)
= Tκ(Aw +Bw) (t) (36)

для почти всех t = eiθ ∈ Γ
C (36) непосредственно следует из (30), (33) и теоремы 7. B

В силу (36) в (11) можно положить z ∈ Γ, после чего выполне-
ние (12) становится очевидным.

Первая часть теоремы 5 доказана.
Поскольку по лемме 2 Φ(z) ∈ Lm(D), а s

s−1 < m < 2, сущест-

вование и единственность решения w ∈ Lm(D) уравнения (11) при
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известной правой части следует из рассуждений [4, с. 293–295]. То,
что при этом w(z) — решение уравнения (11) — хорошо известный
факт [4, с. 168–169].

Далее, из

∫

Γr

|w(t)| dt 6

∫

Γr

|Φ(t)| dt+
∫

Γr

|Tκ(Aw +Bw)(t)| dt,

(34), (14) и Φ(z) ∈ H1, применяя неравенство Гельдера, получаем

‖w‖H1 6 ‖Φ‖H1 + const ‖w‖Lλ(D)

при некотором λ : 1 < λ < 2, где константа от Φ и w не зависит. Так
как ‖w‖Lλ(D) 6 const ‖Φ‖Lλ(D) [4, с. 293–295], где константа от Φ и
w не зависит, отсюда и из (15) имеем w(z) ∈ H1(A,B) и

‖w‖H1 6 const ‖Φ‖H1 , (37)

где константа от Φ и w не зависит.
Из (35) и (37) следует утверждение об изоморфизме. Из леммы 4

вытекает выполнение (12).
Случай H∞ рассматривается дословным повторением соответ-

ствующих рассуждений из доказательства теоремы 3.
Случай BMO (без утверждения об изоморфизме) рассмотрен

в [2]. Для доказательства изоморфизма так же, как в доказательстве
теоремы 3, из (11) получим ‖Φ‖BMO 6 const ‖w‖BMO и воспользу-
емся теоремой Банаха. B

C Доказательство теоремы 6. Рассмотрим частный случай
представления (11) при n = 1, z1 = 0, κ = 0:

w(z)− 1

π

∫∫

D

[
f(ζ)

ζ − z +
zf(ζ)

1− ζz
− f(ζ)

ζ

]
dξ dη = Φ(z), (38)

где f = Aw +Bw ∈ Lq(D), 1 < q < 2 (доказательство теоремы 3).
Отметим, что в (38)

w(0) = Φ(0), Re w(t) = Re Φ(t), t ∈ Γ. (39)
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Преобразуем теперь выражение (13):

LRe w = lim
r→1−0

2π∫

0

Re w(reiθ)F (θ) dθ =

= lim
r→1−0

2π∫

0

Re
{
w(reiθ)− w(0)

}
F (θ) dθ +

2π∫

0

Re w(0)F (θ) dθ.

(40)

Для дальнейших преобразований нам понадобится следующая

Лемма 5. Если w(z) ∈ H1(A,B), F (θ) ∈ L1(Γ), то

lim
r→1−0

2π∫

0

Re
{
T0,1(Aw +Bw)(reiθ)

}
F (θ) dθ = 0. (41)

C Рассмотрим произвольную числовую последовательность rn →
1− 0, n→∞. Очевидно, достаточно доказать (41) для такой после-
довательности. Будем пока считать F (θ) ∈ C(Γ). Из (38) имеем

2π∫

0

|T0,1f(reiθ)| dθ 6 const, (42)

где константа от r не зависит. Зафиксируем произвольное ε > 0. В
силу (42) и непрерывности F (θ) найдется такое δ > 0, что на любом
множестве e ⊂ [0, 2π] с мерой меньшей δ,

∣∣∣∣
∫

e

Re
{
T0,1f(rne

iθ)
}
F (θ) dθ

∣∣∣∣ <
ε

2
, ∀n (43)

По теореме Егорова [10, с. 97] существует множество E ⊂ [0, 2π]
такое, что mesE > 2π − δ и на E Re

{
T0,1f(rne

iθ)
}
→ 0, n → ∞,

равномерно. Итак, выберем по ε > 0 такое E, чтобы mesE > 2π − δ,
и такое N , чтобы для любого n > N

∣∣∣∣
∫

E

Re
{
T0,1f(rne

iθ)
}
F (θ)dθ

∣∣∣∣ <
ε

2
. (44)

Из (43) и (44) получаем (41) для F (θ) ∈ C(Γ).
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Рассмотрим теперь усреднение Fµ ∈ C∞(Γ) функции F [11, с. 39].
При µ → +0 ‖F − Fµ‖L1 → 0. В силу доказанного для F ∈ C(Γ)
имеем:

lim
n→∞

2π∫

0

Re
{
T0,1f(rne

iθ)
}
F (θ) dθ =

= lim
n→∞

2π∫

0

Re
{
T0,1f(rne

iθ)
}
{F (θ)− Fµ(θ)} dθ.

(45)

Зафиксируем произвольное ε > 0. Так как T0,1f(rne
iθ) ∈ C(Γ) при

любом rn [4, с. 54], аналогично предыдущему по ε > 0 найдется
такое δ > 0, что на любом множестве e c mes e < δ будем иметь для
любого n

∣∣∣∣
∫

e

Re
{
T0,1f(rne

iθ)
}
{F (θ)− Fµn(θ)} dθ

∣∣∣∣ <
ε

2
(46)

при подходящем µn > 0.
Так же, по теореме Егорова найдется множество E ⊂ [0, 2π],

mesE > 2π − δ, на котором T0,1f(rne
iθ) → 0, n → ∞, равномерно,

откуда следует существование N при любом n > N
∣∣∣∣
∫

E

Re
{
T0,1f(rne

iθ)
}
{F (θ)− Fµn(θ)} dθ

∣∣∣∣ <
ε

2
. (47)

Из (45), (46) и (47) получаем утверждение леммы. B

Продолжим преобразования, начатые в (40). С учетом (38), (39)
и (41) будем иметь:

LRe w = lim
r→1−0

2π∫

0

Re
{
Φ(reiθ)− Φ(0)

}
F (θ) dθ+

+

2π∫

0

Re w(0)F (θ) dθ ≡ L0Re {Φ− Φ(0)}+ L1Re w.

(48)

Предел в правой части (48) существует для любого Φ ∈ H1 тогда и
только тогда, когда F ∈ BMO [7, с. 298], и при этом L0 — непрерыв-
ный линейный функционал на ReH0

1 (следах на Γ функций из H0
1 ).

Норма этого функционала эквивалентна ‖F‖∗ [7, с. 298].
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Так как в силу представления (38) ReH0
1 ≡ ReH0

1 (A,B) (эти мно-
жества совпадают), а нормы на этих множествах в силу теоремы 5
эквивалентны, утверждение теоремы 6 теперь непосредственно сле-
дует из (48). B
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УДК 517.5

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ И
СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Ю. Ф. Коробейник

В статье изучены некоторые свойства функций, гармонических или суб-
гармонических в области Y из Rm, где m > 2. Основное внимание уде-
лено вопросу о том, когда оператор ψ(u, v), где ψ — дважды непрерывно
дифференцируемое отображение R2 в Rm, действует из Hr(Y ) × Hr(Y ) в
Hr(Y ) × Hr(Y ). Здесь Hr(Y ) — пространство всех функций гармониче-
ских в Y .

1. Постановка задачи

Пусть G — область в Rm, m > 2, и C2(G) — множество всех отоб-
ражений u(X) : G → R, где X = (x1, x2, . . . , xm), непрерывных в G
вместе со своими производными первого порядка и имеющих всюду

в G частные производные вида ∂2u(X)
∂x2k

, k = 1, 2, . . . ,m. Положим для

любого u ∈ C2(G)

4u(X) :=
m∑

k=1

∂2u(X)

∂x2k
.

Как известно, функция u(X) из C2(G) называется гармонической
в области G, если для любого X ∈ G 4u(X) = 0, и субгармониче-
ской в G, если для любого X ∈ G 4u(X) > 0. Множество всех
гармонических (или субгармонических) в G функций обозначается
далее символом Hr(G) (соответственно, символом SbHr(G)). Ясно,
что Hr(G) — линейное пространство и при любых α, β ∈ R+ = {t ∈
R : t > 0} и любых u, v ∈ SbHr(G)

αu+ βv ∈ SbHr(G).

В настоящей статье основное внимание уделяется некоторым спе-
циальным операторам, действующим в Hr(G) и, в частности, опе-
ратору вида ψ(u, v), где u, v ∈ C2(G), а ψ — дважды непрерывное
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отображение из R2 в Rm. Для любой такой функции ψ и для любого
X ∈ G имеем

4ψ(u, v) = ∂2ψ

∂u2

m∑

k=1

( ∂u
∂xk

)2
+
∂2ψ

∂v2

m∑

k=1

( ∂v
∂xk

)2
+

+
∂ψ

∂u
4u+

∂ψ

∂v
4v + 2

∂2ψ

∂u∂v

m∑

k=1

∂u

∂xk

∂v

∂xk

(1)

Равенство (1) позволит найти условия, при которых оператор ψ(u, v)
действует из Hr(G)×Hr(G) в себя (или в SbHr(G)×SbHr(G)). В §2
оператор ψ исследуется в плоских областях G (т. е. при m = 2).
Этот случай более прост и является в определенном смысле исклю-
чительным в силу хорошо известной связи между гармоническимим
и аналитическими в области G функциями. В этом же параграфе
приводятся некоторые результаты для оператора частного диффе-
ренцирования конечного и бесконечного порядка. В §3, также при
m = 2, исследуется вопрос о связи между представительными под-
пространствами и представляющими системами (соответствующие
определения приводятся ниже) в пространстве Hr(G) и простран-
стве Фреше A(G) аналитических в области G функций. Заключи-
тельное замечание (§4) относится к многомерной ситуации (m > 2).

2. Случай m = 2

Запишем соотношение (1) в двумерной ситуации. Имеем для лю-
бых u, v ∈ C2(G), для любого X = (x, y) ∈ G ⊂ R2

4(ψ(u, v))(X) =
∂2ψ

∂u2

[(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2]
+

+
∂2ψ

∂v2

[(∂v
∂x

)2
+
(∂v
∂y

)2]
+ 2

∂2ψ

∂u∂v

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
+

+
∂ψ

∂u
4u+

∂ψ

∂v
4v.

(2)

Если же u, v ∈ Hr(G), то

4(ψ(u, v))(X) =
∂2ψ

∂u2

[(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2]
+

+
∂2ψ

∂v2

[(∂v
∂x

)2
+
(∂v
∂y

)2]
+ 2

∂2ψ

∂u∂v

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
.

(3)
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Назовем точку X0 = (x0, y0) из G особой или критической точкой

функции u(X) из C(2)(G), если
(
∂u
∂x

)
0
=
(
∂u
∂y

)
0
= 0, где, например,

(∂u
∂x

)
0
:=

∂u

∂x

∣∣∣
x=x0, y=y0

.

Множество TG(u) всех особых точек функции u(X) всегда за-
мкнуто. Пусть RG(u) := G \TG(u) — множество всех точек G, не яв-
ляющихся особыми точками u(X) (будем называть их регулярными).
Ясно, что RG(u) — открытое множество, причем G = RG(u)∪TG(u).
Непосредственно из равенства (3) следует

Предложение 1. Если u, v ∈ Hr(G), то

ψ(u, v) ∈ Hr(G)⇔ ∀ (x, y) ∈ RG(u),
(∂2ψ
∂u2

)
(X)

[(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2]
+
∂2ψ

∂v2
(X)

[(∂v
∂x

)2
+
(∂v
∂y

)2]
+

+2
∂2ψ

∂u∂v
(X)

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
= 0

(4)

Назовем пару функций u, v из Hr(G) сопряженной гармониче-
ской парой (с. г. п.) в G, если всюду в этой области эти функции
удовлетворяют системе уравнений Коши — Римана:





∂u

∂x
=
∂v

∂y
;

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Очевидно, что если u, v — с. г. п. в G, то TG(u) = TG(v) (и, сле-
довательно, RG(u) = RG(v)), причем

(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2
=
(∂v
∂x

)2
+
(∂v
∂y

)2
.

Из соотношения (4) получаем:

Предложение 2. Пусть u, v — с. г. п. в G. Тогда

ψ(u, v) ∈ Hr(G)⇔ ∀X ∈ RG(u),
∂2ψ

∂u2
(X) +

∂2ψ

∂v2
(X) = 0.

Следствие. Пусть u, v — с. г. п. в G и ψ(u, v) = f1(u) × f2(v),
где fk — дважды непрерывно дифференцируемые функции в R (k =
1, 2). Тогда
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a) f1(u) · f2(v) ∈ Hr(G)⇔ ∀X ∈ RG(u),

f ′′1 (u(X))f2(v(X)) + f1(u(X))f ′′2 (v(X)) = 0;

b) f1(u) · f2(v) ∈ SbHr(G)⇔ ∀X ∈ RG(u),

f ′′1 (u(X))f2(v(X)) + f1(u(X))f ′′2 (v(X)) > 0.

Если, в частности, при k = 1, 2 fk(t) — выпуклая (вниз) неотри-
цательная функция в R, то f1(u) · f2(v) ∈ SbHr(G) для любой с. г. п.
u, v в G.

Предположим теперь, что ∂2ψ
∂u2 (X) = ∂2ψ

∂v2 (X) = 0 для любого X ∈
G. Так, например, будет, если ψ(u, v) = au(X)v(X) + bu(X) + cv(X),
где a, b, c ∈ R. В этом случае для любой с. г. п. u, v в G, по следствию
предложения 2, ψ(u, v) ∈ Hr(G).

Пусть теперь по-прежнему ∂2ψ
∂u2 (X) = ∂2ψ

∂v2 (X) = 0, при любом
X ∈ G, а u, v — функции из Hr(G), не обязательно составляющие
гармоническую пару. По предложению 1

auv + bu+ cv ∈ Hr(G)⇔ ∀X ∈ RG(u),
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
= 0. (5)

Пусть функция v(X) из Hr(G) зафиксирована, а u(X) — про-
извольная гармоническая в G функция. Тогда, применяя, как и в
п. 3 §1 статьи [1], теорию линейных уравнений первого порядка в
частных производных [2], получаем такой результат:

Предложение 3. Пусть u, v ∈ Hr(G) и в G существует функ-
ция w(X), составляющая с. г. п. в G с v (так, например, будет, если
область G односвязна). Тогда

1) если v(X) ≡ 1, то при любых a, b, c ∈ R adu+ bu+ cd ∈ Hr(G);
2) если функция v отлична от постоянной в G, то auv+ bu+ cv ∈

Hr(G) ⇔ u = F (w), где F — дважды непрерывно дифференцируе-
мая функция (в R).

Рассмотрим еще один частный случай, когда ψ(u, v) = (u · v)α,
где α > 2, и v, u — с. г. п. в G. Тогда [1, с. 27]

4((u · v)α) = α(α− 1)(uv)α−2|h(z)|2|h′(z)|2,

где h(z) := u(X) + iv(X) ∈ A(G). Покажем, что если функция u(X)
(а, следовательно, и v(X)) отлична от постоянной, то (v·u)α /∈ Hr(G).
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Положим NG(u) := {X ∈ G : u(X) = 0}, NG(v) = {x ∈ G : v(X) = 0}.
Очевидно, что оба множества NG(u) и NG(v) замкнуты. Положим
еще G2 := G \ D, где D = NG(u) ∪ NG(v) ∪ TG(u) — замкнутое
подмножество области G. Тогда G2 — непустое открытое множе-
ство, причем при любом X ∈ G2, 4((uv)α)(X) 6= 0. Следовательно,
(uv)α /∈ Hr(G).

Заметим, что доказательство соотношения (uv)α /∈ Hr(G) име-
ется на с. 27 (в правой ее колонке), но оно проведено некорректно.
Остальные результаты пункта 4 §1 статьи [1], в котором рассмотрен
случай ψ(u, v) = (u ·v)α, α > 2 (в том числе предложение 7 и пример
после него), на наш взгляд, доказаны корректно и потому остаются
в силе. В частности, в [1, п. 7, § 1] показано, что любой линейный
оператор в частных производных конечного порядка с постоянными
коэффициентами действует из Hr(G) в Hr(G) и непрерывен, если
пространство Hr(G) наделить топологией равномерной сходимости
на каждом компакте G последовательности функций и любых их
частных производных (в этой топологииHr(G) — пространство Фре-
ше).

Переходя к линейным операторам бесконечного порядка с посто-
янными коэффициентами

L∞u(X) :=
∞∑

α+β=0

cα,β
∂α+βu(x, y)

∂xα∂yβ
, (6)

где cα,β ∈ R при любых α, β ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}, дадим вначале такое
определение. Следуя терминологии, принятой в случае операторов
в пространствах аналитических или бесконечно дифференцируемых
функций, будем говорить, что оператор (6) применим к Hr(G) по
топологии Hr(G), если для любой гармонической в области G функ-

ции ряд
∞∑

α+β=0

cα,β
∂α+βu(x,y)
∂xα∂yβ

и любой ряд, полученный его почлен-

ным дифференцированием по какой-либо переменной x, y (или по
обеим, и притом какое угодно число раз), сходится равномерно на
каждом компакте G. Нетрудно видеть, что если оператор L∞ при-
меним к Hr(G) по топологии Hr(G), то он действует из Hr(G) в
Hr(G). Однако, в отличие от пространства A(G) аналитических в G
функций, вопросы применимости по топологии Hr(G) оператора (6)
практически не изучались (типичные для A(G) результаты можно
найти, например, в [3, 4]).
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В данной статье мы ограничимся одним (по-видимому, первым
результатом) в этом направлении для пространства Hr(G).

Предложение 4. Пусть G — область в R2 и оператор (6) удо-
влетворяет условию

lim
α+β→0

|cα+β |
1

α+β ((α)!β!)
1

α+β = 0. (7)

Тогда оператор L∞ применим к Hr(G) по топологии Hr(G).
C Для доказательства рассмотрим вначале любой замкнутый

кружок K0, принадлежащий G. Из известного интегрального пред-
ставления функции, гармонической внутри круга K0 и непрерывной
со всеми своими частными производными в K0, (см., например, [5])
легко выводится оценка

∀X ∈ K0, ∀α, β ∈ N0,
∣∣∣ ∂

α+βu

∂xα∂yβ
(X)

∣∣∣ 6 (d0)
α+βα!β!, d0 = d0(K0).

Используя эту оценку и учитывая равенство (7), заключаем, что
ряд в правой части (6), также как и ряды, полученные его почлен-
ным дифференцированием по каждой переменной любое число раз,
сходится равномерно на K0. Для завершения доказательства остает-
ся применить лемму Гейне — Бореля. B

Пока неизвестно, будет ли условие (7) необходимым для приме-
нимости L∞ к Hr(G) по топологии Hr(G).

По-видимому, наиболее интересным представителем класса опе-
раторов L∞, действующих в Hr(G), является оператор

M4
∞u :=

∞∑

α=0

dα

(
4u
)α
, α ∈ N0, dα ∈ R. (8)

Нам, однако, неизвестны работы, в которых изучалась бы приме-
нимость оператора M4

∞ к Hr(G) по топологии Hr(G) или разреши-
мость уравнения

M4
∞u = v(x, y), (9)

в котором v — заданная, а u — неизвестная функция из Hr(G). По-
видимому, это связано с наличием ряда принципиальных трудно-
стей, возникающих при переходе от пространства A(G) к Hr(G) и
от одномерного линейного дифференциального оператора бесконеч-
ного порядка к многомерному. Первая из них заключается в том,
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что при таком переходе в пространстве Hr(G) не получается обыч-
ная (при рассмотрении подобных операторов бесконечного порядка
в A(G)) реализация сопряженного оператора как оператора умноже-

ния на символ C(x, y) :=
∞∑

α+β=0

cα,βx
αyβ оператора L∞.

Это прежде всего объясняется своеобразием сопряженного к
Hr(G) пространства, известного еще с середины 50-х годов про-
шлого века [6]. Например, если G — ограниченная односвязная об-
ласть в C, то, согласно [6], (Hr(G))′ реализуется как пространство
функций, гармонических на CG, с топологией индуктивного преде-
ла (Hr(G))′ = indsHr(Gs), где при любом s > 1 Gs — открытое
подмножество CG с границей, состоящей из конечного числа жорда-
новых кривых и содержащее бесконечно удаленную точку. При этом

Gs ⊃ Gs+1, CG =
∞⋂
s=1

Gs. В свою очередь, топология на каждом

пространстве Hr(Gs) определяется как топология равномерной схо-
димости на компактах Ds,k (в C) открытого множества Gs таких,
что Ds,k — открытые множества, граница которых состоит из ко-
нечного числа жордановых кривых таких, что при любых s, k > 1

Ds,k ⊂ Ds,k+1 и Gs =
∞⋃
k=1

Ds,k. Кроме того, считаем, что если∞ ∈ Gs
(так будет, например, если G — ограниченная область в R2), то при
любом u ∈ Hr(G) u(X) = o(− ln |X|). Двойственность (по Тилма-
ну [6]) пространств Hr(G) и (Hr(G))′ устанавливается с помощью
билинейной формы

x∗(X)↔ x′(ξ) = x∗
[
− ln|X − ξ|

]
,

где

x∗(X) = (x∗, X) =
1

2πi

∫

γ

(∂x
∂n

x′ − x∂x
′

∂n

)
ds.

Здесь x(X) ∈ Hr(G), x∗ ∈ (Hr(G))′ = Hr(C \ G), а γ — произ-
вольный спрямляемый контур, разделяющий особенности функций
x(ξ) и x′(ξ).

Однако, описанная двойственная связь оказалась пока малоэф-
фективной в рассматриваемом круге вопросов, так как она не поз-
волила получить достаточно удобную для исследования реализацию
сопряженного оператора.
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Перед тем, как указать вторую принципиальную трудность, от-
метим, что уравнение (9) является частным случаем уравнения вида

L (T )u :=
∞∑

k=0

bkT
ku = v, (10)

в котором T — линейный непрерывный оператор в некотором про-
странстве Фреше H. Такое уравнение (в различных пространствах
аналитических и бесконечно дифференцируемых функций одно-
го переменного) изучалась в ряде работ автора и его учеников
(А. В. Абанина, С. Н. Мелихова и др.; см., например, работы [7–
9]). При этом во всех этих работах существенно использовалось
предположение о том, что при любом λ из C каждое пространство
Eλ = {x ∈ H : Tx = λx} одномерно: Eλ = {αxλ : α ∈ C, xλ 6= 0},
причем семейство {xλ : λ ∈ C} является абсолютно суммирующим
в H. Последнее означает, что для любого элемента x из H найдется
семейство элементов из H вида {αλxλ : λ ∈ C}, абсолютно сум-
мируемое в H к x. Это определение появилось, по-видимому, в ра-
боте [10]. При этих предположениях можно ввести (так названное
автором) XΛ-преобразование: ψ(xλ) = g(λ), λ ∈ C, рассмотренное,
по-видимому, впервые в работе [11]. Это преобразование позволя-
ет получить реализацию сопряженного к L (T ) оператора в виде
оператора умножения на символ, что в ряде случаев дает возмож-
ность найти критерии сюръективности оператора L (T ) в H и опи-
сать его ядро L (T )−1(0). Возможно, что такая методика применима
(с определенными модификациями) и в случае, когда размерность
rλ каждого подпространства Eλ пространства H конечна, причем
sup
λ∈C

rλ < +∞. Именно такая ситуация может возникнуть для про-

стейших линейных операторов в пространствеHr(G). Например, при
любом λ ∈ R, λ 6= 0, функции из Hr(G): g

(1)
λ (x, y) := eλx sinλy,

g
(2)
λ (x, y) := eλx cosλy линейно независимы в Hr(G) и являются соб-

ственными элементами линейного непрерывного в Hr(G) оператора

D1u :=
∂u

∂x
. Следовательно, для любого λ 6= 0 из R корневое под-

пространство (D1 − λE)−1(0)
⋂
Hr(G) содержит функции g

(k)
λ (x, y),

k = 1, 2, и потому его размерность не меньше, чем 2. Далее, функции
из Hr(G) g

(k)
λ (x, y) и h

(k)
λ (x, y), где k = 1, 2, h(1)λ (x, y) := e−λx sinλy,

h
(2)
λ (x, y) := e−λx cosλy, линейно независимы (при λ 6= 0) и являются
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собственными элементами оператора D2u :=
∂2u

∂x2
, причем размер-

ность корневого подпространства (D2−γE)−1(0)
⋂
Hr(G) при γ = λ2

(для любого λ 6= 0) не меньше, чем 4, и т. д. В подобной ситуации
оператор L (T )u даже в простейшем случае оператора конечного по-

рядка Ln(T )u =
n∑
k=1

bkT
ku, насколько нам известно, вообще не ис-

следовался.
Остается надеяться на то, что в обозримом будущем описанные

трудности будут преодолены, и будет создана теория линейных опе-
раторных уравнений бесконечного порядка в Hr(G), по крайней ме-
ре, столь же содержательная, как в случае пространства A(G) (по
поводу последнего см., например, монографию [7]).

3. Представляющие системы в Hr(G)

Приведем вначале несколько общих определений, используемых
в этом параграфе.

Пусть H — полное отделимое локально выпуклое пространство
(ПОЛВП) и {Hn}∞n=1 — последовательность некоторых его подпро-
странств. Назовем, следуя [12], эту последовательность абсолют-
но представляющей системой подпространств (АПСП) в H, если
для любого x из H найдется абсолютно сходящийся в H ряд ви-

да
∞∑
k=1

yk, yk ∈ Hk, k = 1, 2, . . ., сумма которого равна x. Если все

пространства Hk одномерны, т. е. Hk = {αxk : α ∈ Φ}, где Φ = R или
Φ = C, то определение АПСП в H совпадает с введенным ранее в [13]
определением абсолютно представляющей системы (АПС) элементов
{xk}∞k=1 в H как некоторой последовательности ненулевых элемен-
тов {xk}∞k=1 из H такой, что для любого x из H найдется абсолютно

сходящийся в H ряд
∞∑
k=1

akxk, где при любом k > 1, ak ∈ Φ.

В данном параграфе приводится пара результатов о связи АПСП
и АПС в пространствах A(G) и Hr(G), причем для простоты изло-
жения предполагается, что область G односвязна в C.

Пусть Φ := {fk(z)}∞k=1 — АПС в H(G). Тогда при любом k > 1,

fk(z) = uk(x, y) + ivk(x, y),

где uk, vk ∈ Hr(G) и (uk, vk) — с. г. п. в G. Положим для любого
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k > 1
Ek = {αuk + βvk : α, β ∈ R}.

Ясно, что Ek — подпространство Hr(G). Пусть u(x, y) — произволь-
ная функция из Hr(G) и v(x, y) — сопряженная с нею (в G) гармони-
ческая функция. Тогда f0(z) := u(x, y)+iv(x, y) ∈ A(G) и существует

абсолютно сходящийся к f0(z) в A(G) ряд вида
∞∑
k=1

ckfk(z), где при

любом k > 1 ck = αk + iβk ∈ C. Отсюда, для любого z = x+ iy ∈ G,

u(x, y) = Re f0(z) =

∞∑

k=1

Re (ckfk(z)) =

=

∞∑

k=1

[αkuk(x, y)− βkvk(x, y)] =
∞∑

k=1

yk,

где при любом k > 1, yk ∈ Ek, и ряд
∞∑
k=1

yk сходится абсолютно в

Hr(G). Следовательно, {Ek}∞k=1 — АПСП в Hr(G).
Пусть теперь {uk(x, y)}∞k=1 — АПС в Hr(G). Для каждого k > 1

найдем сопряженную с uk гармоническую функцию v0k по известной
формуле

v0k(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

(
−∂uk(x, y)

∂y
dx+

∂uk(x, y)

∂x
dy

)
. (11)

В этой формуле фигурирует криволинейный интеграл второго рода
по спрямляемой кривой в G, соединяющей произвольно зафикси-
рованную точку (x0, y0) и текущую точку (x, y) области G. Функ-
цию v0o(x, y), определяемую формулой (11), будем называть кано-
нической гармонической функцией, сопряженной с uk в G. Из этой
формулы следует, что если u(x, y) — любая функция из Hr(G) и ряд
∞∑
k=1

akuk(x, y), где для каждого k > 1, ak ∈ R, сходится абсолют-

но (к u) по топологии Hr(G), то ряд
∞∑
k=1

akv
0
k(x, y) также сходится

абсолютно по топологии Hr(G). Пусть v0(x, y) — его сумма. Тогда
v0(x, y) ∈ Hr(G) и u, v0 — с. г. п. в G. Если f(z) — произвольная
функция из A(G), то f(z) = u(x, y) + iv(x, y), где u, v ∈ Hr(G) и
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u, v — с. г. п. в G. Тогда, как известно, v(x, y) = v0(x, y) + d, где
d ∈ R. Отсюда

f(z) = id+ iv0(x, y) + u(x, y) =

= id+

∞∑

k=1

ak(uk(x, y) + iv0k(x, y)) = id+

∞∑

k=1

akf
0
k (z),

где f0k (z) := uk(x, y)+ iv
0
k(x, y), k = 1, 2, . . . Отсюда {i; {f 0k (z)}∞k=1} —

АПС в A(G).
Сформулируем полученные в итоге результаты.

Предложение 5. Пусть G — односвязная область в C. Тогда
1) если {fk(z)}∞k=1 — АПС в A(G), fk(z) = uk(x, y) + ivk(x, y) и

Ek := {αuk(x, y) + βvk(x, y) : α, β ∈ R}, k = 1, 2,. . . , то {Ek}∞k=1 —
АПСП в Hr(G);

2) если {uk(x, y)}∞k=1 — АПС в Hr(G) и для любого k > 1
v0k(x, y) — каноническая гармоническая в G функция, сопряжен-
ная с uk(x, y) в G, а f0k (z) := uk(x, y) + iv0k(x, y), k = 1, 2,. . . , то
A := {i, {f0k (z)}∞k=1} — АПС в A(G). При этом для любой функции

f(z) из A(G) найдется сходящийся в A(G) ряд
∞∑
k=1

bkf
0
k (z)+b0i, сумма

которого равна f(z), а коэффициенты {bk}∞k=0 вещественнозначны.
Этот результат является, по-видимому, первым в теории АПСП

и АПС в Hr(G), которая до сих пор, насколько нам известно, в отли-
чие от теории АПСП и АПС в A(G), вообще не рассматривалась. И
здесь уже получение даже начальных ее фактов (например, получе-
ние критериев того, что общие или конкретные последовательности
подпространств являются АПСП или АПС в Hr(G)) сталкиваются
с уже знакомой трудностью — отсутствием достаточно удобной реа-
лизации пространства, сильно сопряженного к Hr(G).

4. Замечание о многомерном случае

До сих пор основное внимание уделялось случаю, когда m = 2.
Однако, соотношение (1) позволяет получить ряд результатов для
многомерного случая. Часть из них, соответствующая ситуации, ко-
гда φ(u, v) = f(u)g(u), приведена в §2 статьи [1]. Исследованию мно-
гомерного случая (m > 3) предполагается посвятить отдельную ста-
тью. Здесь же мы ограничимся лишь формулировкой одного просто-
го утверждения, непосредственно вытекающего из соотношения (1).
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Предложение 6. Пусть m > 2 и g1(t), g2(t) — дважды непрерыв-
но дифференцируемые выпуклые (вниз) отображения из R в R. То-
гда оператор4(g1(u)+g2(v)) действует изHr(G)×Hr(G) в SbHr(G).
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УДК 517.984

ОБ ОДНОМ СЛУЧАЕ СМЕШАННОЙ
ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ И. Н. ВЕКУА

Е. В. Тюриков

Изучается обобщенный геометрический аналог смешанной граничной зада-
чи А. Л. Гольденвейзера о реализации напряженного состояния равновесия
безмоментного сферического купола.

1. Постановка задачи

Пусть Sν , ν = (ν1, . . . , ν2n) — строго внутренняя часть замкнутой
выпуклой поверхности S0 класса регулярностиW 3,p p > 2, с кусочно-

гладким краем L =
2n⋃
j=1

Lj , состоящим из конечного числа дуг Lj

класса регулярности C1, ε, 0 < ε < 1, и содержащим 2n угловых то-
чек cj с внутренними углами νjπ (0 < νj < 2), соответственно, обра-

зованными векторами s̄(1)j , s̄(2)j с началом в точке cj (j = 1, . . . , 2n) и
задающими направления дуг, сходящихся в этой точке. Здесь точки
cj и cj+1 — начало и конец дуги Lj (j = 1, . . . , 2n−1), соответственно,
а началом и концом дуги L2n являются точки c2n и c1. Рассмотрим
следующую задачу A: существуют ли бесконечно малые (б. м.) из-
гибания поверхности Sν , совместимые с граничным условием

δkn = σi(s) на L2i−1; δτg = σ̃i(s) на L2i (i = 1, . . . , n), (1)

где σj(s), σ̃i(s) — наперед заданные гельдеровы функции, s — нату-
ральный параметр, δkn и δτg — вариации нормальной кривизны и
геодезического кручения поверхности Sν в направлении края. Как
это следует из [1], задача A есть обобщенный геометрический аналог
смешанной граничной задачи о реализации напряженного состоя-
ния равновесия безмоментного сферического купола, поставленной
А. Л. Гольденвейзером [2, гл. 17]. Цель работы — изучить задачу
А для случая кусочно-гладкого края L, все угловые точки которого
есть омбилические точки поверхности Sν .
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Следуя [3], отобразим поверхность Sν с помощью сопряженно
изометрической системы координат (u′, u2) на ограниченную в плос-
кости (u1, u2) областьDθ, θ = (θ1, . . . , θ1) с кусочно-гладкой границей

Γ =
2n⋃
j=1

Γj , содержащей угловые точки qi с внутренними углами θjπ

(0 < θj < 2, j = 1, . . . , 2n).

Здесь набор θ ≡ θ(ν) вполне определен выбором направлений s̄(k)j
(k = 1, 2) в точках cj , причем m− 1 < θj < m, если m− 1 < νj < m
(m = 1, 2; j = 1, . . . , 2n). Тогда система уравнений б. м. изгибаний
поверхности Sν в вариациях δbij коэффициентов второй основной
формы bijdu

iduj принимает вид

∂ζ̄w(ζ)−B(ζ)w̄(ζ) = 0, ζ ∈ Dθ, (2)

ζ = u1 + iu2, i2 ≡ −1, ∂ζ̄ = 1
2

(
∂
∂u1

+ i ∂
∂u2

)
— оператор комплексного

дифференцирования, w = g−1/2(δb22 + iδb12) — функция изгибаний,
g = g11g22−g212, gij (i, j = 1, 2) — коэффициенты метрической формы
поверхности Sν , B(ζ) — функция класса Lp(Dθ), p > 2. Внешняя
связь вида (1) при б. м. изгибаниях поверхности Sν порождает для
комплексной функции изгибания условие

Re{λ(ζ)w(ζ)} = g−1/2σ(ζ), ζ ∈
2n⋃

j=1

Γj , (3)

где

λ(ζ) =





(
dζ
ds

)2
, ζ ∈ Γ2i−1,

dζ
ds

dζ
dn , ζ ∈ Γ2i, i = 1, . . . , n.

(4)

Здесь dζ/ds ≡ s1(ζ) + is2, si (i = 1, 2) — координаты касательного
к Γ орта, dζ/dn ≡ n1(ζ) + in2(ζ), ni (i = 1, 2) — координаты орта
направления на плоскости ζ, являющегося образом направления на
поверхности S0, ортогонального направлению кривой L, σ(ζ) — за-
данная на Γ функция, допускающая разрывы первого рода в точках
ζj и гельдерова на каждой из замкнутых дуг Γj . При этом точки ζj
и ζj+1 есть начало и конец дуги Γj (j = 1, . . . , 2n − 1) соответствен-
но, а концом дуги Γ2n является точка ζ1. Задача (2), (3) есть задача
Римана — Гильберта (задача R) с коэффициентом λ̄(ζ) гранично-
го условия, имеющим разрывы 1-го рода в точках ζj (j = 1, . . . , 2n)
комплексной плоскости ζ = u1 + iu2.



Об одном случае смешанной граничной задачи И. Н. Векуа 69

Замечание 1. Пусть угловая точка cj — омбилическая (или сфе-

рическая) точка поверхности Sν , т. е. точка, в которой нормальная
кривизна поверхности не зависит от направления на поверхности в
этой точке. Тогда, на основании свойства отображения поверхности
Sν на плоскость (u1, u2), задаваемого выбранной сопряженно изомет-
рической системой координат, имеем [3, гл. 2]:

1) θj = νj в соответствующей точке qj ;
2) вектор s̄ = (s1(ζj), s2(ζi)) ортогонален вектору n̄ =

(n1(ζj), n2(ζj)).

2. Вспомогательная задача Римана — Гильберта
в классе ограниченных решений

Пусть µ(ζ) = µ1(ζ)+ iµ2(ζ), τ(ζ) = τ1(ζ)+ iτ2(ζ) — гельдеровы на
каждой из дуг Γj функции, имеющие разрывы 1-го рода в точках ζj
(j = 1, . . . , 2n), |µ(ζ)| = |τ(ζ)| = 1, ¯̀

(±j) и t̄(±j) — предельные значе-
ния векторных полей ¯̀= {µ1(ζ), µ2(ζ)} и t̄ = {τ1(ζ), τ2(ζ)} в точке ζj
соответственно, ϕj и ψj — величины углов (¯̀(−j), ¯̀(+j)), (t̄(−j), t̄(+j))
между векторами ¯̀

(±j) и t̄(±j), соответственно, −π 6 ϕj , ψj 6 π,
причем отсчет производится от ¯̀

(−j) (t̄(−j)) до ¯̀
(+j) (t̄(+j)), а угол

считается положительным, если отсчет ведется против хода часов.
Следуя [4], введем в рассмотрение класс векторных полей L

r,q
α,β(Γ)

(r + q = 2n, α = (i1, . . . , ir), β = (k1, . . . , kq)), удовлетворяющих сле-
дующим условиям:

1) для любого поля ¯̀∈ L
r,q
α,β(Γ) в точках гладкости Γ угол между

вектором ¯̀ и вектором s̄, направленной касательной к Γ, удовлетво-
ряет условию 0 6 ϕ 6 π, причем отсчет угла производится от ¯̀ к s̄
против хода часов.

2) В угловых точках выполняются неравенства

0 6 (¯̀(−j), s̄(−j)) 6 π, 0 6 (¯̀(+j), s̄(+j)) 6 π,

|ϕj | 6= π (j = 1, . . . , 2n).

3) Если ζi1 , . . . , ζir — произвольно отмеченные точки (1 6 ir 6 2n,
1 6 r 6 2n), ζk1 , . . . , ζkq — оставшиеся точки из числа ζ1, . . . , ζ2n
(r + q = 2n), то

0 6 ϕj < π, j = i1, . . . , ir (1 6 ir 6 2n);

−π < ϕj < 0, j = k1, . . . , kq (1 6 kn 6 2n).



70 Тюриков Е. В.

Рассмотрим граничную задачу Римана — Гильберта (задача R)

Re{λ(ζ)w(ζ)} = 0, ζ ∈ Γ =
2n⋃

j=1

Γj , (5)

где

λ(ζ) =

{
µ2(ζ), ζ ∈ Γ2i−1,
µ(ζ)τ(ζ), ζ ∈ Γ2i, i = 1, . . . , n,

(6)

µ(ζ) = µ1(ζ) + iµ2(ζ), τ(ζ) = τ1(ζ) + iτ2(ζ) для уравнения (2) в обла-
сти Dθ. Будем рассматривать также задачу R′ для уравнения (2) с
граничным условием (5), в котором

λ(ζ) =

{
µ(ζ)τ(ζ), ζ ∈ Γ2i−1,
µ2(ζ), ζ ∈ Γ2i, i = 1, . . . , n.

(6′)

Задачу R′ назовем смещенной к R задачей, а граничное условие (5),
(6′) — смещенным граничным условием.

Согласно [5], индекс κ граничного условия (5) в классе ограни-
ченных решений (класс H0) определяется соотношением

κ =
2n∑

j=1

κj , (7)

где κj =
[ωj
2π

]
, ωj — скачок аргумента функции Λ(ζ) = λ̄(ζ)/λ(ζ)

в точке разрыва ζj , выбранный известным образом (см. также [6,
гл. 1]) при положительном обходе контура Γ из точки c1 и взятый с
обратным знаком, [a] — целая часть числа a.

Если для функций µ(ζ), τ(ζ) в точке ζj векторы ¯̀+
j и ¯̀

j орто-
гональны векторам t̄+j и t̄−j соответственно, то будем говорить, что
пара (µ, τ) (или пара ¯̀, t̄) ортогональна в точке ζj . Имеет место

Лемма 1. Если ¯̀, t̄ ∈ L
(r,q)
α,β , r+q = 2n, и пара (¯̀, t̄) ортогональна

в точках ζj (j = 1, . . . , 2n), то индекс κ задачи R и индекс κ′ задачи
R′ в классе H0 находится по формулам

κ = −4 +
n∑

j=1

Ω
(1)
2j

+
n−1∑

j=0

Ω
(2)
2j+1

, (8)

κ′ = −4 +
n−1∑

j=0

Ω
(1)
2j+1

+

n∑

j=1

Ω
(2)
2j
, (8′)
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где

Ω
(k)
j =

2ϕj
π

+ (−1)k 1
2

(k = 1, 2, j = 1, . . . , 2n). (9)

Для доказательства заметим, что если ¯̀, t̄ ∈ L
(r,q)
α,β и пара (¯̀, t̄)

ортогональна в точках ζj , то ϕj = ψj (j = 1, . . . , 2n). Далее вос-
пользуемся стандартной процедурой нахождения индекса гранично-
го условия (5) [5, гл. 4]. Выбирая точку c1 за начало обхода контура
Γ и применяя технику работы [6], получаем:

κ =

[
2ϕ1
π
− 3

2

]
+

n∑

k=1

[
2ϕk
π
− 1

2

]
+

n−1∑

k=1

[
2ϕ2k+1

π
+

1

2

]
,

κ′ =

[
2ϕ1
π
− 5

2

]
+

n∑

k=1

[
2ϕ2k
π

+
1

2

]
+

n−1∑

k=1

[
2ϕ2k+1

π
− 1

2

]
.

Если теперь за начальную точку обхода принять любую точку
c ∈ Γ1 непрерывности функции λ(ζ) и повторить указанную проце-
дуру, то на основании последних равенств приходим к соотношени-
ям (8), (8′).

Пусть для пары (µ(ζ), τ(ζ)) выполнены условия леммы 1. Тогда
справедлива

Лемма 2. Каждую точку ζj (j = 1, . . . , 2n) граничного усло-
вия (5) можно отнести к одному из следующих пяти типов, а имен-
но: точка ζj есть точка m-го типа, если 3π/4 6 ϕj < π при m = 1;
(5−2m)π/4 6 ϕj < (7−2m)π/4 при m = 2, 3, 4; −π < ϕj < −3π/4 при
m = 5. При этом для точки ζj m-го типа выполняются неравенства

kπ 6 Ω
(k)
j <

(
k +

1

2

)
π (k = 1, 2), если m = 1,

(k−m+1)π 6 Ω
(k)
j < (k−m+2)π (k = 1, 2), если m = 2, 3, 4, (10)

(
k − 7

2

)
π < Ω

(k)
j < (k − 3)π (k = 1, 2), если m = 5.

В справедливости леммы 2 можно убедиться непосредственно
проверкой.

Следствие. Если ζj — точка m-го типа (1 6 m 6 5), то
[
Ω
(k)
j

]
= k −m+ 1, k = 1, 2, (11)

где [a] — целая часть a.
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Лемма 3. κ = κ′.

Утверждение леммы является следствием соотношений (8), (8′)
и (11).

Обозначим через Nk (k = 1, . . . , 5) число точек k-го типа из числа

точек ζj (j = 1, . . . , 2n),
5∑
k=1

N (k) = 2n. Имеет место

Лемма 4. Индекс κ граничного условия (5), (6) в классе H0 вы-
числяется по формуле

κ =
1

2

5∑

k=1

(5− 2k)N (k) − 4. (12)

C Обозначим точку ζj m-го типа через ζ(m)
j . Не нарушая общ-

ности, можно считать, что точки ζ
(k)
j для каждого k (1 6 k 6 5)

следуют друг за другом при обходе контура Γ в положительном
направлении из точки ζ1. Для определенности рассмотрим случай

N (k) = 2n(k) (k = 1, . . . , 5),
5∑
k=1

n(k) = n, т. е. все N (k) — чет-

ные. Тогда, подставляя в правую часть равенства (8) выражения (9)

для [Ω
(k)
j ], получаем κ =

5∑
k=1

(5 − 2k)n(k) − 4, откуда следует (12).

Оставшиеся два случая (только три числа или только одно число из
N (1), . . . , N (5) — четные) рассматриваются аналогично и приводят у
выражению (12) для κ. B

Рассмотрим теперь задачу R в классе h(ζ1, . . . , ζm) (1 6 m 6 2n),
где ζ1, . . . , ζm — произвольно отмеченные точки из числа ζ1, . . . , ζ2n.
Для этого заметим, что точки ζj , в которых величина Ω

(k)
j (k = 1, 2)

кратны π, есть особенные точки [5] граничного условия (5). В си-
лу (10), особенными точками задачи B являются точки ζj , в которых
величина ϕj равна одному из чисел ±π

4 ; ± 3π
4 . Пусть ζ1, . . . , ζm — про-

извольно отмеченные неособенные точки из числа ζ1, . . . , ζ2n. Как
известно [6], индекс граничного условия (5) в классе h(ζ1, . . . , ζm)
определяется равенством (7), где κj =

[ωj
2π

]
при j = 1, . . . ,m, и

κj =
[ωj
2π

]
+ 1 при j = m+ 1, . . . , n.

Лемма 5. Если для пары (¯̀, t̄) выполнены условия леммы 1, то
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индекс κ задачи R в классе h(ζ1, . . . , ζm) находится по формуле

κ = 2n−m+
1

2

5∑

k=1

(5− 2k)N (k) − 4. (13)

Формула (13) следует из (12).

3. Геометрические результаты

Для формулировки результатов введем классификацию угловых
точек поверхности Sν : точку cj с внутренним углом νjπ назовем
неособенной точкой k-го типа, если 0 < νj < 1/4 при k = 1;
(2k−3)/4 < νj < (2k−1)/4 при k = 2, 3, 4; 7/4 < νj < 2 при k = 5. Ес-
ли νj = (2k−1)/4 (1 6 k 6 4), то точку cj назовем особенной и будем
относить к k-му типу. Следуя [7], введем в рассмотрение б. м. изгиба-
ния класса H(c1, . . . , cm), а именно: будем говорить, что поверхность
Sν допускает б. м. изгибания класса H(c1, . . . , cm), (1 6 m 6 2n),

если на Sν \
2n⋃
k=1

ck определено поле изгибаний, порожденное реше-

нием класса h(ζm+1, . . . , ζn) соответствующей задачи R. Через H0

обозначим класс б. м. изгибаний, задаваемый решениями класса h0

задачи R.

Теорема 1. Пусть Sν — заданная выше поверхность класса ре-
гулярности W 3,p p > 2θ0, где θ0 = max{1, ν1, . . . , ν2n}, край которой
содержит N (k) угловых точек k-го типа соответственно (1 6 k 6 5;
5∑
k=1

N (k) = 2n), а c1, . . . , cm (1 6 m 6 2n) — произвольно отмеченные

точки из числа угловых точек c1, . . . , c2n. Если cj (j = 1, . . . , 2n) —

омбилические точки поверхности Sν , и
5∑
k=1

(5 − 2k)n > 6 − 2m, то

смешанная задача (1) для поверхности Sν является безусловно раз-
решимой в классе H(c1, . . . , cm).

Пусть заданные на L равенствами (1) функции σ удовлетворяют
дополнительному условию точечного типа σ(cj) = 0 (j = 1, . . . , 2n).
Тогда имеет место

Теорема 2. Если
5∑
k=1

(5 − 2k)N (k) > 6, то поверхность Sν допус-

кает (N − 3) — параметрическое семейство б. м. изгибаний класса
H0 и непрерывных в D̄θ, совместимых с условием (1).
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Для доказательства теорем 1, 2 заметим, что при отображении
поверхности Sν на плоскость (u1, u2) с помощью сопряженно изомет-
рической параметризации, омбилической угловой точке cj (неособен-
ной или особенной) k-го типа (k = 1, . . . , 5) соответствует точка ζj
(неособенная или особенная, соответственно) k-го типа задачи R. Да-
лее доказательство проводится по схеме [8] с применением лемм 4, 5.
Заметим, что в силу леммы 3, теоремы 1, 2 остаются справедливыми
для задачи R со смещенным граничным условием.
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УДК 517.5

ОБОБЩЕННЫЙ ИНДЕКС КОНДЕНСАЦИИ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ

В. Б. Шерстюков

Предложено обобщение понятия индекса конденсации последовательности
положительных чисел конечной верхней плотности. В терминах этого обоб-
щения установлен результат, который можно рассматривать как решение
(для четной целой функции экспоненциального типа с вещественными ну-
лями) одной задачи А. Ф. Леоньтьева.

Введение

Упомянутая в названии характеристика в том виде, в котором
она обобщается в настоящей работе, была введена А. Ф. Леонтье-
вым в связи с нуждами теории рядов Дирихле и нашла широкое
применение в задачах интерполяции, аналитического продолжения
и целом ряде других вопросов [1–3]. Некоторые сведения из истории
появления на свет понятия индекса конденсации и его метаморфоз
можно найти в [4].

Рассмотрим каноническое произведение Вейерштрасса

L (λ) =

∞∏

k=1

(
1− λ2

λ2k

)
, λ ∈ C, (1)

где 0 < λ1 < λ2 < . . . < λk < . . ., lim
k→∞

λk = +∞ и последователь-

ность Λ = {λk}∞k=1 имеет конечную верхнюю плотность ∆ := lim
k→∞

k
λk

.

Условие ∆ < +∞ обеспечивает хорошо известное свойство бесконеч-
ного произведения (1): последнее определяет целую функцию L (λ)
экспоненциального типа (ц. ф. э. т.), который не превосходит π∆.
Величина

δ(Λ) := lim
k→∞

1

λk
ln

1

|L ′(λk)|
(2)

называется индексом конденсации Леонтьева последовательности
Λ = {λk}∞k=1 . Если шаг этой последовательности положителен, т. е.
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h(Λ) := lim
k→∞

(λk+1 − λk) > 0, и Λ имеет плотность ∆ = lim
k→∞

k
λk

<

+∞, то δ(Λ) > 0. В общей ситуации последнее равенство может на-
рушаться, однако, как показано в диссертации А. Ю. Попова [5], все-
гда δ(Λ) = 0. Этот факт доказан в [5, гл. I, теорема 1.1] на основании
следующего утверждения.

Теорема (А. Ю. Попов). Пусть ρ(x) := min
k∈Z

|x − λk|, x ∈ R,

λ−k := −λk; L̂ (x) := |L (x)|
ρ(x) и δ̂(Λ) := lim

x→+∞

1
x ln 1

L̂ (x)
. Тогда δ(Λ) =

δ̂(Λ).
Из этой теоремы легко выводится оценка: для любого ε > 0 при

всех |x| > x0(Λ, ε) выполняется

|L (x)| > ρ(x) exp
(
− (δ(Λ) + ε)|x|

)
. (3)

В заметке автора [6] с привлечением неравенства (3) было доказано,
что если величина (2) обращается в нуль, а индикаторная диаграм-
ма D(L ) функции (1) изображается отрезком мнимой оси, то эта
функция имеет вполне регулярный рост (в. р. р.) на лучах arg λ = 0
и arg λ = π. Последнее вовсе не означает, что Λ имеет плотность.
Более того, известен пример из работы [7], в котором δ(Λ) = 0,
D(L ) = [−id; id], d > 0, но ни одно из θ ∈ (0; 2π) \ {π} не является
направлением в. р. р. L (λ). С другой стороны, исследования, нача-
тые в статьях [6] и [8], показали, что при некоторых ограничениях

на поведение последовательности
{

1
L ′(λk)

}∞
k=1

уже можно гаранти-

ровать полную регулярность роста бесконечного произведения (1)
или, что то же самое, существование плотности lim

k→∞

k
λk

. Тем самым

актуализируется задача поиска близких к (2) по форме характери-
стик локальной сгущаемости точек λk, способных точнее, чем δ(Λ),
улавливать регулярность в поведении L (λ). Одна из таких харак-
теристик была предложена в статье [9] и названа там индексом ω-
конденсации положительных нулей канонического произведения (1):

δ(ω,Λ) := lim
k→∞

1

ω(λk)
ln

1

|L ′(λk)|
,

где ω(x) : R+ → R+. В предположении, что ω(x) не убывает к +∞,
выпукла вверх, lnx = o

(
ω(x)

)
, x→ +∞ и δ(ω,Λ) > 0, в [9, теорема 1]

установлено равенство
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δ(ω,Λ) = δ̂(ω,Λ) := lim
x→+∞

1

ω(x)
ln

1

L̂ (x)
.

Из этого равенства при дополнительных условиях
+∞∫
1

ω(x)
x2 dx < +∞

и D(L ) = [−id; id], d > 0, в [9, теорема 2] выводится импликация
(
δ(ω,Λ) ∈ [0;+∞)

)
⇒ (L (λ) — функция в. р. р.) .

Сразу отметим, что при δ(ω,Λ) < 0 указанная импликация имеет
место без каких-либо предположений относительно D(L ) и ω(x),
лишь бы только ω(x)→ +∞ при x→ +∞ [8, следствие теоремы 2].

В настоящей работе модификация δ(Ω,Λ) индекса конденсации
определяется через произвольную неубывающую к +∞ последова-
тельность положительных чисел Ω. Связанная с этим новым ин-
дексом величина δ̂(ωΛ,Λ) характеризует скорость убывания функ-
ции L (x) вне «малых» окрестностей ее нулей. При этом мы от-
казываемся от условия вогнутости «весовой» функции ω(x), заме-
няя последнюю специальной кусочно-линейной функцией ωΛ(x), что
позволяет снять ограничение δ(Ω,Λ) > 0 при выводе равенства
δ(Ω,Λ) = δ̂(ωΛ,Λ). Найдены также достаточные условия неотрица-
тельности индекса δ(Ω,Λ). Основной результат (см. п. 2 ниже), уточ-
няющий цитированную выше теорему автора, предъявляет новый
признак полной регулярности роста канонического произведения (1)
и может рассматриваться как решение подходящей версии известной
задачи А. Ф. Леонтьева [10]. Доказательства опираются на идеи и
методы работ [5, 9].

1. Индекс Ω-конденсации

Пусть Ω = {ωk}∞k=1 — неубывающая к +∞ последовательность
положительных чисел. Индексом Ω-конденсации последовательно-
сти Λ = {λk}∞k=1 положительных нулей канонического произведе-
ния (1) (Λ имеет конечную верхнюю плотность) назовем величину

δ(Ω,Λ) := lim
k→∞

1

ωk
ln

1

|L ′(λk)|
.

Простые соображения убеждают в том, что δ(Ω,Λ) может оказаться
отрицательным. Например, пусть при некотором ` ∈ (0;+∞) выпол-
няется |λk − k| 6 `, k = 1, 2, . . ., и шаг h(Λ) > 0. Тогда согласно
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одному результату Б. Я. Левина [11] существует B > 0, для кото-
рого |L ′(λk)| > Bλ−4`k , k = 1, 2, . . . Если 0 < ` < 1

2 , то добавив к
Λ = {λk}∞k=1 какую-либо точку 0 < λ0 < λ1, получим для производ-

ной канонического произведения L0(λ) :=
(
1− λ2

λ20

)
L (λ) оценку

|L ′
0(λk)| =

∣∣∣∣1−
λ2k
λ20

∣∣∣∣ |L ′(λk)| >
λ2k − λ20
λ20

·B · λ−4`k > A · λαk

при всех k, где A > 0 и α = 2−4` > 0. Отсюда, полагая Λ0 = {λ0}
⋃

Λ
и Ω = {lnλk}∞k=1, мы легко получим

δ(Ω,Λ0) = lim
k→∞

1

lnλk
ln

1

|L ′
0(λk)|

6 −α < 0.

Другой пример последовательности с отрицательным индексом Ω-
конденсации можно извлечь из теоремы 1.2.8 [2].

Построим теперь по последовательности Ω = {ωk}∞k=1, ωk ↗ +∞,
k →∞, кусочно-линейную функцию

ωΛ(x) =
ωk+1 − ωk
λk+1 − λk

(x− λk) + ωk, x ∈ [λk, λk+1], k = 1, 2, . . .

и положим

δ̂(ωΛ,Λ) := lim
x→+∞

1

ωΛ(x)
ln

1

L̂ (x)
.

Теорема 1. Пусть ωΛ(x) удовлетворяет условию

(a) lnx = o
(
ωΛ(x)

)
, x→ +∞.

Тогда δ(Ω,Λ) = δ̂(ωΛ,Λ).

C Отметим, что δ(Ω,Λ) 6 δ̂(ωΛ,Λ), так как

δ(Ω,Λ) = lim
k→∞

1

ωk
ln

1

|L ′(λk)|
= lim
k→∞

1

ωΛ(λk)
ln

1

L̂ (λk)
6

6 lim
x→+∞

1

ωΛ(x)
ln

1

L̂ (x)
= δ̂(ωΛ,Λ).

Докажем неравенство δ̂(ωΛ,Λ) 6 δ(Ω,Λ). Если δ(Ω,Λ) = +∞, то
доказывать нечего. Пусть δ(Ω,Λ) < γ. Дальнейшие рассуждения на-
правлены на построение последовательности γk → γ, k → ∞, для
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которой ln L̂ (x) > −γkωΛ(x) на [λk, λk+1] при всех k > k0. В ходе
доказательства теоремы 1 [9] применением техники, развитой в [5],
было показано, что при λk+1 6 2λk, k > k0, выполняется

ln |Lk(λk)| > −γωk − ak + ln
λkλk+1

4
,

ln |Lk(λk+1)| > −γωk+1 − ak + ln
λkλk+1

6
,

(4)

где ak := ln(λk+1 − λk) и Lk(x) :=
∏
n6=k

n6=k+1

(
1− x2

λ2n

)
. Определим на

[λk, λk+1] линейную функцию `(x) := −γωΛ(x)−ak+ln λkλk+1
6 . Из (4)

получаем неравенства ln |Lk(λk)| > `(λk) и ln |Lk(λk+1)| > `(λk+1).
Так как функция ln |Lk(x)| выпукла вверх на (λk−1, λk+2) [5, лем-
ма 1.2], то

ln |Lk(x)| > `(x), ∀x ∈ [λk, λk+1]. (5)

Нетрудно также показать [5, доказательство теоремы 1.1], что
L̂ (x) >

|Lk(x)|(λk+1−λk)
2λkλk+1

на отрезке [λk, λk+1]. Отсюда и из (5) за-
ключаем:

ln L̂ (x) > ln |Lk(x)|+ ln(λk+1 − λk)− ln 2λkλk+1 >

> `(x) + ak − ln 2λkλk+1 = −γωΛ(x)− ln 12.

Выбирая γk = γ + ln 12
ωk

, получим γk → γ, k →∞, причем

ln L̂ (x) > −
(
γk −

ln 12

ωk

)
ωΛ(x)− ln 12 =

= −γkωΛ(x) + ln 12

(
ωΛ(x)

ωk
− 1

)
> −γkωΛ(x), ∀x ∈ [λk, λk+1].

Итак, при λk+1 6 2λk искомая последовательность γk со свой-
ством ln L̂ (x) > −γkωΛ(x) (на [λk, λk+1]) построена.

Разберем случай λk+1 > 2λk. В этой ситуации [9, доказательство
теоремы 1] справедливы неравенства

ln |Lk(λk)| > −γωk и ln |Lk(λk+1)| > −γωk+1 − ln 2λk+1. (6)

Вводя γ′k = γ + ln 2λk+1
ωk+1

→ γ при k → ∞ (в силу (а)), получаем
из (6) неравенства ln |Lk(λk)| > −γ′kωk и ln |Lk(λk+1)| > −γ′kωk+1.
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Снова применив свойство выпуклости вверх на (λk−1, λk+2) функции
ln |Lk(x)|, приходим к неравенствам

ln |Lk(x)| > −γ′kωΛ(x), ∀x ∈ [λk, λk+1]. (7)

При λk+1>2λk справедлива оценка [5]: L̂ (x)> |Lk(x)|
3x , ∀x∈ [λk, λk+1],

что позволяет привлечь (7) для получения при тех же x цепочки
неравенств ln L̂ (x) > ln |Lk(x)| − ln 3x > −γ′kωΛ(x)− ln 3x.

Пусть теперь γk := γ′k + max
x∈[λk,λk+1]

ln 3x
ωΛ(x)

. Из условия (а) на ωΛ(x)

видно, что γk → γ, k → ∞. Кроме того, ln L̂ (x) > −γkωΛ(x), ∀x ∈
[λk, λk+1] (напомним, что здесь λk+1 > 2λk).

Таким образом, построена {γk}∞k=k0 , сходящаяся к γ, для которой
(в каждом из возможных случаев λk+1 6 2λk и λk+1 > 2λk) имеют
место неравенства ln 1

L̂ (x)
< γkωΛ(x) для всех x ∈ [λk, λk+1]. Значит,

δ̂(ωΛ,Λ) = lim
x→+∞

1

ωΛ(x)
ln

1

L̂ (x)
= lim
k→∞

sup
x∈[λk,λk+1]

1

ωΛ(x)
ln

1

L̂ (x)
6 γ.

Поскольку число γ > δ(Ω,Λ) можно взять сколь угодно близким
к δ(Ω,Λ), то δ̂(ωΛ,Λ) 6 δ(Ω,Λ). Вспоминая неравенство δ(Ω,Λ) 6

δ̂(ωΛ,Λ), окончательно устанавливаем совпадение характеристик
δ(Ω,Λ) и δ̂(ωΛ,Λ), что завершает доказательство. B

Доказанная теорема позволяет, в частности, предъявить класс
последовательностей Ω со свойством: для любой Ω из этого клас-
са и произвольной возрастающей к +∞ Λ ⊂ R+ конечной верхней
плотности величина δ(Ω,Λ) > 0.

Теорема 2. Если ωΛ(x) удовлетворяет условиям (a) и

(b)

+∞∫

λ1

ωΛ(x)

x2
dx = +∞,

то δ(Ω,Λ) > 0.
C Предположим, рассуждая от противного, что δ(Ω,Λ) < 0. По

теореме 1 δ̂(ΩΛ,Λ) < 0, т. е. lim
x→+∞

1
ωΛ(x)

ln 1

L̂ (x)
< 0. В [5, лемма 1.3]

А. Ю. Попов показал, что при всех x > max{3; λ2} справедливо
неравенство L̂ (x) 6

∣∣L (
√
x2 − 4 + 2i)

∣∣.
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Поэтому

lim
x→+∞

1

ωΛ(x)
ln

1

|L (
√
x2 − 4 + 2i)|

=

= lim
t→+∞

1

ωΛ(
√
t2 + 4)

ln
1

|L (t+ 2i)| < 0.

Пользуясь четностью канонического произведения (1), найдем M ,
ε > 0 такие, что 1

|L (t+2i)| 6 M exp
(
−εωΛ(

√
t2 + 4)

)
, t ∈ R.

Функция F (z) := 1
L (z) голоморфна в полуплоскости Im z > 2 и

удовлетворяет оценке

|F (z)| 6 M exp (−εωΛ(|z|)) , Im z = 2.

При постоянном |z| модуль |L (z)| возрастает при увеличении Im z
(> 0), поэтому |F (z)| 6 M exp (−εωΛ(|z|)), Im z > 2.

Воспользуемся теперь следующей теоремой единственности [12,
теорема 6.2, c. 361].

Пусть функция f(z) регулярна в полуплоскости Re z > 0, непре-

рывна в полуплоскости Re z > 0 и удовлетворяет неравенству

ln |f(z)| < −ν(|z|) (Re z > 0), где ν(t) — непрерывная положитель-

ная функция при t > 0. Если
+∞∫
1

ν(t)
t2 dt = +∞, то f(z) ≡ 0.

Итак, согласно приведенной теореме (переход к полуплоскости
Im z > 2 тривиален) получим из условия (b) F (z) ≡ 0, что невоз-
можно. Следовательно, δ(Ω,Λ) > 0, и теорема доказана. B

2. Признак полной регулярности
роста произведения (1)

Полученная в п. 1 теорема 1 обобщает предшествующий резуль-
тат А. Ю. Попова (см. Введение) и уже позволяет выписать доста-
точное условие наличия в. р. р. у функции L (λ) в виде ограничений
на Ω и определяемый по ней индекс δ(Ω,Λ). Интерес к задачам та-
кого сорта возник после основополагающих работ А. Ф. Леонтьева
по теории рядов Дирихле и ее многочисленным приложениям.

Теорема 3. Пусть Λ и Ω — как выше, а функция ωΛ(x) удовле-

творяет условию (a), но не удовлетворяет (b), т. е.
+∞∫
λ1

ωΛ(x)
x2 dx < +∞.
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Предположим, что индикаторная диаграмма D(L ) канониче-
ского произведения (1) есть отрезок [−id; id], d > 0, и индекс Ω-
конденсации последовательности Λ конечен. Тогда L (λ) является
функцией в. р. р., т. е. существует плотность lim

k→∞

k
λk
∈ (0;+∞). При

δ(Ω,Λ) < 0 заключение теоремы верно без дополнительных требова-
ний на индикаторную диаграмму и функцию ωΛ(x).

C Из определения δ(Ω,Λ) вытекает неравенство 1
ωk

ln 1
|L ′(λk)|

<

δ(Ω,Λ) + ε при любом k > k0(ε), откуда в случае δ(Ω,Λ) < 0 можно
утверждать, что 1

L ′(λk)
= O(1), k → ∞. Такая функция L (λ) обла-

дает в. р. р. по теореме 2 из [8]. Гораздо сложнее доказать первую
часть теоремы, к чему мы и приступаем. Пусть ωΛ(x) обладает опи-
санными в теореме 3 свойствами. Применяя теорему 1, получим ра-
венство δ̂(ωΛ,Λ) = δ(Ω,Λ). В силу конечности δ(Ω,Λ), при всех ε > 0
и |x| > x0(Λ,Ω, ε) справедлива оценка (ср. с (3)):

|L (x)| > ρ(x) exp
(
− ωΛ(|x|)(δ(Ω,Λ) + ε)

)
. (8)

Зафиксируем ε ∈ (0; d) и положим ω0(|x|) := (δ(Ω,Λ) + 2ε)ωΛ(|x|),
|x| > λ1. В рассмотрении нуждается только случай δ(Ω,Λ) > 0. Из
условий на ωΛ(x) легко увидеть, что тогда ω0(x), x > λ1 — поло-

жительная неубывающая функция, причем
+∞∫
λ1

ω0(x)
x2 dx < +∞. По

известной теореме из работы [13] (см. также [14] и [15, c. 79–81])
найдется четная ц. ф. э. т. в. р. р. F (λ), индикаторная диаграмма
которой совпадает с отрезком [−i(d − ε), i(d − ε)], и такая, что при
|x| > x1 |F (x)| 6 exp

(
− ω0(|x|)

)
. Определим теперь ц. ф. э. т.

ϕ(λ) равенством ϕ(λ) = F (λ)
L (λ) −

∞∑
k=1

2λkF (λk)
L ′(λk)(λ2−λ2k)

, λ ∈ C. Далее,

известно [6], что 1
ρ(x) = O(|x|), x → ∞, x ∈ S, где S = R \ ±U ,

U =
∞⋃
k=1

{
λ ∈ C : |λ− λk| 6 1

k

}
. Отсюда и из (8) получаем при всех

достаточно больших по модулю x ∈ S с положительными постоян-
ными A и B следующую оценку:

|ϕ(x)‖ 6
|F (x)|
|L (x)| + 2

∞∑

k=1

k exp(−ω0(λk))
|L ′(λk|

6

6
1

ρ(x)
exp

(
− ω0(|x|) + ωΛ(|x|)(δ(Ω,Λ) + ε)

)
+
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+B

∞∑

k=1

k exp
(
− ω0(λk) + ωk(δ(Ω,Λ) + ε)

)
=

= A|x| exp
(
− εωΛ(|x|)

)
+B

∞∑

k=1

k exp(−εωk).

Поскольку ωΛ (|x|) = α (|x|) ln |x|, где α (|x|) → +∞ при x → ∞ и
∆ = lim

k→∞

k
λk

< +∞, то |x| exp (−εωΛ(|x|)) = 1
|x|εα(|x|)−1

→ 0, x→∞, и

существует C > 0, для которой

∞∑

k=1

k exp(−εωk) =
∞∑

k=1

k

λ
εα(λk)
k

6 C

∞∑

k=1

1

λ2k
< +∞.

Таким образом, |ϕ(x)| ограничен на S. Отсюда, приняв во внима-
ние теорему Б. Я. Левина из [16] и свойства функции F (λ), по схе-
ме, отработанной в [6, 8, 9], выводим цепочку импликаций: (|ϕ(x)|
ограничен на S) ⇒ (|ϕ(x)| ограничен на R) ⇒ (ϕ(λ) имеет нуле-
вой экспоненциальный тип) ⇒ (ϕ(λ) ≡ 0). В результате установлено
представление

F (λ)

L (λ)
=

∞∑

k=1

2λkF (λk)

L ′(λk)(λ2 − λ2k)
, λ /∈ ±Λ,

правая часть которого, как показано выше, ограничена вне множе-
ства ±U . Следовательно, существует D > 0, для которого |L (λ)| >
D|F (λ)| при любом λ /∈ ±U . Последнее неравенство доказывает тео-
рему, поскольку U — множество нулевой линейной плотности, ε > 0
можно взять сколь угодно малым, а F (λ) имеет в. р. р. B
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УДК 517.982

УЛЬТРАРАСПРЕДЕЛЕНИЯ
И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

А. В. Абанин

Статья содержит обзор известных на сегодняшний день теорий ультрарас-
пределений (Румье — Коматсу, Берлинга — Бьорка, Циоранеску — Жидо,
Брауна — Майзе — Тейлора) и недавних результатов автора, посвященных
развитию подхода А. Берлинга, в котором преобразование Фурье является
первоосновой всех методов и результатов.

1. Теории ультрараспределений и их сравнение

В данном параграфе приводится обзор классических теорий уль-
трараспределений Румье — Коматсу и Берлинга — Бьорка, а также
модификации последней, разработанные недавно Циоранеску —Жи-
до и Брауном — Майзе — Тейлором.

1.1. О двух подходах к построению теории ультрарас-
пределений. Будем использовать стандартные обозначения теории
распределений Л. Шварца [1]: D(RN ) — наделенное естественной
индуктивной топологией пространство всех бесконечно дифферен-
цируемых в RN функций с компактными носителями; D ′(RN ) — со-
пряженное к D(RN ) пространство, элементы которого называются
распределениями; E (RN ) — пространство всех бесконечно диффе-
ренцируемых в RN функций с топологией пространства Фреше.

Предположим, что D0 — линейное подпространство в D(RN ),
снабженное такой локально выпуклой топологией, что D0 ↪→ D(RN )
(здесь и далее ↪→ — символ непрерывного вложения). Тогда D ′

0 бу-
дет шире D ′(RN ) в том смысле, что сужение каждого функционала
из D ′(RN ) на D0 будет принадлежать D ′

0. При этом, элементы D ′
0

называют ультрараспределениями.
К настоящему времени сложилось два основных способа зада-

ния пространств D0 ↪→ D(RN ). Исторически, первым был подход,
разработанный Ш. Румье [2] спустя десять лет после выхода моно-
графии Л. Шварца. Его можно квалифицировать как прямое раз-
витие теории Л. Шварца, когда в качестве пробных рассматрива-
ются функции из D(RN ), рост производных которых оценивается с
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помощью фиксированной числовой последовательности. Детальной
разработке этого направления посвящены исследования Ж. Л. Ли-
онса и Э. Мадженеса [3], Ч. Ч. Чоу [4] и Х. Коматсу [5]. На основа-
нии известного критерия неквазианалитичности класса бесконечно
дифференцируемых функций эту область анализа часто называют
теорией Данжуа — Карлемана.

Гораздо меньшее развитие получил подход А. Берлинга, осно-
ванный на том простом наблюдении, что изначально D(RN ) можно
определить как пространство тех функций с компактными носителя-
ми, преобразования Фурье которых убывают на бесконечности быст-
рее любой отрицательной степени (1 + |x|)−n = exp (−n ln(1 + |x|)).
А. Берлинг предложил [6] брать вместо ln(1 + |x|) произвольную
непрерывную cубаддитивную функцию ω(x), подчиненную некото-
рым естественным ограничениям. Детальную разработку подхода
А. Берлинга при этих ограничениях в середине 60-х годов прошлого
века провел Г. Бьорк [7].

1.2. Что такое теория ультрараспределений? На самом де-
ле упомянутые выше авторы предлагали в качестве первоосновы для
постоения ультрараспределений не отдельные пространства, а це-
лые шкалы пространств. С этой точки зрения, представляет интерес
понятие теории ультрараспределений, сформулированное И. Циора-
неску и Л. Жидо в [8] следующим образом (в [8] рассматривались
функции одной переменной, но это не имеет принципиального зна-
чения).

Пусть (Dα)α∈A — некоторое семейство локально выпуклых про-
странств Dα ⊂ D(RN ), каждое из которых удовлетворяет следую-
щим условиям:

(1) Dα — (LF )-пространство, т. е. Dα представимо в виде внут-
реннего индуктивного предела последовательности (Hn)n∈N про-
странств Фреше, причем Hn ↪→ Hn+1 (n ∈ N);

(2) топология Dα мажорирует топологию поточечной сходимости;
(3) Dα — кольцо относительно поточечного сложения и умноже-

ния функций;
(4) для каждого компакта K b RN и любой его открытой окрест-

ности G в пространстве Dα имеется срезающая функция K с носи-
телем в G, т. е. существует η ∈ Dα, для которой 0 6 η 6 1 на RN ,
supp ν ⊂ G и η ≡ 1 на K;

(5) пространство A(RN ) всех вещественно аналитических на RN
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функций плотно в пространстве

Eα := {f ∈ C
∞(RN ) : fg ∈ Dα для любой функции g ∈ Dα} ,

снабженном топологией проективного предела пространств Dα от-
носительно отображений Mα : f ∈ Eα 7→ fg ∈ Dα.

Тогда (Dα)α∈A называется теорией ультрараспределений, а эле-
менты пространств D ′

α называются ультрараспределениями.
Если (Dα)α∈A и (Dβ)β∈B — две теории ультрараспределений, то

говорят, что (Dα)α∈A шире, чем (Dβ)β∈B , если для каждого β ∈ B
имеется такое α ∈ A, что Dα ⊂ Dβ . Две теории ультрараспределений
называют эквивалентными, если каждая из них шире другой.

1.3. Классические теории ультрараспределений. Как бы-
ло показано в [8], семейства пространств, выделенные в упомянутых
выше двух подходах, составляют теории ультрараспределений, точ-
ное описание которых мы сейчас дадим.

Обозначим через M множество всех числовых последовательно-
стей M = (Mn)

∞
n=1, для которых

M0 = 0; M2
n 6 Mn−1Mn+1 (n ∈ N);

∞∑

n=1

Mn−1

Mn
<∞ .

Для каждой функции g ∈ D(RN ), положим

‖g‖h := sup
α∈NN

0

sup
x∈RN

|f (α)(x)|
h|α|M|α|

(h > 0) ,

образуем пространства

D{M}(R
N ) :=

{
g ∈ D(RN ) : ‖g‖h <∞ при некотором h > 0

}
,

D{M}(R
N ) :=

{
g ∈ D(RN ) : ‖g‖h <∞ при всех h > 0

}
,

и наделим их соответствующими топологиями (LF )-пространств.
Здесь α = (α1, . . . , αN ) — мультииндекс, а |α| := α1 + . . . + αN —
его длина. Тогда семейства

(
D{M}(R

N )
)
M∈M

и
(
D(M)(R

N )
)
M∈M

об-
разуют эквивалентные между собой теории ультрараспределений,
каждую из которых естественно назвать теорией Румье — Коматсу
(встречается также название — теория Данжуа — Карлемана).
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Обозначим через V множество всех непрерывных четных функ-
ций v : R → [0,∞), которые не убывают и вогнуты на [0,∞) и для
которых выполнены условия:

v(0) = 0;

∞∫

1

v(t)

t2
<∞; ln t = O(v(t)) при t→∞ .

Отметим, что каждая такая функция субаддитивна на R, т. e.
v (t + s) 6 v(t) + v(s) при всех t, s ∈ R. По функции v ∈ V об-
разуем пространство

D(v)(R
N ) :=

=

{
g ∈ D(RN ) : |g|h :=

∫

RN

|ĝ(ξ)|ehv(|ξ|) dx <∞ при всех h > 0

}
,

где ĝ(ξ) :=
∫

RN

g(x) e−i<x, ξ> dx — преобразование Фурье функции g.

Семейство
(
D(v)(R

N )
)
v∈V

представляет собой теорию ультрараспре-
делений Берлинга — Бьорка.

1.4. Расширения теории Берлинга — Бьорка. В [8] было
установлено, что теория Румье — Коматсу строго шире, чем тео-
рия Берлинга — Бьорка, и в связи с этим предложено следующее
расширение последней в одномерном случае. Обозначим через T

совокупность всех последовательностей T = (tk)
∞
k=1 положительных

чисел, для которых
∞∑
k=1

tk < ∞, и построим по ним целые функции

минимального типа при первом порядке ωT : z 7→
∞∏
k=1

(
1 + iz

tk

)
. Для

g ∈ D(R) положим ‖g‖h,n :=
∫
R

|ĝ(ξ)||ωT (hξ)|n dξ и определим про-

странства

D(T )(R) :=
{
g ∈ D(R) : ‖g‖h,n <∞ при всех h > 0 и n ∈ N

}
.

Тогда семейство
(
D(T )(R)

)
T∈T

образует теорию ультрараспределе-
ний Циоранеску — Жидо, которая [8] эквивалентна теории Румье —
Коматсу.

Несколько позже Р. Браун, Р. Майзе и Б. А. Тейлор предложили
в [9] более простое по форме расширение теории Берлинга — Бьорка,
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которое к тому же охватывало многомерный случай. Именно, пусть
ω : R → [0,∞) — непрерывная четная неубывающая функция, для
которой ω(1) = 0, и которая удовлетворяет условиям:

(α) ∃K > 1 | ω(t+ s) 6 K(ω(t) + ω(s) + 1) (t, s > 0);

(β)

∞∫

1

ω(t)

t2
<∞;

(γ) ln t = o(ω(t)) при t→∞;
(δ) функция ϕ(x) := ω(ex) выпукла на [0,∞).
Такие функции в дальнейшем будем называть каноническими ве-

сами, а их совокупность обозначим через W . По каждому канони-
ческому весу ω образуем пространства D(ω)(R

N ), как у Берлинга —
Бьорка, и

D{ω}(R
N ) :=

{
g ∈ D(RN ) : |g|h <∞ при некотором h > 0

}
.

Семейства
(
D(ω)(R

N )
)
ω∈W

и
(
D{ω}(R

N )
)
ω∈W

составляют теории уль-
трараспределений Брауна — Майзе — Тейлора, эквивалентные тео-
риям Румье — Коматсу.

Отметим попутно, что в [10] У. Франкен построил такой канони-
ческий вес ω, для которого не существует ни одной субаддитивной

функции v с
∞∫
1

v(t)
t2 <∞, мажорирующей ω, т. е такой, что ω(t) 6 v(t),

при всех t > 0. Отсюда, в частности, следует, что теория Брауна —
Майзе — Тейлора строго шире, чем теория Берлинга — Бьорка (яс-
но, что тоже самое вытекает опосредованно из сравнения результа-
тов [8] и [9]). Позднее в [11] Д. А. Абанина слегка усилила результат
У. Франкена, построив почти субаддитивный канонический вес с тем
же самым свойством. Напомним, что функция ω : [0,∞) → [0,∞)
называется почти субаддитивной, если для любого p > 1 найдется
такое C > 0, что ω(t+ s) 6 p (ω(t) + ω(s)) + C при всех t, s > 0.

1.5. Задачи. В связи с вышеизложенным возникают следующие
в некоторой степени взаимосвязанные задачи.

Задача 1. Существует ли теория ультрараспределений, которая
строго шире теории Румье — Коматсу или, что одно и то же, теории
Брауна — Майзе — Тейлора?

Задача 2. Найти такое минимальное (если это возможно в каком-
либо разумном смысле) семейство канонических весов W0, чтобы
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соответствующее ему семейство пространств
(
D(ω)(R

N )
)
ω∈W0

или(
D{ω}(R

N )
)
ω∈W0

составляло теорию ультрараспределений, эквива-
лентную теории Брауна — Майзе — Тейлора.

Задача 3. Обозначим через W ′ семейство всех почти субаддитив-
ных канонических весов. Эквивалентна ли теория

(
D(ω)(R

N)
)
ω∈W ′

теории Брауна — Майзе — Тейлора?

Замечание 1. В определении теории ультрараспределений тре-
бование 2) и вложение Dα ⊂ D(RN ) по теореме Гротендика о замк-
нутом графике для (LF )-пространств равносильны тому, что имеют
место непрерывные вложения Dα ↪→ D(RN ). Поэтому в теориях уль-
трараспределений топология каждого из пространств Dα мажори-
рует не только топологию поточечной сходимости, но и топологию
равномерной сходимости любой производной на каждом компакте.

Замечание 2. Задача 3 фактически сводится к следующему во-
просу. Существует ли такой канонический вес, который не мажори-
руется ни одним почти субаддитивным весом или нет? Если ответ
на этот вопрос положителен, то теория Брауна — Майзе — Тейлора
строго шире теории

(
D(ω)(R

N )
)
ω∈W ′ , а если нет, то они эквивалент-

ны.

2. Преобразование Фурье
и теория Берлинга — Бьорка

Пространства D(ω)(R
N ) и D{ω}(R

N ), составляющие теории Бра-
уна — Майзе — Тейлора, на самом деле могут быть определены с
помощью весовых оценок всех производных, входящих в них функ-
ций с помощью некоторой числовой последовательности. Например,
как показано в [9, предложение 3.4], имеет место представление

D(ω)(R
N ) =

{
g ∈ D(RN ) : sup

α∈NN
0

sup
x∈RN

|g(α)(x)|
enϕ∗(|α|/n)

<∞, ∀n ∈ N

}
,

где ϕ∗(y) := sup{xy−ϕ(x) : x ∈ [0,∞)} — функция, сопряженная по
Юнгу с ϕ(x) = ω(ex). Более того, все результаты [9] и последующих
многочисленных приложений этой работы (см., например, [12–17])
получены в рамках этого представления. Таким образом, от идеи
А. Берлинга осталось фактически неиспользуемое изначальное опре-
деление пространств пробных функций с помощью оценок их преоб-
разований Фурье. В значительной степени это объясняется тем, что
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не был развит соответствующий идее А. Берлинга технический аппа-
рат. Его разработка, была недавно осуществлена автором настоящей
работы. Основная цель, которая при этом ставилась, — получение
такого обобщения и развития подхода А. Берлинга, в котором пре-
образование Фурье выступает стержнем всех методов и результатов,
позволяет построить шкалу пространств, содержащую перечислен-
ные выше, и одновременно сохраняет основополагающие результа-
ты и принципы классической теории распределений. Отметим, что
часть формулируемых ниже результатов содержится в [18], обобщает
и частично усиливает аналогичные результаты из [2–9].

2.1. Пространства пробных Ω-ультрадифференцируемых
функций и аналог теоремы Пэли — Винера. N -весом будем
называть произвольную измеримую по Лебегу локально ограничен-
ную в RN функцию ω : RN → [0,∞), для которой

aω :=

∫

RN

e−ω(ξ) dξ <∞, Aω :=

∞∫

1

ω(t)

t2
dt <∞ ,

где ω(t) := sup{ω(ξ) : ‖ξ‖ 6 t}. Отметим, что каждый канонический
вес ω порождает N -вес ω̃(x) := ω(‖x‖), где ‖x‖ := max16k6N |xk| для
x ∈ RN . С каждым N -весом ω и компактом K в RN свяжем банахово
пространство

Dω(K) :=

{
g ∈ C0(K) : ‖g‖ω := sup

ξ∈RN

|ĝ(ξ)|eω(ξ) <∞
}
,

где C0(K) — пространство всех непрерывных на RN функций с но-
сителями в K.

Будем говорить, что N -вес σ подчинен N -весу ω и писать σ≺ω,
если имеется такая постоянная C, что σ(ξ) 6 ω(ξ) + C при всех
ξ ∈ RN . Подчиненные друг другу N -веса ω и σ называются эквива-

лентными.
Обозначим через W ↑

N (через W ↓
N ) совокупность всех последова-

тельностей N -весов Ω = (ωn)
∞
n=1, для которых ω1≺ ω2≺ . . . (соот-

ветственно, . . .≺ ω2≺ ω1). По Ω из W ↑
N (из W ↓

N ) образуем линейное
пространство

D(Ω)(K) :=

∞⋂

n=1

Dωn(K)

(
D{Ω}(K) :=

∞⋃

n=1

Dωn(K)

)
,
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которое будем рассматривать вместе с топологией проективного (со-
ответственно, индуктивного) предела пространств Dωn(K) относи-
тельно отображений вложения. Для открытого в RN множества G
определим пространство

DΩ(G) :=
⋃

KbG

DΩ(K),

и снабдим его топологией индуктивного предела пространств DΩ(K)
относительно отображений вложения. Здесь и далее пишем Ω без
скобок в тех случаях, когда какое-либо утверждение или обозначе-
ние касается как Ω ∈ W ↑

N , так и Ω ∈ W ↓
N , а символ X используем

для обозначения компактного или открытого множества в RN . Функ-
ции из DΩ(X) называются пробными Ω-ультрадифференцируемыми

функциями на X.
Назовем весовую последовательность Ω из W ↑

N или из W ↓
N пра-

вильной, если существует такой канонический вес v, что при всех
n ∈ N и ξ, η ∈ RN

ωn(ξ + η) + ln(1 + ‖ξ‖) 6 ωn+1(ξ) + v(‖η‖), если Ω ∈W ↑
N ,

или
ωn+1(ξ + η) 6 ωn(ξ) + v(‖η‖)), если Ω ∈W ↓

N .

Класс всех правильных Ω обозначим через W
↑
N (соответственно, W

↓
N ).

Отметим, что именно для правильных весовых последовательностей
удается получить аналоги основных теорем классической теории рас-
пределений Л. Шварца — Пэли — Винера, Пэли — Винера — Шварца
и о структуре ультрараспределений.

С каждым N -весом ω свяжем его продолжение в CN , задаваемое
формулой

Pω(ζ) :=
1

π

∫

R

ω(ξ + tη)

1 + t2
dt, ζ = ξ + iη ∈ CN .

При N = 1, сделав замену ξ + tη = u, получим

Pω(ξ + iη) =
|η|
π

∫

R

ω(u)

(u− ξ)2 + η2
du, ξ + iη ∈ C, η 6= 0.
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Следовательно, в одномерном случае Pω совпадает с интегралом
Пуассона от ω и является гармонической функцией в верхней и ниж-
ней полуплоскостях.

Обозначим через H (CN ) пространство всех целых в CN функций
и определим по ω и K b RN его подпространство

H
−
ω (K) :=

{
f ∈ H (CN ) : |f |−ω,K := sup

ζ∈CN

|f(ζ)|
ehK(Im ζ)−Pω(ζ)

<∞
}
,

где hK(y) := max
x∈K

〈x, y〉 — опорная функция компакта K. Мы будем

рассматривать H −
ω (K) с нормой | · |ω,K , относительно которой оно

является банаховым.
Для Ω = (ωn)

∞
n=1 из W ↑

N (из W ↓
N ) и K b RN , положим

H
−
(Ω)(K) :=

∞⋂

n=1

H
−
ωn(K)

(
H

−
{Ω}(K) :=

∞⋃

n=1

H
−
ωn(K)

)
,

и наделим это пространство топологией проективного (индуктивно-
го) предела банаховых пространств H −

ωn(K) относительно операций
вложения. Для открытого в RN множества G образуем H

−
Ω (G) :=⋃

KbG H
−
Ω (K) и снабдим его топологией индуктивного предела про-

странств H
−
Ω (K) относительно отображений вложения.

Теорема 1. Пусть Ω — весовая последовательность из W ↑
N ∪W

↓
N ,

X — открытое или компактное выпуклое подмножество в RN . Тогда
преобразование Фурье — Лапласа функций

g 7−→ (Fg)(ζ) := ĝ(ζ) =

∫

RN

g(x)e−i〈x,ζ〉 dx, ζ ∈ CN

является топологическим изоморфизмом между DΩ(X) и H
−
Ω (X).

В случае, когда Ω — правильная весовая последовательность, а
X — открытое в RN выпуклое множество, пространство H

−
Ω (X) в

только что приведенном следствии можно, как и в классическом слу-
чае, описать без использования продолжения весов в CN . ДляN -веса
ω и компакта K ⊂ RN , положим

H̃
−
ω (K) :=

{
f ∈ H (CN ) : |̃f |

−

ω,K := sup
ζ∈CN

|f(ζ)|
ehK(Im ζ)−ω(Re ζ)

<∞
}
.



96 Абанин А. В.

С каждой весовой последовательностью Ω = (ωn)
∞
n=1 из W ↑

N (из W ↓
N )

свяжем пространство

H̃
−
(Ω)(K) :=

∞⋂

n=1

H̃
−
ωn(K)

(
H̃

−
{Ω}(K) :=

∞⋃

n=1

H̃
−
ωn(K)

)
,

наделенное топологией проективного (индуктивного) предела после-
довательности банаховых пространств

(
H̃ −
ωn(K)

)∞
n=1

относительно
отображений вложения. Для открытого в RN множества G опреде-
лим пространство H̃

−
Ω (G) :=

⋃
KbG H̃

−
Ω (K) и снабдим его топологи-

ей индуктивного предела семейства пространств {H̃ −
Ω (K) : K b G}

относительно операторов вложения.

Следствие (аналог теоремы Пэли — Винера). Для правиль-
ной весовой последовательности Ω и открытого выпуклого в RN мно-
жества G преобразование Фурье — Лапласа устанавливает тополо-

гический изоморфизм между DΩ(G) и H̃
−
Ω (G).

2.2. Структурные теоремы для Ω-ультрараспределений.
Ω-ультрараспределениями на компактном или открытом в RN мно-
жестве X называются линейные непрерывные функционалы на
DΩ(X) или, другими словами, элементы пространства D ′

Ω(X), топо-
логически сопряженного с DΩ(X). В дальнейшем Ω-ультрараспреде-
ления на RN будем называть просто Ω-ультрараспределениями.

Носитель Ω-ультрараспределения ϕ на открытом в RN множе-
стве G — это множество тех x из G, для которых ограничение ϕ на
любую открытую окрестность Ux точки x отлично от нулевого. Как
и для функций, носитель ϕ обозначается через suppϕ. Таким обра-
зом, x ∈ suppϕ тогда и только тогда, когда для любой открытой
окрестности Ux в пространстве DΩ(Ux) найдется такая функция g,
что ϕ(g) 6= 0. Или в эквивалентной форме:

x /∈ suppϕ⇔ ∃Ux : ϕ(g) = 0 для всех g ∈ DΩ(Ux) .

Ясно, что suppϕ — замкнутое в G множество (в относительной то-
пологии, индуцированной в G из RN ).

Заметим, что для правильных весовых последовательностей но-
ситель Ω-ультрараспределения не зависит от Ω. Именно, если мы
имеем две таких последовательности Ω и Σ и если линейный функ-
ционал ϕ является одновременно Ω- и Σ-ультрараспределением, то
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его носитель suppΩ ϕ как Ω-ультрараспределения совпадает с его но-
сителем suppΣ ϕ как Σ-ультрараспределения.

Обозначим через MN семейство всех мер Радона на RN и для
N -веса ω положим

M
N
ω :=



µ ∈M

N :

∫

RN

e−ω d|µ| <∞



 .

По каждой правильной весовой последовательности Ω из W ↑ или W ↓

образуем, соответственно, следующие семейства мер Радона на RN :

M
N
(Ω) :=

∞⋃

n=1

M
N
ωn или M

N
{Ω} :=

∞⋂

n=1

M
N
ωn .

Теорема 2 (cтруктурная теорема). Пусть выполнено одно из
следующих двух предположений:
(i) X — компактное или открытое в RN множество и Ω ∈ W

↓
N ;

(ii) X — компакт в RN и Ω ∈ W
↑
N .

Тогда каждый функционал ϕ ∈ D ′
Ω(X) допускает представление

ϕ(g) =

∫

RN

ĝ dµ
(
g ∈ DΩ(X)

)
, (1)

где µ — некоторая мера из MN
Ω .

Следствие 1. Пусть G — открытое в RN множество и Ω — пра-
вильная весовая последовательность изW ↑

N . Тогда для любого функ-
ционала ϕ из D ′

(Ω)(G) и любого компактного или открытого относи-
тельно компактного подмножества X в G существует такая мера
µ ∈MN

(Ω), что представление (1) справедливо для всех g ∈ D(Ω)(X).

Следствие 2. Пусть G — открытое в RN множество и Ω — пра-
вильная весовая последовательность из W

↑
N . Тогда для любого функ-

ционала ϕ из D ′
(Ω)(G), имеющего компактный носитель, существует

такая мера µ из MN
(Ω), что представление (1) справедливо всюду на

D(Ω)(G).

2.3. Пространства Ω-ультрадифференцируемых функ-
ций. Пусть ω — N -вес. Положим

Dω :=
⋃

LbRN

Dω(L)
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и образуем для любого фиксированного компактаK из RN простран-
ство

Eω(K) :=
{
f ∈ C (K) : ∃ g ∈ Dω c g

∣∣
K

= f
}
,

снабженное нормой

‖f‖ω,K := inf
{
‖g‖ω : g ∈ Dω, g

∣∣
K

= f
}
.

Здесь и далее C (K) — пространство всех непрерывных на K функ-
ций.

Для весовой последовательности Ω из W ↑
N (из W ↓

N ) определим
пространство

E(Ω)(K) :=
∞⋂

n=1

Eωn(K)

(
E{Ω}(K) :=

∞⋃

n=1

Eωn(K)

)
,

наделенное топологией, задаваемой набором норм (‖ · ‖ωn,K)∞n=1 (со-
ответвенно топологией ind

n
Eωn(K) относительно отображений вло-

жения).
Пусть Ω ∈W ↑

N ∪W
↓
N , G — открытое в RN множество. Простран-

ство

EΩ(G) :=
{
f ∈ C (G) : f

∣∣
K
∈ EΩ(K) для любого K b G

}
,

наделенное топологией proj
KbG

(EΩ(K), ρK), где ρK : f 7→ f
∣∣
K

, называ-

ется пространством Ω-ультрадифференцируемых на G функций.
Всюду ниже G — открытое в RN множество, Ω — правильная

весовая последовательность, а v — ассоциированный с ней вес. Обо-
значим через QΩ семейство преднорм, задающее топологию в про-
странстве DΩ(RN ), и напомним, что D(v)(G) — пространство проб-
ных ультрадифференцируемых на множестве G функций, задавае-
мое весовой последовательностью (nv)∞n=1.

Справедливы следующие две теоремы об описании пространств
Ω-ультрадифференцируемых функций, их топологий и сопряженных
к ним.

Теорема 3. Имеет место следующее представление пространства
всех Ω-ультрадифференцируемых функций на G:

E(Ω)(R
N ) :=

{
f ∈ C

∞(RN ) : f ·D(v)(R
N ) ⊂ D(Ω)(R

N )
}
.



Ультрараспределения и преобразование Фурье 99

При этом семейство преднорм

{q(χf), f ∈ EΩ(G) : q ∈ QΩ, χ ∈ D(v)(G)},

задает исходную топологию в EΩ(G).

Теорема 4. Ультрараспределение ϕ из (DΩ(G))
′ продолжается до

элемента из (EΩ(G))
′ в том и только в том случае, когда оно имеет

компактный носитель.

2.4. Преобразование Фурье — Лапласа функционалов.
Этот раздел посвящен различным вариантам теоремы Пэли — Ви-
нера — Шварца для пространств Ω-ультрадифференцируемых функ-
ций.

Пусть K — компакт в RN . Для N -веса ω введем банахово про-
странство целых в CN функций

H
+
ω (K) :=

{
f ∈ H (CN ) : |f |+ω,K := sup

ζ∈CN

|f(ζ)|
ehK(Im ζ)+Pω(−ζ)

<∞
}
.

Для Ω = (ωn)
∞
n=1 из W ↑

N (из W ↓
N ) определим пространство

H
+
(Ω)(K) :=

∞⋃

n=1

H
+
ωn(K)

(
соотв. H

+
{Ω}(K) :=

∞⋂

n=1

H
+
ωn(K)

)

и наделим его топологией индуктивного предела последовательно-
сти пространств

(
H +
ωn(K)

)∞
n=1

относительно отображений вложения

(соотв. топологией, задаваемой набором норм
(
| · |+ωn,K

)∞
n=1

).
Как обычно, символом E′b будем обозначать пространство линей-

ных непрерывных функционалов на локально выпуклом простран-
стве E, наделенное топологией сильного сопряженного.

Теорема 5. Пусть K — компакт в RN , Ω — правильная весовая
последовательность из W ↑

N или из W ↓
N . Преобразование Фурье —

Лапласа функционалов

ϕ 7−→ F [ϕ](ζ) ≡ ϕ̂(ζ) := ϕ
(
e−i〈·,ζ〉

∣∣
K

)
—

линейный непрерывный оператор из (EΩ(K))′b в H
+
Ω (K).

Теорема 6. ПустьK — выпуклый компакт в RN , Ω — правильная
весовая последовательность из W ↑

N или из W ↓
N . Для любой функции
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f из H
+
Ω (K) найдется Ω-ультрараспределение с носителем в K, пре-

образование Фурье — Лапласа которого совпадает с f .
В случае выпуклой области из теорем 5 и 6 получаем обобще-

ние теоремы Пэли — Винера — Шварца, причем в формулировке
можно обойтись без привлечения продолжений весов в CN . Чтобы
сформулировать этот результат, нам потребуются дополнительные
обозначения.

Для произвольного N -веса ω и компакта K в RN образуем бана-
хово пространство целых функций

Aω(K) :=

{
f ∈ H (CN ) : |f |+ω,K := sup

ζ∈CN

|f(ζ)|
ehK(Im ζ)+ω(−Re ζ)

<∞
}
.

С каждой весовой последовательностью Ω = (ωn)
∞
n=1 из W ↑

N (из W ↓
N )

свяжем пространство

A(Ω)(K) :=
∞⋃

n=1

Aωn(K)

(
соотв. A{Ω}(K) :=

∞⋂

n=1

Aωn(K)

)
,

наделенное топологией индуктивного (проективного) предела после-
довательности банаховых пространств

(
Aωn(K)

)∞
n=1

относительно
отображений вложения. Для открытого в RN множества G опре-
делим пространство

AΩ(G) :=
⋃

KbG

AΩ(K)

и снабдим его топологией внутреннего индуктивного предела семей-
ства пространств {AΩ(K) : K b G}.

Теорема 7 (обобщение теоремы Пэли — Винера — Швар-
ца). Для любой выпуклой области G в RN и правильной весовой

последовательности Ω из W
↑
N или из W

↓
N преобразование Фурье —

Лапласа функционалов, задаваемое для ϕ ∈ (EΩ(G))
′

по правилу

ϕ̂(ζ) := ϕ(e−i〈·, ζ〉) (ζ ∈ CN ) ,

является топологическим изоморфизмом из (EΩ(G))
′

b на AΩ(G).

2.5. Продолжение ультрадифференцируемых функций.
Задачам о продолжении ультрадифференцируемых функций по Бо-
релю — Уитни посвящено значительное число работ, перечислять
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которые мы сейчас не будем, а остановимся только на одном момен-
те, который был недавно выявлен в [20] и непосредственным образом
связан с двумя упомянутыми выше подходами к теории ультрарас-
пределений.

Пусть L — толстый компакт в RN (т. е. L имеет непустую внут-
ренность, замыкание которой совпадает с L), ω — канонический вес,
и, как прежде, ϕ(x) := ω(ex). Определим банахово пространство

Eϕ∗(L) :=

{
f ∈ C∞(L) : |f |ϕ∗,K := sup

α∈NN
0

sup
x∈K

|f (α)(x)|
eϕ
∗
ω(|α|)

<∞
}
,

где α — мультииндексы, |α| — их длины. По неубывающей после-
довательности Ω = (ωn)

∞
n=1 канонических весов и соответствующей

ей последовательности Φ = (ϕn)
∞
n=1, где ϕn(x) := ωn(e

x) образуем
пространства Фреше

E(Φ∗)(L) :=
∞⋂

n=1

Eϕ∗n(L) и E(Φ∗)(R
N ) :=

⋂

LbRN

E(Φ∗)(L) .

В первом топология задается набором преднорм (| · |ϕ∗n,L : n ∈ N), а
во втором — (| · |ϕ∗n,L : n ∈ N;L b RN ).

В предлагаемой в [20] технике исследования задачи о продол-
жении ультрадифференцируемых функций по Борелю — Уитни су-
щественную роль играет предположение о совпадении пространств
E(Ω)(R

N ) и E(Φ∗)(R
N ). Отметим, что всегда E(Ω)(R

N ) ↪→ E(Φ∗)(R
N ).

2.6. Задачи. В свете изложенных выше результатов представля-
ют интерес следующие задачи.

Задача 4. Выяснить условия на вес ω, при которых его продол-
жение Pω является плюрисубгармонической в CN функцией. Напом-
ним, что при N = 1 для канонического веса ω функция Pω субгар-
монична во всей плоскости и гармонична в верхней и нижней по-
луплоскостях. Заметим, что последнее играет существенную роль в
ряде задач (см., например, [9, 13, 19]).

Задача 5. Пусть Ω = (ωn)
∞
n=1 и Σ = (σn)

∞
n=1 — весовые после-

довательности из W ↑
N (из W ↓

N ). Будем говорить, что Ω подчинена Σ,
если для любого n имеется такое m, что ωn ≺ σm (соответственно
ωm≺σn). Подчиненные друг другу последовательности Ω и Σ назы-
ваются эквивалентными. Существуют ли весовые последовательно-
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сти из W ↑
N (из W ↓

N ), которые не эквивалентны ни одной правильной
последовательности из W

↑
N (из W

↓
N )?

Задача 6. Пусть последовательности Ω и Φ∗ — те же, что и в
п.2.5. Всегда ли E(Ω)(R

N ) = E(Φ∗)(R
N )? Если нет, то найти условия

на последовательность Ω, при которых это равенство имеет место.
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УДК 517.982

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КОШИ ФУНКЦИОНАЛОВ НА
ПРОСТРАНСТВАХ УЛЬТРАДЖЕТОВ

Д. А. Абанина

В работе изучаются свойства преобразования Коши линейных непрерыв-
ных функционалов на пространствах ультраджетов, задаваемых весовой
последовательностью общего вида.

Введение

Пространства E(Ω)(K) ультраджетов на компакте K, определяе-
мые последовательностью Ω = (ωn)

∞
n=1 весовых функций, возникают

при решении ряда задач (например, задачи о продолжении по Боре-
лю и Уитни в пространствах ультрадифференцируемых функций [1–
3]). Ранее основным используемым преобразованием функционалов
из E ′(Ω)(K) было преобразование Фурье — Лапласа, которое, однако,
малоэффективно в случае невыпуклых компактов. В настоящей ра-
боте в одномерном случае рассматривается другое преобразование —
преобразование Коши.

Доказано, что преобразование Коши функционала ν ∈ E ′(Ω)(K)

представляет собой аналитическую в C \ K функцию, и получены
оценки ее роста вблизи компакта K и на бесконечности.

1. Пространства ультраджетов

Определение 1. Неквазианалитическим весом будем называть
непрерывную неубывающую функцию ω : [0,∞) → [0,∞), удовле-
творяющую условиям:

(β)
∞∫
1

ω(t)
t2 dt <∞;

(γ) ln t = o(ω(t)), t→∞;
(δ) ϕω(x) := ω(ex) выпукла на [0,∞).
Через Wnq

↑ обозначим класс всех последовательностей
Ω = (ωn)

∞
n=1 неквазианалитических весовых функций, удовле-

творяющих условию разделенности логарифмом

∀n ∈ N ∃Cn > 1 : ωn(t) + ln (t+ 1) 6 ωn+1(t) + Cn, ∀ t > 0. (1)
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Без ограничения общности можно предполагать, что ωn(1) = 0 и
ωn(t) 6 ωn+1(t), t > 1, при всех n ∈ N.

С последовательностью Ω = (ωn)
∞
n=1 ассоциируются две последо-

вательности (ϕ∗n)
∞
n=1 и (ω∗n)

∞
n=1, где ϕ∗n(y) := sup{xy−ϕn(x) : x > 0},

y > 0 — сопряженная по Юнгу к ϕn(x) := ωn(e
x), а ω∗n(r) :=

:= sup
{
ωn(t)− rt : t > 0

}
, r > 0.

Пусть K — непустой компакт в R, а J(K) — пространство всех
джетов на компакте K, т. е. последовательностей f = (f j)∞j=0 непре-
рывных на K функций. Для джета f = (f j)∞j=0 введем «остаточные
члены»

(Rmx f)
k(y) := fk(y)−

m−k∑

j=0

fk+j(x)

j!
(y − x)j ,

где m ∈ N0, 0 6 k 6 m, x, y ∈ K. Далее положим

|f |ωn,K := sup
j∈N0

sup
x∈K

|f j(x)|
eϕ
∗
n(j)

,

|f |Kωn := sup
m∈N0

sup
06k6m

sup
x,y∈K

x6=y

|(Rmx f)k(y)|(m− k + 1)!

eϕ
∗
n(m+1)|x− y|m−k+1

и определим следующие пространства ультраджетов:

Eωn(K) :=
{
f = (f j)∞j=0 ∈ J(K) : ‖f‖ωn,K := |f |ωn,K + |f |Kωn <∞

}
,

E(Ω)(K) :=
∞⋂

n=1

Eωn(K).

Элементы пространства E(Ω)(K) называются Ω-ультраджетами Бер-
линга или (Ω)-ультраджетами.

Рассмотрим джеты

fz :=
1

z − x =

(
j!

(z − x)j+1

)∞

j=0

, z ∈ C \K,

порождаемые простейшими дробями.

Теорема 1. При всех z ∈ C \K справедливы следующие оценки
норм джета fz в пространстве E(Ω)(K):

‖fz‖ωn,K 6





Bn

d(z,K)
, d(z,K) > 1

Bn

d(z,K)
expω∗n+1

(
2
3ed(z,K)

)
, 0 < d(z,K) < 1;

(2)
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‖fz‖ωn,K >





Dn

d(z,K)
, d(z,K) > 1

Dn

d(z,K)
expω∗n−1

(
d(z,K)

)
, 0 < d(z,K) < 1.

(3)

Здесь Bn := max
{
2eCn+1, 3 exp

(
ω∗n
(
2
3e

)
+ 1
)}

, Dn := e−Cn−1−1, где

Ck — константы из условия (1) разделенности логарифмом рассмат-
риваемой весовой последовательности Ω = (ωn)

∞
n=1.

C Поскольку доказательство этого результата достаточно гро-
моздкое, мы приведем лишь основные его моменты.

1) Получение оценки (2).
а) Случай d(z,K) < 1. Обозначим для краткости d(z,K) =: d.

Тогда

|fz|ωn,K =
1

d
exp sup

j∈N0

(
ln j!− j ln d− ϕ∗n(j)

)
.

Если j = 0, то ln 0! − 0 ln d − ϕ∗n(0) = ωn(1) = 0. При остальных j

используется оценка j! 6 e
(
j
2

)j
и следующее вспомогательное утвер-

ждение.

Лемма 1. Если α > 1
e , то

sup
j∈N

(
j lnαj − ϕ∗n(j)

)
6 ω∗n

( 1

eα

)
.

На основании этого

sup
j∈N

(
ln j!− j ln d− ϕ∗n(j)

)
6 1 + sup

j∈N

(
j ln

j

2d
− ϕ∗n(j)

)
6 1 + ω∗n

(2
e
d
)
.

Таким образом, в случае d(z,K) < 1

|fz|ωn,K 6
e

d(z,K)
expω∗n

(2
e
d(z,K)

)
. (4)

Для оценки |fz|Kωn сначала явно выписываются остаточные члены
джета fz.

Лемма 2. Если z ∈ C\K, то для любых m ∈ N0, k 6 m и x, y ∈ K

(Rmx fz)
0(y) =

1

z − y

(
y − x
z − x

)m+1

; (5)
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(Rmx fz)
k(y) =

dk

dyk
(Rmx fz)

0(y) =

= k!
(y − x)m−k
(z − x)m+1

k∑

j=0

Ck−jm+1

(
y − x
z − y

)j+1

= k!(y − x)m+1−k×

× 1

z − y

k∑

j=0

[
Ck−jm+1

( 1

z − y −
1

z − x
)j 1

(z − x)m+1−j

]
.

(6)

Из последнего равенства (6) легко получается, что

|(Rmx fz)k(y)| 6 |y − x|m+1−k k!

dm+2

k∑

j=0

Ck−jm+1 2
j .

Следовательно,

|fz|Kωn 6
1

d
sup
m∈N0

[
1

dm+1eϕ
∗
n(m+1)

sup
06k6m

(
k!(m+ 1− k)!

k∑

j=0

Ck−jm+1 2
j
)]
.

Проверив, что внутренний супремум достигается при k = m, будем
иметь, что

|fz|Kωn 6
3

2d2
exp sup

m∈N0

(
lnm!−m ln 3d− ϕ∗n(m+ 1)

)
.

Поступая теперь точно так же, как и для |fz|ωn,K , окончательно по-
лучим:

|fz|Kωn 6
3e

2d2
expω∗n

( 2

3e
d
)
.

От квадрата d в знаменателе избавляемся за счет следующей вспомо-
гательной леммы, в доказательстве которой, как следует отметить,
используется неравенство

ϕ∗n+1(y + 1) 6 ϕ∗n(y) + Cn, y > 0, (7)

установленное в [4, лемма 1].

Лемма 3. Пусть Ω = (ωn)
∞
n=1 ∈ Wnq

↑ . Тогда при всех n ∈ N и
r ∈ (0, 1)

ω∗n(r) + ln
1

r
6 ω∗n+1(r) + Cn + 1,

где Cn — константа из условия (1).
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На основании этого

|fz|Kωn 6
eCn+1

d(z,K)
expω∗n+1

(
2

3e
d(z,K)

)
. (8)

Объединяя оценки (4) и (8), учитывая, что ω∗n 6 ω∗n+1 и ω∗n+1 не
возрастает на (0,+∞), получим, что в случае 0 < d(z,K) < 1

‖fz‖ωn,K 6
2eCn+1

d(z,K)
expω∗n+1

(
2

3e
d(z,K)

)
. (9)

б) В случае, когда d(z,K) > 1, имеем, что

|fz|ωn,K = sup
j∈N0

j!

dj+1eϕ
∗
n(j)

6
1

d
exp sup

j∈N0

(
ln j!− ϕ∗n(j)

)
,

|fz|Kωn 6
1

d
sup
m∈N0

1

dm+1eϕ
∗
n(m+1)

m! 3m+1

2
6

6
3

2d
exp sup

m∈N0

(
lnm! +m ln 3− ϕ∗n(m)

)
.

Применяя ту же самую оценку для j!, что и выше, а также лемму 1,
получаем

|fz|ωn,K 6
exp

(
ω∗n
(
2
e

)
+ 1
)

d
, |fz|Kωn 6

3 exp
(
ω∗n
(
2
3e

)
+ 1
)

2d
,

так что

‖fz‖ωn,K 6
3 exp

(
ω∗n
(
2
3e

)
+ 1
)

d(z,K)
, если d(z,K) > 1. (10)

Оценки (9) и (10) дают нужную нам оценку (2).
2) Для получения оценки нормы ‖fz‖ωn,K снизу используем нера-

венство

j! >
(j
e

)j
, j ∈ N,

и оценку (7). Тогда в случае d(z,K) < 1 получим

‖fz‖ωn,K > |fz|ωn,K >
1

d
exp sup

j∈N

(
ln j!− j ln d− ϕ∗n(j)

)
>

>
1

d
exp

(
− Cn−1 + sup

s>1

(
ωn−1(s)− sd

))
.
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Нетрудно проверить, что для произвольного веса ω с ω(1) = 0 спра-
ведливо неравенство

ω∗(r) 6 sup
t>1

(
ω(t)− tr

)
+ 1, r ∈ (0, 1).

Поэтому

‖fz‖ωn,K >
e−Cn−1−1

d(z,K)
expω∗n−1

(
d(z,K)

)
, 0 < d(z,K) < 1.

Если d(z,K) > 1, то

‖fz‖ωn,K > |fz|ωn,K = sup
j∈N0

j!

dj+1eϕ
∗
n(j)

>
0!

d eϕ
∗
n(0)

=
1

d
.

Тем самым установлена оценка (3). B

Следствие. Если весовая последовательность Ω = (ωn)
∞
n=1 из

Wnq
↑ удовлетворяет дополнительному ограничению

∀n ∈ N ∃Kn > 0 : ωn(2t) 6 ωn+1(t) +Kn, ∀ t > 0, (11)

то при всех n ∈ N

‖fz‖ωn,K 6





B̃n

d(z,K)
, d(z,K) > 1,

B̃n

d(z,K)
expω∗n+3

(
d(z,K)

)
, 0 < d(z,K) < 1,

(12)

где B̃n := Bn exp
(
Kn+1 +Kn+2

)
.

C Легко проверить, что если Ω удовлетворяет условию (11), то

ω∗n

(r
2

)
6 ω∗n+1(r) +Kn, r > 0,

так что

ω∗n+1

( 2

3e
d
)

6 ω∗n+1

(d
4

)
6 ω∗n+2

(d
2

)
+Kn+1 6 ω∗n+3(d)+Kn+1+Kn+2.

Отсюда следует нужное. B
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2. Преобразование Коши функционалов из E ′(Ω)(K)

Из теоремы 1 следует, в частности, что fz ∈ E(Ω)(K) при любом
z ∈ C \K. Поэтому для функционала ν ∈ E ′(Ω)(K) можно ввести его
преобразование Коши

ν̂(z) := ν(fz), z ∈ C \K.

Так как при некотором n ∈ N

|ν|∗n := sup

{ |ν(f)|
‖f‖ωn,K

: f ∈ E(Ω)(K), ‖f‖ωn,K 6= 0

}
<∞,

то

|ν̂(z)| 6





B̃n|ν|∗n
d(z,K)

, d(z,K) > 1,

B̃n|ν|∗n
d(z,K)

expω∗n+3

(
d(z,K)

)
, 0 < d(z,K) < 1,

(13)

Из этого сразу же следует, что ν̂ исчезает в ∞, так что естественно
положить ν̂(∞) := 0.

Для того чтобы доказать аналитичность функции ν̂(z), введем
оператор Ψ сдвига влево в пространстве джетов J(K)

Ψ : f = (f j)∞j=0 ∈ J(K) 7→ Ψf := (f j+1)∞j=0 ∈ J(K),

соответствующий оператору дифференцирования. Нетрудно прове-
рить, во-первых, что

(
Rmx Ψf

)k
(y) =

(
Rm+1
x f

)k+1
(y), f ∈ J(K), (14)

а во-вторых, что Ψ непрерывно действует из E(Ω)(K) в E(Ω)(K). Да-
лее на основании равенств (6) и (14) показывается, что

(
Rmx Ψfz

)k
(y) = − ∂

∂z

((
Rmx fz

)k
(y)
)
, z ∈ C \K. (15)

Теорема 2. Преобразование Коши ν̂(z) функционала ν ∈ E ′(Ω)(K)

представляет собой аналитическую в C \K и исчезающую в беско-
нечности функцию, причем

ν̂(k)(z) = (−1)kν
(
Ψkfz

)
, z ∈ C \K, k ∈ N0. (16)
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C Зафиксируем z ∈ C \K и покажем, что функция ν̂ дифферен-
цируема в точке z, причем ν̂ ′(z) = −ν(Ψfz).

∣∣∣∣
ν̂(w)− ν̂(z)

w − z + ν(Ψfz)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ν
(fw − fz
w − z +Ψfz

)∣∣∣∣ 6

6 |ν|∗n ·
∥∥∥∥
fw − fz
w − z +Ψfz

∥∥∥∥
ωn,K

.

(17)

То, что ∥∥∥∥
fw − fz
w − z +Ψfz

∥∥∥∥
ωn,K

→ 0 при w → z,

вытекает из следующего вспомогательного утверждения.

Лемма 4. Пусть K — компакт в R, lK > 1 таково, что K ⊂
⊂ [−lK , lK ], z ∈ C \ K, d− := min

{
d(z,K), 1

5lK

}
. Тогда при всех w

таких, что 0 < |w − z| < d−

4 , выполняется неравенство
∥∥∥∥
fw − fz
w − z +Ψfz

∥∥∥∥
ωn,K

6
100e

(d−)4
expω∗n

(
5lK
e

(d−)2
)
· |w − z|.

Доказательство леммы 4 основано на применении интегральной
формулы Коши и проводится с помощью равенства (15), леммы 1 и
формулы (6). Поэтому из (17) следует нужное. B

При каждом n определим банахово пространство

Aωn(C\K) :=

{
g ∈ H0(C\K) : |g|ωn,K := sup

z∈C\K

|g(z)| d(z,K)

expω∗n
(
d(z,K)

) <∞
}
,

где H0(C \K) — пространство всех функций, аналитических вне K
и исчезающих в бесконечно удаленной точке. Положим

A(Ω)(C \K) :=
∞⋃

n=1

Aωn(C \K)

и наделим это пространство топологией внутреннего индуктивного
предела пространств Aωn(C \K).

Из теорем 1 и 2 вытекает

Теорема 3. Пусть Ω = (ωn)
∞
n=1 ∈ Wnq

↑ удовлетворяет усло-
вию (11), K — непустой компакт в R. Тогда преобразование Коши

действует непрерывно из
(
E(Ω)(K)

)′
b

в A(Ω)(C \K).



112 Абанина Д. А.

Литература

1. Meise R., Taylor B. A. Whitney’s extension theorem for ultradifferentiable
functions of Beurling type // Ark. Mat.—1988.—V. 26.—P. 265–287.

2. Abanin A. V. On Whitney’s extension theorem for spaces of ultradifferentiable
functions // Math. Ann.—2001.—V. 320.—P. 115–126.

3. Абанина Д. А. Абсолютно представляющие системы экспонент с мнимыми
показателями в пространствах ультраджетов нормального типа и продолже-
ние функций по Уитни // Владикавк. мат. журн.—2005.—Т. 7, вып. 1.—С. 3–
15.

4. Абанин А. В., Филипьев И. А. Аналитическая реализация пространств, со-
пряженных к пространствам бесконечно дифференцируемых функций //
Сиб. мат. журн.—2006.—Т. 47, № 3.—C. 485–500.

Абанина Дарья Александровна

Ростов-на-Дону, Южный федеральный университет;
Владикавказ, Институт прикладной математики и
информатики ВНЦ РАН
E-mail: abanina@math.rsu.ru



УДК 517.98

ИЗМЕРИМЫЕ РАССЛОЕНИЯ РЕШЕТОК
ОРЛИЧА — КАНТОРОВИЧА

Б. С. Закиров

Рассматриваются решетки Орлича — Канторовича LM (B,m), ассоцииро-
ванные с полной булевой алгеброй B, N-функцией M и мерой m, заданной
на B и принимающей значения в алгебре всех измеримых действительных
функций. Получено представление этих решеток в виде пространства изме-
римых банаховых расслоений классических функциональных решеток Ор-
лича.

В связи с развитием общей теории интегрирования для вектор-
нозначных мер естественным стал интерес к пространствам, явля-
ющимся «векторнозначным» аналогом классических функциональ-
ных пространств. Так, например, теория Lp-пространств для мер со
значениями в алгебре L0-измеримых функций стала предметом ис-
следований многих математиков (см., например, [1, 2]). Детальное
описание пространства Орлича — Канторовича LM (∇,m), ассоции-
рованного с полной булевой алгеброй ∇, N -функцией M , мерой m,
заданной на ∇ и принимающей значения в алгебре L0, дано в [3, 4].
Пространства LM (∇,m) являются новыми полезными примерами
пространств Банаха — Канторовича, теория которых в настоящее
время достаточно хорошо разработана (см., например, [2, 5]). В част-
ности, получено представление пространства Банаха — Канторовича
как пространства измеримых сечений измеримых банаховых рассло-
ений [6]. При этом, если исходное пространство является решеткой
Банаха — Канторовича, то представляющее измеримое банахово рас-
слоение будет расслоением банаховых решеток [7]. Известно также,
что решетка Банаха — Канторовича Lp(∇,m) представима в виде
измеримого расслоения классических Lp-решеток [7]. В настоящей
работе аналогичная задача решается для решеток Орлича — Кан-
торовича LM (∇,m). Доказывается, что решетку Орлича — Канто-
ровича LM (∇,m) можно представить в виде измеримого расслоения
функциональных решеток Орлича, ассоциированных с числовыми
мерами.
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Используются терминология и обозначения теории булевых ал-
гебр и векторных решеток из [8, 9], теории векторного интегрирова-
ния из [1, 5], теории решеточно нормированных пространств из [2, 5],
а также терминология для измеримых расслоений булевых алгебр,
банаховых и метризуемых решеток из [7].

1. Предварительные сведения

Пусть (Ω,Σ, µ) — измеримое пространство с полной σ-конечной
мерой, M (Ω) — алгебра всех действительных измеримых функций,
определенных почти всюду на Ω, L∞(Ω) — подалгебра всех суще-
ственно ограниченных функций из M (Ω). Функции f, g ∈M (Ω) на-
зываются эквивалентными (пишем f ∼ g), если они совпадают по-
чти всюду в Ω. Обозначим через f∼ класс эквивалентности с пред-
ставителем f и положим L0 = L0(Ω) := L0(Ω,Σ, µ) := M (Ω)/∼.
Относительно естественного порядка в L0 (f∼ 6 g∼ ⇔ f 6 g по-
чти всюду) алгебра L0 является условно полной векторной решет-
кой со слабой единицей 1(ω) = 1, ω ∈ Ω, а множество ∇(Ω) всех
идемпотентов в L0 образует полную булеву алгебру. Ясно также,
что L∞(Ω) =

{
f∼ : f ∈ L∞(Ω)

}
является порядковым идеалом в

L0(Ω), порожденным элементом 1.

В дальнейшем вместо записи f∼ ∈ L0(Ω) будет использоваться
также и запись f ∈ L0(Ω), которая подразумевает, что рассматрива-
ется класс эквивалентности с представителем f .

Для элемента f ∈ L0(Ω) через s(f) обозначается его носитель,
т. е. s(f) = sup

n>1

{
|f | > n−1

}
, где

{
|f | > λ

}
есть идемпотент, являю-

щийся характеристической функцией χAλ
множества Aλ =

{
ω ∈ Ω :

|f(ω)| > λ
}
, λ ∈ R. Ясно, что fs(f) = f , и если fg = 0, то s(f)g = 0,

в частности, |f | ∧ |g| тогда и только тогда, когда s(f)s(g) = 0.

Пусть ∇ — произвольная булева алгебра, содержащая ∇(Ω) как
правильную подалгебру, X(∇) — стоуновский компакт, соответству-
ющий ∇, и L0(∇) := C∞(X(∇)) — алгебра всех непрерывных функ-
ций x : X(∇) → R = [−∞,+∞], принимающих значение ±∞ лишь
на нигде неплотных множествах из X(∇), C(X(∇)) — пространство
всех непрерывных числовых функций на X(∇). Ясно, что L0(Ω)
можно отождествить с подалгеброй в L0(∇).
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Пусть m : ∇ → L0(Ω) — строго положительная L0-значная мера
на ∇, обладающая свойством модульности, т. е. m(ge) = gm(e) для
всех e ∈ ∇, g ∈ ∇(Ω) [5].

Обозначим через L1(∇,m) пространство всех функций из L0(∇),
интегрируемых по L0-значной мере m. Для любого x ∈ L1(∇,m)
отображение ‖x‖1 =

∫
|x| dm определяет L0-значную норму в

L1(∇,m), относительно которой L1(∇,m) является пространством
Банаха — Канторовича [5, п. 6.1.10].

Для каждого p > 1 положим

Lp(∇,m) :=
{
x ∈ L0(∇) : |x|p ∈ L1(∇,m)

}
.

Тогда, относительно L0-нормы ‖x‖p :=
(∫
|x|p dm

)1/p
, Lp(∇,m) яв-

ляется решеткой Банаха — Канторовича над L0 [1, гл. VII, § 8.2; 2,
п. 4.2.2.].

Напомним теперь определение измеримого банахова расслоения.
Пусть X — банахово расслоение над Ω, т. е. отображение

ω 7→X (ω) из Ω в класс банаховых пространств. Значение X (ω) ба-
нахова расслоения называется его слоем в точке ω ∈ Ω. Отображение
s из непустого множества D ⊂ Ω в X называют сечением расслое-
ния X над D, если s(ω) ∈ X (ω) для всех ω ∈ D. Через S∼(Ω,X )
обозначается множество всех сечений расслоения X , определенных
почти всюду на Ω. Множество сечений C ⊂ S∼(Ω,X ) называется
измеримой структурой на X , если оно удовлетворяет следующим
условиям:

(a) λ1c1 + λ2c2 ∈ C для всех λ1, λ2 ∈ R и c1, c2 ∈ C ;
(b) поточечная норма |||c||| : Ω → R каждого элемента c ∈ C ,

определяемая по правилу |||c|||(ω) = ‖c(ω)‖X (ω), измерима;
(c) множество C послойно плотно в X , т. е. множество {c(ω) :

c ∈ C } плотно в пространстве X (ω) для каждого ω ∈ Ω.
Если C — измеримая структура в X , то пару (X ,C ) приня-

то называть измеримым банаховым расслоением над Ω. При этом
вместо (X ,C ) обычно будем писать просто X и иногда обозначать
измеримую структуру C символом CX .

Пусть (X ,C ) — измеримое банахово расслоение над Ω. Сече-
ние, совпадающее с сечением s на измеримом множестве A ∈ Σ и
равное нулю на дополнении к A, обозначим символом [A]s. Сече-
ние s ∈ S∼(Ω,X ) называют C -ступенчатым (или просто ступен-

чатым, если ясно о какой измеримой структуре идет речь), если
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s =
n∑
k=1

[Ak]ck для некоторых A1, A2, . . . , An ∈ Σ, c1, c2, . . . , cn ∈ C ,

n ∈ N. Сечение u ∈ S∼(Ω,X ) называется C -измеримым (или про-
сто измеримым), если для каждого A ∈ Σ, µ(A) < ∞, существу-
ет такая последовательность {sn}n∈N C -ступенчатых сечений, что
sn(ω) → u(ω) для почти всех ω ∈ A. Множество всех C -измеримых
сечений расслоения X обозначается символом M (Ω,Σ, µ,X /C )
или, короче, M (Ω,X ).

Непосредственно из определения измеримого расслоения выте-
кает, что если u, v ∈ S∼(Ω,X ) — измеримые сечения, e : Ω → R —
измеримая функция и α, β ∈ R, то сечения eu и αu+ βv измеримы.
Понятно также, что функция |||u||| измерима для каждого измеримого
сечения u.

Пусть X — измеримое банахово расслоение над Ω. Введем отно-
шение эквивалентности∼ в множестве M (Ω,X ), полагая u ∼ v, если
u(ω) = v(ω) для почти всех ω ∈ Ω. Класс эквивалентности, содержа-
щий элемент u ∈ M (Ω,X ), обозначается символом ũ := u∼. Фактор-
множество M (Ω,X )/∼ естественным образом превращается в век-
торное пространство, а именно, для α, β ∈ R и u, v ∈ M (Ω,X ) по-
лагают по определению αũ+ βṽ := (αu+ βv)∼.

Далее, для каждого элемента ũ ∈ M (Ω,X )/∼ вводится L0-
значная норма |ũ| := |||u|||∼ ∈ L0(Ω). Ясно, что пара (M (Ω,X )/∼, | · |)
является решеточно нормированным пространством над L0(Ω); это
пространство будем обозначать символом L0(Ω,X ).

Теорема 1.1 [6]. Для любого измеримого банахова расслоения
X над Ω множество L0(Ω,X ) с введенными операциями и нормой
является пространством Банаха — Канторовича над L0(Ω).

Символ L∞(Ω,X ) обозначает множество
{
u ∈M (Ω,X ) : |||u||| ∈

L∞(Ω)
}
. Элементы L∞(Ω,X ) называются (существенно) ограни-

ченными измеримыми сечениями расслоения X . Множество, со-
стоящее из классов эквивалентности существенно ограниченных се-
чений, обозначается символом L∞(Ω,X ). L∞(Ω,X ) является про-
странством Банаха Канторовича над L∞(Ω) [6].

Пусть X — измеримое банахово расслоение над Ω. Рассмотрим
лифтинг ρ : L∞(Ω) → L∞(Ω) (см., например, [5, 1.4.8]). Отобра-
жение lX : L∞(Ω,X ) → L∞(Ω,X ) называется векторнозначным

лифтингом пространства L∞(Ω,X ) (ассоциированным с ρ), если
для всех ũ, ṽ ∈ L∞(Ω,X ) и ẽ ∈ L∞(Ω) имеют место следующие
условия:
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(1) lX (ũ) ∈ ũ и dom (lX (ũ)) = Ω, где dom u — область определе-
ния для u ∈M (Ω,X );

(2) |||lX (ũ)||| = ρ (|ũ|);
(3) lX (ũ+ ṽ) = lX (ũ) + lX (ṽ);
(4) lX (ẽũ) = ρ(ẽ)lX (ũ);
(5) множество {lX (ũ) : ũ ∈ L∞(Ω,X )} послойно плотно в X . Ес-

ли существуют лифтинг пространства L∞(Ω) и ассоциированный с
ним векторнозначный лифтинг пространства L∞(Ω,X ), то говорят,
что X — измеримое банахово расслоение с лифтингом.

Теорема 1.2 [6]. Для любого пространства Банаха — Канторови-
ча X над L0(Ω) существует единственное с точностью до изометрии
измеримое банахово расслоение X над Ω, допускающее лифтинг,
такое, что пространства Банаха — Канторовича X и L0(Ω,X ) изо-
метрически изоморфны.

Измеримое банахово расслоение (X ,C ) над Ω называется изме-

римым расслоением банаховых решеток над Ω, если X (ω) — бана-
хова решетка для каждого ω ∈ Ω, и c1∨ c2 ∈ C для всех c1, c2 ∈ C . В
этом случае пространство L0(Ω,X ) относительно естественного ча-
стичного порядка (ũ 6 ṽ, если u(ω) 6 v(ω) для п. в. ω ∈ Ω) становит-
ся векторной решеткой. Более того, нетрудно проверить, что, если
X — измеримое расслоение банаховых решеток над Ω, то L0(Ω,X )
является решеткой Банаха — Канторовича над L0(Ω) [7].

Пусть X — измеримое расслоение банаховых решеток над Ω. Ес-
ли существуют лифтинг ρ пространства L∞(Ω) и ассоциированный
с ним векторнозначный лифтинг lX пространства L∞(Ω,X ) с до-
полнительным свойством

(6) lX (ũ ∨ ṽ) = lX (ũ) ∨ lX (ṽ) для всех ũ, ṽ ∈ L∞(Ω,X ),
то будем говорить, что X — измеримое расслоение банаховых реше-

ток с лифтингом.

Теорема 1.3 [7]. Для любой решетки Банаха — Kанторовича
X над L0(Ω) существует единственное с точностью до порядкового
изоморфизма измеримое расслоение банаховых решеток X над Ω,
допускающее лифтинг, такое, что решетки Банаха — Канторовича
X и L0(Ω,X ) порядково изометрически изоморфны.

Пусть теперь X — метрическое расслоение над Ω, т. е. отобра-
жение ω 7→ X (ω) из Ω в класс метрических пространств. Метрика
элементов x, y в слое X (ω) обозначается символом ρω(x, y).

Функция u, определенная почти всюду в Ω, называется сечени-

ем расслоения X над Ω, если u(ω) ∈ X (ω) для почти всех ω ∈ Ω
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(множество всех сечений расслоения X также, как и в банаховом
случае, обозначается через S∼(Ω,X )).

Пусть C ⊂ S∼(Ω,X ) — некоторое множество сечений. Пара
(X ,C ) называется измеримым метрическим расслоением над Ω, ес-
ли:

1) функция ω 7→ ρω(u(ω), v(ω)) измерима для каждой пары эле-
ментов u, v ∈ C ;

2) множество C послойно плотно в X .
Также, как и в случае измеримых банаховых расслоений, для из-

меримого метрического расслоения X определяются пространство
M (Ω,X ) всех C -измеримых сечений расслоения X и L0(Ω,X ) —
факторизация M (Ω,X ) по отношению к равенству почти всюду.
Класс, содержащий u ∈M (Ω,X ), обозначим через ũ.

Для каждой пары элементов ũ, ṽ ∈ L0(Ω,X ) вводится L0(Ω)-
значная метрика d(ũ, ṽ) = [ ρω(u(ω), v(ω))]

∼.
Если X — измеримое метрическое расслоение над Ω, такое, что

(X (ω), ρω) — полно для всех ω ∈ Ω, то пространство (L0(Ω,X ), d)
также является полным [7].

Пусть X — произвольное пространство с L0(Ω)-значной метри-
кой. Тогда существует измеримое метрическое расслоение полных
пространств X над Ω, такое, что X изометрически изоморфно под-
пространству (L0(Ω,X ), d) [7].

Пусть теперь∇ω, ω ∈ Ω — полные булевы алгебры со строго поло-
жительными числовыми мерами mω. Положим ρω(e, g) = mω(e M g),
e, g ∈ ∇ω. Тогда известно, что (∇ω, ρω) — полные метрические про-
странства [8, c. 206]. Пусть (∇,C ) — измеримое метрическое рас-
слоение над Ω, такое, что ∇(ω) = ∇ω для всех ω ∈ Ω. Пара (∇,C )
называется измеримым расслоением булевых алгебр над Ω, порож-
денным семейством (∇ω,mω)ω∈Ω, если:

(1) Ce ∈ C для всех e ∈ C , где Ce : ω ∈ dom(e) 7→ Ce(ω);
(2) e1 ∨ e2 ∈ C для всех e1, e2 ∈ C , где e1 ∨ e2 : ω ∈ dom(e1) ∩

dom(e2) 7→ e1(ω) ∨ e2(ω).
Пусть (∇,C ) — измеримое расслоение булевых алгебр над Ω. В

пространстве L0(Ω,∇) введем отношение частичного порядка, пола-
гая ẽ 6 g̃, если e(ω) 6 g(ω) для п. в. ω ∈ Ω и определим отображе-
ние m̃ : L0(Ω,∇) 7→ L0(Ω) по формуле m̃(ẽ) := [mω (e(ω))]

∼. Тогда,
относительно введенного отношения частичного порядка, L0(Ω,∇)
становится полной булевой алгеброй, а m̃ — L0(Ω)-значной строго
положительной мерой на L0(Ω,∇) [7].
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Каждому элементу e = χ̃A, A ∈ Σ из булевой алгебры ∇(Ω) идем-
потентов в L0(Ω) сопоставим элемент ẽ ∈ L0(Ω,∇), где

e(ω) =

{
1ω, если ω ∈ A,
0ω, если ω /∈ A.

.

Тогда ∇(Ω) отождествляется с правильной булевой подалгеброй в
L0(Ω,∇), т. е. L0(Ω,∇) можно считать модулем над∇(Ω), а меру m̃—
модульной, т. е. m̃(g̃ẽ) = g̃m̃(ẽ) для любых ẽ ∈ L0(Ω,∇) и g̃ ∈ ∇(Ω).

Теорема 1.4 [7]. Пусть ∇̂— произвольная полная булева алгебра,

m — строго положительная L0(Ω)-значная мера на ∇̂, причем ∇(Ω)

является правильной подалгеброй в ∇̂, и m(ge) = gm(e) для всех g ∈
∇(Ω) и e ∈ ∇̂. Тогда существует такое измеримое расслоение булевых

алгебр (∇,C ) над Ω, что булевы алгебры ∇̂ и L0(Ω,∇) изометрически
изоморфны.

Пусть (Xω, τω), ω ∈ Ω — метризуемые топологические векторные
решетки. Пусть ρω — метрика вXω, порождающая топологию τω (без
ограничения общности можно считать, что метрика ρω инвариантна
относительно сдвигов, т. е. ρω(x, y) = ρω(x−y, 0) для всех x, y ∈ Xω).

Пусть (X ,C ) — измеримое метрическое расслоение над Ω, такое,
что X (ω) = Xω для всех ω ∈ Ω. Пара (X ,C ) называется измери-

мым расслоением метризуемых топологических векторных реше-

ток над Ω, если
1) λ1c1 + λ2c2 ∈ C для всех λ1, λ2 ∈ R и c1, c2 ∈ C ;
2) c1 ∨ c2 ∈ C для всех c1, c2 ∈ C .

Теорема 1.5 [7]. Если X — измеримое расслоение полных мет-
ризуемых топологических векторных решеток, то (L0(Ω,X ), d) яв-
ляется полной метризуемой топологической векторной решеткой с
L0(Ω)-значной метрикой d, при этом d обладает свойством d(eũ, 0) =
ed(ũ, 0) для всех ũ ∈ L0(Ω,X ), e ∈ ∇(Ω).

2. Решетки Орлича — Канторовича,
ассоциированные с L0-значной мерой

В этом разделе напоминается определение решетки Орлича —
Канторовича, ассоциированной с L0-значной мерой и доказывается
несколько формул для вычисления нормы Орлича.
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Непрерывная выпуклая четная функция M : R → [0,∞) на-
зывается N -функцией, если lim

t→0

M(t)
t = 0 и lim

t→∞

M(t)
t = ∞. Вся-

кая N -функция M имеет вид M(t) =
|t|∫
0

p(s) ds, где p(t) — поло-

жительная при t > 0, непрерывная справа при t > 0, неубываю-
щая функция, для которой p(0) = 0 и lim

t→∞
p(t) = ∞ [10]. Положим

q(s) := sup
{
t : p(t) 6 s

}
, s > 0. Тогда функция M∗(t) :=

|t|∫
0

q(s) ds

также является N -функцией, и она называется дополнительной N -
функцией к M [10].

Говорят, что N -функция M удовлетворяет ∆2-условию, если су-
ществуют такие постоянные k > 0, t0 > 0, что M(2t) 6 kM(t) при
t > t0.

Пусть M — произвольная N -функция, x ∈ L0(∇). Множество
G =

{
t ∈ X(∇) : −∞ < x(t) < +∞

}
всюду плотно и открыто вX(∇).

Положим y(t) = M(x(t)), t ∈ G. Так как y = y(t) — непрерывная
функция на G, то существует единственное непрерывное продолже-
ние функции y(t) на всеX(∇) [9, V. 2.1]. Обозначим это продолжение
через y и положим M(x) = y. Множество

L0
M := L0

M (∇,m) :=
{
x ∈ L0(∇) : M(x) ∈ L1(∇,m)

}

называется L0-классом Орлича, а линейное пространство

LM := LM (∇,m) :=
{
x ∈ L0(∇) : xy ∈ L1(∇,m), ∀ y ∈ L0

M∗

}

называется L0-пространством Орлича, где M∗ — дополнительная N -
функция к M . Если m является числовой мерой (т. е. (L0(Ω) = R),
то приведенные выше определения совпадают с известными опре-
делениями класса и пространства Орлича измеримых функций(см.,
например, [10]).

Имеют место следующие вложения:

C(X(∇)) ⊂ L0
M (∇,m) ⊂ LM (∇,m) ⊂ L1(∇,m).

На LM (∇,m) определим L0-значную норму Орлича, полагая

‖x‖M := sup

{∣∣∣∣
∫
xy dm

∣∣∣∣ : y ∈ A(M∗)

}
, x ∈ LM (∇,m),
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где A(M∗) =
{
y ∈ L0

M∗ :
∫
M∗(y) dm 6 1

}
, 1 — единичный элемент

L0(Ω). Пара (LM (∇,m), ‖ · ‖M ) является решеткой Банаха — Канто-
ровича и ее естественно назвать решеткой Орлича — Канторовича,

ассоциированной с L0-значной мерой [3].
Как и в классических пространствах Орлича, наряду с нормой

Орлича ‖ · ‖M в LM (∇,m) можно рассматривать L0-значную нор-
му Люксембурга: ‖x‖(M) := inf{λ ∈ L0(Ω) :

∫
M
(
λ−1x

)
dm 6

1, λ — обратимый положительный элемент }, при этом пара(
LM (∇,m), ‖ · ‖(M)

)
является решеткой Банаха — Канторовича, ко-

торую также будем называть решеткой Орлича — Канторовича, ас-

социированной с L0-значной мерой [4].
Обычная формула для нормы Орлича пока не позволяет произ-

водить фактическое вычисление нормы. В связи с этим возникает
задача о других выражениях для нормы Орлича.

Через L+
0 (Ω) обозначим множество всех положитель-

ных обратимых элементов из L0(Ω). Положим Γ ={
n∑
i=1

λiei, λi ∈ R, ei ∈ ∇, i = 1, n

}
. Поскольку Γ ⊂ C(X(∇)), то

Γ ⊂ LM (∇,m).
В следующих утверждениях предлагаются новые способы вычис-

ления нормы Орлича ‖x‖M в случае, когда x ∈ Γ.

Предложение 2.1 (ср. с [10, теорема 10.4]). Пусть p(t) — пра-
вая производная N -функции M(t), x ∈ Γ, e = s (‖x‖M ), и пусть
существует такой элемент y из L+

0 (Ω), что имеет место равенство

∫
M∗(p(y|x|) dm = e. (1)

Тогда

‖x‖M =

∫
p(y|x|)|x| dm. (2)

C В силу (1) имеем

∫
p(y|x|)|x| dm 6 sup

{∫
xz dm : z ∈ A(M∗)

}
= ‖x‖M .

С другой стороны, из неравенства Юнга [10, с. 24] для любого
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y ∈ L+
0 (Ω) вытекает, что

‖x‖M 6 y−1 sup

{∣∣∣∣
∫
yxz dm

∣∣∣∣ : z ∈ A(M∗)

}
6

6 y−1 sup

{∫
(M(yx) +M∗(ez)) dm : z ∈ A(M∗)

}
=

= y−1
(
e+

∫
M(yx) dm

)
.

(3)

Следовательно, в силу (1) имеем

‖x‖M 6 y−1
(∫

M∗(p(y|x|) dm+

∫
M(yx) dm

)
.

Отсюда и из известного равенства [10, с. 24]

|t|p(|t|) =M(t) +M∗(p(|t|))

получаем, что

‖x‖M 6 y−1
∫
y|x|p(y|x|) dm =

∫
|x|p(y|x|) dm. B

Теорема 2.2 (ср. с [10, теорема 10.5]). Для каждого x ∈ Γ имеет
место равенство

‖x‖M = inf

{
y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
,

где e = s(‖x‖M ).
C Предположим сначала, что функция p(t) непрерывна. В этом

случае, используя рассуждения из [10, с. 108], примененные для вы-
числения числовой нормы Орлича, получим, что для данного x ∈ Γ
найдется такой элемент y ∈ L+

0 (Ω), что выполняется равенство (1).
Поэтому, в силу доказательства предложения 2.1 получим, что

‖x‖M = y−1
(
e+

∫
M(yx) dm

)
.

С другой стороны, для любого x ∈ Γ при любом y ∈ L+
0 (Ω) имеем

‖x‖M = y−1 sup

{∣∣∣∣
∫
yxz dm

∣∣∣∣ : z ∈ A(M∗)

}
6 y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
.
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Поэтому

‖x‖M = min

{
y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
.

Освободимся теперь от предположения о непрерывности p(t). Ка-
кова бы ни были N -функция M и ε > 0, легко построить такую
N -функцию M1(t) с непрерывной производной, что

M(t) < M1(t) < M((1 + ε)t) (t > 0).

Из этих неравенств вытекает, что LM (∇,m) = LM1
(∇,m) и

‖x‖M 6 ‖x‖M1
6 (e+ ε · 1)‖x‖M . (4)

Кроме того, из неравенств (3) и (4) получим, что

inf

{
y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
6

6 inf

{
y−1

(
e+

∫
M1(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
= ‖x‖M1

6

6 (e+ ε1)‖x‖M 6 (e+ ε1) inf

{
y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
,

откуда

(e+ ε1)−1‖x‖M1
6 inf

{
y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
.

Следовательно, в силу (4) получим, что

(e+ ε1)−1‖x‖M 6 inf

{
y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
6

6 (e+ ε1)‖x‖M .

В силу произвольности ε, отсюда получим равенство

‖x‖M = inf

{
y−1

(
e+

∫
M(yx) dm

)
: y ∈ L+

0 (Ω)

}
. B
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3. Измеримые расслоения банаховых решеток
Орлича — Канторовича, ассоциированных

с L0-значной мерой

Пусть ∇̂ — произвольная полная булева алгебра, m̃ — строго по-
ложительная L0(Ω)-значная мера на ∇̂, и (∇̂, ρ̂) — метрическое про-
странство с L0-значной метрикой ρ̂(e, g) = m̃(e M g), e, g ∈ ∇̂.

По прежнему считаем, что булева алгебра ∇(Ω) идемпотентов
в L0(Ω) есть правильная подалгебра в ∇̂ и m̃ обладает свойством
модульности, т. е. m̃(ge) = gm̃(e) для всех g ∈ ∇(Ω) и e ∈ ∇̂.

В силу теоремы 1.4 существует такoе измеримое расслоение
(∇,C ) булевых алгебр, порожденное семейством (∇ω,mω)ω∈Ω, что
булевы алгебры ∇̂ и ∇̃ = L0(Ω,∇) изометрически изоморфны. Обо-
значим через γω гомоморфизм из булевой алгебры ∇̃ в булеву ал-
гебру ∇ω, построенный при доказательстве теоремы 1.4 [7], и по-

ложим e(ω) := γω(e), e ∈ ∇̃. Покажем, что ∇ω =
{
e(ω) : e ∈ ∇̃

}
.

Действительно, пусть g ∈ ∇ω, и ek — такие элементы из ∇̃, что

ek(ω)
mω−→ g. Тогда существует подпоследовательность ekn(ω)

(o)−→ g.
Пусть rn = inf

s>n
eks ∈ ∇̃. Согласно [7], получим rn(ω) = inf

s>n
(eks(ω))

и sup
n>1

rn(ω) = sup
n>1

(
inf
s>n

(eks(ω))

)
= g. Если r = sup

n>1
rn, то r ∈ ∇̃ и

r(ω) = g. Это означает, что γω
(
∇̃
)
= ∇ω.

Пусть X(∇̃) и X(∇ω) — стоуновские компакты, соответствую-
щие булевым алгебрам ∇̃ и ∇ω, ω ∈ Ω. Рассмотрим в L0(∇̃) =

C∞(X(∇̃)) L0-значную метрику ρ̃(u, v) =
∫ |u−v|

1+|u−v| dm, u, v ∈ L0(∇̃)

и в L0(∇ω) = C∞(X(∇ω)) числовую метрику ρω(u(ω), v(ω)) =∫ |u(ω)−v(ω)|
1+|u(ω)−v(ω)| dmω, u(ω), v(ω) ∈ L0(∇ω), ω ∈ Ω.

Как показано в [7],
{(
L0(∇ω), ρω

)}
ω∈Ω

порождает измеримое рас-
слоение метризуемых топологических векторных решеток (X ,C ),
такое, что метризуемые топологические L0-векторные решетки(
L0(∇̃), ρ̃

)
и (L0(Ω,X ), d) порядково изометрически изоморфны,

при этом

C =

{ n∑

i=1

λiei, λi ∈ R, ei ∈ M (Ω,∇), i = 1, n

}
,
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а множество Γ =

{
n∑
i=1

λiẽi, λi ∈ R, ẽi ∈ ∇̃, i = 1, n

}
плотно в

(
L0(∇̃), ρ̃

)
(Γ(ω) плотно в (L0(∇ω), ρω) для п. в. ω ∈ Ω).

Пусть M — N -функция, M∗ — дополнительная N -функция к M ,
и M , M∗ удовлетворяют ∆2-условию при t0 = 0, т. е. M(2t) 6 kM(t)

и M∗(2t) 6 kM∗(t) для всех t > 0 и некоторого k. Пусть LM (∇̃, m̃) —
решетка Орлича — Канторовича, ассоциированная с L0-значной ме-
рой m̃ на ∇̃ (см. п. 2), LM (∇ω,mω) — обычные классические про-
странства Орлича, построенные по числовой мере mω на ∇ω. Через
‖ · ‖M и ‖ · ‖ωM обозначим нормы Орлича соответственно в LM (∇̃, m̃)
и LM (∇ω,mω).

Пусть X — банахово расслоение над Ω, слоями которого явля-
ются пространства LM (∇ω,mω), ω ∈ Ω. Положим

C =

{
n∑

i=1

λiei, λi ∈ R, ei ∈M (Ω,∇), i = 1, n

}
.

Ясно, что C является множеством сечений расслоения X , опреде-
ленных п. в. на Ω, т. е. C ⊂ S∼ (Ω,X ).

Теорема 3.1. Пара (X ,C ) является измеримым расслоением ба-
наховых решеток над Ω, таким, что решетки Банаха — Канторовича
LM (∇̃, m̃) и L0(Ω,X ) порядково изометрически изоморфны.

C Покажем, что Γ плотно в
(
LM (∇̃, m̃), ‖ · ‖M

)
. Пусть x ∈

LM (∇̃, m̃) и W — заполненная окрестность нуля в (L0(Ω), t), где
t — топология сходимости локально по мере в L0(Ω) (напомним,

что fn
t−→ f , fn, f ∈ L0(Ω), если fnχA → fχA по мере µ для

любого A ∈ Σ, µ(A) < ∞; окрестность W нуля в (L0(Ω), t) на-
зывается заполненной, если из |f | 6 |g|, f ∈ L0(Ω), g ∈ W сле-
дует, что f ∈ W ). Выберем заполненную окрестность нуля W1 в
(L0(Ω), t) так, чтобы W1 +W1 ⊂ W . Положим gn = {|x| > n} ∈ ∇̃.
Ясно, что gn ↓ 0, и поскольку M удовлетворяет ∆2-условию, то

M(x) ∈ L1

(
∇̃, m̃

)
и, следовательно,

∫
M(x)gn dm̃ ↓ 0. Отсюда выте-

кает, что
∫
M(xgn) dm̃ =

∫
M(x)gn dm̃ ∈ W1 при n > n0 для некото-

рого номера n0.
Выберем ε > 0 так, чтобыM(ε) m̃(1) ∈W1. Так как |x| (1− gn0) 6

n0, то используя спектральную теорему для L0(∇̃) можно вы-
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брать yε =
l∑
i=1

riei ∈ Γ ⊂ L0(∇̃), где ri ∈ R, ei ∈ ∇̃, i =

1, . . . , l, так, чтобы (1− gn0) yε = yε и |x (1− gn0)− yε| < ε1, т. е.∫
M (x (1− gn0)− yε) dm̃ ∈W1. Следовательно,

∫
M(x− yε) dm̃ =

=

∫
M(xgn0) dm̃+

∫
M(x(1− gn0)− yε) dm̃ ∈W1 +W1 ⊂W.

Это означает, что существует последовательность {yn} ⊂ Γ, для ко-

торой
∫
M(x − yn) dm̃

t→ 0. Отсюда в силу теоремы 3.1 [4] следует,

что ‖x− yn‖M t→ 0, т. е. Γ плотно в (LM (∇̃, m̃), ‖ · ‖M ). Аналогично
устанавливается, что Γ(ω) плотно в (LM (∇ω,mω), ‖ · ‖ωM ) для п. в.
ω ∈ Ω.

Далее нам понадобятся следующие две леммы.

Лемма 3.2. Если x ∈ L0(∇̃), то M(x)(ω) = M(x(ω)) для п. в.
ω ∈ Ω.

C Пусть x ∈ Γ, т. е. x =
n∑
i=1

λiẽi, λi ∈ R, ẽi ∧ ẽj = 0 при i 6= j.

Тогда M(x) =
n∑
i=1

M(λi)ẽi ∈ Γ, и x(ω) = l(x)(ω) =
n∑
i=1

λiγω(ẽi), где

l — отображение из Γ в L∞(Ω,X ), построенное при доказательстве
предложения 3.4 [7], γω : ∇̃ → ∇ω — соответствующий гомомор-
физм булевых алгебр [7, теорема 1.4] (напомним, что γω(∇̃) = ∇ω).
Следовательно, имеем

M(x)(ω) =

(
n∑

i=1

M(λi)ẽi

)
(ω) = l

(
n∑

i=1

M(λi)ẽi

)
(ω) =

=

n∑

i=1

M(λi)γω(ẽi) =M

(
l

(
n∑

i=1

λiẽi

)
(ω)

)
=M(x(ω))

для всех ω ∈ Ω.
Если x — произвольный элемент из L0(∇̃), то существует такая

последовательность положительных простых элементов {xn}, что
xn ↑ |x|. Тогда M(xn) ↑ M(|x|) = M(x) [3, лемма 2.4]. Поскольку
xn(ω) ↑ x(ω) и M(xn)(ω) ↑ M(x)(ω) для п. в. ω ∈ Ω [7, теорема 4.1],
то получим, что M(xn)(ω) → M(x)(ω) и M(xn(ω)) → M(x(ω)) п. в.
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Следовательно, M(x)(ω) = lim
n
M(xn)(ω) = lim

n
M(xn(ω)) = M(x(ω))

для п. в. ω ∈ Ω. B

Лемма 3.3. Пусть x̃ ∈ L0(∇) и {x(ω)}ω∈Ω — представитель из

класса x̃ ∈ L0(∇̃), x(ω) ∈ L0(∇ω). Тогда элемент x̃ ∈ LM (∇̃, m̃) тогда
и только тогда, когда x(ω) ∈ LM (∇ω,mω) для п. в. ω ∈ Ω, при этом
‖x̃‖M = [‖x(ω)ωM ]

∼
.

C Пусть x̃ ∈ LM (∇̃, m̃), и x(ω) ∈ L0(∇ω). Поскольку M удо-
влетворяет ∆2-условию, то M(|x̃|) ∈ L1(∇̃, m̃). Тогда в силу теоре-
мы 3.3 [7], M(x̃)(ω) ∈ L1(∇ω,mω) для п. в. ω ∈ Ω. Отсюда, используя
лемму 3.2, получим, что M(x(ω)) ∈ L1(∇ω,mω) для п. в. ω ∈ Ω. Это
означает, что x(ω) ∈ LM (∇ω,mω) для п. в. ω ∈ Ω.

Обратно, пусть x̃ ∈ L0(∇) и {x(ω)}ω∈Ω — представитель из класса
x̃, причем x(ω) ∈ LM (∇ω,mω) для п. в. ω ∈ Ω. Тогда M(x(ω)) ∈
L1(∇ω,mω), т. е. M(x̃)(ω) ∈ L1(∇ω,mω) (см. лемму 3.2) для п. в.
ω ∈ Ω. Отсюда M(x̃) ∈ L1(∇̃, m̃) [7], т. е. x̃ ∈ LM (∇̃, m̃).

Таким образом, для x̃ = {x(ω)}ω∈Ω ∈ L0(∇̃) элемент x̃ ∈
LM (∇̃, m̃) тогда и только тогда, когда x(ω) ∈ LM (∇ω,mω) для п. в.
ω ∈ Ω. Остается показать равенство ‖x̃‖M = [‖x(ω)‖ωM ]

∼.
Так как L0(Ω) имеет счетный тип (т. е. любое семейство нену-

левых попарно дизъюнктных идемпотентов из L0(Ω) не более, чем
счетно), то, согласно [9], найдется такая возрастающая последова-
тельность 0 6 yn ∈ A(M∗), что ‖x‖M = sup

n>1

{∫
|x|yn dm̃

}
. Отсюда и

из теоремы 4.1 [7] получим, что

‖x‖M (ω) = sup
n>1

{∫
|x|yn dm̃

}
(ω) = sup

n>1

[(∫
|x|yn dm

)
(ω)

]
6 ‖x(ω)‖ωM

для п. в. ω ∈ Ω.
С другой стороны, если x̃ ∈ Γ, то, используя опять счетность

типа L0(Ω) и теорему 2.2, находим последовательность {yn} ∈ L+
0 (Ω)

такую, что

‖x̃‖M = inf

{
y−1n

(
e+

∫
M(ynx̃) dm̃

)}
.

Следовательно, для п. в. ω ∈
{
‖x‖M (ω) > 0

}
имеем, что [7, теоре-
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ма 4.1]

‖x̃‖M (ω) = inf
n>1

{
[yn(ω)]

−1

(
e(ω) +

∫
M(yn(ω))x̃(ω) dmω

)}
>

> inf
λ>0

{
λ−1

(
1 +

∫
M(λx̃(ω)

)
dmω

}
= ‖x(ω)‖ωM

[10, теорема 10.5].
Таким образом, для любого x ∈ Γ

‖x̃‖M (ω) = ‖x(ω)‖ωM для п. в. ω ∈ Ω.

Пусть 0 6 x̃ ∈ LM (∇̃, m̃). Тогда существует 0 6 x̃n ∈ Γ, что
x̃n ↑ x̃, т. е. x̃ − x̃n ↓ 0. Следовательно, в силу леммы 2.4 [3]
M(x̃ − x̃n) ↓ 0. Поэтому последовательность xn сходится в сред-
нем к элементу x. Отсюда в силу теоремы 3.1 [4] следует, что

‖x̃n − x̃‖M п. в.−→ 0. Поскольку |‖x̃n‖M − ‖x̃‖M | 6 ‖x̃n − x̃‖M , то

‖x̃n‖M п. в.−→ ‖x̃‖M . Следовательно, ‖xn(ω)‖ωM = ‖x̃n‖M (ω)→ ‖x̃‖M (ω)

п. в., т. е. ‖x̃‖M (ω)
п. в.
= lim ‖xn(ω)‖ωM .

Так как x̃n ↑ x̃, то xn(ω) ↑ x(ω) для п. в. ω ∈ Ω. Следовательно,
‖xn(ω)‖ωM ↑ ‖x̃(ω)‖ωM (свойство нормы Орлича). Это означает, что

‖x(ω)‖ωM = ‖x̃‖M (ω) для п. в. ω ∈ Ω.

Если x̃ — произвольный элемент из LM (∇̃, m̃), то для п. в. ω ∈ Ω

‖x‖M (ω) = ‖ | x | ‖M (ω) = ‖ | x | (ω)‖ωM = ‖x(ω)‖ωM . B

Продолжаем доказательство теоремы.
Из леммы 3.3 и предыдущих рассуждений следует, что множество

сечений C является измеримой структурой в X , т. е. пара (X ,C )
есть измеримое банахово расслоение над Ω.

Так как ((LM (∇ω,mω), ‖ · ‖ωM ) — банахова решетка для каждого
ω ∈ Ω, и c1 ∨ c2 ∈ C для всех c1, c2 ∈ C , то пара (X ,C ) является
измеримым расслоением банаховых решеток над Ω.

Рассмотрим решетку Банаха — Канторовича L0(Ω,X ) над L0(Ω)
(см. теорему 1.3) и покажем, что L0(Ω,X ) изометрически порядково
изоморфно решетке Орлича — Канторовича LM (∇̃, m̃).
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Пусть ũ ∈ L0(Ω,X ), где u ∈ C , т. е. u(ω) =
n∑
i=1

λiei(ω), ω ∈ Ω.

Зададим отображение Φ0 : C̃ 7→ LM (∇̃, m̃), полагая Φ0(ũ) = υ̃ =
n∑
i=1

λiẽi. Тогда, используя лемму 3.3, получим

‖Φ0(ũ)‖M = ‖υ̃‖M =
[
‖υ(ω)‖ωM

]∼
=

[
‖

n∑

i=1

λiei(ω)‖ωM
]∼

= ‖ũ‖M .

Это означает, что Φ0 : C̃ 7→ LM (∇̃, m̃) является изометрией. Оче-
видно, что Φ0 линейно, Φ0(eũ) = eΦ0(ũ) для всех e ∈ ∇(Ω) и ũ ∈ C̃ .
Кроме того, Φ0(ũ) > 0 тогда и только тогда, когда ũ > 0. Ясно также,
что множество ступенчатых сечений для (X ,C ) совпадает с C .

Пусть ũ ∈ L0(Ω,X ), где u ∈ M (Ω,X ). Существует такая после-
довательность {un} ⊂ C , что un(ω) → u(ω) п. в. по норме Орлича
‖ · ‖ωM . Следовательно, ũn → ũ по норме ‖ · ‖, т. е. C̃ — (bo)-плотно в
L0(Ω,X ). С другой стороны, Φ0(C̃ ) = Γ — (bo)-плотно в LM (∇̃, m̃).
Отсюда, в силу предложения 3.1 [7], получим, что Φ0 продолжает-
ся до порядково изометрического изоморфизма решетки Банаха —
Канторовича L0(Ω,X ) на LM (∇̃, m̃). B

Отметим, что из теоремы 3.1 вытекает, что если ∇̃ — полная
булева алгебра со строго положительной L0-значной мерой, обла-
дающей свойством модульности, то решетка Орлича — Канторови-
ча LM (∇̃, m̃) разлагается в измеримое расслоение {LM (∇ω,mω)}ω∈Ω
обычных классических пространств Орлича.
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ДВОЙСТВЕННОСТЬ И ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ВЕСОВЫХ
АНАЛИТИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ БЕСОВА НА

ЕДИНИЧНОМ ДИСКЕ1

Ф. Д. Кодзоева

В настоящей работе приводятся результаты о двойственности и интерполя-
ции весовых пространств Бесова Bλ

p (D), 1 < p <∞, на единичном диске D

комплексной плоскости.

Введение

Пусть D — единичный диск в комплексной плоскости C. Для
0 < p <∞, −1 < λ <∞ определим весовое пространство Бесова
Bλp (D) как множество аналитических на D функций, для которых

∫

D

(1− |z|2)Np−2|f (N)(z)|p dµλ(z) <∞,

где

dµλ(z) = (λ+ 1)(1− |z|2)λ dµ(z), dµ(z) =
1

π
dx dy,

а N — фиксированное натуральное число, удовлетворяющее условию
N > 1−λ

p .
Безвесовое пространство Бесова на случай неограниченной сим-

метричной области было описано в работах [1, 2, 3]. В работах [7]
и [8] приведена характеризация функций из весового пространства
Бесова Bλp (D) в терминах весового проектора Бергмана, средней ос-
цилляции функции f в метрике Бергмана и др.

В настоящей работе приводятся результаты о двойственности и
интерполяции весовых пространств Бесова Bλ

p (D).

1Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований,
проект № 04-01-00862-A.
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1. Вспомогательные сведения

Формулы и утверждения, приведенные ниже, взяты из [4] и [5].
Пусть dm — дифференциал весовой меры Лебега. Пространство
Lp(D, dm) состоит из измеримых на D функций f , удовлетворя-
ющих условию

∫
D

|f(z)|p dm(z) < ∞. Пусть A 2
λ (D) обозначает ве-

совое пространство Бергмана на D, состоящее из аналитических
на D функций, принадлежащих весовому пространству L2(D, dµλ),
−1 < λ <∞.

Для дальнейшего удобно ввести следующие обозначения:

dν(z) =
dµ(z)

(1− |z|2)2 , dνλ(z) = (λ+ 1)(1− |z|2)λdν(z).

Следующие два утверждения, на которые мы будем ссылаться
в дальнейшем, для краткости изложения приведем без доказатель-
ства.

Теорема 1. Пусть 0 < p < ∞, −1 < λ < ∞, 1 + α не является
отрицательным целым числом и функция f аналитична на D. Тогда
следующие условия эквивалентны:

1) f ∈ Bλp (D);

2) функция (1 − |z|2)tRα,tf(z) принадлежит пространству
Lp(D, dνλ) для некоторого положительного t > 1−λ

p , где 1 + α + t
не является целым отрицательным числом;

3) функция (1 − |z|2)tRα,tf(z) принадлежит пространству
Lp(D, dνλ) для всех положительных t > 1−λ

p , где 1 + α + t не яв-
ляется целым отрицательным числом.

Следствие 1. Пусть 0 < p <∞, t — такое положительное число,
что t > 1−λ

p и 2+α не является целым отрицательным числом. Тогда

Rα,t есть ограниченный обратимый оператор, действующий изBλ
p (D)

в A
p
pt−2+λ(D).

2. Интерполяция пространств Бесова

Пусть
[
Bλp0(D), Bλp1(D)

]
θ

обозначает интерполяционное простран-
ство, полученное методом комплексной интерполяции.

Теорема 2. Пусть 1 6 p0 < p1 6 ∞. Если θ ∈ (0, 1) и−1 < λ <∞,
то [

Bλp0(D), Bλp1(D)
]
θ
= Bλp (D),

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
с точностью до эквивалентности норм.
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C Пусть ‖f‖∗,Bλ
p (D)

= inf{ ‖ϕ‖Lp(dνλ) : PλDϕ = f} — фактор-норма

в пространстве Bλp (D).
Если f ∈ Bλp (D), то согласно теореме 3.3 из [8] существует функ-

ция g ∈ Lp(D, dνλ) такая, что f = P λ
D
g и ‖g‖Lp(D,dνλ) 6 C1‖f‖∗,Bλ

p (D)
,

где C1 = C1(p) — постоянная, не зависящая от f .
Для любого комплексного числа ξ такого, что 0 6 Re ξ 6 1 введем

обозначение

gξ(z) =
g(z)

|g(z)| |g(z)|
p
(
1−ξ
p0

+ ξ
p1

)
, z ∈ D,

и пусть fξ = Pλ
D
gξ. Легко заметить, что fξ ∈ Bλp0(D) для Re ξ = 0 и

fξ ∈ Bλp1(D) для Re ξ = 1.
Согласно теореме 3.3 из [8] для всех ξ таких, что Re ξ = 0, спра-

ведливо неравенство

‖fξ‖p0∗,Bλ
p0

(D)
6 C2‖f‖p∗,Bλ

p (D)
,

и, аналогично, для всех ξ таких, что Re ξ = 1, выполняется

‖fξ‖p1∗,Bλ
p1

(D)
6 C2‖f‖p∗,Bλ

p (D)
,

где C2 = C2(p) — постоянная, не зависящая от f .
Поскольку fθ = f, то f ∈

[
Bλp0(D), Bλp1(D)

]
θ
, причем

‖f‖[Bλ
p0

(D),Bλ
p1

(D)]
θ

6 C‖f‖∗,Bλ
p (D)

.

С другой стороны, если f ∈
[
Bλp0(D), Bλp1(D)

]
θ
, то существует

функция fξ, где Re ξ ∈ [0, 1] такая, что fξ ∈ Bλp0(D), когда Re ξ = 0,
fξ ∈ Bλp1(D), когда Re ξ = 1, и fθ = f .

Обозначим

gξ = C(1− |z|2)2
∫

D

fξ(w)

(1− zw̄)4+λ dµλ(w), 0 6 Re ξ 6 1, z ∈ D.

Согласно теореме 1 имеем gξ ∈ Lp0(D, dνλ) для Re ξ = 0, причем,

‖gξ‖Lp0 (D,dνλ) > ‖fξ‖∗,Bλ
p0

(D),
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и gξ ∈ Lp1(D, dνλ) для Re ξ = 1, причем,

‖gξ‖Lp1 (D,dνλ) > ‖fξ‖∗,Bλ
p1

(D).

По свойствам комплексной интерполяции в Lp-пространствах мы
получим, что gθ ∈ Lp(D, dνλ), а это, согласно теореме 3.3 из [8], озна-
чает, что f = fθ = Pλ

D
gθ принадлежит пространству Bλp (D), что и

завершает доказательство теоремы. B

3. Двойственность пространств Бесова

Введем обозначение

V λf(z) = 3(1− |z|2)2Rλ,2f(z), f ∈ H(D). (1)

Лемма 1. Пусть f и g — ограниченные аналитические функции
на D, тогда справедливо равенство

∫

D

f(z)g(z) dµλ(z) =

∫

D

f(z)V λg(z) dµλ(z).

Теорема 3. Пусть 1 < p <∞ и 1
p +

1
q = 1, −1 < λ <∞ и

〈f, g〉∗λ =

∫

D

V λf(z)V λg(z) dνλ(z), f ∈ Bλp (D), g ∈ Bλq (D). (2)

Тогда
(
Bλp (D)

)∗ ∼= Bλq (D) с точностью до эквивалентности норм.

C Каждая из функций g ∈ Bλq (D) посредством скалярного про-
изведения (2) порождает ограниченный линейный функционал на
Bλp (D).

Чтобы показать, что каждый ограниченный линейный функцио-
нал F на Bλp (D) возникает таким образом, напомним, что согласно
следствию 1 оператор Rλ,2 является ограниченным обратимым опе-
ратором, действующим из Bλp (D) в A

p
2(p−1)+λ.

Таким образом, условие F ∈
(
Bλp (D)

)∗
равносильно тому, что

F ◦Rλ,2 ∈ (A p
2(p−1)+λ(D))∗, что, согласно теореме 2.12 из [5], экви-

валентно существованию функции ϕ ∈ A
q
2(p−1)+λ такой, что

F ◦Rλ,2(f) =
∫

D

f(z)ϕ(z)(1− |z|2)2(p−1) dµλ(z)

для всех функций f ∈ A
p
2(p−1)+λ(D).
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Пусть

g(z) =
1

3

∫

D

ϕ(w)(1− |w|2)2(p−1)
(1− zw̄)2+λ dµλ(z).

Поскольку ϕ ∈ A
q
2(p−1)+λ, то, очевидно,

ϕ(w)(1− |w|2)2p−2 ∈ Lq(D, dνλ).

Тогда, согласно теореме 3.3 из [8], функция g(z) = P λ
D
[ϕ(w)(1 −

−|w|2)2p−2] принадлежит пространству Bλq (D). По теореме Фубини

F ◦Rλ,2(f) =
∫

D

f(z)g(z) dµλ(z), f ∈ A
p
2(p−1)+λ(D).

Тогда

F (f) =

∫

D

Rλ,2f(z)g(z) dµλ(z), f ∈ Bλp (D).

По лемме 1 имеем

F (f) =

∫

D

Rλ,2f(z)V λg(z) dµλ(z),

или, что то же самое,

F (f) =

∫

D

V λf(z)V λg(z) dνλ(z). B

Аналогично доказывается и следующая теорема о двойственно-
сти.

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞ и 1
p +

1
q = 1, −1 < λ <∞ и

〈f, g〉λ =

∫

D

f ′(z)g′(z) dµλ(z), f ∈ Bλp (D), g ∈ Bλq (D).

Тогда
(
Bλp (D)

)∗ ∼= Bλq (D) с точностью до эквивалентности норм.
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УДК 513.8+517.1

БЕСКОНЕЧНОМЕРНАЯ ГОЛОМОРФНОСТЬ
И СУПЕРАНАЛИЗ1

В. П. Кондаков

Статья представляет собой обзор некоторых наиболее значимых результа-
тов по бесконечномерной голоморфности, связанных с базисами в простран-
ствах голоморфных функций. Среди них замечания о представлении про-
странств голоморфных функций на ядерных пространствах Кёте, о базис-
ности системы мономов в аналогичных пространствах на монтелевских про-
странствах Кёте, а также идеи построения борнологических пространств го-
ломорфных функций и определения алгебр типа Грассмана, исходя из пред-
ставлений пространств голоморфных функций в виде пространств Кёте.

Под бесконечномерной голоморфностью понимают исследование
вопросов, связанных с голоморфными по Гато отображениями меж-
ду бесконечномерными пространствами при различных дополни-
тельных ограничениях, обусловленных наличием топологий в про-
странствах и спецификой вопросов [12, 15–20, 23, 24]. Эти дополни-
тельные ограничения позволяют в ряде случаев установить характер
сходимости тейлоровских разложений и, иногда, базисность системы
мономов, определенной при наличии базиса в исходном пространстве
для комплекснозначных голоморфных функций.

В настоящем обзоре приводится некоторая часть результатов по
бесконечномерной голоморфности, связанных с базисами в этих про-
странствах. Автору обзора принадлежат замечания о представле-
нии пространств голоморфных функций на ядерных пространствах
Кёте, о базисности системы мономов в аналогичных пространствах
на монтелевских пространствах Кёте и идеи построения борноло-
гических пространств голоморфных функций и определения алгебр
типа Грассмана, исходя из представлений пространств голоморфных
функций в виде пространств Кёте.

В общем случае естественно определять пространства голоморф-
ных функций путем замыкания в различных топологиях равномер-
ной сходимости (или борнологиях) линейной оболочки пространств
n-однородных полиномов (определение напомним ниже) при всех n.

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований, проект № 07-01-00329-а.



138 Кондаков В. П.

В первой части работы обсуждаются реализации пространств го-
ломорфных функций на ядерных пространствах Кёте, а также во-
прос базисности системы мономов при более слабых ограничениях.

После того, как в ряде задач квантовой теории назрела необходи-
мость использования функций от антикоммутирующих переменных,
соответствующий анализ таких функций (сначала физики) стали на-
зывать суперанализом, а более общие теории в совокупности — су-

перматематикой.
Это объясняется тем, что для пространства, в котором коорди-

наты могут как коммутировать, так и антикоммутировать, принято
название суперпространства, также как для алгебр и групп Ли с
антикоммутирующими параметрами — название супералгебр и су-

пергрупп Ли.
Во второй части работы описывается переход от реализации про-

странств голоморфных функций, в которых система мономов обра-
зует базис, к алгебрам типа Грассмана.

Алгебры Грассмана и их обобщения уже давно интенсивно изу-
чаются в суперанализе, и для полученных с их использованием су-
перпространств построена достаточно обширная теория пространств
обобщенных функций и дифференциальных операторов [1, 2, 4, 13].

Идея использования понятия суперпространства появилась в ра-
ботах Ф. А. Березина, а математически строгое определение было
дано несколько позже в работах В. С. Владимирова и И. В. Воло-
вича в 1984 г. Основные факты, известные к настоящему моменту
изложены в [13].

1. Пространства голоморфных функций и их
отдельные свойства

Определение 1. Подмножество D действительного (или ком-
плексного) линейного пространства X называют конечномерно от-

крытым, если при каждом выборе элементов x1, x2, . . . , xn в X их
линейные комбинации вида

n∑

k=1

αkxk,

принадлежащие D , образуют множество, соответствующее от-
крытому подмножеству пространства Rn (или Cn) с векторами
(α1, α2, . . . , αn).
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Так как всякая линейная топология пространства X индуциру-
ет на каждом конечномерном подпространстве топологию эвклидова
пространства Rn (или Cn), то определение конечномерно открытого
подмножества в линейном топологическом пространстве эквивалент-
но следующему.

Определение 1′. Подмножество D линейного топологического
пространства X называют конечномерно открытым, если любое пе-
ресечение D с конечномерным подпространством в X является от-
носительно открытым множеством.

Очевидно, любое открытое множество конечномерно открыто.
Примером конечномерно открытого, но не открытого множества, мо-
жет служить дополнение в линейном топологическом пространстве
X к счетному множеству (xn)

∞
n=1, lim

n→∞
xn = x0, x0 6= xn для любо-

го n, xn линейно независимы.
Действительно, D = X \ {xn} 3 x0, а потому не будет открыто,

и пересечение любого конечномерного подпространства с D может
быть дополнением в этом подпространстве к конечному множеству
точек из последовательности {xn} (а значит дополнение к замкну-
тому множеству).

Если взять в качестве базы топологии в линейном пространствеX
совокупность всех конечномерно открытых множеств, то получен-
ную топологию называют тонкой. Тонкая топология индуцирует
естественную эвклидову топологию на каждом конечномерном про-
странстве, однако, тонкая топология не всегда будет линейной топо-
логией. Косвенно отсюда следует также, что непрерывности алгеб-
раических операций сложения и умножения на число во всех конеч-
номерных подпространствах недостаточно, вообще говоря, для того,
чтобы они были непрерывны и топология была линейной. В случае
счетной размерности X Какутани и Кли в [22] показали, что тонкая
топология в X будет линейной.

Определение 2. Множество V ∗(x0) называют звездным относи-
тельно точки x0, если

V ∗(x0) = x0 +G,

где G — уравновешенное множество, т. е. для любого g ∈ G и λ :
|λ| 6 1 множество G содержит λg.

Очевидно, если область D конечномерно открыта и содержит x0,
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то D содержит и некоторое звездное множество

V ∗(x0) = {x0 + g ∈ V ∗(x0)⇒ x0 + λg ∈ V ∗(x0), ∀λ : |λ| 6 1} .

Обозначим

ρ(x, h) = sup{ρ > 0 : |λ| 6 ρ⇒ x+ λh ∈ D}.

Определение 3. Пусть функция (отображение) y = f(x) из X
в Y (линейные пространства) определена в конечномерно открытой
области D . Предположим, что для каждых x ∈ D и h ∈ X выраже-
ние

1

z

[
f(x+ zh)− f(x)

]
, 0 6 |z| < ρ(x, h)

стремится к единственному пределу в Y при z → 0. В этом случае
говорят, что f(x) дифференцируема по Гато ((G)-дифференцируема)
и

δf(x, h) = δhxf = lim
z→0

f(x+ zh)− f(x)
z

есть первая вариация F (x) по направлению h.
Другими словами, f(x) обладает Гато-дифференциалом в D .
Легко заметить, что δf(x;λh) = λδf(x;h), т. е. δf(x, h) однород-

на порядка 1 по h. Линейная комбинация (G)-дифференцируемых
функций f и g есть снова (G)-дифференцируемая функция и

δhx [αf + βg] = αδhx + βδhxg.

Определение 4. Функция (отображение) f(x) из X в Y (нор-
мированные пространства) называется однородной порядка n, если
f(λx) = λnf(x).

Такую функцию (отображение) называют ограниченной, если су-
ществует такое M > 0, что

‖f(x)‖Y 6 M ‖x‖nX , ∀x ∈ X.

Определение 5. Пусть X, Y — нормированные пространства и
y = f(x) определена в открытой области D . Говорят, что f(x) (F )-
дифференцируема и обладает дифференциалом по Фреше (тоталь-
ным дифференциалом) в D , если:

1) δf(x;h) существует как ограниченная однородная функция по-
рядка 1 по h;
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2)

lim
‖h‖→0

‖f(x+ h)− f(x)− δ(x;h)‖Y
‖h‖X

= 0, ∀x ∈ D .

Предложение 1 [20]. f(x) (G)-дифференцируема в конечно-
мерно открытом множестве D в том и только том случае, когда для
каждых x ∈ D и h ∈ X, f(x+ zh) — голоморфная функция от z при
|z| < ρ(x, h).

C Утверждение следует сразу из определения

d

dz
f [x+ (z0 + z)h]

∣∣∣
z=0

=

= lim
z→0

f [(x+ z0h) + zh]− f(x+ z0h)

z
= δf(x+ z0h, h).

Если f(x) (G)-дифференцируема в конечномерно открытом множе-
стве D и x ∈ D , то можно определить n-ю вариацию δnf(x;h) от
f(x) по направлению h, как

δnf(x;h) =

[
dn

dzn
f(x+ zh)

]

z=0

.

Ясно, что δnf(x;h) однородна порядка (степени) n по h.
Позже будет показано, что δnf(x;h) однородный полином поряд-

ка (степени) n по h. B

Определение 6. Функция (отображение) y = P (x) из X в Y
(нормированные или локально выпуклые пространства) называется
полиномом от x порядка (степени) m, если для всех a, h ∈ X и всех
комплексных α

P (a+ αh) =

m∑

i=0

Pi(a, h)α
i,

где Pi(a, h) не зависят от α, m — точный порядок (степень), если
Pm(α, h) 6= 0.

P (x) есть степень или однородный полином порядка n, если это
полином и P (αx) = αnP (x) для всех x ∈ X и α ∈ C.

Рассмотрим тейлоровское разложение функции f(x+zh), которое
имеет место для |z| < ρ(x, h):

f(x+ zh) =

∞∑

n=0

dn

dςn
f(x+ ςh)

∣∣∣
ς=0

zn

n!
.
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В терминах вариаций имеем:

f(x+ zh) =

∞∑

n=0

δnf(x, h)
zn

n!
=

∞∑

n=0

1

n!
δn(x, zh).

Предложение 2 [20]. Пусть f(x) (G)-дифференцируема в конеч-
номерно открытой области D . Тогда для x ∈ D и x+ h из звездного
относительно x подмножества D имеем

f(x+ h) =
∞∑

n=0

1

n!
δnf(x;h).

Это следует из предыдущей формулы, если заменить zh на h.
В качестве следствия предложения 1 получается следующее

утверждение.

Предложение 3 [20]. f(x) есть (G)-дифференцируемая функция
в конечномерно открытом множестве D в том и только том случае,
когда для каждого x ∈ D и h1, . . . , hn ∈ X функция f(x+z1h1+z2h2+
. . .+znhn) имеет частные производные всех порядков по z1, z2, . . . , zn
в открытом подмножестве пространства Zn, которому соответствуют
точки x+ z1h1 + . . .+ znhn из D .

В определении голоморфного отображения достаточно предпола-
гать, что оно действует в линейных и одновременно топологических
пространствах, в каждом из которых алгебраические операции сло-
жения векторов и умножения их на числа были непрерывны на всех
конечномерных подпространствах. Такие пространства будем назы-
вать допустимыми (линейными с допустимыми топологиями).

Определение 7. Пусть E — допустимое пространство над полем
комплексных чисел. Функцию ϕ : E → C называют голоморфной

по Гато, если она голоморфна на каждом конечномерном подпро-
странстве в E, что, в силу теоремы Хартогса, эквивалентно условию
обычной аналитичности всех композиций ϕ с линейными функция-
ми, как функций одного комплексного переменного, т. е. аналитич-
ности ϕx1x2(z) ≡ ϕ(x1 + zx2), z ∈ C при любых xi ∈ E, i = 1, 2.

Пространство голоморфных функций по Гато на E будем обозна-
чать H (E).

В таком же ключе можно определить голоморфные отображения
f : E → F , где E и F — допустимые пространства, как отображения,
для которых голоморфны по Гато все композиции f с голоморфными
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C-значными функциями на F , т. е. для любой функции ϕ ∈ H (F ),
fϕ,x1x2(z) ≡ ϕ(f(x1 + zx2)) — аналитическая функция одного пере-
менного для любых x1, x2 ∈ E. В частном случае локально выпук-
лого пространства F можно рассматривать в качестве ϕ элементы
сопряженного F ′ (линейный непрерывный функционал на F ).

Пусть E — локально выпуклое пространство и D 6= {0} — откры-
тое подмножество E. Функцию f : D → C называют:

а) голоморфной, если f дифференцируема по Гато и непрерывна
на D ;

б) гипоаналитической, если f дифференцируема по Гато и непре-
рывна на каждом компактном подмножестве в D .

В случае, когда D — открытое подмножество пространства Фре-
ше E, т. е. полного метризуемого локально выпуклого пространства,
то а) эквивалентно б) и понятия голоморфной и гипоаналитической
функций совпадают.

Лемма 1 [7, 24]. Каждое метризуемое локально выпуклое про-
странство E допускает представление в виде индуктивного предела
нормированных пространств

EA =

∞⋃

n=1

nA, ‖e‖A = inf{λ > 0 : e ∈ λA},

относительно тождественных вложений JA : EA → E, где A про-
бегает всю совокупность K замкнутых абсолютно выпуклых пред-
компактных множеств из E.

C Будем обозначать индуктивный предел из формулировки лем-
мы через

G = ind lim
A∈K

EA.

Так как тождественные вложения JA : EA → E непрерывны в исход-
ной топологии на E, согласно определению топологии индуктивного
предела (сильнейшей локально выпуклой топологии, при которой
эти вложения непрерывны), тождественное отображение G → E —
непрерывно. Покажем, что и тождественное отображение E → G
тоже непрерывно.

Поскольку E метризуемо и борнологично (пространство Макки),
достаточно убедиться, что любая последовательность (xn) ⊂ E, ко-
торая сходится к нулю в исходной топологии E, сходится к нулю и
в G. Если lim

n→∞
xn = 0 и топология E задается системой полунорм
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(‖·‖r)∞r=1, ‖·‖r 6 ‖·‖r+1, то ‖xn‖r → 0 (n→∞) для любого r ∈ N. Вы-
берем последовательность (r(n))∞n=1, r(n)→∞, так что ‖xn‖r(n) → 0
при n→∞ и положим

λn =
√
‖xn‖r(n), n ∈ N.

Рассмотрим замкнутую абсолютно выпуклую оболочку L последо-
вательности (λ−1n xn)

∞
n=1. Тогда L предкомпактно и ‖xn‖L 6 λn, так

как ‖λ−1n xn‖L 6 1. Следовательно, последовательность (xn) сходится
в топологии индуктивного предела G. Тождественное отображение
E → G поэтому является ограниченным (ограниченные в E множе-
ства будут ограничены и в G), а значит (ввиду борнологичности), и
непрерывным. B

В частности, из леммы следует, что функция, которая непрерыв-
на на каждом компактном подмножестве пространства Фреше, бу-
дет непрерывна и на всем пространстве, т. е. в этом случае гипо-
аналитичность совпадает с голоморфностью. Очевидно, эти понятия
равносильны и в том случае, когда рассматриваются голоморфные
функции на открытых подмножествах сопряженных пространств к
монтелевским пространствам при наделении этих сопряженных то-
пологиями индуктивных пределов банаховых пространств с поляра-
ми ограниченных множеств в качестве единичных шаров.

Примеры несовпадения пространств голоморфных и гипоанали-
тических функций, определенных на индуктивных пределах локаль-
но выпуклых пространств, можно найти в [17].

В пространстве голоморфных функций на открытом множе-
стве U , локально выпуклого пространства E, рассматривают чаще
всего топологию τ0 равномерной сходимости на всех предкомпакт-
ных или компактных подмножествах U .

Упомянем еще две топологии τω и τδ, которые используются для
топологизации H (U) в ряде работ, где исследовались и соотношения
между ними [17].

Топология Нахбина τω определяется всеми полунормами на
H (U), которые поддерживаются (ported) компактными подмно-
жествами U . Полунорму p на H (U) называют поддерживаемой

компактным множеством K, если всякий раз, когда V открыто и
K ⊂ V ⊂ U , существует константа CV > 0 такая, что p(f) 6 CV |f |V
для всех f ∈ H (U) (здесь V предполагается абсолютно выпуклым
и | · |V — функционал Минковского для V ).
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Топология τδ есть топология, определяемая всеми полунормами
p на H (U), со следующим свойством: если (Un) есть счетное возрас-
тающее открытое покрытие U, то существуют C > 0 и Un(0) такие,
что p(f) 6 C|f |Un(0) для всех f ∈ H (U).

Сравнение этих топологий в разных ситуациях проводилось, кро-
ме [17], и в других приведенных работах по бесконечномерной го-
ломорфности. Ниже используется исключительно топология τ0 или
сходные топологии σ-сходимости.

2. Предварительные сведения о борнологиях
в пространствах Кёте

Пусть X — некоторое множество и S(X) — множество всех его
подмножеств. Если B система подмножеств X, т. е. B ⊂ S(X), то
говорят, что эта система определяет борнологию на X, если B имеет
свойства:

1) A ∈ B, B ∈ B влечет A ∪B ∈ B;
2) A ⊂ B, B ∈ B влечет A ∈ B;
3) все одноточечные множества вида {x} принадлежат B.
Множество X с заданной на нем борнологией называют борноло-

гическим множеством и обозначают (X,B). При этом подмноже-
ства борнологии B называются ограниченными.

Система всех ограниченных множеств линейного топологическо-
го пространства X задает на этом пространстве борнологию, кото-
рую называют борнологией фон Неймана.

Если X — линейное (векторное) пространство над полем K
и алгебраические операции — сложения векторов (x, y) → x + y
(X ×X → X) и умножения векторов на элементы из K (λ, x)→ λx,
(K×X → X) — ограниченные множества переводят в ограниченные
(борнологии B), то говорят, что B — линейная (векторная) борно-
логия, и она согласуется со структурой линейного пространства.

Легко видеть, что в случае, когда X — пространство Фреше, бор-
нология фон Неймана будет линейной (векторной) борнологией.

Систему подмножеств B0 борнологии B на X называют базой
борнологии (фундаментальной системой ограниченных множеств),
если каждое множество из B содержится в некотором множестве
из B0.

Базу линейной борнологии можно всегда выбирать с некоторыми
дополнительными свойствами из следующего известного утвержде-
ния [21].
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Лемма 2. Всякая линейная борнология на линейном простран-
стве X обладает базой ограниченных множеств B0 со следующими
свойствами:

B1) множества из B0 уравновешены;

B2) для любых A, B ∈ B0 найдется такое C ∈ B0, что A+B ⊂ C;

B3) λA ∈ B0 для любых A ∈ B0 и λ ∈ K;

B4)
⋃
A∈B0

A = X, т. е. B0 образует покрытие X.

C Выберем в X какую-нибудь базу D борнологии B. Рассмотрим
теперь базу D1, состоящую из уравновешенных оболочек множеств
из D , которую еще расширим, в случае необходимости, присоеди-
нением всех множеств вида λA, A ∈ D1. В результате получим базу
борнологии B0 с требуемыми свойствами, поскольку алгебраические
операции ограничены, а B2) выполняется автоматически. B

Отметим, что верно и обратное утверждение: система множеств
B0 в линейном пространстве X, имеющая свойства B1)–B4) являет-
ся базой линейной борнологии, состоящей из всех подмножеств мно-
жеств из B0. Подробнее о линейных борнологиях и выборе их базы
можно прочитать, например, в [21] (аналогичный выбор ограничен-
ных множеств в [7, 10, 12]).

Напомним, что последовательность элементов (en)
∞
n=0 в локально

выпуклом пространстве E называют (топологическим) базисом, ес-
ли каждому элементу e ∈ E можно и притом единственным образом
сопоставить такую последовательность чисел (cn)

∞
n=0, что

e = lim
n→∞

n∑

i=0

cnen.

В этом случае соответствие e → cn определяет линейный функцио-
нал e′n на E, n = 0, 1, . . . Если все функционалы e′n непрерывны, то
базис (en)

∞
n=0 называют базисом Шаудера.

Базис (en)
∞
n=0 называют p-абсолютным (0 < p < ∞), если для

каждой непрерывной полунормы ‖ · ‖ на E существует непрерывная
полунорма ||| · ||| такая, что

(
∞∑

i=0

|e′n(e)|p‖en‖p
) 1

p

6 |||e|||, ∀ e ∈ E, если p <∞,

sup
n
|e′n(e)|‖en‖ 6 |||e|||, ∀ e ∈ E, если p =∞.
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В случае p =∞ базис (en)∞n=0 называют также равностепенно непре-

рывным. Очевидно, если базис является p-абсолютным с любым
фиксированным p, то он равностепенно непрерывен, и любой равно-
степенно непрерывный базис ядерного пространства абсолютен [9].

Пусть заданы 0 < p 6 ∞ и матрица неотрицательных чисел
[ar(i)]i∈I,r∈R такая, что для каждого i ∈ I можно указать r(i) ∈ R:
ar(i)(i) > 0.

Определение 8. Пространством Кёте называют пространство
числовых последовательностей

E = lp[ar(i)]i∈I,r∈R =

=

{
ξ = (ξi)i∈I : |ξ|pr

.
=
∑

i∈I

|ξi|papr(i) <∞, ∀ r ∈ R

} (
p <∞

)

или
E = l∞[ar(i)]i∈I,r∈R =

=
{
ξ = (ξi)i∈I : |ξ|r = sup

i
|ξi|ar(i) <∞, ∀ r ∈ R

}

с топологией, задаваемой совокупностью всех функционалов
{| · |r, r ∈ R}.

При p > 1 пространство Кёте будет локально выпуклым, а если
множество R будет счетным, то имеем пространство Кёте — Фреше,
топология которого может быть задана монотонной системой полу-
норм

| · |1 6 . . . 6 | · |r 6 | · |r+1 . . . 6 . . . ,

определяемой матрицей с монотонностью по строкам 0 6 ar(i) 6

ar+1(i) для любых i ∈ I и r ∈ N. Будем рассматривать случай, когда
I и R счетные множества. При 1 6 p < ∞ в этом случае система
ортов (en) является p-абсолютным базисом.

Заметим, что систему полунорм (| · |r), определяющую топологию
в E, всегда можно предполагать выбранной так, что

|e|r 6
1

2r
|e|r+1, r = 1, 2, . . . , e ∈ E.

С использованием такого выбора системы полунорм в [8] показано,
что в монтелевском пространстве Кёте E = lp[ar(n)], p > 1, любое
предкомпактное множество содержится в p-эллипсоиде вида

Ka =

{
e = (e′k(e)) :

∞∑

k=1

|e′k(e)|p
1

apk
6 1

}
,
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где (ak) удовлетворяет условию:

∃ (r(n))∞n=1, r(n)→∞

при n→∞
(
r(n) ∈ N

)
и

an <
1

ar(n)(n)
, n > N.

Поэтому базу борнологии компактных множеств в пространстве
lp[ar(n)] можно считать состоящих из p-эллипсоидов указанного ви-
да. Кроме того, если Ka — компактный p-эллипсоид, то

a = bα, an = 2r(n)an
1

2r(n)
= bnαn,

где Kb снова компактный p-эллипсоид, а

αn =
1

2r(n)
, n = 1, 2, . . . , ввиду an <

1

ar(n)(n)
6

1

2r(n)ar(n)−1(n)
,

n > N . За счет умножения множеств Ka или Kb на подходящие кон-
станты, можно добиться, чтобы указанные неравенства были спра-
ведливы для всех n и r(n) > 1.

3. Замечания о строении пространств голоморфных
функций, определенных на пространствах Фреше

Перейдем к рассмотрению отображений локально выпуклых про-
странств. В классической теории функций нескольких комплексных
переменных есть два способа введения голоморфности на открытом
множестве. Первый предполагает исходное положение о дифферен-
цируемости в смысле комплексного анализа в каждой точке, а вто-
рой — возможности представления функции в виде суммы степенно-
го ряда, сходящегося к функции в окрестности каждой точки этого
открытого множества [11, 14].

При введении голоморфности функций, определенных на беско-
нечномерных пространствах, ситуация несколько отлична от случая
функций конечного числа переменных. Как видно из предыдущего
материала, дифференцируемость функции по Гато в области доволь-
но слабо связана с топологией пространства. Точнее сказать, связана
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лишь с наличием свойства «тонкости», которое присутствует у всех
линейных топологий и не только у них.

Обычно к свойству дифференцируемости по Гато (G-диффе-
ренцируемости) добавляют либо условие непрерывности во всем про-
странстве, как в [19, 23], либо условие ограниченности на ограничен-
ных множествах (как в случае функций, определенных на банаховых
пространствах в [24]), либо другие аналогичные условия ограничен-
ности функций на каких-либо системах ограниченных множеств. В
общем случае при таком подходе можно ввести борнологическую го-
ломорфность f : E → F , где E и F — борнологические пространства,
наличием двух свойств:

1) дифференцируемость по Гато (аналитичность на каждом ко-
нечномерном подпространстве);

2) ограниченность в смысле борнологий, т. е. функция перево-
дит ограниченные множества одного пространства в ограниченные
множества другого пространства.

В случае линейных топологических пространств E и F в них мо-
гут рассматриваться борнологии фон Неймана.

При другом пути определения содержательного понятия беско-
нечномерной голоморфности дополнительно к условию 1) наклады-
вается ограничение на характер сходимости тейлоровских разложе-
ний функций (по аналогии с подходом [12] и др.) с учетом топологий
или борнологий в E и F .

Пусть E, F — локально выпуклые пространства. Рассмотрим в
линейном пространстве FE (произведение множества cardE экзем-
пляров F ), представляющем собой семейство всех отображений E в
F , счетный набор подпространств P (nE,F ), n = 0, 1, 2, . . ., которые
определяются следующим образом: P (0E,F ) есть множество отобра-
жений, при которых все E переходит в один элемент из F (ясно, что
это пространство можно отождествить с F ), P (1E,F ) = L (E,F ) —
пространство непрерывных линейных отображений из E в F ; при
n > 2 P (nE,F ) обозначает пространство непрерывных n-однородных
полиномов из E в F . Напомним, что под полиномами подразумева-
ются конечные суммы однородных полиномов, а n-однородным по-
линомом на E называют отображение вида P = L ◦∆, где ∆ : E →
En — диагональное отображение, т. е. ∆(e) = (e, . . . , e︸ ︷︷ ︸

n

), а L есть n-

линейное отображение из En в F . Путем замыкания части (n ∈ ν)
или всего набора подпространств P (nE,F ), n = 0, 1, . . ., в различ-
ных топологиях, используемых в пространствах непрерывных отоб-
ражений, могут быть получены пространства гладких (по Фреше) и
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голоморфных функций. Чаще всего во всех указанных подпростран-
ствах выбираются так называемые σ-топологии, в которых в каче-
стве определяющего семейства σ множеств в E берется какая-нибудь
борнология (или базис борнологии), например, семейство всех абсо-
лютно выпуклых предкомпактных множеств.

Окрестности в соответствующем подпространстве FE определя-
ются парами (S, V ), где S ∈ σ и V принадлежит базису V окрестно-
стей нуля в F , как

M (S, V ) = {T : E → F : T (S) ⊂ V }.

Определение 9. Отображение T : E → F называют σ-голо-

морфным (при условии выбора σ-топологии), если существует по-
следовательность Pn ∈ P (nE → F ), n = 0, 1, . . ., такая, что ряд
∞∑
n=0

Pne сходится к T (e) при любом e ∈ E равномерно на множе-

ствах S ∈ σ, т. е. в топологии, определяемой базисом окрестностей
M (S, V ), S ∈ σ, V ∈ V . Разложение

T (e) =
∞∑

n=0

Pne

называют разложением в ряд Тэйлора.
Заметим, что в случае C-значных голоморфных функций опре-

деление целиком зависит от выбора борнологии σ. К примеру, если
в качестве σ берется система абсолютно выпуклых предкомпактных
множеств, то соответствующие голоморфные функции будут непре-
рывны, а, значит, и ограничены на предкомпактных множествах.

Легко построить пример голоморфной, в указанном смысле,
C-значной функции (дифференцируемой по Гато), которая бу-
дет неограниченной на компактном множестве и не будет σ-
голоморфной, где σ — любая борнология, содержащая все предком-
пактные множества.

Пусть на пространстве Кёте

E = l1[ar(n)] =

{
ξ = (ξn) :

∞∑

n=1

|ξn|ar(n) .= |ξ|r < +∞, ∀ r ∈ N

}

с топологией, задаваемой системой полунорм (| · |r) (можно предпо-
лагать 0 6 ar(n) 6 ar+1(n) для любых r, n ∈ N и тогда | · |r 6 | · |r+1
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для любого r), рассматривается C-значная функция

f(ξ) =

∞∑

n=1

ξn

ξn − b−1n (1 + αn)
,

где limn→∞ αn = 0, αn 6= 0, bn = nan(n), n ∈ N.
На компактном множестве

B =

{
ξ = (ξn) :

∞∑

n=1

|ξn|bn 6 1

}

эта функция аналитична как сумма дробно-линейных функ-
ций, равномерно сходящаяся на конечномерных пространствах, но
не будет ограничена на подмножестве B, состоящем из точек
(0, . . . , 0, b−1n , 0, . . .), n = 1, 2, . . .

Этот пример еще показывает, что голоморфные функции не обя-
зательно непрерывны и ограничены даже на компактных множе-
ствах. При изучении строения пространств голоморфных функций,
определенных на пространствах Фреше, т. е. полных метризуемых
локально выпуклых пространствах, часто дополнительно к голо-
морфности накладывается требование непрерывности отображения
в каждой точке.

В случае, когда рассматриваются σ-голоморфные отображения,
определенные на метризуемом локально выпуклом пространстве с
борнологией σ, содержащей все абсолютно выпуклые предкомпакт-
ные множества, требование непрерывности излишне, поскольку оно
автоматически вытекает из условия σ-голоморфности и следующего
утверждения.

Очевидно, что σ-голоморфное отображение метризуемого ло-
кально выпуклого пространства E будет непрерывно на предком-
пактных подмножествах, которые все входят в σ, а значит, в силу
леммы 1, и на всем E.

Перейдем к рассмотрению пространств Hσ(E) σ-голоморфных
комплекснозначных функций как подпространств H (E) голоморф-
ных по Гато функций.

Для удобства проведения стандартных конечномерных рассмот-
рений обычно используют следующие обозначения для f ∈ H (E),
f : E → C:

fe;u(z) ≡ f(e+ z1u1 + . . .+ znun),
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где u = (u1, . . . , un) ∈ En, z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn и e ∈ E. Простей-
шие свойства пространства H (E) такие, как замкнутость относи-
тельно сдвига, умножения на функцию из H (E), а также частного
дифференцирования в том смысле, что для любого u ∈ E

∂uf(e) ≡
d

dz
fe;u(0),

и функция ∂uf : E → C принадлежит H (E) легко получают-
ся привлечением простых соображений [20, гл. 3]. Для любо-
го u = (u1, u2, . . . , un) ∈ En и любого мультииндекса m =
(m1,m2, . . . ,mn) ∈ Nn производная ∂mu f удовлетворяет равенству
∂mu f(e) = ∂mfe;u(0). Поскольку порядок дифференцирования не иг-
рает роли при каждом e0 ∈ E, отображение

e = (e1, e2, . . . , en)→ ∂ef(e0) = ∂(1,...,1)e1,...,enf(e0)

является симметрической n-линейной формой, а значит, ∂ne,e,...,ef(e0)
есть однородный полином степени n. Как известно, любая функция
f ∈H (E) разлагается в аналог степенного ряда

f(·) =
∞∑

n=0

1

n!
∂n(·)f(0), (1)

сходящийся поточечно. Такое представление единственно, т. е. когда
f ∈H (E) и

f(e) =
∞∑

n=0

Pn(e),

где Pn ∈P(nE,C) = P(nE), то

Pn(e) =
1

n!
∂ne f(0).

Это получается, как и в классическом комплексном анализе, из за-
мечания о том, что

f(ze) =

∞∑

n=0

Pn(e)z
n =

∞∑

n=0

1

n!
∂ne f(0)z

n

для всех e ∈ E и z ∈ C [20, гл. 3; 26].
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Далее нам потребуется формула Коши:

∂mu f(e) =
m!

(2πi)n

∫

C1

. . .

∫

Ck

f(e+ ζ1u1 + . . .+ ζnun)

ζm1+1
1 · . . . · ζmn+1

n

dζ, e ∈ E,

где u = (uk)
n
k=1 ∈ En, m = (mk)

n
k=1 ∈ Nn, а Ck, k = 1, . . . , n, мо-

гут быть гладкие кривые, например, окружности, обходящие вокруг
начала координат в комплексной плоскости.

Пусть теперь в линейном пространстве E задана линейная борно-
логия σ, содержащая абсолютно выпуклые множества, удовлетворя-
ющие также свойствам, перечисленным в лемме 3. При рассмотрении
естественных борнологий в локально выпуклых пространствах (на-
пример, борнологий фон-Неймана или борнологий выпуклых мно-
жеств в нормированных пространствах) эти свойства обусловлены
согласованием борнологий с линейной структурой и абсолютной вы-
пуклостью множеств канонического базиса окрестностей нуля.

Пространство Hσ(E) C-значных σ-голоморфных функций наде-
ляется топологией равномерной сходимости на множествах борноло-
гии σ, т. е. определяется полунормами

‖f‖A = sup
e∈A

|f(e)|, A ∈ σ.

Согласно сделанному выше замечанию о единственности аналога
разложения в степенной ряд, для σ-голоморфных функций справед-
ливо представление (1), которое сходится уже равномерно на всех
множествах из σ. Можно утверждать большее, если принять во вни-
мание однородность полиномов, входящих в разложение (1). В тео-
реме, приведенной ниже, E может быть локально выпуклым про-
странством или просто линейным пространством с выделенной бор-
нологией.

Теорема 1 [12]. Пусть E — линейное пространство, в котором
определена линейная выпуклая борнология σ, т. е. выделена система
абсолютно выпуклых множеств со свойствами, описанными в лем-
ме 3. Тогда Hσ(E) является полным локально выпуклым простран-
ством, а именно, проективным пределом

Hσ(E) = proj lim
A∈σ

HA(E) =
⋂

A∈σ

HA(E),

где HA(E) есть пространство всех аналитических функций, ограни-
ченных на A, относительно естественных тождественных вложений.
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Кроме того, для любой функции f ∈ Hσ(E) имеем ∂n(·)f(0) ∈ Hσ(E),

n = 0, 1, . . ., и разложение (1) (аналог ряда Тэйлора) сходится абсо-
лютно в Hσ(E).

C Описанная выше операция дифференцирования не выводит из
пространства Hσ(E), что непосредственно вытекает из формулы Ко-
ши

sup
e∈A

|∂uf(e)| = sup
e∈A

∣∣∣∣
1

2πi

2π∫

0

f(e+ (exp iθ)u) exp(−iθ)dθ
∣∣∣∣ 6

6 sup
e∈A,

06θ62π

|f(e+ (exp iθ)u)| = ‖f‖Ã,

где Ã = A+ ∪{(exp iθ)u : 0 6 θ 6 2π}. Так как борнология σ содер-
жит множество A1 ⊃ Ã, имеем, что для любого A ∈ σ существует
A1 ∈ σ такой, что ‖∂uf‖A 6 ‖f‖A1 и отображение ∂u(·) : f → ∂uf
непрерывно в Hσ(E). Пусть теперь A ∈ σ и r > 1. Так как A абсо-
лютно выпукло, имеем rA ⊇ A и, согласно формуле Коши, получаем
неравенства

|∂ne f(0)| 6
n!

rn
‖f‖rA, e ∈ A.

Это означает непрерывность отображения

∂n(·) : f → ∂n(·)f(0) ∈ Hσ(E)

с оценкой: для любого A существует Ã такой, что

∥∥∂n(·)f(0)
∥∥
A

6
n!

rn
‖f‖Ã, n = 0, 1, . . . , Ã = rA.

Абсолютная сходимость разложения (1) следует теперь из соедине-
ния этих оценок

∑

n

1

n!

∥∥∂n(·)f(0)
∥∥
A

6 ‖f‖rA
∞∑

n=0

1

rn
=

r

(r − 1)
‖f‖rA < +∞.

Заметим, что для суммы однородных полиномов
∑
n
Pn (Pn ∈ P(nE))

условие: ∑

n

‖Pn‖A < +∞



Бесконечномерная голоморфность и суперанализ 155

для любого A ∈ σ сильнее условия равномерной сходимости
∑
n
Pn на

каждом ограниченном множестве A ∈ σ (т. е. условия, при котором∑
n Pn = f ∈Hσ(E)). B

Из характера сходимости разложения (1) (в ряд Тэйлора) мож-
но судить о блочном строении пространств голоморфных функций.
Блоками являются пространства n-однородных полиномов P(nE),
которые исследуются и самостоятельно [18]. В случае, когда в каче-
стве E берутся пространства Кёте числовых последовательностей,
все пространства P(nE) могут иметь безусловный базис, и тогда
безусловный базис существует в соответствующем пространстве го-
ломорфных функций.

Наличие одного только разложения (1) в ряд Тэйлора позволя-
ет для пространств голоморфных функций на довольно общих про-
странствах (с выделенной борнологией) без предположения о нали-
чии в них базиса получить ряд утверждений, аналогичных отдель-
ным классическим фактам, как например, частичный аналог теоре-
мы Пэли — Винера — Шварца [12]. Вместо базиса при этом подходе
использовались биортогональные системы, а «глобальные» резуль-
таты получались за счет некоторых «размерностно-инвариантных»
соображений [12, лемма 4.12].

В работах [16–19, 23, 24] исследовались пространства голоморф-
ных отображений между локально выпуклыми пространствами. Со-

вершенно ядерными (fully nuclear) пространствами в [16] называют
локально выпуклые пространства E, которые вместе с сильными со-
пряженными E′β одновременно являются полными рефлексивными
ядерными пространствами. Для пространств Фреше и сильных со-
пряженных к ним это условие равносильно обычной ядерности.

Сначала в [16] было показано, что в пространствах C-значных го-
ломорфных функций на совершенно ядерных пространствах с бази-
сом система мономов (zm) образует абсолютный базис (относитель-
но компактно-открытой топологии). Затем в [19] для пространства
голоморфных функций на монтелевском пространстве E получены
некоторые результаты в противоположном направлении, т. е. из аб-
солютной базисности системы мономов выводилось свойство ядер-
ности пространства E (и E′β).

В [24] показано, в частности, что система мономов образует рав-
ностепенно непрерывный безусловный базис (Шаудера) в простран-
стве голоморфных функций на пространстве l1 (относительно топо-
логии τ0 равномерной сходимости на компактных множествах).
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Ниже рассматриваются пространства H(E, τ0) C-значных голо-
морфных функций на пространствах Кёте — Фреше и для этих про-
странств, при условии ядерности пространства Кёте E, приводится
реализация H(E, τ0) в виде пространства Кёте с матрицей Кёте, эле-
менты которой выражаются через элементы аналогичной матрицы
представления для E. В доказательстве совершенствуется техника
работ [16, 19, 24]. В частности, уточняются и снабжаются более до-
ступными ссылками оценки мономиальных разложений из [6, 24].

Заметим, что случай p = ∞, частично рассмотренный в [24], ис-
следуется с привлечением более тонких, по сравнению с [24], оценок
норм случайных тригонометрических полиномов из [5].

Рассмотрим теперь локально выпуклое пространство E с базисом
(en)

∞
n=1. Символ N(N) будет обозначать ниже множество финитных

последовательностей целых чисел, т. е. m ∈ N(N) означает, что m =
(m1,m2, . . . ,mn, . . .) и mi = 0 для всех i > im.

Мономом zm (относительно базиса (en)
∞
n=1) называют отображе-

ние
∞∑

n=1

znen −→ zm1
1 · zm2

2 · . . . · zmn
n · . . . ,

где подразумевается a0 = 1 для любого a ∈ R. Каждый моном опре-
деляет элемент P(|m|E), где |m| =∑

i

|mi|.
С использованием полиномов можно получить разложение в ряд

голоморфной функции (аналог разложения в степенной ряд Тейло-
ра).

Отображение f : U −→ C голоморфно тогда и только тогда,
когда для каждого u ∈ U существует последовательность (Pn,u)

∞
n=0,

Pn,u ∈ P(nE) для всех n, такая, что

f(u+ z) =

∞∑

n=0

Pn,u(z) (2)

для всех z из некоторой окрестности нуля, и ряд сходится равномер-
но к f в некоторой окрестности нуля. Представление (2) есть разло-
жение f в ряд Тейлора в точке u. Согласно интегральной формуле
Коши (размерности 1),

Pn,u =
1

2πi

∫

|λ|=δ

f(u+ λz)

λn+1
dλ =

1

n!

∂nf

∂zn
(u)

для всех u ∈ U , n ∈ N, z ∈ E и достаточно малом δ = δ(u).
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Естественной областью сходимости (2) является уравновешенное
подмножество E, и когда U само уравновешенно, тейлоровское раз-
ложение в нуле сходится к функции во всех точках U .

В частности, если E — пространство Фреше, (ϕn)∞n=1 — последо-
вательность в E′, то

f =

∞∑

n=1

ϕnn ∈ H(E)

тогда и только тогда, когда ϕn → 0 при n→∞ равномерно на ком-

пактных подмножествах E. В этом случае
∞∑
n=1

ϕnn — разложение в

ряд Тэйлора функции f в нуле.

4. Базисы в пространствах голоморфных функций,
определенных на пространствах Кёте

Если E — локально выпуклое пространство с базисом (en)
∞
n=1 и

f ∈ H(E), то для каждого m ∈ N(N) определяются по f мономиаль-
ные коэффициенты (am)m∈N(N) , как и в конечномерном случае, по
формулам

am =
1

(2πi)r

∫
. . .︸︷︷︸
T

∫
f(η1, η2, . . . , ηr, 0, . . .)

ηm1+1
1 ηm2+1

2 . . . ηmr+1
r

dη1 . . . dηr =
∂|m|f

∂zm
(0),

где r = r(m) такой, что mi = 0 для i > r,

T =

{ r∑

i=1

ηiei; |ηi| = αi > 0, i = 1, 2, . . . , r

}

и dη1 . . . dηr — мера Лебега на T . Коэффициенты (am)m∈N(N) не за-
висят от r и положительных чисел αi, i = 1, 2, . . . , r. Таким образом,
получается мономиальное разложение f

∑

m∈N(N)

amz
m. (3)

Так как множество индексов в сумме (3) неупорядочено, приходится
сначала рассматривать ее безусловную или абсолютную сходимости.
При рассмотрении мономиальных разложений вводятся несколь-
ко видов сходимостей и топологий на пространствах голоморфных
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функций. Наиболее часто используется компактно открытая топо-
логия τ0.

Для мономиальных разложений обычно предполагается либо без-
условная, либо абсолютная сходимость. Естественной областью та-
кого разложения является полидиск.

Пусть E — ядерное пространство Фреше с базисом Шаудера. То-
гда E изоморфно пространству Кёте с абсолютным базисом ортов.
Можно сразу считать E = l1[ar(n)] и предполагать условие ядерно-
сти в виде [9]

∞∑

n=1

ar(n)

ar+1(n)
<∞.

Для элементов E введем новые обозначения:

‖(zn)∞n=1‖r =
∑

n

|zn|ar(n), z = (zn) ∈ E.

Пусть V — открытый полидиск в E, т. е.

V =
{
(zn)

∞
n=1 ∈ E : sup

n
|zn|a(n) < 1

}
,

где
(
a(n)

)∞
n=1

— последовательность неотрицательных чисел с оцен-
ками для некоторых c > 0 и r(0) ∈ N,

a(n) > car(0)(n), n ∈ N.

Если K — компактное подмножество V , то, согласно сказанному во
втором разделе, можно указать последовательность положительных
чисел (αn)

∞
n=1, таких, что

K ⊂ K̃ =
{
(zn)

∞
n=1 ∈ E : sup

n
|zn|αn 6 1

}
,

где K̃ — компактный полидиск в V .
Известно [16], что если V — открытый полидиск в ядерном про-

странстве Кёте E = l1[ar(n)], то мономы образуют абсолютный базис
Кёте в (H(V ), τ0). В частности, в пространстве (H(E), τ0) мономы
образуют абсолютный базис Кёте, если E — ядерное пространство
Фреше с базисом.
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Используя условие ядерности, можно найти последовательность
положительных чисел (δn)

∞
n=1 таких, что δn > 1 для всех n и

∞∑

n=1

1

δn
<∞, причем δK̃ =

{
(δnzn)

∞
n=1 : (zn)

∞
n=1 ∈ K̃

}

также компактное подмножество V . Пусть f ∈ H(V ) имеет разло-
жение ∑

m∈N(N)

amz
m.

Согласно интегральной формуле Коши,

∥∥amzm
∥∥
K

6
∥∥aMzm

∥∥
K̃

=
1

δm
∥∥amzm

∥∥
δK̃

6
1

δm
‖f‖δK̃ .

Суммируя эти оценки, получаем

∑

m∈N(N)

‖amzm‖K 6

( ∑

m∈N(N)

1

δm

)
‖f‖δK̃ =

=

[ ∞∏

n=1

1

(1− 1
δn
)

]
‖f‖δK̃

.
= C‖f‖δK̃ .

Аналогичным образом оцениваем
∥∥∥∥f −

∑

m∈L

amz
m

∥∥∥∥
K

6

[ ∑

m∈N(N)\L

(
1

δ

)m ]
‖f‖δK̃

для любого конечного L ⊂ N(N) и отсюда следует, что мономиальное
разложение голоморфной функции на открытом полидиске сходится
к функции в топологии τ0. Кроме того, приведенными выкладками
показано, что мономы образуют абсолютный базис для (H(V ), τ0).
Выше было показано, что если V — открытый полидиск в ядерном
пространстве Кёте E = l1[ar(n)], то мономы образуют абсолютный
базис Кёте в (H(V ), τ0). В частности, в пространстве (H(E), τ0) моно-
мы образуют абсолютный базис Кёте, если E — ядерное простран-
ство Фреше с базисом. Докажем некоторое обобщение результата
из [6].

Теорема 2. В пространстве (H(X), τ0) голоморфных функций,
заданных на пространстве Кёте X = lp[ar(n)], 1 6 p 6 ∞, систе-
ма мономов (zm)m∈N(N) является абсолютным базисом Кёте в том
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и только том случае, когда пространство X ядерно. Пространство
(H(X), τ0) в этих случаях изоморфно пространству Кёте

l1
[
a(m, (r(n)))

]
m∈N(N), (r(n))∈S

=

=

[
1

am1

r(1)(1) . . . a
mk(m)

r(k(m))(k(m))

]

m∈N(N), (r(n))∈S

,

где S — совокупность всех последовательнострей натуральных чисел
r(n) с lim

n→∞
r(n) =∞.

C Чтобы получить представление пространства аналитических
функций, определенных на пространстве Кёте E = lp

[
ar(n)

]
, 1 6 p <

∞, в виде пространства Кёте, подсчитаем нормы элементов базиса
(мономов). Для этого воспользуемся свойствами фундаментальных
систем ограниченных и компактных множеств. Предположим в E
наличие монотонной системы полунорм | · |r 6 1

2r | · |r+1, r ∈ N, и
тогда каждое ограниченное множество содержится в ограниченном
p-эллипсоиде вида

C

{
z = (zn)

∞
n=1 :

∑

n

|zn|p
1

λpn
6 1

}
, C > 0,

где λn описаны выше как λαn, а каждое компактное множество — в
компактном p-эллипсоиде (p = 1)

K(r(n)) = C

{
z = (zn)

∞
n=1 :

∑

n

|zn|papr(n)(n) 6 1

}
,

где C > 0, (r(n)) — последовательность натуральных индексов с
lim
n→∞

r(n) =∞. Соответствующие компактным p-эллипсоидам нормы

будем обозначать

|z|p(r(n)) =
∑

n

|zn|pap(r(n))(n),

‖f‖(r(n)) = sup
{
|f(z)| : z ∈ K(r(n))

}
.

Матрицу Кёте пространства (H(U), τ0) образуют нормы мономов
‖zm‖(r(n)), где m ∈ N(N) и индекс (r(n)) пробегает все последователь-
ности натуральных чисел с lim

n→∞
r(n) =∞. Для подсчета указанных
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норм мономов воспользуемся известным неравенством между сред-
ним геометрическим и средним арифметическим

ap11 · . . . · apnn 6

(
p1a1 + . . .+ pnan

p1 + . . . pn

)p1+...+pn
,

где ai > 0, pk > 0, причем равенство будет только в том случае, когда
все ai равны. Это неравенство в эквивалентной форме прямо следует
из неравенства Иенсена для выпуклой функции. Применение нера-
венства между средним геометрическим и средним арифметическим
дает оценку

|z|pmapm1

r(1) (1) · . . . · a
pmk(m)

r(k(m))(k(m))

mm
=

k(m)∏

i=1

[
|zi|papr(i)(i)

mi

]mi

6

6

[∑∞
i=1 |zi|pa

p
r(i)(i)

|m|

]|m|
=
|z|p|m|(r(n))

|m||m| .

Здесь для финитной последовательности m = (m1, . . . ,mk(m)) из
N(N) считаем k(m) максимальным индексом, для которогоmk(m) 6= 0,
а среди mi, i < k(m), могут быть и равные нулю. Вводя обозначение

a−1
(
m, (r(n))

)
= am1

r(1)(1)a
m2

r(2)(2) . . . a
mk(m)

r(k(m))(k(m)),

перепишем полученную оценку для нормы монома

∥∥z(m)
∥∥
(r(n))

= sup
{
|zm| : |z|(r(n)) 6 1

}
6

(
mm

|m||m|
) 1

p

a
(
m, (r(n))

)
.

С другой стороны, подсчитывая значение монома на элементе

z0 =

k(m)∑

i=1

m
1
p

i

|m| 1p ar(i)(i)
ei,

где ei = (δij)
∞
j=1, i ∈ N, с

|z0|(r(n)) =



k(m)∑

i=1

mi

|m|
apr(i)(i)

apr(i)(i)




1
p

=



k(m)∑

i=1

mi

|m|




1
p

= 1,
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получим

zm0 =

k(m)∏

i=1

m
mi

1
p

i

|m|mi
1
p ami

r(i)(i)
=

mm 1
p

|m|m 1
p

a
(
m, (r(n))

)
,

а значит,

‖zm‖(r(n)) =
(

mm

|m||m|
) 1

p

a
(
m, (r(n))

)
, m ∈ N(N).

Таким образом, с точностью до «диагонального» преобразования,
искомая матрица Кёте имеет вид

[
a(m, (r(n)))

]
m∈N(N),(r(n))∈S

=

=

[
1

am1

r(1)(1) . . . a
mk(m)

r(k(m))(k(m))

]

m∈N(N),(r(n))∈S

,

где S — совокупность всех последовательнострей натуральных чисел
r(n) с lim

n→∞
r(n) =∞.

Рассмотрим теперь пространство H(E) аналитических функций
на пространстве Кёте E = l1[ar(n)] и будем предполагать, что си-
стема мономов образует в нем абсолютный базис, более точно, p-
абсолютный базис Кёте (p = 1). Это значит, что для любого абсо-
лютно выпуклого компактного множества K существует константа
C > 0 и компактное абсолютно выпуклое множество K̃ такие, что

∑

m∈L

|cm| sup
z∈K

|zm| 6 C sup
z∈K̃

∣∣∣∣
∑

m∈L

cmz
m

∣∣∣∣ (4)

для любого набора чисел (am)m∈N(N) и каждого конечного множества
L ⊂ N(N).

Считаем систему полунорм (| · |r), определяющую топологию E,
монотонной с неравенствами | · |r 6 1

2r | · |r+1, r ∈ N. В этом случае,
можно рассматривать равномерную сходимость в H(E) только на
компактных множествах вида

K(r(n)) = C

{
z = (zn) : |z|p(r(n))

.
=

∞∑

n=1

|zn|papr(n)(n) 6 1

}
,

где C > 0 и lim
n→∞

r(n) =∞.
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С учетом найденных выше значений ‖zm‖(r(n)) перепишем (4) в
следующем виде:

∑

m∈N(N)

|cm|
mm

|m||m| a(m, (r(n))) 6

6 C sup

{∣∣∣∣
∑

m∈N(N)

cma(m, (s(n)))w
m

∣∣∣∣ : ‖w‖lp
.
=

∞∑

n=1

|wn|p 6 1

}
,

где (cm)m∈N(N) может быть любым набором коэффициентов мономи-
ального разложения функции f ∈ H(E). Обозначив cma(m, (s(n)) =
dm, m ∈ N(N), приходим к виду

∑

m∈N(N)

|dm|
a(m, (r(n)))mm

a(m, (s(n)))|m||m| 6 C sup

{∣∣∣∣
∑

m∈N(N)

dmw
m

∣∣∣∣ : ‖w‖lp 6 1

}
.

Так как (4) справедливо для полиномов, в частности, n-однородных
полиномов, посредством рассмотрения в приведенных неравенствах
конечных сумм с |m| = 2 покажем ядерность пространства Кёте —
Фреше E.

Рассмотрение конечных сумм в (4) с |m| = 2 и оценками 1
4 6

mm

|m||m|
6 1 для этого случая приводит к условию

n∑

i,j=1

|aij |
ami

s(i)(i)a
mj

s(j)(j)

ami

r(i)(i)a
mj

r(j)(j)
6 C̃ sup

{∣∣∣∣
n∑

i,j=1

ai,jηiηj

∣∣∣∣ : max
i6n

|ηi|
}

(C̃ = 4C, mi + mj = 2) для любой симметрической матрицы
((aij))

n
i,j=1 с |aij | 6 1 при любом n ∈ N.

Для оценки правой части последнего неравенства воспользуемся
следующим следствием теоремы 3 главы VI из [5].

Лемма 3 [5, теорема 4]. Если заданы комплексные числа aij ,
|aij | 6 1, i, j = 1, 2, . . . , n, то существует такой набор знаков + и −,
что

∣∣∣∣ sup
t1,t2,...,tn

n∑

k,j=1

±ak,jei(ktk+jtj)
∣∣∣∣ < C

(
n

n∑

k,j=1

|ak,j |2 log 2n
) 1
2

6

6 Cn
3
2 log 2n,

где C — некоторая абсолютная постоянная.
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Соединяя последние неравенства, получаем

(
n min
16i6n

as(i)(i)

ar(i)(i)

)2

6

(
n∑

i=1

as(i)(i)

ar(i)(i)

)2

6 C̃Cn
3
2 log 2n,

т. е.

min
16i6n

as(i)(i)

ar(i)(i)
6 D

log 2n

n
1
4

.

Можно повторить достаточное число k > 5 раз процедуру выбо-
ра для последовательности (s(n))∞n=1 последовательности (s̃(n))∞n=1

в условии (4) и проведенные оценки, чтобы получить сходящийся
ряд

∞∑

n=1

as̃(n)(n)

ar(n)(n)
6 D̃

∞∑

n=1

(log 2n)5

n
5
4

< +∞.

Но найти для любой последовательности (r(n))∞n=1 с lim
n→∞

r(n) = ∞
другую такую последовательность (s̃(n))∞n=1 с lim

n→∞
s̃(n) =∞, чтобы

сходился указанный ряд, можно лишь в случае, когда для E спра-
ведливо упоминавшееся условие ядерности Гротендика — Пича: для
любого r существует s(r) такое, что

∞∑

n=1

ar(n)

as(r)(n)
< +∞.

Предположим, что условие ядерности E не выполняется, т. е. суще-
ствует r(0) ∈ N такое, что при любом s ∈ N ряд

∞∑

n=1

ar(0)(n)

as(n)

расходится. Тогда, выбрав, согласно расходимости соответствующих
рядов, последовательность натуральных индексов

(nk)
∞
k=1 :

nk+1−1∑

n=nk

ar(0)(n)

ar(0)+k(n)
> 2k, k = 1, 2, . . . ,

построим последовательность (r(n))∞n=1 следующим образом:

r(n) = r(0), n 6 n1, r(n) = r(0) + k, nk < n 6 nk+1, k = 1, 2, . . .
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Теперь для любой последовательности (s̃(n)), у которой lim
n→∞

s̃(n) =

0, с некоторого номера m будет s̃(n) > r(0) и для nk > M имеем

nk+1−1∑

n=nk

as̃(n)(n)

ar(0)+k(n)
>

nk+1−1∑

n=nk

ar(0)(n)

ar(0)+k(n)
> 2k,

так, что ряд
∞∑

n=1

as̃(n)(n)

ar(n)(n)

расходится. Полученное противоречие означает, что условие ядерно-
сти для пространства Кёте E = l1[ar(n)] должно быть выполнено,
если мономы образуют абсолютный базис Кёте в H(E). Оставшаяся
часть утверждения теоремы 2 следует из приведенных выше резуль-
татов [16].

По сравнению с результатом [19] здесь не накладывается требо-
вание монтелевости E и добавлен случай p 6= 1.

Было бы интересно исследовать характер базисности мономов в
случае пространств аналитических функций на пространствах Кёте
без условия ядерности. Приведенные оценки норм мономов и часть
рассуждений остаются справедливыми и в этом случае.

Еще раньше были известны и некоторые другие реализации про-
странств целых и голоморфных фкункций на открытых множе-
ствах сопряженного пространства [19, 20 и др.]. Параллельно изуча-
лись пространства голоморфных функций на банаховых простран-
ствах. В работе [14], в частности, доказано, что система мономов
{zm : m ∈ N(N)} является равностепенно непрерывным безусловным
базисом Шаудера для пространства C-значных голоморфных функ-
ций на l1 с топологией равномерной сходимости на компактных мно-
жествах, т. е. в Hσ(l1), где σ — борнология абсолютно выпуклых
компактных множеств в l1.

Если E — допустимое пространство (пространство с допустимой
топологией, при которой алгебраические операции непрерывны на
всех конечномерных подпространствах), n ∈ N, пространство всех
непрерывных n-однородных полиномов, действующих из E в C, обо-
значают обычно P (nE). Это подпространство в Hσ(E) и наделяется
индуцированной топологией. Ниже предполагаем, что σ — совокуп-
ность всех предкомпактных подмножеств в E.
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Теорема 3. Пусть E — пространство Фреше — Кёте и n = 2.
Если в пространстве (2E) система 2-однородных мономов является
p-абсолютным базисом с каким-нибудь p ∈ [1, 43 ), то пространство
E — ядерно.

То же утверждение влечет и более сильное условие.

Теорема 3′. Пусть E и σ удовлетворяют тем же ограничениям.
Если система мономов является p-абсолютным базисом при каком-
нибудь p ∈ [1, 43 ), то пространство E — ядерно.

Можно предположить, что граница 4
3 появилась из-за грубости

применяемого метода доказательства и что более тонкий подход сни-
мет это ограничение. Интересно было бы разобрать случай p = 2.

Приведем результат о базисности системы мономов, который
можно рассматривать как развитие и обобщение отдельных утвер-
ждений [6, 24].

Предварительно напомним, что монтелевским пространством

называют отделимое бочечное пространство, каждое замкнутое
ограниченное подмножество которого компактно. Пространство
Кёте lp[ar(n)], p > 1, — монтелевское, если выполнено условие: для
любого r существует s(r) ∈ N такой, что

lim
n→∞

ar(n)

as(r)(n)
= 0.

Теорема 4. Система мономов {zm : m ∈ N(N)} является рав-
ностепенно непрерывным безусловным базисом в Hσ(l1[ar(n)]), где
σ — борнология абсолютно выпуклых ограниченных подмножеств в
монтелевском пространстве Кёте E = l1[ar(n)].

C Предварительно заметим, что систему полунорм (| · |r), опре-
деляющую топологию в E, всегда можно предполагать выбранной
так, что

|e|r =
∞∑

n=1

|e′n(e)|ar(n) 6
1

2r
|e|r+1, r = 1, 2, . . . , e ∈ E,

где e′n(·) — координатные функционалы базиса ортов (en).
С использованием такого выбора системы полунорм в [21] пока-

зано, что в монтелевском пространстве Кёте E = lp[ar(n)], p > 1,
любое предкомпактное множество содержится в p-эллипсоиде вида

Ka =

{
e = (e′k(e)) :

∞∑

k=1

|e′k(e)|p
1

apk
6 1

}
,
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где (ak) удовлетворяет условию: существует (r(n))∞n=1, r(n)→∞ при
n→∞ (r(n) ∈ N) такой, что

an <
1

ar(n)(n)
, n > N.

Поэтому базу борнологии компактных множеств в пространстве
lp[ar(n)] можно считать состоящих из p-эллипсоидов указанного ви-
да. Кроме того, если Ka — компактный p-эллипсоид, то

a = bα, an = 2r(n)an
1

2r(n)
= bnαn,

где Kb снова компактный p-эллипсоид, а αn = 1
2r(n)

, n = 1, 2, . . .,
ввиду

an <
1

ar(n)(n)
6

1

2r(n)ar(n)−1(n)
, n > N.

За счет умножения множеств Ka или Kb на подходящие константы,
можно добиться, чтобы указанные неравенства были справедливы
для всех n и r(n) > 1. Нам потребуются еще модификации оценок
норм мономов.

Лемма 4 [6, 24]. В пространстве lp(a
−1) нормы мономов равны

∥∥zm
∥∥ =

(
mm

|m||m|
) 1

p

am, ∀m ∈ N(N),

где ‖f‖ = sup
{
|f(z)| : z ∈ lp, z‖ 6 1

}
.

Пусть f ∈ H (l1[ar(n)]), f 6= 0, f(z) =
∑

m∈N(N)

cmz
m — мономи-

альное разложение f и ‖f‖Ka
= sup{|f(z)| : z ∈ Ka} — полунорма,

определяемая компактным эллипсоидомKa ⊂ l1[ar(n)]. Для выбран-
ного произвольно ε > 0 и фиксированного q > 0, считая для a = (an)
(an → 0) выполненными условия, описанные перед леммой, найдем
сначала n0 ∈ N такой, что

1

2r(n)
<

εq

(1 + q)‖f‖Kb

, n > n0, (bk = 2r(k)e(1 + q)ak),

а затем n1 такой, что
(
sup
k

1

2r(k)

)n
<

εq

(1 + q)‖f‖Kb

, n > n1.
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В мономиальном разложении f выделим конечное множество

J0 =
{
m ∈ N(N) : |m| 6 n1 и mj = 0, j > n0

}
.

Если теперь m /∈ J0, то либо существует j0 > n0 с mj0 > 1 и

∏

j

1

2mjr(j)
=

1

2mj0
r(j0)

∏

j 6=j0

1

2mjr(j)
<

<

(
εq

(1 + q)‖f‖Kb

)mj0

6
εq

(1 + q)‖f‖Kb

,

либо |m| > n1, и тогда

∏

j

1

2mjr(j)
6
∏

j

(
sup
k

1

2r(k)

)mj

6

(
sup
k

1

2r(k)

)|m|
<

εq

(1 + q)‖f‖Kb

.

Наконец, возьмем произвольное конечное множество J ⊂ N(N) \ J0 и
оценим соответствующую часть разложения f с использованием ука-
занного выбора индексов и с привлечением оценок полунорм, полу-
чающихся из интегральной формулы Коши для коэффициентов [14,
24]:
∥∥∥∥
∑

m∈J

cmz
m

∥∥∥∥
Ka

6
1 + q

q
sup

{
|cm|

mm

|m||m| [e(1 + q)a]m : m ∈ J
}

6

6
1 + q

q
sup

{
|cm|

mm

|m||m| b
mαm : m ∈ J

}
6

6
1 + q

q
‖f‖Kb

sup
m∈J

∏

j

1

2mjr(j)
< ε, (αj = 1/2r(j)).

Из этих оценок следует безусловная сходимость мономиального раз-
ложения в топологии компактной сходимости. Так как выбор b (за-
висит только от a и q) не зависит от множества J , то отсюда следует
равностепенная непрерывность базиса мономов. B

Заметим, что пространства голоморфных функций даже на бес-
конечномерных пространствах Банаха с топологией τ0 не являются
бочечными и борнологическими.

Приведенные рассуждения допускают обобщения на случай про-
странств lp[ar(n)], p > 1, с использованием леммы 3 и технических
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приемов из [6, 24]. Для получения других свойств базиса мономов
в рассматриваемых пространствах потребуется дополнительное ис-
следование характера сходимости мономиальных разложений в про-
странствах m-однородных полиномов.

5. Построение алгебр типа Грассмана с бесконечным
числом образующих в пространствах голоморфных

функций и соответствующих суперпространств

Напомним определение суперпространства над коммутативной
банаховой супералгеброй [13].

Линейное пространство L называется Z2-градуированным, если
оно представлено в виде прямой суммы двух пространств L = L0 ⊕
L1. Элементы пространств L0 и L1 называются однородными.

В градуированном пространстве L = L0⊕L1 задана четность, ес-
ли дополнительно сказано, что элементы одного их этих пространств
называются четными, другого — нечетными. В дальнейшем будем
предполагать, что L0 — это подпространство, состоящее из четных
элементов, а L1 — подпространство, состоящее из нечетных элемен-
тов. Для элемента f ∈ L = L0 ⊕ L1 символами f0 и f1 обозначим
его четную и нечетную составляющие, символами π0 и π1 обозначим
проекторы на L0 и L1.

На Z2-градуированном пространстве L = L0 ⊕ L1 введем:
1) функцию четности |a| = 0, если a ∈ L0, и |a| = 1, если a ∈ L1;
2) автоморфизм четности σ : L → L, положив для однородных

элементов σ(f) = (−1)|f |f . Заметим, что σ2 = 1 и σ(f) = f тогда и
только тогда, когда f ∈ L0.

Супералгеброй называется Z2-градуированное пространство Λ =
Λ0 ⊕ Λ1, на котором введена структура ассоциативной алгебры с
единицей e и четной операцией умножения (т. е. произведение двух
четных или двух нечетных элементов — четный элемент, а произ-
ведение четного на нечетный — нечетный элемент: |ab| = |a| + |b|,
mod 2). В частности, подпространство Λ0 — подалгебра алгебры Λ.

В дальнейшем, линейные пространства будем рассматривать над
полем K = R или C.

Суперкоммутатор [a, b} однородных элементов a и b из суперал-
гебры Λ определяется равенством

[a, b} = ab− (−1)|a||b|b a.
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На неоднородные элементы суперкоммутатор продолжается по ли-
нейности.

Супералгебра Λ = Λ0 ⊕ Λ1 называется (супер)коммутативной,
если для произвольных однородных элементов a, b ∈ Λ имеем [a, b} =
0. Введем аннулятор множества нечетных элементов (Λ1-аннулятор),
полагая

⊥Λ1 = {λ ∈ Λ : λΛ1 = 0}.

Рассмотрим типичный пример супералгебры.
Конечномерная грассманова алгебра (внешняя алгебра) — это

коммутативная супералгебра Gn = Gn(g1, . . . , gn), элементы которой
имеют вид

f = f0e+

n∑

k=1

∑

i1<...<ik

fi1...ikgi1 . . . gik , (5)

где e = 1 — единица, g1, . . . , gn — антикоммутирующие образующие:
gigj = gjgi (и, в частности, g2i = 0), коэффициенты fi1...ik ∈ K.

Мономы e0 = 1, ei = gi1 . . . gik , i = (i1 < . . . < ik), образуют базис
в алгебре Gn, dimGn = 2n. Базис четного подпространства Gn,0 со-
стоит из четных мономов; базис нечетного подпространства Gn,1 —
из нечетных мономов (функция четности определяется равенством
|gi1 . . . gik |, mod 2; Gn = Gn,0 ⊕ Gn,1). Из антикоммутативности об-
разующих gi следует, что четные мономы, а следовательно, и эле-
менты подалгебры Gn,0 коммутируют со всеми элементами алгебры
Gn; нечетные мономы, а следовательно, и элементы Gn,1 антиком-
мутируют между собой.

Аннулятор нечетного подпространства ⊥Gn,1 = Kg1 . . . gn.
С помощью соответствия gj 7→ dxj(gjgi 7→ dxi ∧ dxj) грассманова

алгебра Gn реализуется как внешняя алгебра ∧nK.
В дальнейшем, роль координат на суперпространстве будут иг-

рать не числовые коэффициенты f0, . . . , f1...n в разложении (5) по
базису, а четная и нечетная составляющие переменной f = f 0 ⊕ f1,
f0 ∈ Gn,0, f1 ∈ Gn,1.

В случае, когда система мономов (zm) образует абсолютный ба-
зис, каждая функция Hσ(E) разлагается в бесконечный абсолютно
сходящийся ряд

f(z) = α · 1 +
∑

i

αizi +
∑

i,j

αijzizj + . . .
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Во множестве всех функций из Hσ(E) рассмотрим двусторонний
идеал A0, который порождается элементами вида f · f(= f(z) · f(z)),
когда f пробегает множество всех f ∈ Hσ(E). Идеалу A0 принадле-
жат и элементы вида

(f + g)(f + g)− f · f − g · g = f · g + g · f.

Тогда факторпространство Λ = Hσ(E)/A0 изоморфно алгебре типа
Грассмана. Единицы в ней уже не будет, так как 1 · 1 = 1, но фор-
мально можно единицу ввести искусственно и, в результате, про-
верка показывает, что характерные свойства алгебры Грассмана у
Hσ/A0 имеются.

Точно также, как описано выше, для конечномерной грассмано-
вой алгебры можно ввести функцию четности и получить разложе-
ние Λ = Λ0 ⊕ Λ. Это обозначение можно использовать и не только
для банаховых алгебр, но и для локально выпуклых алгебр, топо-
логии которых определяются счетным или даже несчетным набором
весовых полунорм, определяемым по абсолютному мономиальному
базису ядерного пространства голоморфных функций.

Следуя известным определениям [13], можно ввести понятие су-
перпространства над коммутативной супералгеброй Λ = Λ0⊕Λ1, как
линейное (над каким-либо полем) пространство Kn,m

Λ = Λn0 × Λm1 .
При этом естественно такое суперпространство наделять локаль-

но выпуклой топологией, определяемой весовыми полунормами ис-
ходного пространства голоморфных функций.

Наличие бесконечного числа образующих вносит некоторые труд-
ности при построении соответствующего суперанализа (например,
при определении аннуляторов), однако обобщение уже имеющего-
ся опыта в этом направлении (обзоры в [2, 13]) имеет интерес для
приложений, и темами следующих публикаций естественно ожи-
дать построение (аналогов) супердифференцируемости и суперголо-
морфности (S-дифференцируемости и S-аналитичности в термино-
логии [13]) и всего того, что составляет суперанализ на указанных
суперпространствах.
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Теория операторов





УДК 517.98

СИЛЬНО И РАВНОМЕРНО НЕПРЕРЫВНЫЕ
ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ

БАНАХА — КАНТОРОВИЧА

И. Г. Ганиев, С. С. Сададдинова

Статья посвящена изучению полугруппы ограниченных линейных операто-
ров, действующих в пространствах Банаха — Канторовича.

Введение

Одним из важных разделов в теории ограниченных линейных
операторов является теория полугрупп операторов в банаховых и
локально выпуклых пространствах, решающая важные задачи диф-
ференциальных уравнений в этих пространствах. Аналитическая
теория полугрупп операторов, действующих в банаховых и локаль-
но выпуклых пространствах, подробно изложено в монографиях
Э. Хилле, Р. С.Филлипса [1] и К. Иосиды [2].

Исследование мажорируемых операторов было начато в 30-х го-
дах ХХ века в работах Л. В. Канторовича. Дальнейшему суще-
ственному развитию теории мажорируемых операторов посвящены
работы А. Г. Кусраева (см. например [3], [4]).

В связи с развитием общей теории мажорируемых операторов
в пространствах Банаха — Канторовича над кольцом измеримых
функций, естественно возникают задачи теории полугрупп опера-
торов в пространствах Банаха — Канторовича. Известно [3, 5], что
всякое пространство Банаха — Канторовича можно представить в
виде измеримого расслоения банаховых пространств.

В работах [6, 7] было доказано, что всякий линейный циклически
компактный оператор можно представить как измеримое расслоение
линейных компактных операторов и получен векторный аналог тео-
ремы Банаха об обратном операторе для операторов, действующих
в расширенных пространствах Банаха — Канторовича. В работе [8]
был получен векторный вариант принципа равномерной ограничен-
ности Банаха — Штейнгауза для операторов в расширенных про-
странствах Банаха — Канторовича.
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Настоящая работа посвящена изучению полугруппы ограничен-
ных линейных операторов, действующих в пространствах Бана-
ха — Канторовича. Используется терминология и обозначения тео-
рии пространств Банаха — Канторовича из [3] и теории измеримых
расслоений из [3, 5].

1. Предварительные сведения

Пусть (Ω,Σ, µ) — измеримое пространство с полной конечной ме-
рой, и L0 = L0(Ω) — упорядоченная алгебра всех комплексных из-
меримых функций на (Ω,Σ, µ) (равные почти всюду функции отож-
дествляются). Рассмотрим векторное пространство E над полем ком-
плексных чисел C.

Отображение ‖·‖ : E → L0 называется векторной или L0-значной
нормой на E, если оно удовлетворяет следующим условиям:

1) ‖x‖ > 0 для всех x ∈ E; ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;
2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ для каждого λ ∈ C, x ∈ E;
3) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ при всех x, y ∈ E.
Пара (E, ‖ · ‖) называется решеточно-нормированным простран-

ством (РНП) над L0.
Говорят, что РНП E — дизъюнктно разложимо или, кратко, d —

разложимо, если в нем выполняется аксиома разложимости: для лю-
бого x ∈ E и для дизъюнктных элементов e1, e2 ∈ L0, удовлетворя-
ющих соотношению ‖x‖ = e1 + e2, существуют x1, x2 ∈ E такие, что
x = x1 + x2 и ‖x1‖ = e1 и ‖x2‖ = e2.

Сеть {xα} элементов из E называется (bо)-сходящейся к элемен-
ту x ∈ E, если сеть {‖xα − x‖} (о)-сходится к нулю в L0. Говорят,
что РНП (bo)-полно, если любая (bo)-фундаментальная сеть {xα}
в нем (bo)-сходится к некоторому элементу этого пространства. d-
разложимое (bo)-полное РНП над L0 называется пространством Ба-

наха — Канторовича (ПБК) над L0 [3].
Всякое ПБК E над L0 является модулем над L0 и ‖λx‖ = |λ|‖x‖

для всех λ ∈ L0 и x ∈ E [3, 4].
Пусть X — отображение, ставящее в соответствие каждой точке

ω ∈ Ω некоторое банахово пространство (X(ω), ‖·‖X(ω)), гдеX(ω) 6= 0
для всех ω ∈ Ω. Сечением X называется функция u, определенная
почти всюду в Ω и принимающая значения u(ω) ∈ X(ω) для всех ω ∈
dom u, где dom u есть область определения u.

Пусть L — некоторое множество сечений X.
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Определение 1 [5]. Пара (X,L) называется измеримым бана-

ховым расслоением (ИБР) над Ω , если
а) λ1c1+λ2c2 ∈ L для всех λ1, λ2 ∈ C и c1, c2 ∈ L, где λ1c1+λ2c2 :

ω ∈ dom c1∩ dom c2 → λ1c1(ω) + λ2c2(ω);
б) функция ‖c‖ : ω ∈dom c → ‖c(ω)‖X(ω) измерима при всех

c ∈ L;
в) для каждой точки ω ∈ Ω множество {c(ω) : c ∈ L, ω ∈ dom c}

плотно в X(ω).
В дальнейшем вместо (X,L) будем писать X.

Сечение s называется ступенчатым, если s(ω) =
n∑
i=1

χAi
(ω)ci(ω),

где ci ∈ L,Ai ∈ Σ, i = 1, n, χAi
(ω) — характеристическая функ-

ция множества Ai. Сечение u называется измеримым, если найдет-
ся такая последователность {sn} ступенчатых сечений, что ‖sn(ω)−
u(ω)‖X(ω) → 0 для почти всех ω ∈ Ω.

Пусть M(Ω, X) — множество всех измеримых сечений. Сим-
волом L0(Ω, X) обозначим факторизацию множества M(Ω, X) по
отношению равенства почти всюду. Через û обозначим класс из
L0(Ω, X), содержащий измеримое сечение u. Отметим, что функция
ω → ‖u(ω)‖X(ω) измерима для любого u ∈ M(Ω, X). Класс эквива-
лентности в L0, содержащий функцию ‖u(ω)‖X(ω), обозначим через
‖û‖. В дальнейшем мы иногда отождествляем сечение u ∈ M(Ω, X)
и соответствующий класс эквивалентности û ∈ L0(Ω, X).

В работе [5, стр. 144] доказано, что (L0(Ω, X), ‖ ·‖) является ПБК
над L0.

Пусть L∞(Ω) — множество ограниченных измеримых функ-
ций на (Ω,Σ, µ), L∞(Ω) — упорядоченная алгебра, полученная фак-
торизацией L∞(Ω) по отношению равенства почти всюду. Пусть
L∞(Ω, X) = {u ∈ M(Ω, X) : ‖u(ω)‖X(ω) ∈ L∞(Ω)}. Элементы из
L∞(Ω, X) называются ограниченными измеримыми сечениями. Че-
рез L∞(Ω, X)обозначим множество классов эквивалентности ограни-
ченных измеримых сечений.

Рассмотрим произвольный лифтинг p : L∞(Ω)→ L∞(Ω) [5].

Определение 2 [5]. Отображение ρX : L∞(Ω, X) → L∞(Ω, X)
называется векторнозначным лифтингом, ассоциированным с лиф-

тингом p, если выполняются следующие условия:
а) для всех û ∈ L∞(Ω, X) выполнено ρX(û) ∈ û, dom ρX(û) = Ω;
б) ‖ρX(û)(ω)‖X(ω) = p(‖û‖)(ω) для всех û ∈ L∞(Ω, X), ω ∈ Ω;
в) Если û, v̂ ∈ L∞(Ω, X), то ρX(û+ v̂) = ρX(û) + ρX(v̂);
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г) Если û ∈ L∞(Ω, X) и e ∈ L∞(Ω), то ρX(eû) = p(e)ρX(û);
е) Множество {ρX(û)(ω) : û ∈ L∞(Ω, X)} плотно в X(ω) для всех

ω ∈ Ω.
Из [5, теорема 4.4.1 и теорема 4.4.8 ] следует, что для всякого

ПБК E над L0 существует измеримое банахово расслоение (X,L)
такое, что E изометрически изоморфно L0(Ω, X) и на L∞(Ω, X) су-
ществует векторнозначный лифтинг.

Далее везде X — измеримое банахово расслоение над Ω с вектор-
нозначным лифтингом. Множество B ⊂ L0(Ω, X) называется (огра-
ниченным по норме), если множество {‖x‖ : x ∈ B} порядково огра-
ничено в L0.

Оператор T : L0(Ω, X) → L0(Ω, X) называется L0-линейным, ес-
ли T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y) для всех α, β ∈ L0, x, y ∈ L0(Ω, X).
L0-линейный оператор T называется L0-ограниченным, если для вся-
кого ограниченного множества B в L0(Ω, X), множество T (B) огра-
ничено в L0(Ω, X). Для L0-ограниченного оператора T положим

‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : ‖x‖ 6 1},

где 1 — единичный элемент в L0.
Пусть {T (ω) : X(ω) → X(ω)} — семейство ограниченных линей-

ных операторов. Если T (ω)x(ω) ∈M(Ω, X) для любого x ∈M(Ω, X),
то L0-линейный оператор T : L0(Ω, X) → L0(Ω, X), определенный

равенством T û = ̂T (ω)u(ω) является L0-ограниченным [6].
Обратно, для всякого L0-ограниченного L0-линейного оператора

T : L0(Ω, X) → L0(Ω, X) существует семейство ограниченных опе-
раторов {T (ω) : X(ω)→ X(ω)} такое, что для всякого x ∈ L0(Ω, X)
справедливо равенство (T (x))(ω) = T (ω)(x(ω)) для почти всех ω ∈ Ω;
при этом, если ‖T‖ ∈ L∞(Ω), то ρX(T (x))(ω) = T (ω)(ρX(x)(ω)) для
всех x ∈ L∞(Ω, X) и ω ∈ Ω.

2. Полугруппа операторов в пространствах
Банаха — Канторовича

Пусть Tt : L0(Ω, X) → L0(Ω, X) семейство L0-линейных L0-
ограниченных операторов, где t ∈ [0;+∞).

Определение 3. Семейство {Tt}t∈[0;+∞) назовем полугруппой в
L0(Ω, X), если выполняются следующие условия

T0 = I и Tt+s = TtTs,
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при всех t, s ∈ [0;+∞), где I — тождественный оператор в L0(Ω, X).
Если существует C ∈ L∞(Ω) такое, что ‖Tt‖ 6 C при всех t ∈

[0;+∞), то полугруппу {Tt} назовем ограниченной. Если C = 1, то
полугруппа {Tt} называется сжимающей.

Пусть {Tt(ω) : X(ω) → X(ω)} — полугруппа ограниченных ли-
нейных операторов в банаховом пространстве X(ω).

Определение 4. Семейство {Tt(ω)}t∈[0;+∞) назовем измеримым

расслоением полугруппы операторов, если для каждого t ∈ [0;+∞)
имеет место Tt(ω)x(ω) ∈M(Ω, X) при всех x ∈M(Ω, X).

Если {Tt(ω)}t∈[0;+∞) — измеримое расслоение ограниченных ли-
нейных операторов, то линейный оператор Tt : L0(Ω, X)→ L0(Ω, X),

определенный равенством Ttx = ̂Tt(ω)x(ω) служит L0-линейным L0-
ограниченным оператором.

Теорема 1. Если {Tt(ω)}t∈[0;+∞) — измеримое расслоение по-
лугрупп операторов, то {Tt}t∈[0;+∞) является полугруппой L0-
линейных L0-ограниченных операторов в L0(Ω, X).

Теорема 2. Если Tt : L0(Ω, X) → L0(Ω, X) — ограниченная по-
лугруппа L0-линейных L0-ограниченных операторов, то существует
измеримое расслоение ограниченных полугрупп линейных операто-
ров Tt(ω) : X(ω)→ X(ω) такое, что ρX(Ttx)(ω) = Tt(ω)ρX(x)(ω) для
всех x ∈ L∞(Ω, X) и ω ∈ Ω.

C Фиксируем t ∈ [0;+∞) и ω ∈ Ω. Поскольку ‖Tt‖ 6 C,
то ‖Ttx‖ 6 C‖x‖ для всех x ∈ L0(Ω, X). Поэтому Tt отображает
L∞(Ω, X) в себя. Определим линейный оператор Tt(ω) в X(ω) равен-
ством Tt(ω)ρX(x)(ω) = ρX(Ttx)(ω) для всех x ∈ L∞(Ω, X). Покажем,
что {Tt(ω)} — полугруппа операторов.

1) Пусть x ∈ L∞(Ω, X). Имеем

T0(ω)(ρX(x)(ω)) = ρX(T0(x))(ω) = ρX(I(x))(ω) = ρX(x)(ω).

Отсюда T0(ω) = I(ω) для всех ω ∈ Ω.
2) Пусть t, s ∈ [0;+∞). Тогда

Tt+s(ω)(ρX(x)(ω)) = ρX(Tt+s(x))(ω) = ρX(TtTs(x))(ω)

= Tt(ω)(ρX(Ts(x))(ω) = Tt(ω)Ts(ω)ρX(x)(ω),

т. е. Tt+s(ω) = Tt(ω)Ts(ω) для всех ω ∈ Ω.



180 Ганиев И. Г.Сададдинова С. С.

3) Теперь покажем, что {Tt(ω)} — ограниченная полугруппа опе-
раторов. Из соотношения

‖Tt(ω)ρX(x)(ω)‖X(ω) = ‖ρX(Ttx)(ω)‖X(ω)

= p(‖Ttx‖)(ω) 6 p(C‖x‖)(ω) = p(C)(ω)p(‖x‖)(ω)
= p(C)(ω)‖ρX(x)(ω)‖X(ω)

выводим ‖Tt(ω)‖ 6 p(C)(ω). Поскольку ‖Tt(ω)‖ 6 p(C)(ω) 6

‖p(C)‖L∞(Ω) = ‖C‖L∞(Ω), то полугруппа {Tt(ω)} ограничена для
всех ω ∈ Ω. В силу условия е) из определения 2, Tt(ω) продолжается
до ограниченного линейного оператора на X(ω) (это продолжение
также обзначим через Tt(ω)). Из определения {Tt(ω)} следует, что
ρX(Ttx)(ω) = Tt(ω)ρX(x)(ω) для всех x ∈ L∞(Ω, X) и ω ∈ Ω.B

Следствие. Если Tt : L0(Ω, X) → L0(Ω, X) — сжимающая по-
лугруппа L0-линейных L0-ограниченных операторов, то существу-
ет измеримое расслоение полугрупп сжимающих операторов Tt(ω) :
X(ω) → X(ω) такое, что ρX(Ttx)(ω) = Tt(ω)ρX(x)(ω) для всех
x ∈ L∞(Ω, X) и ω ∈ Ω.

C Так как ‖Tt‖ 6 1, то из теоремы 2 следует, что существует
измеримое расслоение ограниченных полугрупп операторов Tt(ω) :
X(ω) → X(ω) такое, что ρX(Ttx)(ω) = Tt(ω)ρX(x)(ω) для всех x ∈
L∞(Ω, X) и ω ∈ Ω. Поскольку ‖Tt‖ 6 1, то ‖Tt(ω)‖ 6 1, т. е. {Tt(ω)}
сжатия. B

3. Сильно и равномерно непрерывные полугруппы
операторов в пространствах Банаха — Канторовича

Определение 5. Полугруппу операторов {Tt} в L0(Ω, X) назо-
вем сильно непрерывной, если ‖Ttx − x‖ (o)-сходится к нулю при
t→ 0 для каждого x ∈ L0(Ω, X).

Пример 1. Пусть Ω = {ω1, ω2}, тогда L0 = C2. Рассмотрим век-
торное пространство E = C × C2 с покоординатными алгебраиче-
скими операциями и для каждого u = (a, (b, c)) ∈ E, (α1, α2) ∈ C2

положим (α1, α2)u = (α1a, (α2b, α2c)). Относительно L0-нормы

‖u‖ = (|a|,max(|b|, |c|)) ∈ C2

E становится пространством Банаха — Канторовича над C2.
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Рассмотрим семейство линейных операторов Tt : E → E (t ∈
[0;+∞)) определенное равенством

Ttx = ((t+ 1)x1, (t+ 1)x2, (t+ 1)x3).

Пусть α = (α1, α2) ∈ C2. Из равенств

Tt(αx) = Tt(α1x1, α2x2, α2x3)

= ((t+ 1)α1x1, (t+ 1)α2x2, (t+ 1)α2x3)

= (α1, α2)((t+ 1)x1, (t+ 1)x2, (t+ 1)x3) = αTtx

следует, что Tt является C2-линейным. Из равенства ‖Ttx‖ = (t +
1)‖x‖ имеем, что оператор Tt является L0-ограниченным при каждом
t ∈ [0;+∞).

Теперь покажем, что Tt — полугруппа операторов. Ясно, что
T0x = x, т. е. T0 = I. Из равенства Tt+sx = ((t+s+1)x1, (t+s+1)x2,
(t + s + 1)x3) = Tt((s + 1)x1, (s + 1)x2, (s + 1)x3) = TtTsx вытекает,
что Tt+s = TtTs.

Поскольку
‖Ttx− x‖ = t‖x‖ → 0

при t→ 0, то полугруппа Tt является сильно непрерывной.

Пример 2. Пусть X — банахово пространство и L0([0;+∞), X) —
пространство измеримых по Бохнеру X-значных функции на
[0;+∞).

Определим отображение ‖ · ‖ : L0([0;+∞), X) → L0([0;+∞)) ра-

венством ‖f̂‖ = ‖f̂(t)‖X ∈ L0([0;+∞)). Тогда L0([0;+∞), X) — ПБК
над L0 [3, стр. 95].

Пусть Tt : L0([0;+∞), X)→ L0([0;+∞), X) — семейство операто-
ров, определенное равенством Ttf(s) = (t+1)f(s), t ∈ [0;+∞). Ясно,
что оператор Tt является L0-ограниченным при каждом t ∈ [0;+∞).
Из равенства Tt(αf) = (t + 1)αf = α(t + 1)f = αTtf следует, что Tt
является L0-линейным, при всех t ∈ [0;+∞).

Покажем, что {Tt} — полугруппа операторов в L0([0;+∞), X).
Так как T0f(s) = f(s), то T0 = I. Поскольку

Tt1+t2f(s) = f(s+ t1 + t2) = Tt1f(s+ t2) = Tt1Tt2f(s),

то Tt1+t2 = Tt1Tt2 . Так как

‖ ̂Ttf − f‖ = t‖f̂‖ → 0

при t→ 0, то полугруппа Tt является сильно непрерывной.
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Пример 3. Рассмотрим семейство операторов Tt :
L0([0;+∞), X) → L0([0;+∞), X), определенное равенством
Ttf(s) = f(s + t). Покажем, что {Tt} — полугруппа операто-
ров в L0([0;+∞), X).

Так как T0f(s) = f(s + 0) = f(s), то T0 = I. Поскольку
Tt1+t2f(s) = f(s + t1 + t2) = Tt1f(s + t2) = Tt1Tt2f(s), то Tt1+t2 =
Tt1Tt2 . Легко видеть, что семейство операторов {Tt} не является L0-
линейным.

Пример 4. Пусть L1[0,+∞) — банахово пространство классов
интегрируемых по Лебегу функции на [0,+∞).

Обозначим через L0[L1] множество всех измеримых K(ω, τ)
функций на Ω× [0,+∞) удовлетворяющих следующим условиям:

а) класс эквивалентности функций τ → K(ω, τ) входит в
L1[0,+∞) для п. в. ω ∈ Ω;

б) функция ω → ‖K(ω, τ)‖L1[0,+∞) измерима и ее класс эквива-
лентности ‖K‖ входит L0.

Известно [3, стр. 96], что (L0[L1], ‖ · ‖) — пространство Банаха —
Канторовича над L0.

Рассмотрим семейство линейных операторов {Tt : t ∈ [0;+∞)} в
L0[L1], определенное равенством

(TtK)(ω, τ) = K(ω, τ + t).

Поскольку ‖TtK‖ = ‖K‖, имеем, что оператор Tt L0-ограничен
при каждом t ∈ [0;+∞). Из равенства (Tt(αK))(ω, τ) =
Tt(α(ω)K(ω, τ)) = α(ω)K(ω, τ + t) = α(ω)(TtK)(ω, τ) = (αTtK)(ω, τ)
следует, что Tt(αK) = αTt(K) для любого α ∈ L0, т. е. Tt является
L0-линейным. Проверим аксиомы полугрупп.

1) Поскольку, (T0K)(ω, τ) = T0K(ω, τ) = K(ω, τ), то T0 = I.
2) Так как (Tt+sK)(ω, τ) = Tt+sK(ω, τ) = K(ω, τ + s + t) =

TtK(ω, τ + s) = TtTsK(ω, τ) = (TtTs(K))(ω, τ), то Tt+s = TtTs.
Таким образом, {Tt} — полугруппа L0-линейных L0-

ограниченных операторов в L0[L1].

Пример 5. Рассмотрим пространство l∞([0,+∞), L0), состоящее
из отображений f : [0,+∞)→ L0, для которых определен элемент

‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ [0,+∞)} ∈ L0.

Относительно этой нормы l∞([0,+∞), L0) является пространством
Банаха — Канторовича [4 стр. 168].
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Определим семейство линейных операторов {Tt : t ∈ [0;+∞)} в
l∞([0,+∞), L0) равенством Ttf(x) = f(x+t). Легко, как и выше, про-
верить, что {Tt : t ∈ [0;+∞)} является полугруппой L0-линейных
L0-ограниченных операторов в ПБК l∞([0,+∞), L0).

Пусть ‖Tt‖ 6 C ∈ L∞(Ω) для всех t ∈ [0;+∞).

Определение 6. Если lim
t→0

∥∥∥∥‖Ttx−x‖
∥∥∥∥
L∞(Ω)

= 0 для каждого x ∈

L∞(Ω, X), то полугруппу {Tt} назовем сильно L∞(Ω)-непрерывной.

Определение 7. Измеримое расслоения полугрупп операторов
{Tt(ω)} назовем равномерно сильно непрерывной, если ‖Tt(ω)‖ ∈
L∞(Ω) и для любого x ∈ L∞(Ω, X) имеет место lim

t→0
sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)x(ω)−
x(ω)‖X(ω) = 0.

Пусть π : L∞(Ω, X) → L∞(Ω, X) каноническое отображение,
ставящее каждому элементу u ∈ L∞(Ω, X) содержащий его класс
û.

Теорема 3. а) Если полугруппа {Tt} — сильно L∞(Ω)-
непрерывна, то измеримые расслоения полугрупп {Tt(ω)}, опреде-
ленные равенством

Tt(ω)ρX(x)(ω) = ρX(Ttx)(ω),

являются равномерно сильно непрерывными.
б) Если {Tt(ω)} — равномерно сильно непрерывная ограничен-

ная полугруппа операторов для всех ω ∈ Ω, то семейство линейных
операторов Tt : L∞(Ω, X) → L∞(Ω, X), определенных равенством
Ttx̂ = π(Tt(ω)x(ω)), является сильно L∞(Ω)-непрерывной ограни-
ченной полугруппой.

C а) Ясно, что ‖Tt(ω)x(ω)‖X(ω) ∈ L∞(Ω) для любого x ∈
L∞(Ω, X). Из соотношения

‖Tt(ω)ρX(x)(ω)‖X(ω) = p(‖Ttx‖)(ω)
6 p(C)(ω)‖ρX(x)(ω)‖X(ω) 6 ‖p(C)‖L∞(Ω)‖ρX(x)(ω)‖X(ω)

следует, что ‖Tt(ω)‖ ∈ L∞(Ω) и {Tt(ω)} — ограничена для всех ω ∈
Ω. Поскольку,

‖Tt(ω)x(ω)− x(ω)‖X(ω) = ‖ρX(Ttx)(ω)− ρX(x)(ω)‖X(ω)

=p(‖Ttx− x‖)(ω) 6‖p(‖Ttx− x‖)‖L∞(Ω) =
∥∥∥‖Ttx− x‖

∥∥∥
L∞(Ω)
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для всех ω ∈ Ω и lim
t→0

∥∥∥‖Ttx − x‖
∥∥∥
L∞(Ω)

= 0, то lim
t→0

sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)x(ω) −
x(ω)‖X(ω) = 0.

Таким образом, полугруппа операторов {Tt(ω)} — равномерно
сильно непрерывна.

б) Сначала покажем, что {Tt} — ограниченная полугруппа. Име-
ем

‖Ttx̂‖L∞(Ω,X) = ‖π(Tt(ω)x(ω))‖L∞(Ω,X) 6 ‖Tt(ω)x(ω)‖L∞(Ω,X)

= sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)x(ω)‖X(ω) 6 sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)‖‖x(ω)‖X(ω) 6 C‖x̂‖L∞(Ω).

Из следующих соотношений видно, что {Tt} — полугруппа.

T0x̂ = π(T0(ω)x(ω)) = π(I(ω)x(ω)) = π(x(ω)) = x̂ т. е. T0 = I;

Tt+sx̂ = π(Tt+s(ω)x(ω)) = Tt(π(Ts(ω)x(ω)) = TtTsx̂ т. е. Tt+s = TtTs.

Ясно, что Tt − L∞(Ω)-линейный оператор. Поскольку
∥∥∥‖Ttx −

x‖
∥∥∥
L∞(Ω)

6 sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)x(ω) − x(ω)‖X(ω) и lim
t→0

sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)x(ω) −

x(ω)‖X(ω) = 0, то имеем lim
t→0

∥∥∥‖Ttx−x‖
∥∥∥
L∞(Ω)

= 0, т. е. {Tt} — сильно

L∞(Ω)-непрерывная ограниченная полугруппа.B
Пусть опять ‖Tt‖ 6 C ∈ L∞(Ω) для всех t ∈ [0;+∞) и B(X(ω)) —

банахово пространство всех ограниченных линейных операторов в
X(ω).

Определение 8. Полугруппу операторов {Tt}t∈[0;+∞) в
L∞(Ω, X) назовем равномерно L∞-непрерывной, если

∥∥∥‖Tt − I‖
∥∥∥
L∞(Ω)

→ 0

при t → 0. Измеримое расслоение полугруппы {Tt(ω)}t∈[0;+∞) на-
зовем равномерно непрерывным, если ‖Tt(ω)‖B(X(ω)) ∈ L∞(Ω) и
lim
t→0

sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)− I(ω)‖B(X(ω)) = 0.

Теорема 4. а) Если {Tt}t∈[0;+∞) — равномерно L∞-непрерывная
полугруппа операторов в L∞(Ω, X), то полугруппа {Tt(ω)}t∈[0;+∞) —
равномерно непрерывна в X(ω).



Сильно и равномерно непрерывные полугруппы операторов 185

б) Если {Tt(ω)}t∈[0;+∞) — равномерно непрерывная полугруппа,
то семейство линейных операторов Tt : L

∞(Ω, X)→ L∞(Ω, X), опре-
деленных равенством Ttx̂ = π(Tt(ω)x(ω)), является равномерно L∞-
непрерывной полугруппой.

C а) Поскольку

sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)− I(ω)‖ 6

∥∥∥‖Tt − I‖
∥∥∥
L∞(Ω)

,

то lim
t→0

sup
ω∈Ω

‖Tt(ω)− I(ω)‖B(X(ω)) = 0.

б) доказывается так же, как и в доказательстве теоремы 3. B
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УДК 517.98

ОРТОСИММЕТРИЧНЫЕ БИЛИНЕЙНЫЕ
ОПЕРАТОРЫ В ВЕКТОРНЫХ РЕШЕТКАХ

А. Г. Кусраев1

Статья представляет собой обзор результатов о порядковом строении орто-
симметричных билинейных операторов в векторных решетках.

Введение

Исследование порядковых свойств билинейных операторов в век-
торных решетках начато более полувека тому назад. Первая публи-
кация в этом направлении появилась в 1953 году и принадлежала
Х. Накано [78]. Однако эта работа не привлекала внимания специа-
листов и новые продвижения были достигнуты лишь в 1970-х годах в
работах Д. Фремлина [55, 56], Г. Виттстока [88, 89], Р. Кристеску [52]
и А. Г. Кусраева [5]. Затем вновь в течение почти двадцати лет били-
нейные операторы как самостоятельный объект исследования выпа-
ли из круга активно разрабатываемых разделов теории операторов в
векторных решетках. Впрочем, стоит отметить, что различные част-
ные случаи (как, например, билинейные функционалы, умножение в
решеточно упорядоченной алгебре, различные тензорные произведе-
ния) время от времени изучались равными авторами, см., например,
[82, 83]. Подробнее история этого вопроса и состояние предмета от-
ражены в обзорах [40, 41, 42].

С начала 2000-х годов наблюдается возрастающий интерес к по-
рядковым свойствам билинейных операторов. В этот период появи-
лись новые задачи и методы исследования, а также новые взаимо-
связи с другими разделами теории векторных решеток и положи-
тельных операторов. Этот всплеск начался с серии работ Х. Баскеса
и А. ван Ройя [46, 48, 49, 50, 51] и продолжается по сей день [10, 13,
16–18, 30, 37, 38, 39, 42, 44, 57, 64–66, 68, 79].

В работе Г. Баскеса и А. ван Ройя [46] был введен интересный
класс ортосимметричных билинейных операторов, интенсивно раз-
рабатываемых в последующие годы [10, 13, 35, 38, 44, 47, 48, 57].

1 Поддержан грантом Российского фонда фундаментальных исследований,
проект № 06-01-00622, и грантом Президента РФ, проект НШ-5813.2006.1.
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Неразделимой спутницей ортосимметричных операторов оказа-
лась конструкция квадрата архимедовой векторной решетки, пред-
ложенной теми же авторами в другой работе [48]. Разные подходы к
этой конструкции представлены в [35, 48].

Как было отмечено в [13, 44], квадрат векторной решетки играет
столь же важную роль в теории положительных ортосимметричных
билинейных операторов, какая принадлежит тензорному произведе-
нию по Фремлину [55] в теории положительных билинейных опера-
торов. Обе конструкции обладают следующим универсальным свой-
ством: множества положительных билинейных операторов, опреде-
ленных на декартовом произведении двух архимедовых векторных
решеток, и положительных ортосимметричных билинейных опера-
торов, определенных на декартовом квадрате архимедовой вектор-
ной решетки, принимающих значения из равномерно полной век-
торной решетки, биективны соответственно с множествами положи-
тельных линейных операторов на тензорном произведении по Фрем-
лину рассматриваемых векторных решеток и на квадрате данной
векторной решетки. Эти биекции будем называть линеаризацией по-
средством тензорного произведения по Фремлину и линеаризацией
посредством квадрата, соответственно. В то же время имеется су-
щественное различие: линеаризация посредством тензорного произ-
ведения по Фремлину не сохраняет порядковую непрерывность опе-
ратора, а линеаризация посредством квадрата — сохраняет. Тем са-
мым, квадрат векторной решетки можно использовать для перевода
известных результатов о порядково непрерывных линейных опера-
торах в аналогичные результаты о порядково непрерывных орто-
регулярных билинейных операторах. Это обстоятельство является
ключевым и, в частности, обеспечивает справедливости теоремы Ра-
дона — Никодима для ортосимметричных билинейных операторов.

Цель настоящей статьи — дать обзор основных фактов о порядко-
вом строении ортосимметричных билинейных операторов, включая в
частности, вопросы представления и продолжения, неравенства типа
Гёльдера и Минковского, теорему типа Радона — Никодима и теоре-
му Хана о разложении для орторегулярных билинейных операторов.

Статья организована следующим образом. Первая глава фикси-
рует обозначения и терминологию, а также содержит короткий обзор
необходимых для дальнейшего изложения сведений об общих били-
нейных и ортосимметричных билинейных операторах в векторных
решетках. Кроме того здесь обсуждается проблема продолжения ор-
торегулярных билинейных операторов.

Во второй главе рассматривается взаимодействие между кон-
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струкцией квадрата векторной решетки и однородного функцио-
нального исчисления в векторных решетках. Здесь же собраны по-
лезные сведения об однородном функциональном исчислении, кото-
рые, несмотря на свою простоту, не представлены компактно в лите-
ратуре. Далее, изложены неравенства типа Гёльдера и Минковского
для ортосимметричных билинейных операторов.

Третья глава посвящена ортосимметричным билинейным опе-
раторам, сохраняющим порядковые отрезки. Здесь рассматривают-
ся некоторые свойства квадрата векторной решетки, позволяющие
установить, что порядково непрерывный ортосимметричный опера-
тор сохраняет порядковые отрезки в том и только в том случае,
когда его линеаризация посредством квадрата является линейным
оператором Магарам. Этот факт лежит в основе теоремы Радона —
Никодима, теоремы Хана о разложении и критерия дизъюнктности
Накано для ортосимметричных билинейных операторов, сохраняю-
щих порядковые отрезки.

Четвертая глава посвящена ортосимметричным билинейным опе-
раторам, сохраняющим дизъюнктность. Вначале рассматривается
билинейный вариант проблемы Викстеда: в каких расширенных век-
торных решетках все раздельно нерасширяющие билинейные опера-
торы симметричны или порядково ограничены? Затем дается опи-
сание орторегулярных операторов, представимых в виде суммы или
разности симметричных решеточных гомоморфизмов, а также муль-
типликативное представление общих ортосимметричных билиней-
ных операторов, сохраняющих дизъюнктность.

Необходимые сведения из теории векторных решеток и положи-
тельных операторов можно найти в книгах [7] и [33]. Все рассмат-
риваемые в этой статье векторные решетки предполагаются веще-
ственными и архимедовыми. Символ := используется в тех случаях,
когда равенство понимается как определение; N и R обозначаем мно-
жества натуральных и вещественных чисел, соответственно. Вектор-
ную решетку, полную относительно сходимости с регулятором, будем
назвать для краткости равномерно полной.
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Глава 1. Билинейные операторы
в векторных решетках

В этой главе вводятся терминология и обозначения, а также дает-
ся краткий обзор необходимых для дальнейшего важнейших фактов.
Параграф 1.1 посвящен общим билинейным операторам, определен-
ным на произведении векторных решеток, тогда как в параграф 1.2
вводится класс ортосимметриченых билинейных операторов — ос-
новной объект изучения в настоящем обзоре. В параграфе 1.3 ко-
ротко рассмотрена задача о продолжении ортосимметричных били-
нейных операторов.

1.1. Классы билинейных операторов

В этом параграфе вводятся классы билинейных операторов,
выделяемые разными порядковыми свойствами и формулируются
некоторые полезные в дальнейшем факты. Подробнее этот предмет
представлен в обзоре [42].

1.1.1. Пусть E, F и G — векторные решетки. Билинейный опе-
ратор b : E × F → G называют положительным, если b(x, y) > 0
для всех x ∈ E+ и y ∈ F+, и регулярным, если его можно предста-
вить в виде разности двух положительных билинейных операторов.
Обозначим символами BLr(E,F ;G) и BL+(E,F ;G) соответственно
множества всех регулярных и положительных билинейных операто-
ров из E × F в G. Для произвольного положительного оператора b
выполняется |b(x, y)| 6 b(|x|, |y|) (x ∈ E, y ∈ F ).

1.1.2. Обозначим символом Prt(x) множество всех разбиений эле-
мента x ∈ E+, т. е. множество всех конечных последовательностей
(x1, . . . , xn), n ∈ N, элементов E+ таких, что x1 + · · · + xn = x.
Будем говорить, что b : E × F → G — билинейный оператор по-

рядково ограниченной вариации, если для любых x ∈ E+ и y ∈ F+

множество Σb[x; y] всех сумм вида
n∑
k=1

m∑
l=1

|b(xk, yl)|, где (x1, . . . , xn) ∈
Prt(x) и (y1, . . . , ym) ∈ Prt(y), порядково ограничено в G. Множество
всех билинейных операторов порядково ограниченной вариации из
E×F в G, обозначаемое символом BLbv(E,F ;G), представляет собой
упорядоченное векторное пространство с положительным конусом
BL+(E,F ;G), т. е. b1 > b2 означает, что оператор b1−b2 положителен.
Очевидно, что BLr(E,F ;G) ⊂ BLbv(E,F ;G), но обратное включение
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может нарушаться. Пространство BLr(E,F ;G) всегда рассматрива-
ется с индуцированным порядком. Билинейные операторы порядко-
во ограниченной вариации были введены в [78], а затем исследованы
в [51], см. также обзор [42].

Если G — пространство Канторовича, то BLr(E,F ;G) =
BLbv(E,F ;G) и это упорядоченное векторное пространство также
есть пространство Канторовича [51]. В частности, каждый регуляр-
ный билинейный оператор b ∈ BLr(E,F ;G) имеет модуль |b|, причем

|b|(x, y) = supΣb[x; y] (0 6 x ∈ E, 0 6 y ∈ F ),
|b(x, y)| 6 |b|(|x|, |y|) (x ∈ E, y ∈ F ).

В случае функционалов (G = R) эта формула приведена в [56, 1I].
Другие формулы порядкового исчисления регулярных билинейных
операторов см. в [16].

1.1.3. Билинейный оператор b : E × F → G называют решеточ-

ным биморфизмом, если операторы b(e, ·) : y 7→ b(e, y) (y ∈ F ) и
b(·, f) : x 7→ b(x, f) (x ∈ E) являются решеточными гомоморфиз-
мами для любых e ∈ E+ и f ∈ F+ [55]. Очевидно, что решеточный
биморфизм положителен. Следующая характеризация решеточных
биморфизмов получена в [82].

Для положительного билинейного оператора b равносильны ут-
верждения:

(1) b — решеточный биморфизм;
(2) |b(x, y)| = b(|x|, |y|) для всех x ∈ E и y ∈ F ;
(3) если для 0 6 x, u ∈ E и 0 6 y, v ∈ F выполнены условия

x ∧ u = 0 и y ∧ v = 0, то b(x, y) ∧ b(u, v) = 0.
Следующий фундаментальный результат установлен Д. Фремли-

ным в [55, теорема 4.2]. (Различные подходы к этому результату
см. [58, 82].)

1.1.4. Теорема. Пусть E и F — векторные решетки. Существу-
ет и притом единственная, с точностью до изоморфизма, векторная
решетка E⊗F , а также решеточный биморфизм φ : E×F → E⊗F ,
такие, что:

(1) для векторной решетки G и решеточного биморфизма ψ :
E × F → G существует единственный решеточный гомоморфизм
T : E ⊗ F → G, для которого T ◦ φ = ψ;

(2) φ индуцирует вложение алгебраического тензорного произве-

дения E ⊗ F в E ⊗ F ;



Ортосимметричные билинейные операторы 191

(3) E⊗F плотно в E⊗F в том смысле, что для любого v ∈ E⊗F
можно подобрать такие x0 ∈ E и y0 ∈ F , что для произвольного
ε > 0 существует u ∈ E⊗F , удовлетворяющий неравенству |v−u| 6
εx0 ⊗ y0;

(4) если 0 < v ∈ E ⊗ F , то существуют такие x ∈ E+ и y ∈ F+,
что 0 < x⊗ y 6 v.

Решеточный биморфизм φ обозначают символом ⊗, а алгебраиче-
ское тензорное произведение E⊗F считают фактически вложенным
в E ⊗ F .

1.1.5. Пусть ψ и T — те же, что и в 1.1.4 (1). Предположим, что
для любых x ∈ E+ и y ∈ E+ из равенства ψ(x, y) = 0 вытекает
либо x = 0, либо y = 0. В этом случае T инъективен и, следова-
тельно, отображает E ⊗ F изоморфно на векторную подрешетку G,
порожденную множеством imψ : = ψ(E × F ). В частности, если E0

и F0 — векторные подрешетки E и F соответственно, то тензорное
произведение E0⊗F0 изоморфно векторной подрешетке в E⊗F , по-
рожденной множеством E0 ⊗ F0. Тем самым E0 ⊗ F0 можно считать
векторной подрешеткой в E ⊗ F [55, следствия 4.4 и 4.5].

Д. Фремлин [55, теорема 5.3] доказал также следующее важное
универсальное свойство тензорного произведения E ⊗ F : если G —
равномерно полная векторная решетка, то для любого положитель-
ного билинейного оператора b : E × F → G существует единствен-
ный положительный линейный оператор T : E ⊗ F → G такой, что
b = T⊗.

Пусть Lr(H,G) и L∼(H,G) обозначают пространства соответ-
ственно всех линейных регулярных операторов и всех линейных по-
рядково ограниченных операторов из H в G.

1.1.6. Теорема. Пусть E, F и G — векторные решетки, причем G
равномерно полно. Тогда отображение T 7→ T⊗ представляет собой
изоморфизм следующих упорядоченных векторных пространств:

(1) Lr(E ⊗ F,G) и BLr(E,F ;G);

(2) L∼(E ⊗ F,G) и BLbv(E,F ;G).

Первое утверждение немедленно следует из упомянутого в 1.1.5
универсального свойства тензорного произведения; второе утвер-
ждение было установлено в [51].

Итак, фремлиновское тензорное произведение векторных реше-
ток позволяет некоторые известные результаты о регулярных или
порядково ограниченных линейных операторах переводить в новые
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результаты о регулярных билинейных операторах или же билиней-
ных операторах порядково ограниченной вариации соответственно.
Этот и некоторые другие аспекты теории билинейных операторов
в векторных решетках см. в [42]. Относительно мажорируемых би-
линейных операторов в решеточно нормированных пространствах, а
также подходящей конструкции тензорного произведения см. [18].

1.1.7. Билинейный оператор b : E × F → G называют раздельно

o-непрерывным, если b(e.·) и b(·, f) являются o-непрерывными опе-
раторами для всех e ∈ E и f ∈ F . Порядковая непрерывность (o-
непрерывность) b означает, что сеть

(
b(xα, yβ)

)
o-сходится к b(x, y)

в G, если (xα) o-сходится к x в E и
(
yβ
)
o-сходится к y в F . Как

было отмечено в [30], регулярный билинейный оператор b раздельно
o-непрерывен в том и только в том случае, когда он o-непрерывен.
Множество всех порядково непрерывных регулярных билинейных
операторов из E×F в G с линейными операциями и порядком, инду-
цированными из BLr(E,F ;G), обозначается символом BLn(E,F ;G).

Оператор b ∈ BLr(E,F ;G) называют порядково сингулярным, ес-
ли он обращается в ноль на некотором фундаменте E × F . Скажем,
что b суперсингулярен, если b обращается в ноль на фундаменте вида
E0×F или E×F0, где E0 и F0 — фундаменты в E и F соответственно.
Множества всех порядково сингулряных и порядково непрерывных
регулярных билинейных операторов образуют дизъюнктные поряд-
ковые идеалы в BLr(E,F ;G). Следующий факт был установлен в [5,
предложение 4] и [30, теорема 1].

1.1.8. Пусть E, F и G— векторные решетки, причем G порядково
полна. Для произвольного регулярного билинейного оператора b :
E × F → G равносильны следующие утверждения:

(1) b порядково непрерывен;
(2) b раздельно o-непрерывен;
(3) b дизъюнктен всем сингулярным b′ ∈ BLr(E,F ;G);
(4) b дизъюнктен всем суперсингулярным b′ ∈ BLr(E,F ;G).

В частности, BLn(E,F ;G) — полоса в BLr(E,F ;G).

1.1.9. Несмотря на упомянутое выше универсальное, тензорное
произведение по Фремлину имеет существенный недостаток: изомор-
физмы из 1.1.6 не сохраняют порядковую непрерывность. Для по-
рядково непрерывного T ∈ Lr(E⊗F,G) билинейный оператор T⊗ ∈
BLr(E,F ;G) будет, разумеется, порядково непрерывным, но обрат-
ное утверждение неверно. Соответствующий контрпример можно из-
влечь из [56], см. [66].
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1.2. Ортосимметричные билинейные операторы

В этом параграфе вводится основной объект настоящего обзора.
Формулируются некоторые важные свойства ортосимметричных би-
линейных операторов. Подробности можно найти в [42, 44, 46].

1.2.1. Билинейный оператор b : E × E → G называют ортосим-

метричным, если x ∧ y = 0 влечет b(x, y) = 0, каковы бы ни бы-
ли x, y ∈ E [46]. Разность двух положительных ортосимметричных
билинейных операторов называют орторегуярным [13, 44]. Обозна-
чим символом BLor(E;G) пространство всех орторегулярных били-
нейных операторов из E × E в G, упорядоченное конусом положи-
тельных ортосимметричных билинейных операторов. Напомним, что
оператор b называют симметричным (антисимметричным), если
b(x, y) = b(y, x) (b(x, y) = −b(y, x)) для всех x, y ∈ E, положительно

полуопределенным, если b(x, x) > 0 для любого x ∈ E и положитель-

но определенным, если он положительно полуопределен и b(x, x) = 0
влечет x = 0.

В качестве примера ортосимметричного билинейного оператора
укажем умножение (x, y) 7→ xy (x, y ∈ A) почти f -алгебры A, так
как по определению почти f -алгебра — решеточно упорядоченная
алгебра, в которой операция умножения представляет собой орто-
симметричный билинейный оператор [2]. Обзор различных аспектов
теории f -алгебр [40, 41].

1.2.2. Обозначим символом BL∼o (E;G) упорядоченное векторное
пространство всех ортосимметричных пoрядково ограниченных би-
линейных операторов из E×E в G. Тогда BLor(E;G) ⊂ BLbv(E;G) ⊂
BL∼o (E;G). Если G порядково полна, то эти три пространства совпа-
дают и служат полосой в BLr(E,E;G). Тем самым, каждый положи-
тельный билинейный оператор b : E × E → G допускает единствен-
ное разложение b = c + d, где c ортосимметричен и нет ненулевого
ортосимметричного положительного билинейного оператора, мажо-
рируемого оператором d. В случае билинейных функционалов (т. е.
G = R) формулу для вычисления отосимметричного осколка c опера-
тора b была получена в [57, теорема 3.2]; та же формула сохраняется
и в общем случае.

Следующее важное свойство ортосимметричных билинейных
операторов было установлено в [46, следствие 2].

1.2.3. Теорема. Пусть E и F — векторные решетки. Любой ор-
тосимметричный положительный билинейный оператор из E × E в
F является симметричным.
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В частности, всякая архимедова почти f -алгебра коммутатив-
на [46]. Легко видеть, что ортосимметричный положительный били-
нейный оператор положительно полуопределен [57]. Для решеточ-
ных биморфизмов верно также и обратное [44]:

1.2.4. Если E и F — векторные решетки, то для любого ре-
шеточного биморфизма b : E × E → F равносильны следующие
утверждения:

(1) b симметричен;
(2) b ортосиммертичен;
(3) b положительно полуопределен.
Сформулируем теперь важное структурное свойство орторегу-

лярных операторов, полученное в [13].

1.2.5. Теорема. Пусть E, F и G — векторные решетка, причем
G равномерно полна. Пусть 〈· , ·〉 : E×E → F — положительно опре-
деленный решеточный биморфизм и F0 — векторная подрешетка в
F , порожденная множеством {〈x, y〉 : x, y ∈ E}. Тогда для любого
орторегулярного билинейного оператора b : E × E → G существует
единственный регулярный линейный оператор Φb : F0 → G такой,
что

b(x, y) = Φb(〈x, y〉) (x, y ∈ E).

Соответствие b 7→ Φb осуществляет изоморфизм упорядоченных век-
торных пространств BLor(E,G) и Lr(F0, G).

1.2.6. Пусть E — векторная решетка. Пару (E¯,¯) (или же E¯

для краткости) называют квадратом E, если E¯ — векторная решет-
ка, ¯ : E × E → E¯ — симметричный решеточный биморфизм (на-
зываемый каноническим биморфизмом квадрата) и для любого сим-
метричного решеточного биморфизма φ : E ×E → F со значениями
в произвольной векторной решетке F существует единственный ре-
шеточный гомоморфизм Φφ : E¯ → F такой что Φφ ◦ ¯ = φ. Это
определение введено в [48]. Там же установлен следующий результат.

1.2.7. Теорема. Для произвольной векторной решетки E суще-
ствует квадрат (E¯,¯), который единственен с точностью до изомор-
физма в следущем смысле: если для некоторой векторной решетки
E} и симметричного решеточного биморфизма } : E × E → E}

пара (E},}) служит квадратом E, то существует решеточный изо-
морфизм i из E¯ на E} такой, что i¯ = } (и, разумеется, i−1} = ¯).

Нетрудно видеть, что канонический биморфизм является поло-
жительно определенным [44, теорема 2.1 (3)]. Поэтому можно в 1.2.5
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взять 〈·, ·〉 := ¯, откуда получим следующий результат, ср. [48, тео-
рема 9] и [44, теорема 3.1].

1.2.8. Теорема. Пусть E и G — те же, что и в 1.2.7. Тогда для
любого орторегулярного билинейного оператора b : E×E → G суще-
ствует единственный регулярный линейный оператор Φb : E

¯ → G
такой, что

b(x, y) = Φb(x¯ y) (x, y ∈ E).

При этом соответствие b 7→ Φb (называемый линеаризацией посред-

ством квадрата) осуществляет изоморфизм упорядоченных вектор-
ных пространств BLor(E,G) и Lr(E

¯, G).

1.2.9. По аналогии с 1.2.6 можно ввести понятие s-ой степени
векторной решетки, используя решеточные s-морфизмы вместо ре-
шеточных биморфизмов (2-морфизмы), см. [38].

При этом имеют место варианты теорем 1.2.7 и 1.2.8 для s-
линейных операторов [37, 38, 42].

1.3. Продолжение орторегулярных
билинейных операторов

Здесь приведем некоторые результаты из статьи [44].

1.3.1. Положительный билинейный оператор, определенный на
декартовом произведении мажорируемых подрешеток двух вектор-
ных решеток и принимающий значения из пространства Канторови-
ча, допускает продолжение до положительного билинейного опера-
тора, определенного на декартовом произведении объемлющих век-
торных решеток. Этот факт впервые был получен в [5, теорема 3], а
затем в [58] (см. также [18, 42]). Если же данный оператор ортосим-
метричен, то возникает вопрос о возможности его продолжения до
положительного ортосимметричного билинейного оператора.

Положительное решение было получено в [44]. Достаточно при-
менить теорему 1.2.7 и следующее простое следствие теоремы 1.2.5:
Если E0 — подрешетка E, то ее квадрат E¯0 и кононический бимор-
физм } можно рассматривать соответственно как подрешетку E¯

и ограничение ¯ на E0 × E0; более того, если E0 — мажорируемая
подрешетка E, то и E¯0 — мажорируемая подрешетка E¯.

1.3.2. Теорема. Пусть E0 — мажорируемая подрешетка в век-
торной решетке E и G — порядково полная векторная решетка. То-
гда всякий положительный ортосимметричный билинейный опера-
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тор b0 : E0 × E0 → G допускает положительное ортосимметричное
билинейное продолжение b : E × E → G.

1.3.3. Для формулировки следующего результата нам необходим
следующее утверждение: Если E0 — мажорируемая подрешетка век-
торной решетки E и G — порядково полная векторная решетка, то
существует порядково непрерывный решеточный гомоморфизм ε′ из
Lr(E0, G) в Lr(E,G) такой, что %′ ◦ ε′ — тождественный оператор на
Lr(E0, G), где ρ′ : Lr(E,G) → Lr(E0, G) — оператор ограничения
S 7→ S|E0 .

Этот факт, утверждающий существование порядково непрерыв-
ного «одновременного продолжения» линейных регулярных опера-
торов с мажорируемой подрешетки на всю векторную решетку, была
установлена в [5, теорема 3], см. также [7, теорема 3.4.11].

1.3.4. Теорема. Пусть E0, E и G — те же, что и в 1.3.1. Тогда су-
ществует «одновременное продолжение» орторегулярных билиней-
ных операторов с E0 на все E, т. е. существует порядково непре-
рывный решеточный гомоморфизм ε : BLor(E0, G) → BLor(E,G)
такой, что ρ ◦ ε — тождественный оператор на BLor(E0, G), где
ρ : BLor(E,G) → BLor(E0, G) обозначает оператор ограничения
b 7→ b|E0×E0 .

1.3.5. Справедливость этого утверждения сразу видна из диа-
граммы

BLor(E0, G) BLor(E,G)ε
//____

Lr(E0, G)

BLor(E0, G)

OO

ψ−10

Lr(E0, G) Lr(E,G)
ε′ // Lr(E,G)

BLor(E,G)

ψ

²²
BLor(E,G) BLor(E0, G)ρ

//

Lr(E,G)

BLor(E,G)

Lr(E,G)

BLor(E,G)

Lr(E,G) Lr(E0, G)
ρ′ // Lr(E0, G)

BLor(E0, G)

ψ0

²²
,

где ε′ : Lr(E0, G) → Lr(E,G) — оператор одновременного продол-
жения из 1.3.3, ψ0 : S0 7→ S0¯ (S0 ∈ Lr(E0, G)) и ψ : S 7→ S¯
(S ∈ Lr(E,G)). В самом деле, правый квадрат диаграммы коммута-
тивен, а с оператором ε := ψ ◦ ε′ ◦ ψ−10 коммутативна вся диаграм-
ма. В частности, ρ ◦ ε = Id, где Id — тождественный оператор в
BLor(E0, G).

Обозначим символами ε+(b) и ε+(Φb) соответственно множества
всех положительных ортосимметричных билинейных продолжений
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b на все E ×E и множество всех положительных линейных продол-
жений Φb на все E¯. Отображение b 7→ Φb из 1.2.8 служит аффинной
биекцией из ε+(b) на ε+(Φb), следовательно, сохраняет крайние точ-
ки. Однако крайние точки множества ε+(Φb) являются решеточными
гомоморфизмами [45], см. также [7, теорема 3.3.9 (3)], следователь-
но, крайние точки множества ε+(b) — симметричные решеточные
биморфизмы. Тем самым, приходим к результату.

1.3.6. Теорема. Если E0 — мажорируемая подрешетка вектор-
ной решетки E и G — пространство Канторовича, то каждый сим-
метричный решеточный биморфизм b0 : E0×E0 → G допускает про-
должение до симметричного решеточного биморфизма b : E×E→G.

1.3.7. В [5, теорема 4] было установлено, что регулярный поряд-
ково непрерывный билинейный оператор b, определенный на декар-
товом произведении векторных решеток E и F , принимающий значе-
ния в пространстве Канторовича, допускает и притом единственное
регулярное порядково непрерывное билинейное продолжение b̂ на де-
картово произведение порядковых пополнений Ê и F̂ (см. также [66,
приложение]). Легко понять, что если E = F и b ортосимметричен,
то и b̂ будет ортосимметричным.

Глава 2. Неравенства типа Гёльдера для
ортосимметричных билинейных операторов

В этой главе изложены результаты из [65, 66]. В параграфе 2.1
вводится однородное функциональное исчисление в равномерное
полных векторных решетках. В параграфе 2.2 представлены нера-
венства типа Гёльдера для ортосимметричных билинейных операто-
ров. В параграфе 2.3 даны дальнейшие неравенства типа Гёльдера,
содержащие однородные выражения вида |x1|p1 · . . . · |xN |pN , где
0 6 p1, . . . , pN ∈ R и p1 + · · ·+ pN = 1.

2.1. Однородное функциональное исчисление
в векторных решетках

Однородное функциональное исчисление в равномерно полной
векторной решетке можно вводить по-разному [27, 43, 63, 71, 85, 86].
Мы следуем подходу [43, 48], восходящему к Г. Я. Лозановскому [27].

2.1.1. Обозначим символом H (RN ) векторную решетку всех
непрерывных положительно однородных фукнций f : RN → R. В
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соответствие с [43] скажем, что f(x1, . . . , xN ) существует в E и на-
пишем y = f(x1, . . . , xN ), если существует такой элемент y ∈ E,
что ω(y) = f(ω(x1), . . . , ω(xN )) для любого R-значного решеточно-
го гомоморфизма ω на векторной подрешетке E, порожденной эле-
ментами {x1, . . . , xN , y}. Это определение корректно в том смысле,
что если L — векторная подрешетка E, содержащая {x1, . . . , xN , y}
и ω(y) = f(ω(x1), . . . , ω(xN )) (ω ∈ Ω) для некоторого разделяюще-
го множества Ω R-значных решеточных гомоморфизмов на L, то
y = f(x1, . . . , xN ). Непосредственно из определения следует, что
f(x, . . . , x) = xf(1, . . . , 1) для любого 0 6 x ∈ E. Определим dtj ∈
H (RN ) формулой dtj(t1, . . . , tN ) = tj (j := 1, . . . , N). Однородное
функциональное исчисление можно распространить на положитель-
но однородные функции, определенные на конических подмноже-
ствах RN . Это сделано в работе [67]. Там же показано, что расши-
ренное однородное функциональное исчисление позволяет перенести
классическую двойственность Миньковского в векторную решетку,
порождая в ней абстрактную выпуклость в духе [21, 81].

2.1.2. Теорема. Пусть E равномерно полная векторная решетка
и x1, . . . , xN ∈ E. Тогда f(x1, . . . , xN ) существует для каждого f ∈
H (RN ) и отображение

f 7→ f(x1, . . . , xN )
(
f ∈H (RN )

)

представляет собой единственный решеточный гомоморфизм из
H (RN ) в E, для которого dtj(x1, . . . , xN ) = xj (j := 1, . . . , N).

В частности, если f, g ∈ H (RN ) и f 6 g, то f(x1, . . . , xN ) 6

g(x1, . . . , xN ) для всех (x1, . . . , xN ) ∈ EN . Более того, имеет место
неравенство:

|f(x1, . . . , xN )| 6 ‖f‖
N∨

j=1

|xj |,

где ‖f‖ := sup{f(t1, . . . , tN ) : (t1, . . . , tN ) ∈ RN , maxj |tj | = 1}.
2.1.3. Пусть K,M,N ∈ N и рассмотрим положительно однород-

ные функции f1, . . . , fM ∈ H (RN ) и g1, . . . , gK ∈ H (RM ). Обозна-
чим f := (f1, . . . , fM ) и g := (g1, . . . , gK). Тогда g1 ◦ f, . . . , gK ◦ f ∈
H (RN ) и для x = (x1, . . . , xN ) ∈ EN и y = (y1, . . . , yM ) ∈ EM , эле-
менты f(x) := (f1(x), . . . , fM (x)) ∈ EM и g(y) := (g1(y), . . . , gK(y)) ∈
EK корректно определены. Более того,

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) (x = (x1, . . . , xN ) ∈ EN ).
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В частности, если N =M = K и g = f−1, то

f−1(f(x)) = x, f(f−1(y)) = y (x, y ∈ EN ).

2.1.4. Пусть E и F — равномерно полные векторные решетки, h :
E → F — решеточный гомоморфизм, x1, . . . , xN ∈ E и f ∈ H (RN ).
Тогда

h(f(x1, . . . , xN )) = f(h(x1), . . . , h(xN ))).

В частности, если E — равномерно полная векторная подрешетка в F
содержащая x1, . . . , xN ∈ F и h — тождественное вложение E ↪→ F ,
то элемент f(x1, . . . , xN ) относительно F содержится в E и имеет тот
же смысл, что и относительно E.

2.1.5. Предположим, что f ∈ H (RN ) и для некоторого фиксиро-
ванного номера 1 6 k 6 N имеем f(t1, . . . , tk−1, 0, tk+1, . . . , tN ) = 0,
каковы бы ни были tj ∈ R, j 6= k. Тогда для любых x1, . . . , xN ∈ E
будет f(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xN ) ∈ {xk}⊥⊥. Тем самым для лю-
бой полосы L ⊂ E выполняется f(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xN ) ∈ L
как только xk ∈ L. Если L допускает порядковый проектор π, то для
любых x1, . . . , xN ∈ E верно

πf(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xN ) = f(x1, . . . , xk−1, πxk, xk+1 . . . , xN ).

В дальнейшем нам потребуются следующие примеры положи-
тельно однородных функций.

2.1.6. Рассмотрим три функции σα,N , σ′α,N : RN→R и J : R2→R,
определяемые формулами

σα,N (t1, . . . , tN ) := θ−1α (θα(t1) + · · ·+ θα(tN )),

σ′α,N (t1, . . . , tN ) := θα(θ
−1
α (t1) + · · · θ−1α,N (tN )),

J(r, s) := θ−12 (rs) (r, s, t1, . . . , tN ∈ R),

где 0 < α ∈ R, а θα : t 7→ sgn(t)tα — строго возрастающая биекция
R. Очевидно, что σα,N , σ′α,N входит в H (RN ) и J входит в H (R2),
следовательно, σα,N (x1, . . . , xN ), σ′α,N (x1, . . . , xN ) и J(x, y) коррект-
но определены в равномерно полной векторной решетке E, каковы
бы ни были x, y, x1, . . . , xN ∈ E. Следующая импликация означает,
что для дизъюнктных пар значения функций σα,2 и σ′α,2 совпадают
со сложением:

(∀x, y ∈ E) |x| ∧ |y| = 0 ⇒ σα,2(x, y) = σ′α,2(x, y) = x+ y,
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Она легко следует из определений, поскольку справедлива для ве-
щественных чисел. Для краткости обозначим θ := θ2, σ = σ2,2 и
σ′= σ′2,2.

Для данных равномерно полной векторной решетки E :=
(E,+, ·,6) и числа 0 < α ∈ R вводится α-овыпукление E(α) как
то же самое несущее множество E снабженное тем же самым от-
ношениям порядка и алгебраическими операциями, определяемыми
следующим образом:

x+̃y := σ′α,2(x, y) := (x1/α + y1/α)α (x, y ∈ E),

λ ∗ x := θα(λ) · x := λα · x (λ ∈ R, x ∈ E),

так что E(α) := (E, +̃, ∗,6). Тогда E(α) — равномерно полная вектор-
ная решетка. Более того, E(1) = E, (E(α))(β) = E(αβ) и (E(α))(1/α) =
E, где равенства понимаются в смысле алгебраического и решеточ-
ного изоморфизма [86, предложение 4.8]. О применениях этой кон-
струкции см., например, [71, 86].

2.1.7. Скажем, что функция f ∈ H (RN ) мультипликативна, ес-
ли f(s1t1, . . . , sN tN ) = f(s1, . . . , sN )f(t1, . . . , tN ) и сохраняет модуль,

если f(|t1|, . . . , |tN |) = |f(t1, . . . , tN )| для всех s1, t1, . . . , sN , tN ∈ R.
Общий вид отличной от нуля положительно однородной мультипли-
кативной функции, сохраняющей модуль, дается формулой

t1t2 · . . . · tN = 0 ⇒ f(t1, t2, . . . , tN ) = 0;

f(t1, . . . , tN ) = f(|t1|, . . . , |tN |) sgn f(t1, . . . , tN ),

f(|t1|, . . . , |tN |) = exp(g1(ln |t1|)) · . . . · exp(gN (ln |tN |)),

где g1, . . . , gN — некоторые аддитивные функции в R (т. е. решения

функционального уравнения Коши [1], причем
N∑
i=1

gi = IR). В случае

непрерывных g1, . . . , gN получается функция типа Кобба — Дугласа,
и если, сверх того, f неотрицательна, то f(t1, . . . , tN ) = c|tp11 |·. . .·|tpNN |

где 0 6 c, p1, . . . , pN ∈ R и
N∑
i=1

pi = 1. Таким образом, выражение

|x1|p1 · . . . · |xN |pN корректно определено в E. При этом имеет место
оценка

|x1|p1 · . . . · |xN |pN 6 p1|x1|+ · · ·+ pN |xN |
в силу известного неравенства между взвешенными арифметическим
и геометрическим средними для вещественных чисел.
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2.2. Калибры и неравенства типа Гёльдера

В этом параграфе дадим некоторые неравенства для ортосим-
метричных билинейных операторов. Всюду ниже E — равномерно
полная векторная решетка.

2.2.1. Калибром называют неотрицательную сублинейную функ-
цию определенную на выпуклом конусе, содержащемся в RN . Поляра

k◦ калибра k, определяется формулой

k◦(t) := inf{λ > 0 : (∀ s ∈ RN )〈s, t〉 6 λk(s)} (t ∈ RN ),

также является калибром. (Здесь и в дальнейшем 〈s, t〉 := s1t1+ · · ·+
sN tN ). Более того, k◦◦ := (k◦)◦ = k в том и только в том случае, если
k полунепрерывен снизу (подробности см. в [80]).

Калибр k : RN → R называют строго положительным, если
k(s) > 0 для всех s 6= 0. В этой работе рассматриваются только
строго положительные калибры, определенные на всем RN . Множе-
ство таких калибров обозначим символом G (RN ). Калибр из G (RN )
является непрерывным. Поляра калибра k ∈ G (RN ) также входит в
G (RN ) и его можно посчитать по формуле

k◦(t) = sup
06=s∈RN

〈s, t〉
k(s)

= sup{〈s, t〉 : s ∈ RN , k(s) 6 1} (t ∈ RN ).

Так как G (RN ) ⊂ H (RN ), то для любых x1, . . . , xN ∈ E суще-
ствуют k(x1, . . . , xN ) ∈ E и k◦(x1, . . . , xN ) ∈ E. При этом отобра-
жение (x1, . . . , xN ) 7→ k(x1, . . . , xN ) представляет собой сублинейный
оператор из EN в E, причем

|k(x1, . . . , xN )− k(y1, . . . , yN )| 6 ‖p‖
N∨

i=1

|xi − yi|.

2.2.2. Если k ∈ G (RN ) и x1, . . . , xN ∈ E, то имеет место пред-
ставление

k◦(x1, . . . , xN ) = sup

{
N∑

i=1

λixi : (λ1, . . . λN ) ∈ RN , k(λ1, . . . λN ) 6 1

}
.

Более того, k◦(x1, . . . , xN ) является r-пределом возрастающей по-
следовательности, составленной из конечных супремумов линейных

комбинаций вида
N∑
i=1

λixi, где k(λ1, . . . λN ) 6 1.
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C Заметим, что множество U :=
{ N∑
i=1

λixi : k(λ1, . . . λN ) 6 1
}

вполне ограничено по норме в AM -space Eu, u := |x1| ∨ · · ·∨ |xN |, так
как служит образом компактного множества {λ ∈ RN : k(λ) 6 1}

относительно отображения λ = (λ1, . . . , λN ) 7→
N∑
k=1

λixi. Обозна-

чим символом U∨ подмножество E, состоящее из супремумов ко-
нечных подмножеств множества U . По лемме Кренгеля (см. [33, тео-
рема 12.29] или [32, лемма 3.13]) в Eu существует y := supU и при-
надлежит замыканию по норме U∨ множества U∨. Так как U∨ на-
правлено вверх, то U∨ сходится по норме к y. Таким образом, для
любого R-значного решеточного гомоморфизма ω на Eu имеем

ω(y) = lim
u∈U∨

ω(u) = sup{ω(u) : u ∈ U∨}

= sup{ω(u) : u ∈ U} = k◦(ω(x1), . . . , ω(xN )).

Следовательно, y = k◦(x1, . . . , xN ) в силу [43, Следствие 3.4]. B

2.2.3. Возьмем калибр kp,N : (t1, . . . , tN ) 7→
(∑N

i=1 |ti|p
) 1

p

, где 1 6

p 6∞. Для соответствующего отображения из EN в E используется
более выразительное обозначение [71, 85, 86]:

(
n∑

i=1

|xi|p
)1
p

:= kp,N (x1, . . . , xN ) (x1, . . . , xN ∈ E).

При p = ∞ полагают kp,N (t1, . . . , tN ) = max
{
|ti| : i := 1, . . . , N

}
и,

как видно, kp,N (x1, . . . , xN ) = |x1| ∨ . . .∨ |xN |. Разумеется, отображе-
ние (x1, . . . , xN ) 7→ kp,N (x1, . . . , xN ) ∈ E корректно определено и для
0 < p < 1, поскольку по-прежнему kp,N ∈ H (RN ), но в этом случае
kp,N /∈ G (RN ) и соответствующее отображение не будет сублиней-
ным.

2.2.4. Легко видеть, что следующее свойство калибров

〈s, t〉 6 k(s)k◦(t) (s = (s1, . . . , sN ), t = (t1, . . . , tN ) ∈ RN ),

вытекающее из указанной в 2.2.1 формулы для вычисления поляры,
равносильно неравенству (см. 2.1.6),

σ2,N
(
J(s1, t1), . . . , J(sN , tN )

)
6 J

(
k(s1, . . . , sN ), k◦(t1, . . . , tN )

)
.
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Комбинируя это с 2.1.3 и 2.1.6, приходим к следующему: Для любых
k ∈ G (RN ) и x1, . . . , xN , y1, . . . , yN ∈ E имеет место неравенство

N∑

i=1

xi ¯ yi 6 k(x1, . . . , xN )¯ k◦(y1, . . . , yN ).

В том частном случае, когда k := kp,N и k◦ = kq,N , 1 6 p, q 6 ∞,
1/p+ 1/q = 1, получаем

N∑

i=1

|xi ¯ yi| 6
(

N∑

i=1

|xi|p
) 1

p

¯
(

N∑

i=1

|yi|q
) 1

q

.

2.2.5. Возьмем положительный ортосимметричный билинейный
оператор b : E × E → G. Тогда b = Φb¯ для положительного ли-
нейного оператора Φb из E¯ в G, см. 1.2.7. Если применить Φb к
неравенству из 2.2.4 и использовать 1.2.7, то приходим к утвержде-
нию: Для любых xi, yi ∈ E, i := 1, . . . , N , справедливо неравенство

N∑

k=1

|b(xk, yk)| 6 b
(
k(x1, . . . , xN ), k◦(y1, . . . , yN )

)
.

И вновь, если k := kp, где 1 6 p, q 6 ∞ и 1/p+ 1/q = 1, то

N∑

k=1

|b(xk, yk)| 6 b



(

N∑

k=1

|xk|p
)1
p

,

(
N∑

k=1

|yk|q
)1
q


 .

2.2.6. Пусть E, G, b и Φb — те же что и в 2.2.5. Тогда для
x1, y1, . . . , xN , yN ∈ E и k ∈ G (RN ) справедливо неравенство

k(b(x1, y1), . . . , b(xN , yN )) 6 Φb
(
k(x1 ¯ y1, . . . , xN ¯ yN )

)
.

Равенство выполняется, если b — решеточный биморфизм.
В частном случае k := kp, где 1 6 p 6 ∞, будет

(
N∑

i=1

|b(xi, yi|)p
)1
p

6 Φb



(

N∑

i=1

|xi ¯ yi|p
)1
p


 ,

причем имеет место равенство в случае решеточного биморфизма b.
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2.2.7. Для доказательства 2.2.6 нужно заметить, что если
(λ1, . . . , λN ) ∈ RN и k◦(λ1, . . . , λN ) 6 1, то в силу 2.2.2 справедли-
вы соотношения

N∑

i=1

λib(xi, yi) =

N∑

i=1

λiΦb(xi ¯ yi) = Φb

(
N∑

i=1

λixi ¯ yi
)

6 Φb (k(x1 ¯ y1, . . . , xN ¯ yN )) ,

а затем вновь применить 2.2.2. Этот способ доказательства нера-
венств называют методом квазилинеаризации, см. [3].

Метод квазилинеаризации работает не только для сублинейных
функций (см. 2.2.1), но и для суперлинейных функций, с той разни-
цей, что в 2.2.2 вместо sup-представления будет inf-представление.
Подробности см. в [67].

2.3.Обобщенные неравенства
Гëльдера и Миньковского

Теперь рассмотрим несколько неравенств, содержащих однород-
ные выражения вида |x1|p1 · . . . · |xN |pN , где p1 + · · · + pN = 1,
см. 2.1.7. Используя обозначения из 2.1.6, мультипликативность f
можно записать в виде f ◦ (J × · · · × J) = J ◦ (f × f). В то же
время, f сохранят модуль в том и только в том случае, когда
θ(f(s1, . . . , sN )) = f(θ(s1), . . . , θ(sN )). Тем самым приходим к сле-
дующему утверждению.

2.3.1. Допустим, что функция f ∈ H (RN ) мультипликативна
и сохраняет модуль. Тогда для произвольных x1, y1, . . . , xN , yN ∈ E
будет

f(x1 ¯ y1, . . . , xN ¯ yN ) = f(x1, . . . , xN )¯ f(y1, . . . , yN ).

В частности, если 0 6 p1, . . . , pN ∈ R, p1 + · · ·+ pN = 1, то

N∏

i=1

|xi ¯ yi|pi =
( N∏

i=1

|xi|pi
)
¯
( N∏

i=1

|yi|pi
)
.

2.3.1. Для вывода обобщенных неравенств Гëльдера и Миньков-
ского применим метод квазилинеаризации, см. 2.2.7. С этой целью
отметим, что справедливы inf-представления

xpy1−p = inf{pλ1/px+ (1− p)λ−1/(1−p)y : 0 < λ ∈ Q},
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(xp + yp)1/p = inf{λ−1/px+ (1− λ)−1/py : 0 < λ < 1, λ ∈ Q},
из которых выводятся следующие два утверждения.

2.3.3. Теорема (Обобщенное неравенство Гёльдера). Пред-
положим, что E и G — равномерно полные векторные решетки. Ес-
ли отображение f : E+ → G возрастает и сублинеен

(
f(x + y) 6

f(x) + f(y), f(λx) = λf(x); x, y ∈ E, 0 < λ ∈ R
)
, то

f

( N∏

i=1

|xi|pi
)

6

N∏

i=1

f(|xi|)pi

для всех x1, . . . , xN ∈ E и таких 0 6 p1, . . . , pN ∈ R, что p1 + · · · +
pN = 1. Равенство выполняется если f : E → G — решеточный
гомоморфизм.

2.3.4. Теорема (Обобщенное неравенство Минковского).
Предположим, что E, G, f и x1, . . . , xN — те же, что и в 2.3.3, и
0 < p < 1. Тогда выполнено неравенство:

f

(( N∑

i=1

|xi|p
)1/p)

6

( N∑

i=1

(f(|xi|))p
)1/p

.

Равенство выполняется, если f : E → G — решеточный гомомор-
физм.

2.3.5. Мы можем взять произвольный возрастающий калибр k ∈
G (RM ), M ∈ N, и в 2.3.3 рассмотреть вместо f соответствующий
сублинейный оператор из EM в E. Предположим, что для каждого
j := 1, . . . ,M задана конечная последовательность (x1j , . . . , xNj) ∈
EM . Заменив f , например, на kp,M (1 6 p 6 ∞), мы приходим к
следующему варианту неравенства Гёльдера:
( M∑

j=1

(
|x1j |p1 ·. . . |xpNNj |

)p)1/p

6

( M∑

j=1

|x1j |p
)p1/p

·. . .·
( M∑

j=1

|xNj |p
)pN/p

.

2.3.6. Пусть E и F — равномерно полные векторные решет-
ки и G — порядково полная векторная решетка. Допустим, что
f, g : E+ → F — возрастающие сублинейные операторы, b1, . . . bN :
F × F → G — положительные ортосимметричные билинейные опе-
раторы и b := bp11 . . . bpNN . Тогда

b

(
f

( N∏

i=1

|xi|pi
)
, g

( N∏

i=1

|yi|pi
))

6

N∏

i=1

bi
(
f(|xi|), g(|yi|)

)pi
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для всех x1, y1, . . . , xN , yN ∈ E и таких 0 6 p1, . . . , pN ∈ R, что p1 +
· · ·+pN = 1. Равенство выполняется если f, g : E → F — решеточные
гомоморфизмы и b — симметричный решеточный биморфизм.

2.3.7. Обобщенные неравенства Гёльдера 2.3.3 и Минковского
2.3.4 получены в [66, теорема 5.2] и [65, теоремы 4.2 и 4.3], более
общие результаты см. [67]. В случае операторов, действующих в про-
странствах измеримых функций, 2.2.3 и 2.2.4 установлены в работе
М. Хаасе [62, замечания 1.2 (5,6)]. В работах Р. Дрновчека и А. Пе-
перко [53] и [54] представлены некоторые интересные оценки для
взвешенного геометрического среднего по Адамару положительных
интегральных операторов в банаховом функциональном простран-
стве. В подобных исследованиях могут быть полезны указанные вы-
ше неравенства. Так, например, неравенства (1) из [54, теорема 2.1]
и (4) из [54, теорема 2.2] являются следствиями соответственно 2.3.3
(f(k) := ‖K‖) и 2.3.6 (b(H,K) := H ·K, f(h) := H, g(k) := K). Дру-
гие приложения см. в [62]. Теорема 2.3.6 выводится из обобщенного
неравенства Гёльдера 2.2.3 привлекая 1.2.8 и [67, теорема 5.3].

Глава 3. Операторы, сохраняющие порядковые отрезки

В этой главе рассматриваются ортосимметричные билинейные
операторы, обладающие свойством Магарам или, другими словами,
сохраняющие порядковые отрезки. Параграф 3.1 содержит новые
сведения о структуре квадрата векторной решетки. В параграфе 3.2
обсуждается вопрос о сохранении порядковой непрерывности и свой-
ства Магарам при линеаризации посредством квадрата векторной
решетки. Теорема Радона — Никодима и теорема Хана о разложе-
нии для билинейных ортосимметричных операторов обсуждаются в
параграфе 3.3.

3.1. Квадраты векторных решеток

В этом параграфе представлены некоторые результаты из [48]
и [66] о строении квадрата равномерно полной векторной решетки.

3.1.1. Применим процедуру p-овыпукления из 2.1.6 к равномерно
полной векторной решетке E с p = 1/2, [66] (p = 2 и обозначениях [71,
86]). Введем сложение +̃ и умножение на скаляры ∗ в E формулами

x+̃y := σ(x, y), λ ∗ x := θ−1(λ)x (λ ∈ R; x, y ∈ E)
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и положим E• := (E, +̃, ∗,6), где 6 — исходный порядок на E. Как
показано в [48, теорема 9 (iii)], положительно однородная непрерыв-
ная функция J из 2.1.6 является симметричным решеточным би-
морфизмом из E × E в E•, а пара (E•, J) служит квадратом E.
Согласно 1.2.7 квадрат (E¯,¯) единственен с точностью до изомор-
физма, стало быть, j ◦ J = ¯ для некоторого решеточного изо-
морфизма j : E• → E¯. Обозначим буквой ι решеточный гомо-
морфизм j, рассматриваемый как биекцию между E и E¯. В со-
ответствие с 2.1.6 x ⊥ y влечет x + y = x+̃y и, следовательно,
ι(x + y) = j(x+̃y) = j(x) + j(y) = ι(x) + ι(y); поэтому приходим к
заключению об ортогональной аддитивности ι. Поскольку J — орто-
симметричный биморфизм, имеем J(x, |x|) = J(x+, x+)−J(x−, x−) =
(x+−x−)J(1, 1) = x и, значит, ι(x) = x¯|x|. Далее, если билинейный
оператор b : E × E → F порядково ограничен и ортосимметричен,
то в соответствие с [48, теорема 9], x 7→ Φ•b(x) := b(x, |x|) (x ∈ E•)
есть порядково ограниченный линейный оператор и b = Φ•b ◦ J . Как
видно, Φb := Φ•b ◦ ι−1 — линейный порядково непрерывный опера-
тор и (Φb ◦ ι)(x) := b(x, |x|) для любого x ∈ E. Следующая теорема
является перефразировкой [48, теорема 9].

3.1.2. Теорема. Пусть E — равномерно полная векторная ре-
шетка. Тогда отображение ι : x 7→ x ¯ |x| представляет собой ор-
тогонально аддитивный порядковый изоморфизм E на E¯, сохра-
няющий модуль. Более того, для любого порядково ограниченного
ортосимметричного билинейного оператора b из E×E в какую-либо
векторную решетку F формула

(Φb ◦ ι)(x) := b(x, |x|) (x ∈ E)

определяет единственный порядково ограниченный линейный опе-
ратор Φb из E¯ в F такой, что b = Φb ◦ ¯.

3.1.3. Итак, E• представлет квадрат E с каноническим бимор-
физмом J . Более того, E и E• совпадают как упорядоченные мно-
жества и структура векторной решетки на E• переносится из E¯ с
помощью ι. Модуль элемента, противоположный элемент и отноше-
ние дизъюнктности имеют один и тот же смысл в E и E•, поскольку
(−1)∗x = (−1)x для каждого x ∈ E. Из-за ортогональной аддитивно-
сти отображения ι сумма двух дизъюнктных элементов имеет одно и
то же значение в E и E•. Так как операция сложения +̃ непрерывна
относительно r-сходимости, то r-сходящиеся сети и последователь-
ности одни и те же в E и E•. Тем самым мы приходим к следующему
выводу [48, следствия 10 и 11].



208 Кусраев А. Г.

Если векторная решетка равномерно полна (латерально полна,
порядково полна, порядково σ-полна), то таким же будет и ее квад-
рат.

3.1.4. Обозначим символом BL∼o (E;F ) пространство порядково
ограниченных ортосимметричных билинейных операторов из E×E в
F , упорядоченное конусом положительных билинейных операторов.
(Напомним, что если F порядково полна, то BL∼o (E;F ) и BLor(E;F )
совпадают.) Следующее утверждение вытекает немедленно из 3.1.2,
ср. 1.2.8.

Теорема. Пусть E и F — векторные решетки, причем E равно-
мерно полна. Соответствие b 7→ Φb из 3.1.2 является изоморфизмом
упорядоченных векторных пространств BL∼o (E;F ) и L∼(E¯, F ). При
этом, b — решеточный биморфизм в том и только в том случае, когда
Φb — решеточный гомоморфизм.

3.1.5. Справедлива также теорема, обратная к 3.1.2. Чтобы в
этом убедиться определим в F сложение u и умножение на скаляры
? формулами (см. 2.1.6)

xu y := σ′(x, y), λ ? x := θ(λ)x (λ ∈ R; x, y ∈ F )
и положим F ◦ := (F,u, ? ,6), где 6 — исходный порядок в F . То-
гда F ◦ — равномерно полная векторная решетка и (F ◦)• = F , [86,
предложение 4.8 (ii)]. Более того, F ◦ единственна с точностью до
эквивалентности, и мы приходим к следующему результату см. [66,
теорема 6.3] и [68, теорема 3.3].

3.1.6. Теорема. Пусть F — равномерно полная векторная ре-
шетка. Тогда существует равномерно полная векторная решетка F ◦,
квадратом которой служит F ; символически, (F ◦)¯ = F . Векторная
решетка F ◦ с этим свойством единственна с точностью до решеточ-
ного изоморфизма.

Обозначим символами B(E) и P(E) булевы алгебры соответ-
ственно всех полос и всех порядковых проекторов в E. Пусть Suc(E)
обозначает упорядоченное по включению множество равномерно за-
мкнутых подрешеток в E. В следующем утверждении собраны по-
лезные свойства квадрата векторной решетки, см. [66, теорема 6.4]
и [68, теорема 3.4].

3.1.7. Теорема. Пусть E — равномерно полная векторная ре-
шетка. Для L ∈ Suc(E) обозначим символом ι̂(L) множество ι(L) :=
{x ¯ |x| : x ∈ L} с алгебраическими операциями и порядком инду-
цированными из E¯. Тогда выполняются следующие утверждения:
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(1) отображение L 7→ ι̂(L) осуществляет порядковый изоморфизм
упорядоченных по включению множеств Suc(E) и Suc(E

¯);
(2) L ∈ Suc(E) — порядковый идеал (фундамент) в E в том и

только в том случае, если ι̂(L) — порядковый идеал (фундамент) в
E¯;

(3) ι̂ определяет булев изоморфизм B(E) на B(E¯);
(4) ι̂(L) допускает порядковый проектор π в том и только в том

случае, если L допускает порядковый проектор π′ и в этом случае
π(x¯ y) = (π′x)¯ y = x¯ (π′y) = (π′x)¯ (π′y);

(5) E и E¯ одновременно являются решетками с проекциями и в
этом случае существует булев изоморфизм π 7→ π′ из P(E¯) на P(E)
такой, что π(x¯ y) = (π′x)¯ y = x¯ (π′y) = (π′x)¯ (π′y) для любых
x, y ∈ E and π ∈ P(E);

(6) если E — пространство Канторовича, то существует изомор-
физм α 7→ α′ f -алгебр Orth∞(E¯) и Orth∞(E) такой, что α(x¯ y) =
(α′x)¯ y = x¯ (α′y) для всех α ∈ Orth∞(E¯) и x, y ∈ D(α), где D(α)
обозначает область задания α.

3.2. Билинейные операторы Магарам

Здесь рассматривается вопрос о сохранение свойств Магарам и
порядковой непрерывности при линеаризации посредством квадрата
векторной решетки.

3.2.1. Пусть E и G — векторные решетки и b — положительный
билинейный оператор из E×E в G. Скажем, что b сохраняет поряд-

ковые отрезки или обладает свойством Магарам, если для любых
x, y ∈ E+ и 0 6 g 6 b(x, y) ∈ G+ существуют 0 6 u 6 x и 0 6 v 6 y
такие, что g = b(u, v) или, короче, b ( [0, x] × [0, y] ) = [0, b(x, y)] для
любых x, y ∈ E+. Положительный порядково непрерывный били-
нейный оператор, обладающий свойством Магарам, назовем били-

нейным оператором Магарам.
Пусть φ — еще один положительный билинейный оператор из

E×E в G. Тогда b называют абсолютно непрерывным относительно
φ, если b(x, y) ∈ φ(x, y)⊥⊥ для всех 0 6 x, y ∈ E. Как видно, любой
оператор b ∈ φ⊥⊥ абсолютно непрерывен относительно φ.

3.2.2. Структура линейных операторов Магарам изучены до-
статочно хорошо, см., например, [7]. В билинейном контексте эф-
фект сохранения порядковых отрезков не столь прозрачен. И. Шеф-
фолд [84] ввел следующее понятие: говорят, что билинейный опе-
ратор b : E × F → G почти сохраняет порядковые отрезки справа
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(слева), если для любых e ∈ E+ и f ∈ F+ множество [0, b(e, f)] совпа-
дает с замыканием b(e, [0, f ]) (соответственно b([0, e], f)) в абсолютно
слабой топологии |σ|(G,G∼) [34]. (Предполагается, что порядково
сопряженное пространство G∼ разделяет точки.) В [39, предложе-
ние 3.2] установлено, что если G равномерно полно и b почти сохра-
няет порядковые отрезки справа или слева, то оператор Φb почти
сохраняет порядковые отрезки. (Линейные операторы, почти сохра-
няющие порядковые отрезки, введены в [72].) Опираясь на этот факт
в [39, теорема 3.3] установлен билинейный вариант теоремы Аренд-
та [33, теорема 7.4]. Как было показано в [66], в случае ортосиммет-
ричных операторов можно продвинутся существенно дальше.

3.2.3. Теорема. Пусть E и G — пространства Канторовича,
b : E × E → G — положительный ортосимметричный билинейный
оператор и b = Φb¯ для единственного положительного линейного
оператора Φb : E

¯ → G. Тогда следующие утверждения эквивалент-
ны:

(1) b сохраняет порядковые отрезки;
(2) b(x, ·) сохраняет порядковые отрезки для каждого 0 6 x ∈ E;
(3) b(·, y) сохраняет порядковые отрезки для каждого 0 6 y ∈ E;
(4) для любых 0 6 x ∈ E и 0 6 u 6 b(x, x) существует y ∈ E,

0 6 y 6 x, такой, что u = b(y, y);
(5) Φb сохраняет порядковые отрезки.
В доказательстве этого факта имеются лишь две нетривиальные

импликации: (4) ⇒ (5) и (5) ⇒ (2). Первая импликация выводится
с помощью 2.3.1: если 0 6 v 6 b(x, x) и v = b(x1, x2) для некоторых
x1, x2 ∈ [0, x], то для элемента x0 := x

1/2
1 x

1/2
2 выполняется x0 ¯ x0 =

x1 ¯ x2, поэтому b(x0, x0) = Φb(x0 ¯ x0) = Φ(x1 ¯ x2) = b(x1, x2) =
v. Вторая импликация выводится из 3.1.2. Подробности см. в [66,
теорема 8.2] и [68, теорема 4.2].

3.2.4. Рассмотрим равномерно полную векторную решетку E,
пространство Канторовича G и орторегулярный билинейный опера-
тор b : E × E → G. Симметричный нулевой идеал Nb и симмет-

ричный носитель Cb оператора b определяются формулами

Nb := {x ∈ E : |b|(|x|, |x|) = 0},
Cb := N

⊥
b = {x ∈ E : x ⊥ Nb}.

Поскольку b(x, x) = b(|x|, |x|) (x ∈ E) для любого ортосимметрично-
го b, то симметричный нулевой идеал Nb можно также определить
формулой Nb := {x ∈ E : |b|(x, x) = 0}. Как видно из 3.1.2 и 3.1.7 (2),
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симметричный нулевой идеал на самом деле является порядковым
идеалом, ибо NΦb

= ι(Nb). Если b порядково непрерывен, то Nb есть
полоса в E. Если b > 0 и Nb = {0}, то b называют существенно

положительным. Ортосимметричный положительный билинейный
оператор b существенно положителен в том и только в том случае,
когда он положительно определен.

Орторегулярный билинейный оператор b назовем сингулярным,
если Nb содержит некоторый фундамент или, эквивалентно, Nb —
фундамент в E.

3.2.5. Пусть E, G, b и Φb — те же, что и 3.2.3. Справедливы
утверждения:

(1) b порядково непрерывен в том и только в том случае, когда
Φb порядково непрерывен;

(2) b сингулярен в том и только в том случае, когда Φb сингулярен;
(3) b строго положителен в том и только в том случае, когда Φb

строго положителен;
(4) b — оператор Магарам в том и только в том случае, когда

Φb — оператор Магарам.

3.2.6. Операторы Магарам впервые изучались в работе Д. Ма-
гарам [74] (см. также обзор [76]). В. Люксембург и А. Шеп [73] рас-
пространили часть теории Магарам на положительные операторы в
пространствах Канторовича. Термины «свойство Магарам» и «опе-
ратор Магарам» были введены в [73] и [6] соответственно (подробнее
см. в [7]). Свойство Магарам в антураже выпуклого анализа изу-
чен в [15]. Как было установлена в [6], линейный оператор Магарам
представляет собой интерпретацию порядково непрерывного линей-
ного функционала в подходящей булевозначной модели [7]. Буле-
возначный подход возможен, разумеется, и к изучению билинейных
операторов [64].

3.3. Теорема Радона — Никодима

Используя теорему 3.2.5, можно некоторые результаты o строе-
нии линейных операторов Магарам переносить на ортосимметрич-
ные билинейные операторы Магарам. Для билинейного оператора
φ ∈ BL∼o (E;G) обозначим Eφ := Cφ и Gφ := φ(E × E)⊥⊥. Если φ —
порядково непрерывный ортосимметричный билинейный оператор
Магарам, то в силу 3.2.5 можно применить [73, теорема 2.2] (см. так-
же [7, теорема 3.4.3]) к линейному оператору Магарам Φφ, что при-
водит к следующему результату [66, теорема 9.1; 68, теорема 4.5].
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3.3.1. Теорема. Пусть E и G — пространства Канторовича,
φ — положительный ортосимметричный билинейный оператор Ма-
гарам из E × E в G. Тогда существует изоморфизм h из f -ал-
гебры Orth∞ (Gφ) на порядково замкнутую подалгебру f -алгебры
Orth∞ (Eφ) такой, что справедливы утверждения:

(1) h индуцирует булев изоморфизм из P(Gφ) на порядково пол-
ную подалгебру булевой алгебры P(Eφ);

(2) h индуцирует изоморфизм f -алгебры Z (Gφ) на порядково
замкнутую подалгебру f -алгебры Z (Eφ);

(3) для любого положительного ортосимметричного порядково
непрерывного билинейного оператора b : E × E → G, абсолютно
непрерывного относительно φ, выполняется

π◦b(x, y) = b(h(π)x, y) = b(x, h(π)y) (π ∈ Orth∞ (Gφ)+; x, y ∈ D (π))

и в этом случае b — оператор Магарам.
Аналогичными рассуждениями, использующими линеаризацию

посредством квадрата, устанавливаются следующие три теоремы.

3.3.2. Теорема Радона — Никодима. Пусть E и G — про-
странства Канторовича, а b и φ — порядково непрерывные ортосим-
метричные положительные билинейные операторы из E × E в G,
причем φ обладает свойством Магарам. Тогда следующие утвержде-
ния эквивалентны:

(1) b ∈ {φ}⊥⊥;
(2) b абсолютно непрерывен относительно φ;
(3) существует ортоморфизм 0 6 ρ ∈ Orth∞(E) такой, что

b(x, y) = φ(ρx, y) = φ(x, ρy) (x, y ∈ D(ρ));

(4) существует возрастающая последовательность положитель-
ных ортоморфизмов (ρn), ρn ∈ Orth(E), такая, что

b(x, y) = sup
n
φ(ρnx, y) = sup

n
φ(x, ρny) (x, y ∈ E+).

Более того, если 0 6 b 6 φ, то b = φ ◦ (ρ × IE) = φ ◦ (IE × ρ) для
некоторого ортоморфизма ρ ∈ Orth(E), для которого 0 6 ρ 6 IE .

C В силу 3.1.2, 3.1.4, 3.1.7 (6), 3.2.3 и 3.3.1 каждый из утвержде-
ний (1)–(4) эквивалентен соответствующему условию для линейных
операторов Φb and Φφ. Следовательно, нужно лишь применить тео-
рему Радона — Никодима для линейных операторов Магарам, уста-
новленную В. Люксембургом и А. Шепом в [73, теорема 3.3], см.
также [7, теорема 3.4.9]. Подробности см. в [66, 68]. B
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3.3.3. Теорема Накано. Пусть E и G — пространства Канто-
ровича и φ — ортосимметричный билинейный оператор Магарам из
E × E в G. Орторегулярные билинейные операторы b1, b2 ∈ {φ}⊥⊥
дизъюнктны в том и только в том случае, если дизъюнктны их сим-
метричные носители Cb1 и Cb2 .

Доказательство см. [66, теорема 9.3] и [68, теорема 4.7]
Стоит отметить, что следующее следствие из сформулированной

теоремы: Соответствие π 7→ φ◦(π×π) является изоморфизмом P(Cφ)
на булеву алгебру E(φ) всех осколков φ. В частности, применение
этого факта к φ := |b|, приводит к следующему результату из [66,
теорема 9.4] и [68, теорема 4.8].

3.3.4. Теорема Хана о разложении. Пусть E и G — простран-
ства Канторовича и пусть b : E×E → G — порядково ограниченный
ортосимметричный билинейый оператор, для которого |b| — опера-
тор Магарам. Тогда существует порядковый проектор π ∈ P(E) та-
кой, что b+ = b ◦ (π × π) и b− = b ◦ (π⊥ × π⊥).

Глава 4. Операторы, сохраняющие дизъюнктность

Настоящая глава посвящена билинейным операторам, сохраняю-
щим дизъюнктность. В параграфе 4.1 рассмотрен вариант пробле-
мы Викстеда для билинейных операторов. В параграфе 4.2 дана ха-
рактеризация классов билинейных операторов, представимых в виде
разности симметричных решеточных биморфизмов или же конечных
сумм билинейных операторов, сохраняющих дизъюнктность. В па-
раграфе 4.3 дано аналитическое представление орторегулярных би-
линейных операторов, сохраняющих дизъюнктность, в форме опе-
раторов взвешенного сдвига.

4.1. Раздельно нерасширяющие операторы

В этом параграфе мы изложим основной результат из статьи [64].

4.1.1. Пусть E — векторная решетка. Билинейный оператор
b : E × E → E назовем раздельно нерасширяющим, если отобра-
жения b(·, e) и b(e, ·) являются нерасширяющими для всех e ∈ E
или, эквивалентным образом, если b(L × E) ⊂ L и b(E × L) ⊂ L
для любой полосы L в E. Рассуждениями, аналогичными [33, тео-
рема 8.2], можно получить следующую характеризацию раздельно
нерасширяющих билинейных операторов.
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4.1.2. Пусть E — векторная решетка и b : E × E → E — били-
нейныый оператор. Следующие утверждения равносильны:

(1) b является раздельно нерасширящим;
(2) b(x, y) ∈ {x}⊥⊥ ∩ {y}⊥⊥ для любых x, y ∈ E;
(3) b(x, y) ⊥ z, если только z ∈ E и либо x ⊥ z, либо y ⊥ z.

Если E — векторная решетка с главными проекциями, то (1)–(3)
эквивалентны также (4) и (5):

(4) πb(x, y) = b(πx, πy) для любого порядкового проектора π в E
и любых x, y ∈ E;

(5) πb(x, y) = b(πx, y) = b(x, πy) для любого порядкового проек-
тора π в E и любых x, y ∈ E.

4.1.3. Как видно из 4.1.2 (2), всякий раздельно расширяющий
билинейный оператор ортосимметричен. Следовательлно, все орто-
регулярные раздельно нерасширяющие билинейные операторы сим-
метричны в силу 1.2.3. В то же время порядково ограниченный раз-
дельно нерасширяющий билинейный оператор b имеет вид b = π¯,
где π — некоторый ортоморфизм в E¯, см. 3.1.2 и 3.1.7 (3). Тем
самым возникает вопрос, который следует считать билинейным ва-
риантом проблемы Викстеда [7, 61]:

Каковы необходимые и достаточные условия, при которых все
раздельно нерасширяющие билинейные операторы в векторной ре-
шетке симметричны? порядково ограничены?

Проблема Викстеда была сформулирована в [87]. Историю и иные
формы этой задачи см. в обзоре [61], а также [8–12, 64].

4.1.4. Решение можно получить средствами, аналогичными ли-
нейному случаю [11, 12]. Булеву σ-алгебру B называют σ-дистрибу-

тивной, если ∨

n∈N

∧

m∈N

bn,m =
∧

ϕ∈NN

∨

n∈N

bn,ϕ(n)

для любой двойной последовательности (bn,m)n,m∈N в B. Другие эк-
вивалентные определения имеются в [28], см. также [4, 7, 61]. Теперь
можем сформулировать основной результат настоящего параграфа.

4.1.5. Теорема. Пусть G — расширенная векторная решетка и
B := P(G) обозначает полную булеву алгебру полос в G. Тогда сле-
дующие утверждения эквивалентны:

(1) B σ-дистрибутивна;
(2) нет ни одного раздельно нерасширяющего антисимметричного

билинейного оператора из G×G в G;
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(3) все раздельно нерасширяющие билинейные операторы из
G×G в G симметричны;

(4) все раздельно нерасширяющие билинейные операторы из
G×G в G порядково ограничены.

4.1.6. Приведенное в [64] доказательство теоремы 4.1.3 опира-
ется на булевозначное моделирование [14]. Фиксируем полную бу-
леву алгебру B и рассмотрим соответствующую булевозначную мо-
дель теории множеств V(B). Пусть R — поле действительных чисел
внутри V(B). Тогда G := R↓ (= спуск R [14, §7.3]) будет расши-
ренным пространством Канторовича [14, теорема 10.3.4]. Напомним,
что X 7→ X∧ обозначает отображение стандартного имени, кото-
рое служит вложением V в V(B). Хорошо известно, что R∧ можно
рассматривать как плотное подполе в R. А. Е. Гутман установил
в [59, теорема 2] (см. также [7, 60]), что σ-дистрибутивность полной
булевой алгебры B равносильна совпадению R и R∧ внутри V(B).

C Импликация (1) → (4) без труда следует из того, что условие
(1) равносильно локальной одномерности [59]. Импликации (4)→ (3)
следует из [46, следствие 2], а (3) → (2) очевидна. Остается обос-
новать (2) → (1). Допустим, что B не является σ-дистрибутивной.
Тогда R∧ 6= R и антисимметричный раздельно нерасширяющий би-
линейный оператор в G можно построить следующим образом. Ба-
зис Гамеля E поля R, рассматриваемого как векторное простран-
ство над подполем R∧, содержит по меньшей мере два различных
элемента e1 6= e2. Определим функцию β0 : E × E → R так, что-
бы 1 = β0(e1, e2) = −β0(e2, e1) и β(e′1, e

′
2) = 0 для всех прочих пар

(e′1, e
′
2) ∈ E × E (в частности, 0 = β0(e1, e1) = β0(e2, e2)). Функция

β0 допускает и притом единственное продолжение до R∧-билинейной
формы β : R ×R → R. Спуск b формы β представляет собой раз-
дельно нерасширяющий билинейный оператор из G × G в G. Более
того, b отличен от нуля и антисимметричен, поскольку этими свой-
ствами обладает β. B

4.1.7. Существует безатомное расширенное пространство Кан-
торовича G такое, что все раздельно нерасширяющие билинейные
операторы из G×G в G симметричны и порядково ограничены.

Это следует из теоремы 4.1.3 и следующего результата А. Е. Гут-
мана [59, пример 9]: существует безатомное расширенное простран-
ство Канторовича с σ-дистрибутивной булевой алгеброй полос, см.
также [7, 60].

Билинейный оператор b : G × G → G назовем существенно

нетривиальным, если πb = 0 влечет π = 0 для любого порядкового
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проектора π ∈ P(G). Можно показать, что полная булева алгебра,
ассоциированная с пространствам с мерой, обладающей свойством
прямой суммы, будет σ-дистрибутивной в том и только в том слу-
чае, когда атомична, см. [61, 5.3.3]. Отсюда и из теоремы 4.1.5, с
учетом принципа исчерпывания для булевых алгебр, вытекает та-
кой результат (ср. [9]).

4.1.8. Пусть (Ω,Σ, µ) — безатомное пространство с мерой, обла-
дающее свойством прямой суммы, и G := L0

R
(Ω,Σ, µ) — расширенное

K-пространство (классов эквивалентности) вещественных измери-
мых функций. Тогда существует существенно нетривиальный раз-
дельно нерасширяющий антисимметричный билинейный оператор
из G×G в G.

4.2. Билинейные операторы,
сохраняющие дизъюнктность

В этом параграфе представлены некоторые результаты из ста-
тей [16, 44, 66, 79] о строении билинейных операторов, сохраняющих
дизъюнктность.

4.2.1. Пусть E, F и G — произвольные векторные решетки.
Для порядково ограниченного билинейного оператора b : E×F → G
следующие утверждения эквивалентны:

(1) b(x, ·) и b(·, y) сохраняют дизъюнктность, каковы бы ни были
x ∈ E+ и y ∈ F+;

(2) b(x, ·) и b(·, y) сохраняют дизъюнктность, каковы бы ни были
x ∈ E и y ∈ F ;

(3) b(x1, y1) ⊥ b(x2, y2), если либо x1 ⊥ x2, либо y1 ⊥ y2.

Говорят, что билинейный оператор b : E × F → G сохраняет

дизъюнктность, если он удовлетворяет одному (а тогда и всем) из
условий 4.2.1 (1–3).

Следующий результат, представляющий собой билинейный вари-
ант теоремы Мейера [7, теорема 3.3.1 (5)], был получен независимо
в [79] и [16, теорема 3.4].

4.2.2. Теорема. Пусть E, F и G — векторные решетки и
b : E × F → G порядково ограниченный билинейный оператор, со-
храняющий дизъюнктность. Тогда b имеет положительную часть b+,
отрицательную часть b− и модуль |b|, которые являются решеточны-
ми биморфизмами.
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Более того,

b+(x, y) = b(x, y)+, b−(x, y) = b(x, y)− (0 6 x ∈ E, 0 6 y ∈ F );
|b(x, y)| = |b|(|x|, |y|) = |b(|x|, |y|)| (x ∈ E, y ∈ F ).

4.2.3. В [79] было отмечено, что для сохраняющего дизъюнкт-
ность билинейного оператора b : E×F → G следующие утверждения
равносильны: а) b имеет ограниченную порядковую вариацию; б) b
порядково ограничен; в) b порядково ограничен по каждой перемен-
ной в отдельности. Этот факт вместе с 4.2.2 приводит к следующему
утверждению.

Теорема. Для сохраняющего дизъюнктность билинейного опе-
ратора b : E × F → G следующие утверждения эквивалентны:

(1) b орторегулярен;
(2) b порядково ограничен и ортосимметричен;
(3) b порядково ограничен и симметричен.
Билинейные операторы, сохраняющие дизъюнктность, имеют

простое строение по модулю решеточных гомоморфизмов. Следую-
щий результат установлен в [17, следствие 3.3]:

4.2.4. Теорема. Порядково ограниченный билинейный оператор
b : E × F → G, сохраняющий дизъюнктность, допускает представ-
ление в виде

b(x, y) = S(x)T (y) (x ∈ E, y ∈ F ),

где операторы S : E → Gu и T : F → Gu принимают значения
в максимально расширении Gu векторной решетки G, снабженном
однозначно определяемой выбором порядковой единицы структурой
f -алгебры, причем один из них порядково ограничен и сохраняет
дизъюнктность, а другой — решеточный гомоморфизм. Если, сверх
того, E = F и оператор b симметричен, а S — решеточный гомомор-
физм, то можно взять T = πS − π⊥S, где π — порядковый проектор
в Gu, и π⊥ := IG − π.

Из этого результата легко выводится (ср. [44, теорема 3.4]):

4.2.5. Теорема. Пусть E и G — векторные решетки и b : E×E →
G — сохраняющий дизъюнктность орторегулярный билинейный опе-
ратор. Тогда существуют векторная решетка F , решеточные гомо-
морфизмы S, T : E → F и изоморфное вложение h : F¯ → G такие,
что S(E) ⊥ T (E), S(E) + T (E) = F и справедливо представление:

b(x, y) = h(S(x)¯ S(y))− h(T (x)¯ T (y)) (x, y ∈ E).
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4.2.6. Скажем, что конечные наборы {x0, x1, . . . , xn} ⊂ E и
{y0, y1, . . . , yn} ⊂ F бидизъюнктны, если для любых натуральных
0 6 i, j 6 n, i 6= j, либо xi ⊥ xj , либо yi ⊥ yj . Билинейный оператор
b ∈ BL∼(E,F ;G) назовем n-дизъюнктным, если

|b(x0, y0)| ∧ |b(x1, y1)| ∧ · · · ∧ |b(xn, yn)| = 0,

каковы бы ни были бидизъюнктные наборов {x0, x1, . . . , xn} в E и
{y0, y1, . . . , yn} в F . Из 4.2.1 (3) видно, что в классе порядково ограни-
ченных билинейных операторов 1-дизъюнктный оператор есть в точ-
ности сохраняющий дизъюнктность оператор. Билинейный оператор
называется полидизъюнктным, если он n-дизъюнктен для некоторо-
го n ∈ N. Этот класс билинейных операторов введен и описан в рабо-
те [16], используя линеаризацию посредством тензорного произведе-
ния по Фремлину. Аналогичным образом, используя линеаризацию
посредством квадрата векторной решетки, можно дать следующее
описание ортосимметричных полидизъюнктных операторов.

4.2.7. Теорема. Орторегулярный билинейный оператор будет n-
дизъюнктным в том и только в том случае, если он представим в ви-
де суммы n орторегулярных билинейных операторов, сохраняющих
дизъюнктность. Тем самым, орторегулярный билинейный оператор
будет полидизъюнктным в том и только в том случае, если он пред-
ставим в виде суммы конечного числа орторегулярных билинейных
операторов, сохраняющих дизъюнктность.

4.2.8. Пусть E — произвольная векторная решетка, а F — про-
странство Канторовича. С. С. Кутателадзе [19] получил следующую
характеризацию разностей решеточных гомоморфизмов: Порядково
ограниченный линейный оператор T из E в G можно представить
в виде разности решеточных гомоморфизмов в том и только в том
случае, когда ядро слоя πT оператора T служит векторной подре-
шеткой E для каждого π ∈ P(G). Ниже приведем аналогичный ре-
зультат для решеточных биморфизмов, установленный в [66, теорема
7.4; 68, теорема 3.6], используя теоремы 3.1.2 и 3.1.7 (1). Симмет-

ричным ядром ортосимметричного билинейного оператора b назовем
множество sker(b) := {x ∈ E : b(x, |x|) = 0}.

4.2.9. Теорема. Пусть E — произвольная векторная решетка, а
G — пространство Канторовича. Орторегулярный билинейный опе-
ратор b : E × E → G можно представить в виде разности двух
симметричных решеточных биморфизмов в том и только в том слу-
чае, когда симметричное ядро sker(πb) слоя πb оператора b служит
векторной подрешеткой E для каждого π ∈ P(G).
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4.2.10. Понятие n-дизъюнктного линейного оператора в вектор-
ных решетках было введено в статье С. Дж. Берно, С. Б. Гюсманса
и Б. де Рахте [36] и адаптировано для линейных операторов в ре-
шеточно нормированных пространствах в [7]. С. С. Кутателадзе [20]
установил, что модуль порядково ограниченного линейного операто-
ра T : E → G представим в виде суммы двух решеточных гомомор-
физмов в том и только в том случае если ядро слоя πT оператора
T является подпространством Гротендика объемлющей векторной
решетки E для любого π ∈ P(G). Было бы интересно получить ана-
логичный результат для орторегулярного билинейного оператора.

4.3. Мультипликативное представление

Порядково ограниченные билинейные операторы, сохраняющие
дизъюнктность, допускают удобное аналитическое описание [17].
Здесь мы рассмотрим специализацию этого результата для ортосим-
метричных операторов, полученную в [44].

4.3.1. Пусть E и G — фундаменты расширенных пространств
Канторовича E и G с фиксированными единицами 1E и 1G соот-
ветственно. Каждое из пространств E и G снабдим структурой f -
алгебры, определяемой единственным образом выбором порядковой
единицы. Напомним, что порядково ограниченный ортоморфизм в E

или G представляет собой оператор умножения на некоторый фик-
сированный элемент, с которым и будем отождествлять соответству-
ющий ортоморфизм. Для f ∈ E существует единственный элемент
g ∈ E такой, что fg = [f ]1E и [f ] = [g], где [f ] — порядковый проек-
тор на полосу f⊥⊥. Обозначим элемент g символом 1E /f и положим
g/f = g(1E /f). Ортоморфизм g 7→ g/f будем обозначать тем же
символом 1E /f .

Рассмотрим фундаменты E ′ ⊂ E , G′ ⊂ G и G′′ ⊂ G . Обозначим
символом G′ ·G′′ векторную подрешетку в G , порожденную множе-
ством {g′g′′ : g′ ∈ G′, g′′ ∈ G′′}.

Если w : E → E′ и S : E′ → G′ — линейные операторы, то
w × w : E × E → E′ × E′ и S • S : E′ × E′ → G′ · G′ обознача-
ют линейный и билинейный операторы, определяемые формулами
(x, y) 7→ (wx,wy) и (x, y) 7→ S(x)S(y) соответственно. Скажем, что
билинейый ортосимметричный оператор b : E × E → G допуска-
ет WSW -представление, если существуют фундаменты E ′ ⊂ E и
G′ ⊂ G , ортоморфизмы w : E → E′ и W : G′ · G′ → G, и оператор
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сдвига S : E′ → G′ такие, что b =W ◦(S•S)◦(w×w), т. е. диаграмма

E′ × E′ G′ ·G′
S•S

//

E × E

E′ × E′

w×w

²²

E × E G
b // G

G′ ·G′

OO

W

коммутативна. Оператор сдвига из E ′ в G′ — ограничение на E′ по-
ложительного линейного оператора Ŝ : Ê → G , удовлетворяющего
условиям: 1) Ê — фундамент в E , содержащий E ′ и 1E ; 2) Ŝ пе-
реводит осколки 1E в осколки 1G ; 3) Ŝ сохраняет дизъюнктность;
4) Ŝ(1E )

⊥⊥ = Ŝ(Ê)⊥⊥. Операторы W , S и w называют соответ-
ственно внешним весом, сдвигом и внутренним весом представле-
ния W ◦ (S • S) ◦ (w × w). Скажем также, что Ŝ — сдвиг оператора

T : E → G, если T (E)⊥⊥ = Ŝ(1E )
⊥⊥ и T ◦ π = [Ŝ(π1E )] ◦ T для всех

π ∈ P(E ).
Комбинируя теорему 4.2.4 с результатами А. Е. Гутмана [4, 7,

60] о WSW -представлении линейных операторов сохраняющих дизъ-
юнктность, приходим к следующему [44].

4.3.2. Теорема. Пусть b : E×E → G — сохраняющий дизъюнкт-
ность орторегулярный билинейный оператор. Тогда существуют раз-
биение единицы (ρξ)ξ∈Ξ в булевой алгебре P(F ) и семейство (eξ)ξ∈Ξ
в E+ такие, что для каждого ξ ∈ Ξ композиция ρξ ◦ b допускает
WSW -представление

ρξ ◦ b = ρξW ◦ (ρξS • ρξS) ◦ (1E /eξ × 1E /eξ) (ξ ∈ Ξ),

где S и ρξS — операторы сдвига, причем ρξS служит расширени-
ем ρξ ◦ S, а внешний вес W : G → G есть оператор умноже-
ния на o-

∑
ξ∈Ξ ρξb(eξ, eξ). Таким образом, оператор b разлагается в

строго дизъюнктную сумму операторов ρξ ◦ b, допускающих WSW -
представление со сдвигом ρξS.

4.3.3. Пусть P и Q — экстремально несвязные компакты, E и
G — фундаменты в расширенных пространствах Канторовича E :=
C∞(P ) и G := C∞(Q) соответственно. Обозначим символом C0(Q,P )
множество всех непрерывных отображений σ : Q0 := dom(σ) → P ,
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определенных на различных открыто замкнутых подмножествах
Q0 ⊂ Q. Для заданных σ ∈ C0(Q,P ) и e ∈ C∞(P ) функция
σ∗e : Q→ R определяется формулой

(σ∗e)(q) :=

{
e
(
σ(q)

)
, if q ∈ dom(σ),

0, if q ∈ Q\dom(σ).

Очевидно, что функция σ∗e непрерывна, но не входим в C∞(Q), во-
обще говоря, так как может принимать бесконечные значения на
множестве Q∞ с непустой внутренностью. Однако, если некоторая
функция W ∈ C∞(Q) обращается в нуль на Q∞, то Wσ∗x ∈ C∞(Q)
(считая по определению 0(±∞) = 0).

Из теоремы 4.3.3 и результата о мультипликативном представ-
лении линейных операторов, сохраняющих дизъюнктность (см. [60,
теорема 5.7.5] или [7, теорема 5.4.5]), вытекает следующий результат.

4.3.4. Теорема. Пусть E и G — фундаменты соответственно в
C∞(P ) и C∞(Q), а b : E × E → G — сохраняющий дизъюнктность
орторегулярный билинейный оператор. Тогда существуют непрерыв-
ное отображение σ ∈ C0(Q,P ), семейство положительных функ-
ций (wξ)ξ∈Ξ в C∞(P ), и семейство попарно дизъюнктных функций
(Wξ)ξ∈Ξ в C∞(Q) такие, что 1/wξ ∈ E for all ξ ∈ Ξ и

b(x, y) = o-
∑

ξ∈Ξ

Wξσ
∗(wξx)σ

∗(wξy) (x, y ∈ E).

4.3.5. Теорема 4.3.4 дает аналитическое представление сохраня-
ющего дизъюнктноть порядково ограниченного билинейного опера-
тора с помощью операций непрерывной замены переменной и пото-
чечного умножения на вещественнозначную непрерывную функцию,
что представляет собой некоторое обобщение классического опера-
тора взвешенного сдвига. Такое аналитическое представление, часто
называемое также мультипликативным, для сохраняющих дизъ-
юнктность линейных операторов восходит к работе Ю. А. Абрамо-
вича [31]. Аналогичные результаты можно получить и для мажори-
руемых билинейных операторов [18], действующих в пространствах
непрерывных или измеримых сечений. Подробности см. в [7]. В [18]
было отмечено, что желательно получить результаты об аналитиче-
ском (интегральном, псевдоинтегральном и т.п.) представлени широ-
кого класса регулярных (мажорируемых) билинейных операторов.
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54. Drnovšek R., Peperko A. Inequalities for the Hadamard weighted geometric mean
of positive kernel operators on Banach function spaces // Positivity.—2006.—
V. 10, № 4—P. 613–626.

55. Fremlin D. H. Tensor product of Archimedean vector lattices // Amer. J. Math.—
1972.—V. 94, № 3—P.777–798.

56. Fremlin D. H. Tensor products of Banach lattices // Math.Ann.—1974.—V. 211—
P. 87–106.

57. van Gaans O. W. The Riesz part of a positive bilinear form // Circumspice.—
Nijmegen: Katholieke Universiteit Nijmegen, 2001.—P. 19–30.

58. Grobler J. J., Labuschagne C. The tensor product of Archimedean ordered vector
spaces // Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.—1988.—V. 104, № 2—P. 331–345.
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УДК 517.444

ОПЕРАТОРЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

С. М. Ситник

В обзоре рассматриваются основные понятия и задачи теории операторов
преобразования. Затем перечислены наиболее известные приложения опе-
раторов преобразования к обратным задачам, теории рассеяния, спектраль-
ной теории, нелинейным дифференциальным уравнениям и построению со-
литонов, обобщенным аналитическим функциям, сингулярным краевым за-
дачам, теории дробного интегродифференцирования, вложениям некото-
рых функциональных пространств.

Введение

Определение 1. Пусть дана пара операторов (A,B). Оператор
T называется оператором преобразования (ОП, transmutation), если
выполняется соотношение

T A = B T. (1)

Соотношение (1) называется иначе сплетающим свойством, то-
гда говорят, что ОП T сплетает операторы A и B (intertwining
operator). Для превращения (1) в строгое определение необходимо
задать пространства, на которых действуют операторы A, B, и, сле-
довательно, T . Иногда в определение ОП закладывают и требование
обратимости, что является желательным, но не обязательным свой-
ством. В конкретных реализациях операторы A и B обычно являют-
ся дифференциальными, T — линейный оператор на стандартных
пространствах. Ясно, что понятие ОП является прямым и далеко
идущим обобщением понятия подобия матриц из линейной алгеб-
ры [1–3]. Но ОП не сводятся к подобным (или эквивалентным) опе-
раторам, так как обратный к ОП не обязан существовать и действо-
вать в том же пространстве. Так что спектры операторов, сплетае-
мых ОП, могут не совпадать.

Как же обычно используются операторы преобразования? Пусть,
например, мы изучаем некоторый достаточно сложно устроенный
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оператор A. При этом нужные свойства уже известны для модель-
ного более простого оператора B. Тогда, если существует ОП (1), то
часто удается перенести свойства модельного оператора B и на A.
Такова в нескольких словах примерная схема типичного использо-
вания ОП в конкретных задачах.

В частности, если рассматривается уравнение Au = f с операто-
ром A, то применяя к нему ОП T со сплетающим свойством (1), полу-
чаем уравнение с оператором B вида Bv = g, где обозначено v = Tu,
g = Tf . Поэтому, если второе уравнение с оператором B являет-
ся более простым, и для него уже известны формулы для решений,
то мы получаем и представления для решений первого уравнения
u = T−1v. Разумеется, при этом обратный оператор преобразования
должен существовать и действовать в рассматриваемых простран-
ствах, а для получения явных представлений решений должно быть
получено и явное представление этого обратного оператора. Таково
одно из основных применений техники ОП в теории дифференци-
альных уравнений с частными производными.

Изложению теории ОП и их приложениям посвящены существен-
ные части монографий [4–9], кроме того различные вопросы ОП рас-
сматриваются также в [10–41]. К сожалению, на русском языке нет
книг, полностью посвященных ОП, таких, как замечательные книги
Роберта Кэррола на английском [4–6]. По-видимому, данный обзор
также является первым на русском языке по теории ОП. Не претен-
дуя на полноту, я включил в обзор только те результаты, которые
представляются основными, а также связанные с собственными ра-
ботами.

Сделаем одно терминологическое замечание. В западной ли-
тературе принят для ОП термин «transmutation», восходящий
к Ж. Дельсарту. Как отмечает Р. Кэрролл, похожий термин
«transformation» при этом закрепляется за классическими инте-
гральными преобразованиями Фурье, Лапласа, Меллина и други-
ми подобными им. Кроме того, термин «transmutation» имеет в ро-
манских языках дополнительный оттенок «волшебного превраще-
ния», что довольно точно характеризует действие ОП. Приведем
точную цитату из [6]: «Such operators are often called transformation
operators by the Russian school (Levitan, Naimark, Marchenko et.
al.), but transformation seems too broad a term, and, since some of
the machinery seems «magical» at times, we have followed Lions and
Delsarte in using the word transmutation».
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Необходимость теории ОП доказана большим числом ее прило-
жений. Методы ОП применяются в теории обратных задач, опре-
деляя обобщенное преобразование Фурье, спектральную функцию и
решения знаменитого уравнения Гельфанда — Левитана; в теории
рассеяния через ОП выписывается не менее знаменитое уравнение
Марченко; в спектральной теории получаются известные формулы
следов и асимптотика спектральной функции; оценки ядер ОП от-
вечают за устойчивость обратных задач и задач рассеяния; в теории
нелинейных дифференциальных уравнений метод Лакса использует
ОП для доказательства существования решений и построения со-
литонов. Определенными разновидностями ОП являются части тео-
рий обобщенных аналитических функций и операторов обобщенного
сдвига. В теории уравнений с частными производными методы ОП
применяются для построения явных решений некоторых задач, изу-
чении сингулярных и вырождающихся краевых задач, псевдодиффе-
ренциальных операторов, задач для решений с особенностями на ча-
сти границы, оценки скорости убывания решений некоторых эллип-
тических и ультраэллиптических уравнений. Теория ОП позволяет
дать некоторую новую классификацию специальных функций и ин-
тегральных операторов со специальными функциями в ядрах, в том
числе различных операторов дробного интегродифференцирования.
В теории функций найдены приложения ОП к вложениям функ-
циональных пространств и обобщению операторов Харди, расшире-
нию теории Пэли — Винера. Методы ОП с успехом применяются во
многих прикладных задачах: оценках решений Йоста и квантовой
теории рассеяния, исследовании системы Дирака, теории вероятно-
стей и случайных процессов, линейном стохастическом оценивании,
фильтрации, стохастических случайных уравнениях, обратных зада-
чах геофизики и трансзвуковой газодинамики.

Методы теории ОП в той или иной степени применялись в ра-
ботах многих математиков: A. Boumenir, H. Begehr, B. Braaksma,
L. Bragg, R. Carroll, M. Chao, H. Chebli, C. Dunkl, J. Delsarte,
R. Gilbert, R. Hersh, J. Löffström, J. Lions, A. Mercer, J. Peetre,
F. Santosa, J. Siersma, H. deSnoo, V. Thyssen, K. Trimeche, Vu
Kim Tuan, Агранович З. С., Андрощук А. А., Валицкий Ю. Н.,
Волк В. Я., Глушак А. В., Горбачук М. Л., Иванов Л. А., Ерё-
мин М. С., Карп Д. Б., Катрахов В. В., Килбас А. А, Киприя-
нов И. А., Ключанцев М. И., Кононенко В. И., Коробейник Ю. Ф.,
Лаптев Г. И, Левин Б. Я., Левитан Б. М., Ляхов Л. Н., Ляховец-
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кий Г. В., Маламуд М. М., Марченко В. А., Мацаев В. И., Мурав-
ник А. Б., Наймарк М. А., Нагнибида Н. И., Олевский М. Н., По-
взнер А. Я., Поляцкий В. Т., Сахнович Л. А., Ситник С. М., Сташев-
ская В. В., Фаддеев Л. Д., Фаге Д. К., Хачатрян И. Г., Хромов А. П.,
Шкаликов А. А., Шмулевич С. Д., Ярославцева В. Я. Разумеется,
этот список не полон и может быть существенно расширен.

1. Операторы преобразования для операторов
Штурма — Лиувилля

Рассмотрим задачу построения различных ОП, сплетающих про-
стейший оператор Штурма — Лиувилля

y′′(x) + λ2y(x) = (L0y)(x) (2)

c оператором Штурма — Лиувилля общего вида

y′′(x) + q(x)y(x) + λ2y(x) = (Ly)(x). (3)

Функция q(x) в (3) называется потенциальной функцией. Эта функ-
ция может быть комплексной, число λ ∈ C, переменная x ∈ R. Мы
ищем ОП, удовлетворяющий тождеству

SLf = L0Sf (4)

на подходящих функциях f(x). Естественные требования к ОП S —
линейность и обратимость в стандартных пространствах. Требова-
ние линейности S после подстановки (2) и (3) в (4) приводит к соот-
ношению, которое не зависит от λ

S
(
D2 + q(x)

)
f = D2Sf, (5)

где обозначено D = d/dx. Требование обратимости естественным
образом приводит к поиску ОП S в виде интегрального оператора

(Sf)(x) =

b(x)∫

a(x)

K(x, t)f(t) dt, (6)

причем ядро K(x, t) в общем случае может быть распределением
(например, K(x, t) = δ(x − t) + G(x, t), G — гладкая функция). В
формуле (6) a(x), b(x) — некоторые функции R → R.
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Существуют два несколько различных подхода к построению ОП.
В первом они строятся лишь на решениях уравнений L0y = 0, Ly = 0
с операторами (2)–(3). Такой метод был принят в пионерских клас-
сических работах по ОП, он и излагается во всех книгах. Похоже,
что во многом ему следуют только благодаря традиции. Но возмо-
жен и второй подход, который мне кажется более естественным и
общим, когда ОП строятся на произвольных функциях, возможно,
с некоторыми ограничениями роста в фиксированных точках. Мы
кратко изложим именно этот подход, следуя [41], он не является об-
щепринятым. Ясно, что при нашем подходе класс исследуемых ОП
побогаче. С другой стороны, оператор, построенный на собственных
функциях при любых λ, может быть распространен на достаточ-
но широкие классы благодаря полноте систем собственных функций
во всех основных пространствах. Поэтому, за исключением сужения
множества рассматриваемых ОП, и первый общепринятый подход
не создает серьезных ограничений в приложениях.

Заметим, что мы будем для краткости с некоторой вольностью
называть операторами дифференциальные или интегральные выра-
жения, не всегда указывая пространства, в которых действуют опе-
раторы. При построении ОП предполагается, что функции f(x) при-
надлежат некоторому классу Φ, и что ядра K(x, t) обладают опре-
деленной гладкостью по обеим переменным.

Из вышеизложенного ясно, что наиболее целесообразно искать
ОП S как интегральные операторы Вольтерра второго рода:

(Sf)(x) = f(x) +

x∫

c

K(x, t)f(t) dt. (7)

Здесь K(x, t) — гладкая функция, число c принадлежит расширен-
ной числовой оси R. Вместе с тем в [41] рассмотрены и другие воз-
можные операторы. Операторы Вольтерра (7) легко обращаются в
стандартных пространствах. Свобода выбора предела интегрирова-
ния позволяет в каждом конкретном случае использовать те ОП,
которые наилучшим образом подходят для данной задачи. В част-
ности, при c = 0 получаются ОП, впервые построенные А. Я. По-
взнером и Б. М. Левитаном [42, 43] (см. также [44]), а при c = +∞
получаются ОП, впервые построенные Б. Я. Левиным [45], послед-
ние сохраняют асимптотику на бесконечности и используются при
решении обратных задач квантовой теории рассеяния.
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Для ядра ОП (7) в результате несложных вычислений получаем

∂2K

∂t2
+ q(t)K =

∂2

∂x2
K, (8)

d

dx
K(x, x) =

1

2
q(x), (x, t) ∈ Ω ⊂ R2, (9)

lim
t→c

Wt (f,K(x, t)) = lim
t→c

W (x) = 0. (10)

(Через Ω обозначена область определения функции K(x, t), замыка-
ние которой содержит часть диагонали t = x, Wt — определитель
Вронского с производными по t.)

Уравнение (8) является стандартным в той задаче, которую мы
рассматриваем. Условие (10) показывает выделенность точки c. Оно
сводится к весовым граничным условиям на функцию f(x) и ее
первую производную f ′(x) при x→ c и диктует выбор класса функ-
ций Φ. Важнейшее равенство (9) устанавливает, что значение ядра
ОП K(x, t) на диагонали t = x позволяет восстановить потенциал
q(x). Этот факт является основным в теории обратных задач. По-
этому наиболее распространенные методы решения обратных задач
сводятся именно к нахождению ядра ОП по спектральной функции
(как в уравнении Гельфанда — Левитана) или по данным рассеяния
(как в уравнении Марченко).

Чтобы построить решения системы (8)–(10), сначала нужно за-
фиксировать класс Φ так, чтобы выполнялось условие (10), напри-
мер: f(x) ∈ C2, f(c) = f ′(c) = 0. Далее обычно реализуется следую-
щий план действий. На первом шаге переходят от уравнения в част-
ных производных к интегральному. Эти уравнения не эквивалентны,
однако каждое решение интегрального уравнения удовлетворяет ис-
ходному гиперболическому. На этом шаге доказывается существова-
ние некоторого ядра ОП и его определенная гладкость. На втором
шаге проверяются дополнительные условия для ядра и выбирается
подходящий класс функций Φ. Этим заканчивается построение ОП.

Итак, перейдем к решению уравнения

∂2K

∂x2
=
∂2K

∂t2
+ q(t)K (11)

с дополнительным условием на диагонали x = t (см. (9))

K(x, x) =
1

2
q(x). (12)
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Выполним стандартную замену переменных по формулам

u =
1

2
(x+ t), v =

1

2
(x− t). (13)

При этом уравнение диагонали x = t в новых переменных примет
вид v = 0.

Введем обозначение для ядра в новых переменных

H(u, v) = K(u+ v, u− v) = K(x, t). (14)

Для функции H перейдем от соотношений (11)–(12) к новым

∂2H

∂u∂v
= q(u− v)H, (15)

H(u, 0) =
1

2

u∫

c

q(s) ds. (16)

Здесь функция q(u− v) должна быть определена, c — произвольное
число, возможно c = ±∞.

Необходимо сделать важное замечание. Из формул замены (13)
следует, что возможно как u > 0, v > 0, так и u < 0, v < 0.

Система (15)–(16) — это задача Коши лишь с одним началь-
ным условием. Поэтому при естественных предположениях на q
(q(x) ∈ C1) эта система имеет бесконечно много решений. Следо-
вательно, при каждом потенциале q(x) существует бесконечно мно-
го ОП, например, вида (7). Это чрезвычайно удобно в приложениях,
где можно выбирать при одном и том же потенциале различные ОП,
наиболее подходящие для каждой конкретной задачи.

Приведем «нечестный» путь построения некоторого класса ядер,
удовлетворяющих системе (15)–(16). Для этого достаточно убедить-
ся, что каждое C2-решение интегрального уравнения

H(u, v) =
1

2

u∫

c

q(s) ds +

u∫

d

dα

v∫

0

q(α− β)H(α, β) dβ (17)

удовлетворяет системе (15)–(16) для произвольных чисел c, d ∈ R.
«Честный» вывод уравнения (17) проводится по известной стан-

дартной схеме с использованием функции Римана [46–50]. Поэтому
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для теории ОП важное значение имеет нахождение функций Римана
для конкретных уравнений в явном виде [47–66]. В этом направле-
нии выделим работы куйбышевско-самарской математической шко-
лы под руководством С. П. Пулькина и В. Ф. Волкодавова [51–57].

Важность исследования уравнения (17) с разными c, d в том,
что мы можем одновременно изучать и случай c = d = 0, возни-
кающий при построении ОП типа Повзнера — Левитана, и случай
c = d = +∞, возникающий при построении ОП типа Левина, и слу-
чай произвольных различных c, d. Обычно эти типы ОП изучались
раздельно, а случай произвольных c, d (c, d 6= 0, c, d 6= ±∞) не рас-
сматривался.

Доказательство существования решения для интегрального урав-
нения (17) не представляет труда, оно проводится методом последо-
вательных приближений. При этом решение представляется рядом
Неймана [67]. Например, для случая c = d = 0 и суммируемого по-
тенциала получается такой типичный результат [4–6, 21–23].

Теорема 1. Пусть функция q(x) ∈ Ck, c = d = 0. Тогда уравне-
ние (17) имеет единственное решение, удовлетворяющее оценке

|K(x, t)| 6 1

2
w
(x+ t

2

)
exp

(
σ1(x)− σ1

(x+ t

2

)
− σ1

(x− t
2

))
, (18)

где введены обозначения

w(u) = max
06s6u

∣∣∣∣
s∫

0

q(y) dy

∣∣∣∣,

σ0(x) =

x∫

0

|q(t) dt|, σ1(x) =

x∫

0

σ0(t) dt.

(19)

Если функция q(x) имеет n > 0 непрерывных производных, то ядро
ОП K(x, t) имеет n + 1 непрерывную производную по обеим пере-
менным.

Аналогично в этом случае доказывается существование и един-
ственность обратного оператора к ОП (7) в пространствах C2 или
L2. Для ядра обратного оператора доказываются аналогичные тео-
реме 1 оценки, гладкость ядра, соотношение между ядрами прямого
и обратного операторов. Заметим, что обратный к (7) P = S−1 также
является ОП и действует по правилу PL0f = LPf [22–23].
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Общий случай произвольных c, d разобран в [41]. Там же явно по-
строены ядра для некоторых простейших потенциалов, в основном
выражающиеся через функции Бесселя и Макдональда. Получены
оценки ядер для потенциалов, удовлетворяющих различным равно-
мерным неравенствам.

Оценку (18) можно уточнять разными способами, при этом ослаб-
ляя условия на потенциал [4–6, 21–23]. Наиболее сильные результа-
ты в этом направлении при минимальных требованиях к потенциа-
лу можно получить, используя методы очень интересной книги [69].
В ней В. А. Чернятиным получены окончательные необходимые и
достаточные условия на потенциал для разрешимости смешанной
задачи для гиперболического уравнения (8), что завершило исследо-
вания В. А. Стеклова, И. Г. Петровского, Б. М. Левитана, В. П. Ми-
хайлова, В. А. Ильина по этой задаче; при этом использовался метод
Фурье и принадлежащая А. Н. Крылову идея выделения особенно-
стей из ряда. Метод работы [69] очень близок идейно методам теории
ОП, он и был приспособлен для доказательства существования ОП
с не очень хорошим потенциалом в [41]. Кроме того, в [41] получе-
на оценка невязки SLf − L0Sf в соотношении (4) для того случая,
когда ОП S задан с ошибкой, например, образовавшейся от замены
ряда Неймана при решении интегрального уравнения конечной сум-
мой. Существование ОП для совсем плохих потенциалов (с особен-
ностями или даже распределений) с приложениями к спектральной
теории и формулам следов получено в [70–74] А. А. Шкаликовым и
его учениками и требует более сложных методов. Некоторые другие
результаты для подобных ОП см. в [75–77].

Вместе с тем ОП определенного вида существуют не всегда. Ряд
отрицательных результатов получен в [41]. Так не существует ОП в
форме оператора Фредгольма второго рода с гладким ненулевым по-
тенциалом. Не существует линейного ОП, сплетающего нелинейный
оператор D2y+ y2 со второй производной. Для ОП (7) в случае про-
стейших потенциалов q(x) = x, x2, cosx ядра не могут быть анали-
тическими функциями. Этим объясняется, например, тот факт, что
для функций Матье (решений уравнения D2y + cos(x)y = λy) нет
простых интегральных выражений через тригонометрические или
экспоненциальные функции.
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2. Операторы преобразования Векуа — Эрдейи — Лаундеса

Частный случай ОП для оператора Штурма — Лиувилля (5) по-
лучается при выборе постоянного потенциала. При этом возникает
важный класс ОП Векуа — Эрдейи — Лаундеса, которые осуществ-
ляют сдвиг по спектральному параметру.

Определение 2. Обобщенным оператором преобразования Ве-

куа — Эрдейи — Лаундеса (ВЭЛ) называется сплетающий оператор
для пары (A + λ1, A + λ2), где A — некоторый базовый оператор,
λ1, λ2 — комплексные числа.

Иными словами

T (A+ λ1) = (A+ λ2)T. (20)

ОП ВЭЛ были по разным поводам введены и изучены в работах
И. Н. Векуа [78–81], А. Эрдейи [82–84] и Дж. С. Лаундеса [85–87].
В их работах рассматривались такие базовые дифференциальные
операторы:

A = D2 =
d2

dx2
, A = Bν = D2 +

2ν + 1

x
D, A = xβBν . (21)

Первый ОП ВЭЛ был построен Ильей Несторовичем Векуа в виде

Jλf(x) = f(x)−
x∫

0

t
J1(λ

√
x2 − t2)√

x2 − t2
f(t) dt, Jλ(D

2+λ) = D2Jλ, (22)

где J1(·) — функция Бесселя. Такой ОП может быть использован,
например, для представления решений телеграфного уравнения че-
рез решения волнового. В этом проявляется основная роль, которую
ОП ВЭЛ играют в теории дифференциальных уравнений в частных
производных — они осуществляют сдвиг по спектральному парамет-
ру. Поэтому с их помощью получаются представления решений для
задач «с лямбда» через решения задач «без лямбда», многочислен-
ные примеры можно найти в энциклопедической монографии [34] и
ссылках в ней (см. особенно главу 8).

Для А. Эрдейи основным было изучение свойств самих операто-
ров вида (22), их композиций и оценок норм, тогда как Дж. Лаун-
дес в основном изучал представление решений различных задач для
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уравнений с частными производными при помощи подобных опера-
торов. Мотивацией И. Н. Векуа для введения ОП было выразить
решения уравнения ∆u + λu = 0, к которому сводится простейшая
задача теории упругости, через гармонические функции. Затем он
рассмотрел и более сложные уравнения, в основном возникающие
в механике. Простейший подобный интегральный оператор, перево-
дящий аналитические функции в гармонические, был уже давно к
тому времени известен, его ввел Э. Уиттекер.

Так возникла новая теория обобщенных аналитических функций,
начинающаяся с построения операторов, выражающих решения раз-
личных сложных уравнений через аналитические или гармонические
функции. Определение таких обобщенных аналитических функций
может быть дано на языке ОП: в действительном случае они возни-
кают при рассмотрении ОП, которые сплетают некоторый диффе-
ренциальный оператор с частными производными с оператором Ла-
пласа или его степенями, а в комплексном случае они возникают при
рассмотрении ОП, которые сплетают уравнения (оператор) Коши —
Римана (=Эйлера — Деламбера) с его обобщенными аналогами. По-
сле Векуа, Эрдейи и Лаундеса теория обобщенных аналитических
функций именно в разрезе явного построения операторов преобразо-
вания достраивалась в работах известного американского математи-
ка Стефана Бергмана и его учеников (операторы Бергмана — Гиль-
берта) [7, 10, 14, 88]. При этом для трех и более переменных все стано-
вится намного сложнее и интереснее. Отметим, что работы Бергмана
существенно используют теорию специальных функций, в частности,
гипергеометрических. Приложения к физическим задачам рассмат-
ривались Л. Берсом, А. Гельбартом, А. Вайнштейном (GASPT — тео-
рия обобщенного осесимметрического потенциала) [89–93]. Следует
отметить также работы [37, 94], в которых Г. Н. Положий рассмот-
рел обобщения уравнений Коши — Римана, решения которых назва-
ны им p-аналитическими и (p, q)-аналитическими функциями. При-
надлежность обобщенных аналитических функций различным про-
странствам (Харди, Смирнова, ВМО) изучается в работах С. Б. Кли-
ментова [95–98].

ОП ВЭЛ изучались также в [99–101], перечислим некоторые по-
лученные там результаты. Вначале выделено семейство из восьми
основных операторов ВЭЛ. Изучены факторизации этих операторов
через более простые: Фурье, Ханкеля, дробные интегралы Римана —
Лиувилля, Эрдейи — Кобера и другие [34]. Изучены полугрупповые
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свойства введенных операторов ВЭЛ по параметру. Описаны общие
методы построения ОП ВЭЛ из уже известных. На этом пути полу-
чены новые операторы ВЭЛ, ядра которых выражаются через гипер-
геометрические функции от нескольких переменных: Райта, Фокса,
Гумберта, Кампе де Ферье и другие [102–120]. В [41, 99–101] найдены
новые семейства ОП, зависящие от произвольных параметров.

Также построено взаимно однозначное соответствие между ОП
ВЭЛ и ОП, сплетающими весовые операторы Бесселя с разными
индексами:

T (x2Bν) = (x2Bµ)T, Bν = D2 +
2ν + 1

x
D. (23)

Такие ОП изучались в [121], где получен один класс подобных опера-
торов. В [99] найдены формулы, решающие задачу об описании ОП
со свойством (23) в общем виде. Оказывается, что по каждому ОП
ВЭЛ со свойством (20) можно явно выписать ОП со свойством (23).

Таким образом, теория операторов преобразования Векуа — Эр-
дейи — Лаундеса представляется сформировавшимся разделом об-
щей теории ОП с достаточно большим набором собственных резуль-
татов и важными применениями в теории уравнений с частными
производными, теории функций, комплексном анализе, теории спе-
циальных функций. Замечательно, что начало этой плодотворной
тематики было заложено в трудах академика Ильи Несторовича Ве-
куа, столетие со дня рождения которого отмечалось в 2007 году.

3. Операторы преобразования для общих
дифференциальных операторов с переменными

коэффициентами

Теперь перейдем к рассмотрению вопроса о существовании ОП T ,
который сплетает два произвольных линейных дифференциальных
оператора

T
(
an(x)y

(n) + . . .+ a1(x)y + a0(x)
)
=

=
(
bm(x)y(m) + . . .+ b1(x)y + b0(x)

)
T.

(24)

В этом случае задача существенно усложняется, не все построе-
ния оказываются теоретически возможными, что напоминает тео-
рию разрешимости алгебраических уравнений высших порядков.
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По-видимому, впервые задачу о построении ОП вида (24) в том
случае, когда в (24) справа стоит оператор дифференцирования n-го
порядка, в общих чертах сформулировал Жан Дельсарт (член груп-
пы Бурбаки) в 1938 г. [122] (обратим внимание, что во всех русских
книгах в ссылках на эту статью неверно указаны номера страниц,
т. е. скорее всего ни один автор ее не читал!). Затем общее обсужде-
ние продолжилось, в том числе совместно с Ж. Л. Лионсом [123–126].
При этом роль этих двух французских математиков для теории ОП
на мой взгляд совершенно различна. Работы Дельсарта содержат
большое число новых интересных результатов (см. ниже). Работы
же Лионса по данной тематике содержат набор очевидных рассуж-
дений, тривиальных выкладок общего плана или неверных резуль-
татов. (Вспоминаю, как мучил нас, аспирантов, И. А. Киприянов,
заставляя разбирать книги Лионса по квазиобращению и Лионса —
Мадженеса по краевым задачам, а также Лере по преобразованию
Лапласа. Основные черты этого стиля таковы: написано плохо, на-
скоро, без всякого уважения к читателю; доказательства содержат
только очевидное, в первом более-менее сложном месте следует ссыл-
ка на другой источник, часто неверная; цитируются в основном толь-
ко свои работы, в крайнем случае других французов. Я не стал бы
приводить эти злобные выпады здесь, но, скажем, они почти дослов-
но совпадают и с отзывами В. И. Арнольда о манере работ нынеш-
них французских математиков [127], а он хорошо владеет предметом,
сам там живет. Это делает мое мнение менее субъективным. Зато
какое удовольствие после всей этой дребедени было прорабатывать
наши учебники И. Г. Петровского, С. Л. Соболева, С. Г. Михлина,
Ю. В. Егорова по УЧП!)

Вернемся к ОП. Оказалось, что для построения ОП в случае диф-
ференциальных операторов порядков выше двух существенную роль
неожиданно начинает играть аналитичность коэффициентов. Отме-
тим, что для случая дифференциального оператора второго порядка
аналитичность коэффициентов практически вообще не играет ника-
кой роли в задачах о построении ОП. Кроме того, следует обра-
тить внимание, что на самом деле существуют два разных подхода
к построению ОП вида (24). При первом подходе рассматриваются
локальные ОП , которые в разных точках области определения зада-
ются разными выражениями, они определены локально и меняются
от точки к точке. При втором подходе строятся глобальные ОП , ко-
торые на всей области определения задаются одним выражением,
например, вида (6) с некоторым ядром.

Вопрос о существовании локальных ОП вида (24) был впервые
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полностью решен М. К. Фаге в 1957–58 гг. [128–132] (подробное из-
ложение в монографии [9]). Основной вывод таков: дифференциаль-
ные операторы вида (24) с непрерывными коэффициентами одного
порядка с единичными старшими коэффициентами локально экви-

валентны на множестве аналитических функций. Эквивалентность
означает, что на аналитических пространствах функций было дока-
зано не только существование локальных ОП, но и их непрерывная
обратимость. Основные результаты были сформулированы и доказа-
ны М. К. Фаге в рамках созданной им теории (M,L)-аналитических
функций. Интересно отметить, что при этом по существу даже не
использовались методы теории уравнений с частными производны-
ми.

Теперь рассмотрим другую задачу о построении глобального ОП в
виде интегрального оператора Вольтерра второго рода с некоторым
ядром

(Tf)(x) = f(x) +

x∫

0

K(x, t)f(t) dt. (25)

Как показали впервые Л. А. Сахнович и В. И. Мацаев, это не все-
гда возможно уже для простейших дифференциальных операторов
третьего порядка [133–136].

Теорема 2. Если существует ОП вида (25), сплетающий опера-
торы третьего порядка по формуле

T (D3 − q(x))f = (D3)Tf, f ∈ C2(0, a), f ′(0) = f ′′(0) = 0, (26)

то потенциал q(x) является аналитической функцией на (0, a).
Аналитичность в этом результате строго по существу. С одной

стороны, Л. А. Сахновичем было показано, что для аналитических
потенциалов q(x) задача о построении искомого ОП всегда разреши-
ма [136]. С другой стороны, было доказано, что для чуть худших
не бесконечно дифференцируемых q(x), искомый ОП для операто-
ров четвертого порядка T (D4 − q(x))f = (D4)Tf может не суще-
ствовать [135–136]; переработанный подобный пример для операто-
ра третьего порядка с кусочно-постоянным потенциалом приведен
в [40]. Таким образом, получается, что свойство наличия ОП может
быть устранено или добавлено малым шевелением коэффициентов,
это дает ответ на вопрос В. Б. Лидского [142]. О необходимых усло-
виях существования ОП см. также [137–139].
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В этом направлении для дифференциальных операторов общего
вида окончательные результаты были получены в работах М. М. Ма-
ламуда [140–144]. В них рассмотрен вопрос о существовании ОП на
решениях простейшей задачи Коши

u(n)(x, λ)− λnu(x, λ) = 0, u(k)(0, λ) = ak, 0 6 k 6 n− 1, (27)

и общей задачи Коши с переменными коэффициентами

v(n) + q1(x)v
(n−2) + . . .+ qn−1(x)v − λnv = 0,

v(k)(0, λ) = bk, 0 6 k 6 n− 1.
(28)

Будем кратко говорить, что существует ОП для уравнения (28),
если для его решений существует представление вида (25) через ре-
шения (27).

Сначала приведем результаты М. М. Маламуда для двучленного
уравнения, а затем для общего случая.

Теорема 3. Если для уравнения v(n)+ q(x)v−λnv = 0 при n > 3
существует ОП, то функция q(x) является аналитической.

Теорема 4. Пусть a 6 ∞ и qk(x) аналитична на (0, a) при
1 6 k 6 [n2 ]. Тогда, если для уравнения (28) существует ОП, то функ-
ции qk(x) являются аналитическими и при [n2 ] + 1 6 k 6 n− 1.

Эти результаты уже используют многие факты теории уравнений
с частными производными: метод функций Римана, разрешимость
строго эллиптических по Лопатинскому уравнений, результаты Аг-
мона по разрешимости нелинейных уравнений с эллиптическим опе-
ратором в главной части, уточненную форму теоремы Коши — Ко-
валевской (с использованием леммы Розенблюма вместо мажорант
Коши [145]) и т. д. Внутренний смысл теоремы 4 в том, что вторая
группа коэффициентов при наличии ОП выражается через первую.
Рассмотрено также аналогичное (25) представление, но с интегриро-
ванием по промежутку (x,∞).

Теперь перейдем к более подробному рассмотрению результатов
из замечательной монографии [9]. А их довольно много. В этой мо-
нографии введены и изучены обобщения аналитических функций —
L и (L,M)-аналитические функции, что позволило, в том числе, объ-
единить многие ранее полученные результаты. Для таких функций
построена теория рядов Тэйлора, введенных ранее в одном частном
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случае Дельсартом. Наиболее принципиальным результатом пред-
ставляется получение глобального ОП для случая переменных ана-
литических коэффициентов в пространстве аналитических функций.

Теорема 5. Пусть все коэффициенты дифференциальных опе-
раторов P , Q являются аналитическими функциями. Тогда в неко-
тором пространстве аналитических функций (см. точные формули-
ровки в [9]) существует ОП, представимый в интегральном виде и
сплетающий P , Q:

P = Dn + pn−1(x)D
n−1 + . . .+ p1(x)D + p0(x),

Q = Dn + qn−1(x)D
n−1 + . . .+ q1(x)D + q0(x), D =

d

dx
.

(29)

Существенные результаты получены в [9] и для представления
ОП (29) в интегральном виде. В этом случае для ядра ОП вместо
стандартного двумерного гиперболического уравнения (8) получает-
ся так называемое уравнение Бианки. В [9] построена полная теория
разрешимости задачи Коши для уравнения Бианки. Построение про-
ведено методом Римана с использованием так называемых характе-
ристических пирамид. Формулы получаются достаточно сложные,
на некотором этапе, например, в них входят семикратные суммы.
Поэтому для общего случая (29) они носят качественный характер,
просто указывая на возможность реализации ОП в некотором ин-
тегральном виде. А вот для случая Q = Dn интегральные пред-
ставления уже существенно упрощены и получены в явном виде. В
частности, показано, что для модельных случаев операторов Штур-
ма — Лиувилля эти представления сводятся к известным в теории
ОП.

Разобран также важный вопрос об операторах, коммутирующих с
производной или ее степенью в пространствах аналитических функ-
ций. Коммутирующие операторы — это частный случай ОП. Их важ-
ность для теории ОП заключается в следующем. Предположим, что
мы имеем ОП со свойством TA = B T , а также некоторый оператор
K, коммутирующий с B. Тогда можно построить новый ОП с тем
же свойством:

T1 = KT, KB = BK, T1A = KTA = KBT = BKT = BT1. (30)

Или, аналогично, для операторов K, коммутирующих с A:

T2 = TK, KA = AK, T2A = TKA = TAK = BTK = BT2. (31)
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Таким образом, задача об описании всех ОП эквивалентна задаче
об описании всех коммутирующих операторов, так как между этими
двумя семействами есть взаимно-однозначное соответствие. Можно
сказать, что для описания всех ОП, сплетающих A и B, достаточно
знать всего один любой такой ОП T1 и множество всех операторов
K, коммутирующих с B (с A). В этом случае все ОП получаются по
формуле T = KT1 (T = T1K). С другой стороны, для описания всех

операторов, коммутирующих с B (с A), достаточно знать множество
всех ОП T , сплетающих A и B. В этом случае все коммутирующие с
B (с A) получаются по формуле K = T1T

−1
2 (K = T−11 T2) при допол-

нительном условии обратимости ОП. Таким образом, эти две задачи
практически эквивалентны. Вот почему в теории ОП такую важную
роль играют операторы дробного интегродифференцирования раз-
личных видов — при естественных условиях они коммутируют со
«своей родной» производной и служат материалом для конструиро-
вания ОП.

Считалось, что задача об описании операторов, коммутирующих
с производной, давно решена в процитированных выше работах Ли-
онса и Дельсарта, поэтому считалась решенной и задача об описа-
нии всех ОП для дифференциальных операторов с аналитическими
коэффициентами. Но, как указано в [9], соответствующие работы
содержат грубые ошибки, на самом деле там описано не все множе-
ство коммутирующих операторов, а только его некоторая собствен-
ная часть. Правильный результат также получен М. К. Фаге и при-
веден в [9], с его помощью можно описать все возможные ОП, спле-
тающие данный дифференциальный оператор с производной того же
порядка.

Отметим, что теория операторов в аналитических простран-
ствах функций, важная и для приложений к ОП, рассматривалась
Ю. Ф. Коробейником в его монографиях [146, 147]. Теория инте-
гральных операторов в еще более общих пространствах рассмотре-
на, например, в книгах В. Г. Фетисова [148], А. Г. Кусраева [149],
А. Э. Пасенчука [150].

Укажем на существенность для перечисленных результатов ра-
венства единице старших коэффициентов дифференциальных опе-
раторов. Так, в [151] доказано, что операторы D и exp(−z)D не эк-
вивалентны. Многочисленные примеры эквивалентности или ее от-
сутствия для дифференциальных операторов в различных аналити-
ческих пространствах рассмотрены во второй части монографии [9].
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Отметим, что существенную роль в теории общих ОП сыграли также
результаты В. А. Марченко [152–156].

О некоторых других результатах этого направления см. [157–162].
Таким образом, мне представляется более справедливым назы-

вать ОП со свойством (24) ОП Дельсарта — Фаге (или Дельсарта —
Марченко — Фаге), а не как принято на Западе ОП Лионса — Дель-
сарта. О вкладе отечественных математиков не скажешь лучше ве-
дущего американского специалиста по ОП Роберта Кэррола: «Идея
ОП, возникшая в начале 50–х, восходит к Гельфанду, Левитану, Мар-
ченко, Наймарку и другим. Она была подхвачена вновь Дельсартом
и Лионсом. . .» [163].

4. Операторы преобразования типа Сонина и Пуассона

Перейдем к рассмотрению, наверное, самого известного класса
ОП, сплетающих дифференциальный оператор Бесселя со второй
производной:

T (Bν)f = (D2)Tf, Bν = D2 +
2ν + 1

x
D, D2 =

d2

dx2
, ν ∈ C. (32)

Как было отмечено в § 2, одним из способов построения ОП яв-
ляется установление соответствий между решениями соответству-
ющих дифференциальных уравнений. Решениями уравнения вида
Bνf = λf являются функции Бесселя, а уравнения D2f = λf —
тригонометрические функции или экспонента. Поэтому прообраза-
ми ОП вида (32) были формулы Пуассона и Сонина:

Jν(x) =
1√

πΓ(ν + 1
2 )2

ν−1xν

x∫

0

(
x2 − t2

)ν− 1
2 cos(t) dt, Re ν >

1

2
, (33)

Jν(x) =
2ν+1xν√
πΓ( 12 − ν)

∞∫

x

(
t2 − x2

)−ν− 1
2 sin(t) dt, −1

2
< Re ν <

1

2
. (34)

Как обычно, именные названия формул носят условный харак-
тер. Начнем с того, что функции Бесселя для произвольного ин-
декса были введены и исследованы великим Леонардом Эйлером,
когда Бессель еще и не родился. Вообще эти функции возникли и



244 Ситник С. М.

постепенно вводились в период 1690–1770 гг. для решения диффе-
ренциального уравнения, которое мы сейчас называем именем Рик-
кати. Участвовали в этом члены семьи Бернулли, венецианский граф
Джаккопо Франческо Риккати и Эйлер [164–166]. Вместе с тем вклад
самого Фридриха Бесселя в изучение названных его именем функ-
ций достаточно велик. Интеграл (33) начал изучать Эйлер в 1769 г.
Затем Парсеваль посчитал интеграл при ν = 0 в 1805 г., для це-
лых ν формулу (33) получил Плана в 1821 г., Пуассон вывел ее для
полуцелых ν в 1823 г., его метод применим и для целых ν, но он это-
го не заметил. Далее этот интеграл встречался в работах Куммера,
Лоббато и Дюамеля. Окончательно формулу (33), которую мы при-
писываем Пуассону, установил в общем случае Ломмель в 1868 г., а
Сонин вывел формулу (34) в 1880 г. Формулу Сонина, в существова-
ние которой все верят и считают прообразом ОП (36), и которая бы
выражала экспоненту или тригонометрические функции через инте-
грал по конечному промежутку от функции Бесселя, я в литературе
не нашел.

Определение 3. ОП Пуассона называется выражение

Pνf =
1

Γ(ν + 1)2νx2ν

x∫

0

(
x2 − t2

)ν− 1
2 f(t) dt, Re ν > −1

2
. (35)

ОП Сонина называется выражение

Sνf =
2ν+

1
2

Γ( 12 − ν)
d

dx

x∫

0

(
x2 − t2

)−ν− 1
2 t2ν+1f(t) dt, Re ν <

1

2
. (36)

Операторы (35)–(36) действуют как ОП по формулам

SνBν = D2Sν , PνD
2 = BνPν . (37)

Их можно доопределить на все значения ν ∈ C.
Идею изучения операторов подобных (35)–(36) высказывал еще

Лиувилль, их реальное использование в контексте теории функций
Бесселя начал Николай Яковлевич Сонин [167]. Как ОП эти опера-
торы были введены в работах Дельсарта [122, 168–170] и затем изу-
чены в работах Дельсарта и Лионса [17, 123–126]. Поэтому мы будем
называть (35)–(36) ОП Сонина — Пуассона — Дельсарта (СПД). В
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нашей стране об операторах СПД в основном узнали из великолепно
написанной статьи Б. М. Левитана [171].

Не будет преувеличением сказать, что операторы СПД (35)–(36)
являются самыми знаменитыми объектами всей теории ОП, их изу-
чению, приложениям и обобщениям посвящены сотни работ. Пере-
числим очень кратко только основные направления.

Дельсартом на базе ОП СПД было введено фундаментальное по-
нятие обобщенного сдвига.

Определение 4. Оператором обобщенного сдвига (ООС) назы-
вается решение u(x, y) = T yx f(x) задачи

(Bν)yu(x, y) =

(
∂2

∂y2
+

2ν + 1

y

∂

∂y

)
u(x, y) =

∂2

∂x2
u(x, y),

u(x, 0) = f(x), uy(x, 0) = 0.

(38)

Название объясняется тем, что в частном случае ν = −1/2 ООС
сводится к почти обычному сдвигу T yx f(x) =

1
2 (f(x+ y) + f(x− y)).

Для ООС (38) Дельсартом была получена явная формула

T yx f(x) =
Γ(ν + 1)√
πΓ(ν + 1

2 )

π∫

0

f
(√

x2 + y2 − 2xy cos(t) sin2ν t dt
)
. (39)

Можно рассматривать в определении (38) и произвольные пары диф-
ференциальных (или даже любых) операторов. Например, при таком
определении ∂u

∂x = ∂u
∂y , u(x, 0) = f(x) получаем привычный сдвиг

T yx f(x) = f(x + y). Отметим, что ООС (38)–(39) явно выражаются
через ОП СПД (35)–(36) [4–6, 22–29, 171].

Теперь, когда есть новый сдвиг, то можно обобщать прежние тео-
рии, основанные на обычном сдвиге. Так возникли теория обобщен-
ных почти-периодических функций [18, 20, 25–27, 126, 169], разло-
жения по обобщенным рядам Тэйлора, справедливо названных ря-
дами Тэйлора — Дельсарта [9, 24–26, 168], обобщенная свертка и ее
приложения [172–174]. (Отметим, что определение и основные свой-
ства почти-периодических функций были впервые даны профессо-
ром Юрьевского (Тартусского (Дерптского)) университета Пирсом
Георгиевичем Болем задолго до Г. Бора. Боль также получил зна-
менитую топологическую теорему о неподвижных точках непрерыв-
ного отображения сферы в себя до Брауэра. Из эвакуированных за
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время войны и революции сотрудников Юрьевского университета
начал в 1918 г. создаваться Воронежский университет.)

Огромную роль конструкции ОП и ООС сыграли в теории урав-
нений с частными производными. ОП позволяют преобразовывать
более сложные уравнения в более простые, ООС помогают в сингу-
лярных уравнениях переносить особенность из начала в произволь-
ную точку, а также с помощью обобщенной свертки находить фун-
даментальные решения.

Особо отметим один класс уравнений с частными производны-
ми с особенностями, типичным представителем которого является
B-эллиптическое уравнение с операторами Бесселя по каждой пере-
менной вида

n∑

k=1

Bν,xku(x1, . . . , xn) = f, (40)

аналогично рассматриваются B-гиперболические и B-параболичес-
кие уравнения. Изучение этого класса уравнений было начато в ра-
ботах Эйлера, Пуассона, Дарбу, продолжено в теории обобщенного
осесимметрического потенциала А. Вайнштейна и в трудах отече-
ственных математиков Л. Д. Кудрявцева, П. И. Лизоркина, Л. Г. Ми-
хайлова, М. Н. Олевского, С. А. Терсенова, Я. И. Житомирского,
М. И. Матийчука, М. М. Смирнова, А. И. Янушаускаса и других.
Наиболее полно весь круг вопросов для подобных уравнений был
изучен воронежским математиком Иваном Александровичем Ки-
прияновым и его учениками Л. А. Ивановым, В. П. Архиповым,
А. Н. Байдаковым, Б. М. Богачёвым, А. Л. Бродским, Г. А. Ви-
ноградовой, В. А. Зайцевым, Ю. В. Засориным, Г. М. Каганом,
В. В. Катраховым, А. А. Катраховой, Н. И. Киприяновой, В. И. Ко-
ноненко, М. И. Ключанцевым, А. А. Куликовым, А. А. Лариным,
М. А. Лейзиным, Л. Н. Ляховым, А. Б. Муравником, И. П. По-
ловинкиным, А. В. Рыжковым, С. М. Ситником, В. П. Шацким,
В. Я. Ярославцевой; основные результаты этого направления пред-
ставлены в [30]. Для описания классов решений соответствующих
уравнений И. А. Киприяновым были введены и изучены функцио-
нальные пространства [175], позднее названные его именем (см. мо-
нографии Х. Трибеля [176], Л. Д. Кудрявцева и С. М. Никольско-
го [177], в которых пространствам Киприянова посвящены отдель-
ные параграфы).

В настоящее время в этом направлении работают В. В. Катра-
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хов и Л. Н. Ляхов со своими учениками. Задачи для операторных
уравнений вида (40), берущие начало в известной монографии [11],
рассматривали А. В. Глушак, С. Б. Шмулевич, В. Д. Репников и др.

Здесь следует отметить, что первой фундаментальной работой,
с которой начался отсчет изучения вырождающихся и сингулярных
дифференциальных уравнений в частных производных с перемен-
ными коэффициентами, является статья М. В. Келдыша [178] (зада-
ча Е).

Интересные результаты по изучению ОП СПД были получены
В. В. Катраховым, они также изложены в [30]. Рассматривались так-
же ОП для многочисленных обобщений оператора Бесселя [179–190].
Вместе с тем были построены аналогичные теории и для некоторых
других модельных операторов, например, таких [4–6, 189, 190]:

A =
1

v(x)

d

dx
v(x)

d

dx
, v(x) = sin2ν+1 x, sh2ν+1 x,

(ex − e−x)2ν+1(ex + e−x)2µ+1.

(41)

Важность операторов A вида (41) для теории заключается в том, что
по знаменитой формуле Гельфанда они представляют радиальную
часть оператора Лапласа на симметрических пространствах [191].
При этом оператор Бесселя получается при выборе в (41) v(x) =
x2ν+1. Подход через ОП позволяет с единых позиций изучать мно-
гие свойства специальных функций, через которые выражаются соб-
ственные функции (41), этот подход последовательно проводится
в [4–6].

Отметим, что некоторый способ построения ОП со свойства-
ми (63) на решениях соответствующих уравнений для частного слу-
чая целых ν упоминается в литературе под названием метода Кра-
ма — Крейна [21–23], но он приводит к длинной последовательности
усложняющихся подстановок, а результирующий ОП не может быть
выписан в явном виде.

5. Связь операторов преобразования с дробным
интегродифференцированием

Операторы дробного интегродифференцирования играют важ-
ную роль во многих современных разделах математики: уравнениях
с частными производными, функциональном анализе и теории функ-
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ций, специальных функциях, многочисленных приложениях (см. эн-
циклопедическую монографию [34], а также [192–196]). Для тео-
рии специальных функций важность дробного интегродифференци-
рования отражена в названии известной статьи [197]: «Все специ-

альные функции получаются дробным интегродифференцированием

элементарных функций!»
Приведем список основных операторов дробного интегродиффе-

ренцирования: Римана — Лиувилля, Эрдейи — Кобера, дробного ин-
теграла по произвольной функции g(x)

Iα0+,xf =
1

Γ(α)

x∫

0

(x− t)α−1 f(t) dt,

Iα−,xf =
1

Γ(α)

∞∫

x

(t− x)α−1 f(t) dt,

(42)

Iα0+,x2f =
1

Γ(α)

x∫

0

(
x2 − t2

)α−1
2tf(t) dt,

Iα−,x2f =
1

Γ(α)

∞∫

x

(
t2 − x2

)α−1
2tf(t) dt,

(43)

Iα0+,gf =
1

Γ(α)

x∫

0

(g(x)− g(t))α−1 g′(t)f(t) dt,

Iα−,gf =
1

Γ(α)

∞∫

x

(g(t)− g(x))α−1 g′(t)f(t) dt,

(44)

во всех случаях предполагается, что Reα > 0, на оставшиеся значе-
ния α формулы также без труда продолжаются [34]. При этом обыч-
ные дробные интегралы получаются при выборе в (44) g(x) = x,
Эрдейи — Кобера — при g(x) = x2, Адамара — при g(x) = lnx.

Связь с ОП проявляется в том, что, как видно из (35)–(36), ОП
СПД с точностью до множителей как раз и являются оператора-
ми Эрдейи — Кобера, т. е. дробными степенями

(
d
dx2

)−α
. Так же

как ОП для перечисленных в (41) модельных операторов являются
дробными степенями

(
d
dg

)−α
при g(x) = sinx, shx. Поэтому основные
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свойства этих ОП можно получить из теории операторов дробного
интегродифференцирования, а не изобретать заново, что нередко и
делалось.

Теперь вспомним связь ОП с коммутированием (30)–(31). Поэто-
му домножение с нужной стороны на различные формы дробных
интегралов приводит к новым ОП. Для ОП Векуа — Эрдейи — Ла-
ундеса эта идея использована в [99–101] для построения новых пре-
образований с различными экзотическими ядрами, для ОП СПД см.
ниже. Новая возможность — это использование операторов дробно-
го интегродифференцирования, коммутирующих с оператором Бес-
селя. Для этого требуется, например, явное описание дробных сте-
пеней оператора Бесселя. И оно есть, хоть об этом мало кто знает!

Несмотря на то, что операторы дробного интегродифференци-
рования Бесселя являются пока менее известными по сравнению с
перечисленными выше, уже созданы основы их теории. Формальные
определения даны в [198–201].

Определение 5. Пусть f(x) ∈ C2k(0, b]. Определим правосто-

ронний оператор дробного интегрирования Бесселя при условии
f (i)(b) = 0, 0 6 i 6 2k − 1, k ∈ N по формуле

(Bν,kb− f)(x) =
1

Γ(2k)
×

×
b∫

x

(
y2 − x2

2y

)2k−1

2F1

(
k +

ν − 1

2
, k; 2k; 1− x2

y2

)
f(y) dy =

=

√
π

22k−1Γ(k)

b∫

x

(y2 − x2)k− 1
2

(y
x

) ν
2

P
1
2−k
ν
2−1

(
1

2

(x
y
+
y

x

))
f(y) dy.

(45)

Определим левосторонний оператор дробного интегрирования Бес-

селя при условии f (i)(a) = 0, 0 6 i 6 2k − 1, k ∈ N по формуле

(Bν,ka+f)(x) =
1

Γ(2k)
×

×
x∫

a

(x2 − y2
2x

)2k−1
2F1

(
k +

ν − 1

2
, k; 2k; 1− y2

x2

)
f(y) dy =
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=

x∫

a

(x2 − y2)k− 1
2

(
x

y

) ν
2

P
1
2−k
ν
2−1

(
1

2

(
x

y
+
y

x

))
f(y) dy, (46)

где 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса, P µν (z) — функция
Лежандра.

Введенные операторы являются интегральными реализациями
отрицательных целых степеней (B ν−1

2
)−k. Их распространение на

произвольные комплексные значения параметра k проводится ана-
логично классическому случаю [34]. При ν = −1/2 оператор Бесселя
сводится ко второй производной, а введенные операторы к интегра-
лам Римана — Лиувилля

Bk,0b− f = I2kb−f, Bk,0a+f = I2ka+f.

Отметим, что формально дробные степени оператора Бесселя
можно сразу определить в образах преобразования Ханкеля. Такой
подход иногда используется за неимением лучшего. Но при таком
подходе невозможно, по-видимому, получить явные представления
дробных степеней.

Многочисленные приложения операторов дробного интегродиф-
ференцирования основаны на их вхождении в остаточный член фор-
мулы Тэйлора. Получены формулы Тэйлора для дифференциально-
го оператора Бесселя с остаточным членом [198–202]. Обратим вни-
мание читателя, что в формулировках теорем 7, 8 оператор Бесселя
определяется немного иначе, чем в (23): Bν = ∂2

∂y2 +
ν
y
∂
∂y .

Теорема 7. Справедлива формула Тэйлора разложения произ-
вольной достаточно гладкой функции по степеням дифференциаль-
ного оператора Бесселя с остаточным членом в интегральной форме

f(x) =

k∑

i=1

{
1

Γ(2i− 1)

(
b2 − x2

2b

)2i−2

×

×2F1

(
i+

ν − 1

2
, i− 1; 2i− 1; 1− x2

b2

)
(Bi−1f)

∣∣∣
b
−

− 1

Γ(2i)

(b2 − x2
2b

)2i−1
2F1

(
i+

ν − 1

2
, i; 2i; 1− x2

b2

)
×

×(DBi−1f)
∣∣∣
b

}
+Bν,kb− (Bkf),

(47)



Операторы преобразования и их приложения 251

гдеBν,kb− есть оператор левостороннего дробного интегрирования Бес-
селя (46), 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.

Также справедлива двойственная формула, использующая фор-
мально сопряженный оператор

Cνf = D2f −D
(
ν

y
f

)
= D2 − ν

y
Df +

ν

y2
.

Теорема 8. Справедлива формула Тэйлора разложения произ-
вольной достаточно гладкой функции по степеням дифференциаль-
ного оператора Cν с остаточным членом в интегральной форме

f(x) =

k∑

i=1

{
1

Γ(2i− 1)

(x2 − a2
2x

)2i−2 (a
x

)
×

×2F1

(
i+

ν − 1

2
, i; 2i− 1; 1− a2

x2

)
(Ci−1ν f)

∣∣∣
a
+

+
1

Γ(2i)

(x2 − a2
2x

)2i−1
2F1

(
i+

ν − 1

2
, i; 2i; 1− a2

x2

)
×

×aν(Dx−νCi−1ν f)
∣∣∣
a

}
+Bν,ka+ (Ckν f),

(48)

где Bν,ka+ есть оператор правостороннего дробного интегрирования
Бесселя (46), 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.

Гипергеометрические функции в формулах Тэйлора могут быть
выражены через функции Лежандра аналогично определению 5. Из
формул (47)–(48) сразу следуют модификации операторов дробного
интегродифференцирования Бесселя (45)–(46) по Капуто [210–212].

Отметим, что формула Тэйлора для дифференциального опера-
тора Бесселя с неопределенными явно коэффициентами и остаточ-
ным членом рассматривалась в [203]. При этом для набора коэф-
фициентов выписывалась система рекуррентных уравнений, а ядро
определялось многократным интегралом. Наш подход не содержит
неявно определяемых операторов и неизвестных числовых коэффи-
циентов, теперь все посчитано явно. В [203] также содержатся важ-
ные приложения к методу конечных элементов и разностным ме-
тодам для ряда сингулярных задач. Операторы (45)–(46) первона-
чально использовались в [204] при решении некоторых интегральных
уравнений.
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Формулы разложения по степеням оператора Бесселя рассмат-
ривались Дельсартом [168–171] (ряды Тэйлора — Дельсарта). Об-
щий способ их построения изложен в [9] в терминах операторно-
аналитических функций. Но это формулы несколько другой при-
роды — в них раскладывается обобщенный сдвиг, и они являют-
ся операторными аналогами рядов для функций Бесселя, поэтому
такие формулы выписываются сразу вместе с остаточным членом.
Приведенные выше прямые аналоги формулы Тэйлора для обыч-
ного сдвига построить и доказать намного труднее. Вместе с тем в
приложениях к дифференциальным уравнениям и численным мето-
дам их решения чаще применяются именно формулы для обычного
сдвига.

Задачу о выводе формул Тэйлора (47)–(48) по предложенному
плану с использованием интегрирования по частям я поставил в
1994 г. для курсовой работы одной студентке третьего курса Даль-
невосточного политехнического института, в котором тогда препо-
давал во Владивостоке (при этом двадцать сотрудников двух акаде-
мических институтов учили в течение всех пяти лет одну группу из
двадцати студентов, читая все курсы). Она спросила, что такое ги-
пергеометрическая функция, записала ссылку на книгу Бэйтмена —
Эрдейи и ушла. Через две недели без единой консультации студентка
принесла текст, в котором без единой помарки был записан подроб-
ный вывод теорем 7, 8 и их обобщений (см. ниже). Ничего подобного
в своей жизни я больше не видел, а жаль, завидую коллегам, кото-
рые сталкивались с подобными случаями чаще. Сейчас, насколько я
знаю, Дина Коновалова живет и работает в Новосибирске.

Рассмотрены и более общие дробные степени ( 1xD)m(Bν)
k. Это

семейство операторов интересно тем, что содержит обычные опера-
торы Римана — Лиувилля (m = 0, ν = −1/2), дробное интегро-
дифференцирование Бесселя (m = 0), операторы Эрдейи — Кобера
(k = 0). В этом случае также доказана формула Тэйлора.

Автором изучены и другие основные свойства операторов дроб-
ного интегродифференцирования Бесселя вида (45)–(46): действие в
стандартных функциональных пространствах, интегральные урав-
нения в особых случаях а=0 и на полуоси, модификации операторов
по Маршо и Капуто, сразу вытекающие из формул Тэйлора (47)–
(48), связь с преобразованиями Фурье — Бесселя, Лапласа и Мел-
лина, действие на распределениях в классах типа Лизоркина, связь
с обобщенным преобразованием Стильтьеса, весовые и разносторон-
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ние формулы композиций, выражения левосторонних операторов че-
рез правосторонние и наоборот с помощью сингулярных интегралов,
приложения в теории операторов преобразования. Введенные опера-
торы родственны операторам Лава и Сайго [34], последние подробно
изучены О. А. Репиным в [205].

Приведем выражение для резольвенты дробных степеней опера-
тора Бесселя. Оно обобщает знаменитую формулу для дробных инте-
гралов Римана — Лиувилля, полученную Эйнаром Хилле и Яковом
Давидовичем Тамаркиным в работе [206] в 1930 г. Формула Хил-
ле — Тамаркина является самым известным применением функций
Миттаг-Лефлёра, а также основой огромного числа работ по прило-
жениям дробного исчисления к дифференциальным уравнениям.

Теорема 9. Для резольвенты оператора дробного интегрирова-
ния Бесселя (46) на подходящих функциях справедливо интеграль-
ное представление

Rλf = − 1

λ
f − 1

λ

x∫

0

K(x, y)f(y) dy, (49)

где ядро K(x, y) выражается по формулам

K(x, y) =
2y

x2 − y2

1∫

0

Sα,ν(z(t))
dt

t (1− t)
ν+1
2

, (50)

z(t) =

(
t(1− t)

(
x2 − y2

)2
(
1−

(
1− x2

y2

)
t
)
4y2

)α
,

Sα,ν(z) =

∞∑

k=1

zk

Γ(αk + ν−1
2 )Γ(αk − ν−1

2 )
,

Sα,ν(z) — разновидность гипергеометрической функции Райта или
Фокса [102, 105–120].

Подобная функция недавно встречалась в работах
А. В. Псху [196], в частном случае она называется функцией
Бесселя — Мейтленда [34]. Все это специальные случаи более общих
функций Райта, G-функций Мейера и H-функций Фокса, которые
первоначально вводились как обобщения функций Бесселя [102–120].
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Интересной задачей является дальнейшее упрощение представ-
ления ядра (50), если оно возможно.

Отметим, что резольвенты, как аналитические оператор-
функции, коммутируют со своими операторами. Следовательно, их
в принципе можно опять рассматривать как сырье для получения
новых ОП. Кроме того, из основного свойства ОП (1) формально
следует подобное соотношение и для резольвент TRλ(A) = Rλ(B)T ,
но мне неизвестны применения этого соотношения. Более того, опять
же формально сразу получается и общая формула

Tf(A) = f(B)T (51)

для произвольного линейного ОП со свойством (1) и аналитической
функции f .

Укажем также, что в заметке [200] исправляются ошибки в
формулировке теоремы Хилле — Тамаркина из известной книги
М. М. Джрбашяна [207], эта формулировка стала стандартной и ча-
сто воспроизводится, корректная версия приведена в [34]. Я очень
уважаю эту книгу, но некоторые формулы из нее заставляют цепе-
неть от изумления, читатель может проверить собственные ощуще-
ния, например, от формулы для kα на с. 600.

Полученная формула для резольвенты дробных степеней опера-
тора Бесселя позволяет рассматривать начальные и смешанные за-
дачи для дифференциального уравнения с дробными частными про-
изводными вида

(Bν,t)
αu(x, t)− λu(x, t) = ∆xu(x, t), (52)

которые обобщают активно развивающуюся в настоящее время тео-
рию уравнений с дробными интегралами Римана — Лиувилля, их
многочисленными обобщениями и приложениями [34, 120, 192–196,
205, 208–215]. Возможно также рассматривать модификации уравне-
ния (52) по Капуто [192, 210–212]. Другая очевидная возможность —
это применение ОП к левой части (52) по переменной t, но их на-
до еще построить. Здесь может помочь соотношение вида (51), но
подобные результаты для конкретной задачи нуждаются в аккурат-
ном обосновании. Кроме того, рассмотрение спектральных свойств
уравнения (52) нуждается в изучении асимтотики функции K(x, y)
из формулы (50) в комплексной плоскости, а также распределения
ее корней.
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6. Операторы преобразования Бушмана — Эрдейи

Рассмотрим важный класс ОП, который при определенном вы-
боре параметров является одновременным обобщением ОП СПД и
их сопряженных, операторов дробного интегродифференцирования
Римана — Лиувилля и Эрдейи — Кобера, а также интегральных пре-
образований Мелера — Фока.

Определение 6. Операторами Бушмана — Эрдейи называются
интегральные операторы

Bν,µ0+ f =

x∫

0

(
x2 − t2

)−µ
2 Pµν

(x
t

)
f(t) dt, (53)

Eν,µ0+ f =

x∫

0

(
x2 − t2

)−µ
2 Pµν

(
t

x

)
f(t) dt, (54)

Bν,µ− f =

∞∫

x

(
t2 − x2

)−µ
2 Pµν

(
t

x

)
f(t) dt, (55)

Eν,µ− f =

∞∫

x

(
t2 − x2

)−µ
2 Pµν

(x
t

)
f(t) dt. (56)

Здесь Pµν (z) — функция Лежандра первого рода [102], Pµν (z) — та
же функция на разрезе −1 6 t 6 1, f(x) — локально суммируемая
функция, удовлетворяющая некоторым ограничениям на рост при
x → 0, x → ∞. Параметры µ, ν — комплексные числа, Reµ < 1,
можно ограничиться значениями Re ν > −1/2.

Данные операторы были введены и первоначально исследованы
в работах Р. Бушмана [216, 217] и А. Эрдейи [218, 219]. При этом
в основном изучались задачи о решении интегральных уравнений с
этими операторами и их факторизации, см. также [220–225]. Эти ре-
зультаты изложены в монографии [34], хотя случай выбранных нами
пределов интегрирования считается там особым и не рассматривает-
ся. Достаточно полное исследование операторов Бушмана — Эрдейи
проведено автором в [226–229], при этом необходимо отметить, что
их роль как ОП вообще ранее не рассматривалась.
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Важность операторов Бушмана — Эрдейи во многом обусловле-
на их многочисленными приложениями. Например, они встречают-
ся в следующих вопросах теории уравнений с частными производ-
ными [34]: при решении задачи Дирихле для уравнения Эйлера —
Пуассона — Дарбу в четверти плоскости, установлении соотношений
между значениями решений уравнения Эйлера — Пуассона — Дарбу
на многообразии начальных данных и характеристике, теории пре-
образования Радона, так как в силу результатов Людвига [230–232]
действие преобразования Радона при разложении по сферическим
гармоникам сводится как раз к операторам Бушмана — Эрдейи по
радиальной переменной, при исследовании краевых задач для раз-
личных уравнений с особенностями внутри области (см. далее при-
ложения).

Приведем основные результаты, следуя в изложении [226–227].
Вначале распространим определение 5 на важный случай µ = 1.

Определение 6. Введем при µ = 1 операторы Бушмана — Эр-

дейи нулевого порядка гладкости по формулам

Bν,10+f =
d

dx

x∫

0

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (57)

Eν,10+f =

x∫

0

Pν

(
t

x

)
df(t)

dt
dt, (58)

Bν,1− f =

∞∫

x

Pν

(
t

x

)(
−df(t)

dt

)
dt, (59)

Eν,1− f =

(
− d

dx

) ∞∫

x

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (60)

где Pν(z) = P 0
ν (z) — функция Лежандра.

Разумеется, при очевидных дополнительных условиях на функ-
ции в (57)–(60) можно продифференцировать под знаком интеграла
или проинтегрировать по частям.

Теорема 10. Справедливы следующие формулы факторизации
операторов Бушмана — Эрдейи на подходящих функциях через
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дробные интегралы Римана — Лиувилля, Эрдейи — Кобера и Буш-
мана — Эрдейи нулевого порядка гладкости:

Bν,µ0+ = I1−µ0+ Bν,10+ = Iν+2−µ
0+ x I

−(ν+1)
0+,x2 2ν+1 xν−1. (61)

Аналогичные представления получены для других операторов (53)–
(56).

Будем рассматривать наряду с оператором Бесселя также тесно
связанный с ним оператор углового момента из квантовой механики

Lν = D2 − ν(ν + 1)

x2
=

(
d

dx
− ν

x

)(
d

dx
+
ν

x

)
. (62)

Их взаимосвязь устанавливает

Теорема 11. Пусть пара ОП Xν , Yν сплетают Lν и вторую про-
изводную:

XνLν = D2Xν , YνD
2 = LνYν . (63)

Введем новую пару ОП по формулам

Sν = Xν−1/2x
ν+1/2, Pν = x−(ν+1/2)Yν−1/2. (64)

Тогда пара новых ОП Sν , Pν сплетают оператор Бесселя и вторую
производную:

SνBν = D2Sν , PνD
2 = BνPν . (65)

Разумеется, по указанным формулам можно перейти и наоборот
от ОП для оператора Бесселя к ОП для оператора углового момента.
Мы сохраним за ОП, действующими по формулам (63), названия ОП
типа Сонина и Пуассона соответственно.

Теорема 12. Операторы Бушмана — Эрдейи Bν,µ
0+ , Eν,µ− на подхо-

дящих функциях являются ОП типа Сонина, а Bν,µ
− , Eν,µ0+ являются

ОП типа Пуассона, они действуют по формулам (63).
Теперь рассмотрим более подробно свойства ОП Бушмана — Эр-

дейи нулевого порядка гладкости, введенных по формулам (57). По-
добный оператор был построен В. В. Катраховым [233, 234] путем
домножения стандартного ОП Сонина на обычный дробный инте-
грал с целью взаимно компенсировать гладкость этих двух операто-
ров и получить новый, который бы действовал в одном пространстве
типа L2(0,∞). Как впоследствии оказалось, это можно сделать из-
вестными средствами, так как ОП Сонина — это частный случай
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операторов Эрдейи — Кобера. Существует замечательная теорема
А. Эрдейи, позволяющая выделить стандартный дробный интеграл
Римана — Лиувилля из дробного интеграла по любой функции [34].
В результате получается

Теорема 13. На подходящих функциях справедливо представле-
ние оператора Эрдейи — Кобера через дробный интеграл Римана —
Лиувилля и оператор Бушмана — Эрдейи нулевого порядка гладко-
сти при 0 < Reα < 1 :

Iα0+,x2 = Iα0+

(
(2x)

α
f +

x∫

0

∂

∂x
P−α

(x
t

)
(2t)

α
f(t) dt

)
. (66)

Операторы нулевого порядка гладкости выделяются тем, что
только для них можно доказать оценки в одном пространстве ти-
па Lp(0,∞). При этом, учитывая структуру этих операторов, удобно
пользоваться техникой преобразования Меллина.

Напомним [235], что преобразованием Меллина функции f(x) на-
зывается функция g(s), которая определяется по формуле

g(s) =M [f ](s) =

∞∫

0

xs−1f(x) dx. (67)

Определим также свертку Меллина

(f1 ∗ f2)(x) =
∞∫

0

f1

(
x

y

)
f2(y)

dy

y
, (68)

при этом оператор свертки с ядром K действует в образах преобра-
зования Меллина как умножение на мультипликатор

M [Af ](s) =

∞∫

0

K

(
x

y

)
f(y)

dy

y
=M [K ∗ f ](s) = mA(s)M [f ](s),

mA(s) =M [K](s).

(69)

Заметим, что преобразование Меллина является преобразовани-
ем Фурье на полуоси по мере Хаара dy

y [191]. Его роль велика в
теории специальных функций, например, гамма-функция является
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преобразованием Меллина экспоненты. С преобразованием Мелли-
на связан важный прорыв в 1970-х годах, когда в основном усилия-
ми О. И. Маричева была полностью доказана и приспособлена для
нужд вычисления интегралов известная теорема Слейтер, позволя-
ющая для большинства образов преобразований Меллина восстано-
вить оригинал в явном виде по простому алгоритму через гипергео-
метрические функции [235, 236]. Этот результат, который неслож-
но получить формально по общей формуле обращения Меллина —
Барнса через вычеты, для своего строгого обоснования потребовал
достаточно сложных и тщательных выкладок, связанных с обработ-
кой асимптотик гипергеометрических функций вблизи полюсов и на
бесконечности, а такие асимптотики весьма разнообразны и разно-
родны. Эта работа была только начата Люси Джоан Слейтер, а в ос-
новном проведена до конца Олегом Игоревичем Маричевым, данное
обстоятельство часто недооценивается. Теорема Слейтер — Мари-
чева позволила создать универсальный мощный метод вычисления
интегралов, который впоследствии позволил решить многие зада-
чи в теории уравнений с частными производными, а также вопло-
тился в передовые технологии символьного интегрирования пакета
MATHEMATICA (О. И. Маричев работает в Wolfram Research).

Для изучения операторов вида (69) автором в [226, 227] был пред-
ложен удобный алгебраический подход, который не содержит ниче-
го нового, но в удобной форме позволяет быстро получать нужные
оценки. Нужные факты будут собраны вместе как

Теорема 14. Пусть оператор A действует по формуле (69).
а) Для того, чтобы A допускал расширение до ограниченного опе-

ратора в L2(0,∞), необходимо и достаточно, чтобы

sup
ξ∈R

∣∣∣mA

(
iξ +

1

2

)∣∣∣ =M2 <∞; (70)

при этом ‖A‖L2 =M2.
б) Для того, чтобы A допускал расширение до ограниченного опе-

ратора в Lp(0,∞), p > 1, при дополнительном условии неотрицатель-
ности ядра K, необходимо и достаточно, чтобы

sup
ξ∈R

∣∣∣mA

(
iξ +

1

p

)∣∣∣ =Mp <∞; (71)

при этом ‖A‖Lp =Mp.
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в) Обратный оператор A−1 действует также по формуле (69) с
мультипликатором 1

mA
, для того, чтобы он допускал расширение до

ограниченного оператора в L2(0,∞), необходимо и достаточно, что-
бы

inf
ξ∈R

∣∣∣mA

(
iξ +

1

2

)∣∣∣ = m2 <∞; (72)

при этом ‖A−1‖L2 = 1
m2

.

г) Пусть операторы A, A−1 определены и ограничены в L2(0,∞).
Они унитарны тогда и только тогда, когда выполнено равенство

∣∣∣mA

(
iξ +

1

2

)∣∣∣ = 1 (73)

для почти всех ξ.
Последняя теорема суммирует результаты многих математиков:

Шура, Харди, Литтвульда, Пойа, Кобера, Михлина и Хермандера.
Мне неизвестно, можно ли в формулировке пункта б) опустить тре-
бование неотрицательности ядра, хотя в письме С. Г. Самко сооб-
щил мне, что можно. При этом он утверждал, что это следует из
результатов одной статьи М. Г. Крейна, чего я проверить не смог.
Неразобранным остается и диапазон 0 < p < 1, хотя в общем слу-
чае тут оценок нет, на что было мне указано В. И. Буренковым на
примере операторов Харди. Первым математиком, использовавшим
технику преобразования Меллина для оценки норм операторов Ри-
мана — Лиувилля для случая чисто мнимых степеней, был, насколь-
ко мне известно, Кобер [237]. Поэтому иногда часть б) приведенной
теоремы называется леммой Кобера, что не совсем точно, так как он
на самом деле доказал формулу для нормы из части а) для случая
знакопеременных функций.

Данный подход позволяет легко описать и сплетающие свойства
ОП вида (69).

Теорема 15. Пусть оператор действует по правилу (69). Тогда
он является ОП типа Сонина (63) на подходящих функциях тогда
и только тогда, когда его мультипликатор удовлетворяет функцио-
нальному уравнению

m(s) = m(s− 2)
(s− 1)(s− 2)

(s− 1)(s− 2)− ν(ν + 1)
. (74)

Все подобные ОП типа Сонина тогда получаются по формуле (69) с
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мультипликатором p(s)m(s), где p(s) — произвольная периодичная
функция с периодом 2, т. е. p(s) = p(s− 2).

Таким образом, в теореме 15 содержится полное описание ОП
типа Сонина, а также алгоритм их конструирования. Аналогичный
результат справедлив и для операторов типа Пуассона. Конкретные
примеры ОП с помощью теоремы 15 построены в [226, 227], при этом
используются преобразования Стильтьеса и Гильберта на полуоси.

Отметим, что из теоремы 15 можно сразу вывести симпатичную
переформулировку знаменитой гипотезы Римана, которая оказыва-
ется эквивалентной обратимости во всех Lp кроме p = 2 интеграль-
ных операторов свертки с дзета-функцией Римана в качестве муль-
типликатора. Было бы интересным построить этот оператор свертки
в оригиналах (прообразах) в явном виде. По-видимому, этот факт
ранее не отмечался, он приятен, но, как и тысячи подобных пере-
формулировок, совершенно бесполезен в плане хоть какого-то при-
ближения к доказательству знаменитой гипотезы.

Теперь применим теорему 14 к операторам Бушмана — Эрдейи.
Для краткости приведем результаты только для одного оператора
из четырех.

Теорема 16. Оператор Бушмана — Эрдейи нулевого порядка
гладкости Bν,10+ , определенный по формуле (57), действует по прави-
лу (69) с мультипликатором

m(s) =
Γ(−s/2 + ν

2 + 1)Γ(−s/2− ν
2 + 1/2)

Γ(1/2− s
2 ) Γ(1− s

2 )
(75)

при условии Re s < min(2 + Re ν, 1− Re ν). Для его нормы, которая
является периодической функцией по ν, справедлива формула

‖Bν,10+‖L2 =
1√

1− sinπν
. (76)

Оператор ограничен в L2(0,∞) при ν 6= 2k + 1/2, k ∈ Z.

Аналогичные результаты получены в [226, 227] и для пространств
со степенным весом.

Известно, что разносторонние операторы Римана — Лиувилля
связаны друг с другом при помощи преобразования Стильтьеса [34].
Соответствующие результаты получены в [226, 227] и для операторов
Бушмана — Эрдейи.
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В [226, 227] введены и рассмотрены некоторые обобщения ОП
Бушмана — Эрдейи, ядра которых выражаются через гипергеомет-
рическую функцию Гаусса и более общую G-функцию Мейера. По-
добные обобщения другого рода, в которых рассматриваются опера-
торы с интегрированием по всей полуоси и ядра выражаются через
обобщенные функции Лежандра, изучались в [238–240]. Для иссле-
дования таких операторов могут оказаться полезными различные
неравенства для гипергеометрических функций, например, получен-
ные в [241–251].

7. В поисках вольтерровых унитарных
операторов преобразования

Название этого пункта почти копирует название параграфа из
известной работы Л. Д. Фаддеева [33]. Вопрос об унитарной экви-
валентности возникает уже в простейшем случае двух матриц. Ес-
ли общих содержательных критериев подобия не существует (кроме
совпадения канонических форм), то для унитарного подобия получе-
ны интересные критерии Шпехта и Пирси [1]. Тем более интересным
становится поиск унитарных ОП в бесконечномерном случае.

Рассмотрим вопрос об унитарности в L2(0,∞) ОП типа Сонина
и Пуассона. Еще в ранних работах Дельсарта, Лионса и Левитана
было замечено, что стандартные ОП Сонина и Пуассона (35)–(36) не
сохраняют гладкость функций, что создает различные сложности
при их применении. Так возникла мечта о построении унитарных
ОП. Следующим шагом стало построение унитарных ОП хотя бы
для некоторых значений параметров.

Теорема 17. Для унитарности в L2(0,∞) операторов Бушмана —
Эрдейи нулевого порядка гладкости (57) необходимо и достаточно,
чтобы число ν было целым. При этом пары операторов (57)–(59)
и (58)–(60) являются взаимно обратными.

Эта теорема была первоначально сформулирована в [233, 234],
доказательство содержало неточности (утверждалась унитарность
при всех ν), затем скорректированные в [252, 253], см. также [254–
260].

Задача о построении унитарных ОП типа Сонина и Пуассона для
оператора Бесселя (или углового момента) в общем случае для про-
извольного ν была окончательно решена в [289, 290] в рамках компо-
зиционного метода (см. ниже). Это потребовало введения операторов
несколько более сложной структуры.
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Теорема 18. Следующие операторы являются ОП типа Сонина
и Пуассона, взаимно обратными и унитарными при всех ν:

SνUf = cos
πν

2

(
− d

dx

) ∞∫

x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy+

+
2

π
sin

πν

2

( x∫

0

(
x2 − y2

)− 1
2 Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy−

−
∞∫

x

(
y2 − x2

)− 1
2 Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
,

P νUf = cos
πν

2

( x∫

0

Pν

(y
x

)( d

dy

)
f(y) dy−

− 2

π
sin

πν

2

( x∫

0

(
x2 − y2

)− 1
2 Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy−

−
∞∫

x

(
y2 − x2

)− 1
2 Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy

))
,

(77)

где Pν — функция Лежандра первого рода, Q1
ν — функция Лежандра

второго рода, Q1
ν — функция Лежандра второго рода на разрезе [102].

Этим завершается история построения унитарных ОП типа Со-
нина и Пуассона.

Интересно рассмотреть частный случай, который вытекает из
теоремы 17 при ν = 1. Получаем пару очень простых операторов

E1,1
0+f = f(x)− 1

x

x∫

0

f(y) dy, E1,1
− f = f(x)−

∞∫

x

f(y)

y
dy, (78)

связанных со знаменитыми операторами Харди

H1f =
1

x

x∫

0

f(y) dy, H2f =

∞∫

x

f(y)

y
dy. (79)

По поводу теории неравенств Харди см. [261, 262]. Из наших резуль-
татов следует
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Теорема 19. Операторы (78) образуют пару взаимнообратных

унитарных в L2(0,∞) операторов. Они сплетают как ОП d2

dx2 и d2

dx2 −
2
x2 .

Как следует из (79), операторы Бушмана — Эрдейи могут рас-
сматриваться как обобщения операторов Харди, а неравенства для
их норм являются определенными обобщениями неравенств Харди,
что позволяет взглянуть на этот класс операторов под новым ин-
тересным углом зрения. Кроме того, можно показать, что операто-
ры (78) являются преобразованиями Кэли от симметричных опера-
торов ± 2i(xf(x)) при соответствующем выборе областей определе-
ния. Их спектром является единичная окружность. В [226, 227] эти
вопросы рассмотрены и для пространств со степенным весом.

Результат об унитарности из теоремы 19 был недавно переоткрыт
Куфнером, Перссоном и Малиграндой, давшими его элементарное
доказательство. Теорема 17 позволяет выписать еще несколько пар
унитарных операторов очень простого вида.

U3f = f +

x∫

0

f(y)
dy

y
, U4f = f +

1

x

∫ ∞

x

f(y) dy,

U5f = f + 3x

x∫

0

f(y)
dy

y2
, U6f = f − 3

x2

∫ x

0

yf(y) dy,

U7f = f +
3

x2

∞∫

x

yf(y) dy, U8f = f − 3x

∫ ∞

x

f(y)
dy

y2
,

U9f = f +
1

2

x∫

0

(
15x2

y3
− 3

y

)
f(y) dy,

U10f = f +
1

2

∞∫

x

(
15y2

x3
− 3

x

)
f(y) dy.

Этот перечень можно существенно расширить. На мой взгляд по-
добных простых явных примеров очень не хватает в курсах функ-
ционального анализа.
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8. Операторы преобразования для некоторых сингулярных
дифференциальных операторов с переменными

коэффициентами

В этом пункте будут рассмотрены ОП вида

Sν (Bν − q(x)) = BνSν , Bν =
d2

dx2
+
ν(ν + 1)

x

d

dx
, (80)

которые обобщают ранее рассмотренные ОП для операторов Штур-
ма — Лиувилля и Бесселя.

Первые работы по данной задаче рассматривали ОП на решени-
ях соответствующих обыкновенных дифференциальных уравнений.
При этом использовался метод функций Римана в том виде, как
он был разработан в фундаментальной статье Б. М. Левитана [171].
Нужные ОП были построены в работах [263, 264], в последней ра-
боте имеются неточности в формулировках. Следует отметить, что
метод Б. М. Левитана имел, на мой взгляд, и один недостаток: им
использовалось выражение функции Римана через гипергеометри-
ческую функцию Гаусса, а последняя оценивалась на основании об-
щих асимптотик. В результате окончательные оценки для ядер ОП
содержали неконтролируемые константы общего вида.

Определенный прорыв потребовал новых идей, он был совершен
в замечательных работах В. В. Сташевской [265, 266]. При этом бы-
ла установлена неожиданная связь между теорией ОП и теоремами
типа Пэли — Винера из теории функций. Изложим кратко план по-
строения ОП вида (80) по В. В. Сташевской.

1. Рассматривается задача о нахождении решения дифференци-
ального уравнения

y′′ −
(
q(x) +

n(n− 1)

x2

)
y + λ2y = 0, (81)

на полуоси 0 < x <∞, где n — натуральное число, q(x) — веществен-
ная функция, удовлетворяющая при a > 0, µ < 1/2 требованию

a∫

0

tµ|q(t)| dt <∞, (82)

и условию в нуле

lim
x→0

y(x)

xn
=

1

2n−1/2 Γ(n+ 1/2)
. (83)
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2. Доказывается существование решения поставленной зада-
чи (81)–(83) методом последовательных приближений. Это решение
имеет вид

y(x) = y(x, λ) =

√
λxJν(λx)

λn
+
g(x, λ)

λn
, (84)

где Jν(t) — функция Бесселя, g(x, λ) есть целая функция от λ при
каждом фиксированном x.

3. Доказывается теорема Пэли — Винера для соответствующего
преобразования Ханкеля (Фурье — Бесселя) полуцелой степени.

4. Устанавливается, что целая функция g(x, λ) из (84) удовлетво-
ряет всем условиям полученной теоремы Пэли — Винера, в частно-
сти, имеет степень 6 x, поэтому для нее справедливо интегральное
представление с интегрированием по промежутку (0, x) с определен-
ным ядром. Равенство Парсеваля приводит к нужной оценке этого
ядра в пространстве L2(0,∞). На этом построение ОП закончено,
для него получено интегральное представление и оценка ядра.

Впоследствии Н. И. Ахиезер доказал теорему Пэли — Винера и
для преобразования Ханкеля любого порядка [267], что распростра-
няет результаты Сташевской на все значения ν.

Метод Сташевской излагается во всех монографиях по ОП, а так-
же во многих книгах по обратным задачам и теории рассеяния. Он
был обобщен для построения более общих ОП S, сплетающих по
формуле

S(A− q(x)) = AS, A =
1

v(x)

d

dx
v(x)

d

dx
. (85)

Это направление разрабатывалось первоначально в работах Шеб-
ли [4–6, 268–271], а затем подробно изучалось в работах тунисского
математика Халифы Тримеша и соавторов [4–6, 272–281].

Для построения ОП на произвольных функциях в работах [282–
284] был несколько усовершенствован метод Левитана. Это потребо-
вало более тщательного использования свойств специальных функ-
ций. Основная идея заключается в том, что в рассматриваемом слу-
чае в функциях Римана общие гипергеометрические функции могут
быть выражены через более простые функции Лежандра, что позво-
ляет получить оценки без неопределенных постоянных. Кроме того,
на этом пути удается ослабить условия на потенциал (82), включив и
случай сильно сингулярных потенциалов [285]. Приведем типичный
результат из [282–284].
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Теорема 20. Пусть потенциал q(x) удовлетворяет условию |q(x+
y)| 6 p(x), 0 6 x 6 y с некоторой неотрицательной функцией p(x).
Тогда существует ОП, сплетающий по формуле (80) и представимый
в виде

Sνf(x) = f(x) +

∞∫

x

P (x, t)f(t) dt, (86)

ядро которого удовлетворяет оценке

|P (x, t)| 6 1

2

(
t

x

)α ∞∫

x

Pν−1

(
y2(t2 + x2)− (t2 − x2)

2txy2

) ∣∣p(y)
∣∣ dy×

× exp

{
1

2

(
t− x
2

)∫ ∞

t+x
2

Pν−1

(
y2(t2 + x2)− (t2 − x2)

2txy2

) ∣∣p(y)
∣∣ dy
}
,

где Pν−1(z) — функция Лежандра. Кроме того, если q(x) ∈ C1(0,∞),
то P (x, t) ∈ C2(t > x).

Многие важные для приложений потенциалы, такие как Баргма-
на, Юкавы и сильно сингулярный [285], удовлетворяют приведенным
условиям. Кроме того, в [282–284] рассмотрен также случай ОП на
конечном отрезке, специальные оценки для потенциалов, мажори-
руемых степенными функциями, приложения к неравенствам для
функций Лежандра и к теории уравнений с частными производны-
ми.

Результат, подобный теореме 20, можно использовать еще двумя
способами. Во-первых, он эквивалентен доказательству существова-
ния ООС, определяемых на решениях уравнения

∂2

∂x2
u(x, y) +

2ν + 1

x

∂

∂x
u(x, y)− q(x)u(x, y) = ∂2

∂y2
u(x, y). (87)

Во-вторых, получаются практически явные формулы для выраже-
ния решений уравнения (87) через решения волнового уравнения.
Метод получения явных интегральных представлений решений сме-
шанных задач для уравнения вида (87) — это стандартное приме-
нение ОП и ООС, для случая 2ν + 1 = 0 он подробно разработан
в [25, 26]. Интересный другой подход к выводу подобных формул
для случая, когда сингулярное слагаемое в (87) отсутствует (волно-
вое уравнение для неоднородной среды), предложен в [286, 287], см.
также [288].
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Указанные результаты (построение ООС, представление решений
смешанных задач через решения волнового уравнения) получаются
и для более общего случая

∂2

∂x2
u(x, y) +

2ν + 1

x

∂

∂x
u(x, y)− q(x)u(x, y) =

=
∂2

∂y2
u(x, y) +

2µ+ 1

y

∂

∂y
u(x, y)− p(y)u(x, y)

(88)

тем же методом, разработанным в [282–284].

9. Композиционный метод построения операторов
преобразования различных классов

Композиционный метод построения ОП был первоначально пред-
ложен нами в сборнике [289], посвященном памяти новосибирского
математика Бориса Алексеевича Бубнова, см. также [290]. Этот ме-
тод основан на факторизации ОП через классические интегральные
преобразования, такие как Фурье, Лапласа, Ханкеля и подобные им.
При этом удается навести достаточно аккуратный порядок во всем
многообразии ОП. Композиционный метод дает алгоритмы не толь-
ко для построения множества новых ОП, но содержит как частные
случаи ОП СПД, Векуа — Эрдейи — Лаундеса, Бушмана — Эрдейи,
унитарные ОП (77), обобщенные операторы Эрдейи — Кобера, а так-
же введенные Р. Кэрролом [4–6] классы эллиптических, гиперболи-
ческих и параболических ОП, а также их обобщения.

Общая схема композиционного метода следующая. На вход пода-
ется пара операторов произвольного вида A, B, а также связанные
с ними обобщенные преобразования Фурье F (A), F (B), которые об-
ратимы и действуют по формулам

F (A)A = g(t)F (A), F−1(B)g(t) = B F−1(B), (89)

где t — двойственная переменная. На выходе получаем пару ОП,
сплетающих A, B.

Теорема 21. Определим пару взаимно обратных операторов по
формулам

S = F−1(B)
1

w(t)
F (A), P = F−1(A)w(t)F (B) (90)
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с произвольной весовой функцией w(t). Тогда они являются
ОП, которые удовлетворяют сплетающим соотношениям SA = BS,
PB = AP .

На практике чаще всего используются интегральные преобразо-
вания Фурье, синус и косинус преобразования, а также преобразова-
ние Ханкеля, которые мы определим так:

(Ff)(t) =
1√
2π

∞∫

0

exp(−ity)f(y) dy,

(Fcf)(t) =

√
2

π

∞∫

0

cos(ty)f(y) dy,

(Fsf)(t) =

√
2

π

∞∫

0

sin(ty)f(y) dy,

(Hνf)(t) =
1

tν

∞∫

0

Jν(ty)f(y) dy.

При введенных нормировках все эти преобразования унитарны в
L2(0,∞) и совпадают с обратными [34, 291]. В дальнейшем сдела-
ем самый очевидный выбор g(t) = −t2.

Рассмотрим несколько примеров применения композиционного
метода построения ОП из [289, 290].

Пример 1. Пусть A = Bν , B = d2

dx2 , F (A) = Hν , F (B) = Fc,
w(t) = tα. Тогда при некоторых ограничениях на параметры полу-
чаем унитарные ОП (77), которые одновременно обобщают ОП СПД,
Бушмана — Эрдейи и Эрдейи — Кобера.

Пример 2. Пусть A = Bν , B = Bµ, F (A) = Hν , F (B) = Hµ,

w(t) = tα. Тогда получаются операторы сдвига по параметру T
(α)
ν,µ ,

ядра которых выражаются через гипергеометрические функции. Са-
мым интересным из них представляется ОП при выборе α = 0

(T (0)
ν,µf)(x) =

21−(ν−µ)

Γ(ν − µ)

∞∫

x

y
(
y2 − x2

)ν−µ−1
f(y) dy,

который не зависит от самих значений ν, µ, а только от величины
«спуска» по параметрам ν−µ. Это оператор типа Эрдейи — Кобера,
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открытый А. Эрдейи [34]. Другой подход к построению подобных
операторов сдвига по параметру, это искать их в виде произведения
операторов типа Сонина и Пуассона Tν,µ = PµSν , последние можно
опять строить композиционным методом, причем с разными весовы-
ми функциями.

Пример 3. При значениях ν = µ из предыдущего примера полу-
чается семейство операторов, коммутирующих с оператором Бессе-
ля, ядра которых выражаются через функции Лежандра первого и
второго родов.

Пример 4. Пусть выбрано A = Bµ, B = Bν − λ2, w(t) =

tµ
(
t2 + λ2

)−µ
2 ,

F (A) = F (B) =
1

tν

∞∫

0

yν+1Jν

(
y
√
t2 + λ2

)
f(y) dy. (91)

Тогда по формулам (90) получаем ОП типа Векуа — Эрдейи — Ла-
ундеса вида

Sf = λ1+ν−µ
∞∫

0

y
(
y2 − x2

) ν−µ−1
2 Jν−µ−1

(
λ
√
y2 − x2

)
f(y) dy. (92)

Это в точности ОП, введенный Лаундесом [34], он также зави-
сит только от величины сдвига по параметрам. Отметим, что на
основе композиционного метода можно изложить всю теорию ОП
Векуа — Эрдейи — Лаундеса, при этом роль обобщенного преобра-
зования Ханкеля играет выражение (91).

Обобщая классификацию Р. Кэррола, мы назвали ОП для опера-
тора Бесселя из приведенных примеров B-гиперболическими. В ра-
ботах [289, 290] также рассмотрено применение композиционного ме-
тода к построению B-эллиптических ОП со свойством TBν = −D2T
и B-параболических ОП со свойством TBν = DT .

В указанном методе может быть использован и оператор квадра-
тичного преобразования Фурье (КПФ, дробное преобразование Фу-
рье, преобразование Фурье — Френеля) [292–294]. Это важное инте-
гральное преобразование недостаточно широко известно (пока), оно
возникло из предложения Френеля заменить стандартные плоские
волны с линейными аргументами в экспонентах на более общие вол-
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ны с квадратичными аргументами в экспонентах, что позволило пол-
ностью объяснить парадоксы со спектральными линиями при ди-
фракции Фраунгофера. Математически операторы КПФ являются
дробными степенями Fα обычного преобразования Фурье, достраи-
вая его до полугруппы по параметру α, они были определены Н. Ви-
нером и А. Вейлем. В теории всплесков, в которой принято каждую
формулу считать новой и называть по-новому давно известные ве-
щи, КПФ называется преобразованием Габора. Изложенный выше
композиционный метод позволяет с помощью этого преобразования
строить ОП для одномерного оператора Шрёдингера из квантовой
механики. При этом может быть использовано и более общее квад-
ратичное преобразование Ханкеля (КПХ) [295].

О пользе ОП для теории дискретного преобразования Фурье
см. [296].

10. Некоторые приложения метода операторов
преобразования

В этом пункте очень кратко перечислены некоторые приложения
ОП.

1. Теория обратных задач. В самом простом случае это за-
дача о восстановлении уравнения Штурма — Лиувилля по так на-
зываемой спектральной функции. Единственность была доказана
В. А. Марченко, общий метод решения заключается в выписывании
по спектральной функции некоторого интегрального уравнения для
ядра ОП. Получившееся интегральное уравнение называется уравне-
нием Гельфанда — Левитана (можно посплетничать по поводу этого
названия, но мы не будем этого делать), потенциал по ядру вос-
станавливается из соотношения (9). Подробное изложения вопроса
имеется в [4–6, 22–23, 28–29, 297–298]. Отметим, что М. Г. Крейном
был создан свой метод решения обратных задач, но он не использует
технику ОП.

2. Теория рассеяния. В самом простом случае это задача о вос-
становлении уравнения Штурма — Лиувилля по данным рассеяния,
например, по двум спектрам. Схема решения та же, что и для обрат-
ных задач, определяющее уравнение в этом случае называется урав-
нением Марченко [4–6, 21–23, 31–33, 299–306]. Через ОП факторизу-
ется сам оператор рассеяния. Метод ОП является также основным
при исследовании решений Йоста и задач для системы Дирака [29].
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3. Операторы Штурма — Лиувилля и их обобщения. Мож-
но без преувеличения сказать, что методы ОП тривиализировали эту
теорию, предоставив единый мощный метод для большинства задач.
К ним относятся асимптотические формулы для решений и собствен-
ных значений, формулы следов, асимптотика спектральной функ-
ции [22, 23, 28, 29]. В работах [76, 77] строятся ОП для уравнений
вида Штурма — Лиувилля, но с измененным вхождением спектраль-
ного параметра в потенциал. В монографии А. П. Хромова [40] рас-
сматриваются ОП для более общих операторов, содержащих диффе-
ренциальные и интегральные части, а также вопросы подобия двух
операторов Вольтерра.

4. Нелинейные уравнения. В теории нелинейных дифферен-
циальных уравнений метод Лакса положил начало использованию
ОП для доказательства существования решений и построения соли-
тонов. ОП используется также в так называемом методе одевания и
преобразованиях Дарбу [303–306].

5. Сингулярные и вырождающиеся краевые задачи для
уравнений с частными производными. В работе [234] В. В. Ка-
траховым был предложен новый подход к постановке краевых за-
дач для эллиптических уравнений с особенностями. Например, для
уравнения Пуассона им рассматривалась задача в области, содержа-
щей начало координат, в которой решения могут иметь особенности
произвольного роста. В точке начала координат им было предло-
жено новое нелокальное краевое условие типа свертки, которое мы
назовем K-следом. В определении классов для решений, которые
обобщают пространства С. Л. Соболева на случай функций с суще-
ственными особенностями, фундаментальную роль играют различ-
ные ОП. Основные результаты состоят в доказательстве корректной
разрешимости поставленных задач во введенных пространствах. На
более сложные уравнения и области в этом направлении результаты
обобщались в работах [307–311].

6. Сингулярные псевдодифференциальные операторы.
Подобные ПДО, связанные с оператором Бесселя, были определены
и изучены В. В. Катраховым и И. А. Киприяновым [312]. Р. Кэррол
посвятил этим ПДО Киприянова — Катрахова отдельную главу в
книге [5], существенно переработав изложение материала.

7. Задачи об убывании решений дифференциальных
уравнений. Е. М. Ландисом была поставлена такая задача [313]:
доказать, что любое решение во всем пространстве уравнения ∆u−
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q(x)u = 0 при условиях |q(x)| 6 λ2, |u(x)| 6 A exp(−(λ+ ε)|x|, λ > 0,
ε > 0 равно нулю. В работах [314–316] автором было дано частич-
ное решение этой задачи для случаев радиально-симметричного или
зависящего от одной переменной потенциалов, а также для неко-
торых ультрагиперболических уравнений. Решение основывалось на
использовании ОП со специальными оценками ядер прямых и обрат-
ных операторов для этого случая. Для общих потенциалов утвержде-
ние задачи оказалось неверным. В. З. Мешковым было доказано [317,
318], что существуют решения со скоростью убывания exp(|x|−4/3).
Доказательства Мешкова потребовали обобщения известных нера-
венств Карлемана и использовали методы теории чисел.

7. Применение ОП к доказательству вложений функцио-
нальных пространств. В [226, 227] ОП Бушмана — Эрдейи приме-
нены автором к доказательству вложений и изометрий пространств
И. А. Киприянова [175–177] в весовые пространства С. Л. Соболе-
ва. При этом основную роль играют описанные выше оценки норм
и свойство унитарности. Подобные вопросы рассматривались также
в [319–322]. Отметим, что есть противоречия между моими оценка-
ми и оценками из работы [321]. Это некоторое время расстраивало
меня, но потом удалось разобраться, что в указанной работе контр-
примеры строятся на функциях синуса, про которые сказано, что
они, разумеется, принадлежат пространству пробных функций. Но
пробные функции для уравнений с оператором Бесселя всегда вы-
бираются четными. Поэтому, если считать синус четной функцией,
то верны результаты из [321, 322], а если думать иначе, то мои.

8. ОП для дифференциально-разностных операторов. В
последнее время теория ОП для дифференциально-разностных опе-
раторов в основном разрабатывалась для так называемого операто-
ра Данкля [323–333]. Этот оператор является в простейшем случае
весовой суммой обычной производной и симметричной разности, а
в общем случае он связан с симметриями и группой Кокстера. По-
строены явные формулы для ОП, ООС, соответствующих рядов и
обобщенных почти-периодических функций. На мой взгляд, часть
этих результатов может быть выведена из результатов монографии
А. П. Хромова [40], если использовать хитрое строение оператора
Данкля. ОП для разностного уравнения Хилла изучаются в [334–
335].

Отметим также, что в монографиях Р. Кэррола [4–6] подробно
изложены приложения теории ОП в задачах теории вероятностей и
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случайных процессов, линейном стохастическом оценивании, филь-
трации, стохастических случайных уравнениях, обратных задачах
геофизики и трансзвуковой газодинамики.

11. Избранные задачи

В заключение приведем несколько задач, решение которых по
мнению автора было бы существенным для теории операторов пре-
образования.

Задача 1. В теории ОП есть своя теорема Ферма. Это задача о
построении многомерных ОП, сплетающих стационарные операторы
Шрёдингера и Лапласа T (∆−q(x)) = ∆T . Есть оптимисты, верящие,
что эта задача решена, при этом они обычно ссылаются на работу
Л. Д. Фаддева [33]. Но чтение этой работы лучше начать с конца, где
честно написано, что «... исследование должно быть проведено для
того, чтобы сделать строгими формальные рассуждения этой главы.
Имеющиеся в нашем распоряжении его варианты слишком громозд-
ки для того, чтобы их можно было помещать в настоящем обзоре.
Мы надеемся, что приведенная здесь формальная схема решения
многомерной обратной задачи рассеяния может стать стимулом для
некоторых читателей, которые разработают более адекватные анали-
тические модели для ее оправдания». Насколько мне известно, такой
одаренный читатель пока, к сожалению, так и не появился. Думаю,
что и в принципе перспектива построения таких ОП в обозримом ви-
де представляется туманной. Ведь их ядра должны удовлетворять
уже ультрагиперболическим уравнениям, методы исследований ко-
торых пока практически не разработаны. Думаю, что и множество
решений уравнения Шрёдингера уж слишком разнородно и многооб-
разно, чтобы его можно было описать по существу единой формулой
по аналогии с уравнениями Штурма — Лиувилля.

Но самое обидное, что существование таких ОП доказано под
именем волновых операторов для всех разумных потенциалов! Не
удается только построить их в обозримом виде, например, как мно-
гомерные операторы Вольтерра.

Задача 2. Обобщить результаты М. М. Маламуда из § 3, заменив
обычные производные степенями оператора Бесселя.

Задача 3. Исторически сложилось, что изучение ОП началось с
операторов второго порядка. Построить теорию ОП для операторов



Операторы преобразования и их приложения 275

первого порядка, которая оказалась пропущена. Некоторые постро-
ения сделаны в [41] для ОП вида T (D − q) = DT .

Задача 4. Можно ли с помощью ОП вида T (D−λ) = DT скон-
струировать ОП вида T (D2−λ2) = D2T ? Тогда удалось бы постро-
ить, в частности, теорию ОП Векуа — Эрдейи — Лаундеса из более
простых «кирпичиков». (Эта задача сложнее, чем кажется с перво-
го взгляда. Возможно, для ее решения потребуется использование
гиперкомплексных чисел).

Задача 5. Применить к оценкам ядер ОП обобщенные неравен-
ства Коши — Буняковского — Шварца и Юнга, метод построения
которых разработан автором в [336–350].

Задача 6. Обобщить построения теории ОП, заменив обычные
производные их q-аналогами. Упомянутые выше операторы Данк-
ля — это лишь первый небольшой шаг в данном направлении.

Задача 7. Изучить основные задачи для уравнения с дробным
оператором Бесселя (52). Для этого изучить асимптотику и распре-
деление нулей ядра резольвентного оператора (49)–(50).
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НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ОПЕРАТОРОМ
ВНУТРЕННЕЙ СУПЕРПОЗИЦИИ

В. Г. Фетисов

Рассматриваются нелинейные операторные уравнения, содержащие внут-
реннюю суперпозицию, в локально ограниченных пространствах измери-
мых вектор-функций.

Введение

При решении задач идентификации в широком смысле [1, 2] апри-
орная информация либо незначительна, либо отсутствует вообще.
Следует также отметить, что к настоящему времени качественная
теория идентификации все еще далека от сколь-нибудь полного ре-
шения (последнее особенно относится к процессам, описываемым
нелинейными интегральными уравнениями и их системами, содер-
жащими атомические операторы, представляющие собой компози-
цию оператора Немыцкого и оператора сдвига).

Открытость и глубина проблематики нелинейных интегральных
моделей наталкивают на мысль об использовании техники домини-
рованных операторов при решении целой серии задач качественной
теории оценивания состояния объекта.

Традиционно рассматриваемые операторы в нелинейных ин-
тегральных системах (например, операторы А. Гаммерштейна,
П. С. Урысона, интегростепенные ряды В. Вольтерра — А. Пика-
ра, операторы А. А. Ланнэ, В. А. Парасочкина и др.) укладываются
в общую схему H-операторов, допускающих доминирование [3]. В
основе последних соображений лежит известный принцип мажори-
рования [4], восходящий еще к Л. О. Коши. А именно, если изу-
чаемый оператор A (уравнение или система) мажорируется другим
оператором B, то «хорошие» свойства последнего (B) обеспечат тре-
буемые нам свойства исходного оператора (A) в рассматриваемых
B-пространствах.

В качестве конкретных двух примеров приведем:
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1. Часто встречающуюся в задачах теории теплообмена излучени-
ем, в нелинейной преобразовательной технике и других областях сле-
дующую слабо связанную (термин наш) систему операторных урав-
нений, имеющую вид:

xk(t) = λk[Akxk(t) +Bk
−→x (t)], k = 1, n, λk ∈ R,

где t ∈ [0, T ], −→x (t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) — вектор переменных со-
стояния; Ak — нелинейный интегральный оператор Гаммерштейна,
действующий на компоненту xk(t), k = 1, n; Bk — композиция функ-
ционального полилинейного и сингулярного интегрального операто-
ров, действующая на вектор-функцию −→x (t), λk ∈ R — вещественные
параметры.

2. Функционально-интегральное нелинейное уравнение Урысона,
имеющее вид:

∫

T1

K(s, t,−→u (t)) dt+−→w (s) = Φ(s,−→u (s)), s ∈ T2,

где Tk, k = 1, 2, — измеримые пространства с конечной неатомиче-
ской мерой, −→u (s) — искомое решение, −→w (s) и Φ(s,−→u (s)) — известные
вектор-функции (см. также монографию [5], содержащую ряд дру-
гих примеров).

Цель данной работы — рассмотреть некоторые нелинейные урав-
нения, определяемые атомическими операторами [6] и содержащие
оператор внутренней суперпозиции в локально ограниченных про-
странствах измеримых вектор-функций.

1. Вспомогательные сведения и результаты

Пусть Ω — открытое множество в Rn с лебеговской мерой µ.
Напомним основополагающую теорему Н. Н. Лузина, используя

ее редакцию в монографии [7].
Пусть B — борелевское подмножество в Rp. Отображение f : Ω×

B → R называется нормальным интегрантом, если:
для почти всех значений s ∈ Ω функция f(s, ·) полунепрерывна

снизу на множестве B;
существует борелевская функция ϕ : Ω × B → R такая, что

ϕ(s, ·) = f(s, ·) для почти всех значений s ∈ Ω.
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Теорема Н. Н. Лузина («равномерная» по второму пере-
менному). Пусть B — борелевское подмножество в Rp. Для того,
чтобы функция f : Ω×B → R была нормальным интегрантом, необ-
ходимо и достаточно, чтобы для любого компакта K ⊂ Ω и любого
ε > 0 существовал компакт Kε ⊂ K такой, что µ(K\Kε) 6 ε и огра-
ничение f на Kε ×B полунепрерывно снизу на Kε ×B.

Отображение f : Ω×B → R называется каратеодориевой функ-

цией (кратко K-функцией), если:
f(s, ·) для почти всех s ∈ Ω есть непрерывная функция на B;
f(s, x) для всех x ∈ B измерима на Ω.

Теорема Скорца — Драгони (критерий K-функции). Отоб-
ражение f : Ω×B → R есть K-функция тогда и только тогда, когда:
для любого компакта K ⊂ Ω и любого ε > 0 существует компакт
Kε ⊂ K, где µ(K\Kε) 6 ε, и ограничение (сужение) f на Kε × B
непрерывно на Kε ×B.

Нормальный интегрант f : Ω × B → R для любой измеримой
функции x(s) является измеримой функцией (в том числе, Nf —
суперпозиция f(s, x(s)) (так называемый оператор Немыцкого) есть
измеримая функция).

Пусть оператор Ag : S(X1) → S(X2), где S(Xk), k = 1, 2, про-
странство измеримых вектор-функций −→x (sk) с метрикой, индуциро-
ванной сходимостью по мере µk на пространстве Xk = Xk(Ωk, Σk,
µk). Оператор Ag называется оператором внутренней суперпозиции,
если:

(Ag
−→x )(s2) := −→x (g(s2)),

где g : Ω2 → Ω1 есть (Σ2,Σ1)-измеримая функция.
Назовем композицию оператора Немыцкого Nf и оператора внут-

ренней суперпозиции Ag, т. е. оператор, определяемый формулой

(A−→x )(s) := Nf (Ag(
−→x (s))) = f(s,−→x (g(s))),

атомическим оператором.
Оператор внутренней суперпозиции Ag есть или простой, или

взвешенный сдвиг в измеримом пространстве (Ω,Σ, µ).
Атомический нелинейный интегральный оператор Урысона

(A−→x )(s2) :=
∫

Ω1

K(s2, s1,
−→x (g(s1))) dµ(s1),
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где s2 ∈ Ω2, является композицией вида A = I ◦K0 двух операторов:
линейного интегрального (I−→ν (s2)) :=

∫
Ω1

−→ν (s2, s1) dµ(s1) и нелиней-

ного функционального, имеющего вид:

(K0
−→u )(s2, s1) := K(s2, s1,

−→u (g(s1))).

2. Положительное решение функционально-интегрального
уравнения Урысона с атомическим оператором,
содержащим оператор внутренней суперпозиции

В этом параграфе нами рассматривается вопрос о существова-
нии положительного решения нелинейного функционально-интег-
рального уравнения Урысона, имеющего вид:

λ

∫

Ω1

K(s, t,−→x (g(t))) dµ(t) +−→w (s) = Φ(s,−→x (g(s))), s ∈ Ω2.

Здесь Ωk, k = 1, 2, — компакты в конечномерных пространствах,
−→x (s) — искомое решение, −→w (s) и Φ(s,−→x (g(s))) — известные функ-
ции, λ — вещественный параметр.

Будем предполагать, что вектор-функция Φ(s,−→x ) удовлетворяет
условиям Каратеодори и является возрастающей функцией по −→x при
каждом фиксированном значении s ∈ Ω2 и, кроме того, Φ(s,

−→
Θ) =

−→
Θ ,

что, впрочем, не ограничивает решение вопроса. Пусть ядро K опе-
ратора Урысона (A−→x )(s) :=

∫
Ω1

K(s, t,−→x (g(t))) dµ(t) является возрас-

тающей каратеодориевой непрерывной функцией по −→x при почти
всех значениях (s, t) ∈ Ω2 × Ω1, и, аналогично, K(s, t,

−→
Θ) =

−→
Θ . Ре-

шение ищется в правильном локально ограниченном пространстве
измеримых вектор-функций E(X).

Как известно [5], через E(X) обозначается локально ограничен-
ное пространство (кратко ЛОП) всех измеримых вектор-функций
−→x : Ω→ X, где ‖−→x ‖E(X) = ‖‖−→x ‖X‖E < +∞. Так, в ЛОП Лебега —
Бохнера Lp(X) F -норма определяется формулой вида

‖−→x ;Lp(X)‖ =
(∫

T

‖−→x (s)‖pX dµ(s))
1
p < +∞ (0 < p <∞)

)
.

Соответственно, назовем ЛОП E(X) пространством типа L(X), если:
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(а) индикатор χT (s) принадлежит E(X);
(b) E(X) обладает абсолютно непрерывной F -нормой;
(с) в E(X) существует аддитивная форма.
Так, например, ЛОП Lp(X) (0 < p <∞) является пространством

типа L(X).

Теорема. Пусть −→w (s) > 0 при каждом s ∈ Ω2,
−→w (s) ∈

E2(X2), λ > 0, и существует вектор-функция −→u 0(s) ∈ E2(X2) та-
кая, что Φ(s,−→u 0(g(s))) ∈ E2(X2), причем (A−→u 0)(s) ∈ E2(X2) и
Φ(s,−→u 0(g(s))) > −→w (s) + λ(A−→u 0)(s). Тогда исходное функционально-
интегральное уравнение Урысона имеет по крайней мере одно поло-
жительное решение −→x ∗(s), причем −→x ∗(s) 6 −→u 0(s).

C Рассмотрим вектор-функцию −→x 0(s) =
−→
Θ(s). Так как Φ(s,−→x ) —

возрастающая и непрерывная по −→x функция, то существует един-
ственная измеримая функция −→x 1(s) >

−→
Θ такая, что

Φ
(
s,−→x 1(g(s))

)
= λ(A−→x 0)(s) +

−→w (s) = −→w (s),

где −→x 1(s) = Φ−1(s,−→w (s)). Кроме того, из оценки Φ
(
s,−→x 1(g(s))

)
=

−→w (s) 6 −→w (s) + λ(A−→x 1)(s) 6 Φ
(
s,−→u 0(g(s))

)
(согласно условию тео-

ремы) вытекает, что −→x 1(s) 6 −→u 0(s), т. е. функция −→x 1(s) ∈ E2(X2).
Теперь достаточно построить последовательность {−→x n(s)}∞n=1

итераций, сходящуюся в E2(X2) к точному решению −→x ∗(s) (если
оно существует).

Если i-я итерация −→x i(s) уже построена, где −→x i−1(s) 6 −→x i(s) 6
−→u 0(s), то (i+ 1)-я итерация −→x i+1(s) определяется из уравнения

Φ(s,−→x i+1(g(s))) = λ(A−→x i)(s) +−→w (s), i = 1, 2, . . .

Из последней оценки вытекает, что последовательность {−→x i(s)}∞i=1

сходится почти всюду на множестве Ω2 к некоторой вектор-функции
−→x ∗(s), причем −→x ∗(s) 6 −→u 0(s), откуда следует, что функция −→x ∗(s) ∈
E2(X2).

Кроме того, так как вектор-функция −→u 0(s) ∈ E2(X2) (правиль-
ному ЛОП), то исходная последовательность {−→x i(s)}∞i=1 абсолют-
но ограничена. Значит, последовательность {−→x i(s)}∞i=1 сходится к
вектор-функции −→x ∗(s) по F -норме в ЛОП E2(X2).

Заметим, что выполняется равенство Φ(s,−→x ∗(g(s))) = λ(A−→x i)(s)
+ −→w (s), т. е. −→x ∗(s) — искомое решение исходного уравнения
λ(A−→x )(s) +−→w (s) = Φ(s,−→x (g(s))).
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Можно показать, что −→x ∗(s) — наименьшее из положительных
решений исходного уравнения. Начиная с начального приближения
−→x 0(s) и полагая Φ(s,−→u i+1(g(s))) = λ(A−→u i)(s) + −→w (s), i = 1, 2, . . .,
можно, так же, как для случая B-пространств C(Ω) и Lp(Ω), p > 1,
убедиться в том, что итерационная последовательность {−→x i(s)}∞i=1

сходится по F -норме к наибольшему положительному решению −→x (s)
исходного функционально-интегрального уравнения Урысона. B

Теорема, аналогичная сформулированной, была доказана
М. М. Вайнбергом, но только для частных случаев B-пространств
C(Ω) и Lp(Ω), p > 1, скалярных измеримых по Лебегу функций.
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УДК 517.984

О РАНГЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ-ФУНКЦИИ
СИММЕТРИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА

В. И. Филиппенко

В работе получены оценки ранга спектральной матрицы-функций сим-
метрического дифференциального оператора, порожденного в гильберто-
вом пространстве n-мерных вектор-функций формально самосопряженной
дифференциальной операцией второго порядка.

Пусть X — n-мерное евклидово пространство, в котором скаляр-
ное произведение и норма задаются следующим образом:

(y, z) =

n∑

k=1

ykzk, |y|2 =

n∑

k=1

ykyk,

где yk, zk, k = 1, 2, . . . , n — координаты векторов y и z. Обозначим
через L 2

n (a, b) гильбертово пространство n-мерных вектор-функций,
заданных на некотором промежутке (a, b), значения которых при-
надлежат X, а квадрат нормы суммируем. Скалярное произведение
в L 2

n (a, b) определим с помощью равенства:

〈y(x), z(x)〉 =
b∫

a

(y(x), z(x)) dx.

Рассмотрим дифференциальное выражение

l(y) = −y′′(x) +Q(x)y(x), (1)

где Q — вещественная матричная функция порядка n, измеримая
и локально суммируемая в сильном смысле, т. е. норма матрицы Q
суммируема в каждом конечном замкнутом промежутке [a1, b1] ∈
(a, b), что равносильно суммируемости в этом промежутке всех эле-
ментов матрицы Q, и при каждом x ∈ (a, b) Q = Q∗. Выражение
l(y) имеет смысл для каждой вектор-функции y(x), которая на лю-
бом отрезке [a1, b1] ⊂ (a, b) абсолютно непрерывна вместе со своей
первой производной, а l(y) ∈ L 2

n (a, b).
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В этой статье исследуется ранг матрицы-функции распределе-
ния самосопряженного оператора A, порожденного в гильбертовом
пространстве L 2

n (a, b) дифференциальным выражением (1). Как из-
вестно, в случае промежутка (a, b) с двумя сингулярными концами
порядок спектральной матрицы-функции распределения оператора
A равен 2n, если хотя бы один конец промежутка (a, b) регулярный и
оператор A порождается разделяющимися краевыми условиями, то
порядок спектральной матрицы-функции распределения оператора
A равен n. Оценим ранг спектральной матрицы-функции распреде-
ления оператора A в сегменте [α, β], исходя из предположения, что
дифференциальное уравнение l(y) = λy имеет при λ ∈ [α, β] реше-
ния, обладающие определенными свойствами на концах промежут-
ка (a, b). Случай скалярного дифференциального выражения про-
извольного четного порядка рассматривался А. В. Штраусом [1] в
связи с изучением кратности спектра соответствующего самосопря-
женного расширения минимального дифференциального оператора.

1. Каждой вектор-функции y(x), для которой l(y) имеет смысл,
поставим в соответствие вектор-функцию

ỹ(x) = (y1(x), y2(x), . . . , yn(x), y
′
1(x), y

′
2(x), . . . , y

′
n(x)),

которую будем рассматривать как матрицу-столбец. Введем в рас-
смотрение ортогональную кососимметрическую матрицу порядка 2n

J =

(
0n −In
In 0n

)
,

где In — единичная (n × n)-матрица, а 0n — нулевая матрица. Для
любых вектор-функций y(x) и z(x), к которым применима операция
l, тождество Лагранжа может быть записано в виде

(l(y), z)− (y, l(z)) =
d

dx
(z̃∗Jỹ), (2)

где звездочкой обозначен переход к сопряженной матрице, в данном
случае — однострочной.

Пусть L0 — замкнутый симметрический оператор с минимальной
областью определения, порожденный в пространстве L 2

n (a, b) опера-
цией l [2]. Пусть U1(x, λ) и U2(x, λ) составляют фундаментальную
систему решений матричного уравнения l(Y) = λY, удовлетворяю-
щую начальным условиям

U1(x0, λ) = In, U2(x0, λ) = 0n, U
′
1(x0, λ) = 0n, U

′
2(x0, λ) = In,
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где x0 — произвольная фиксированная точка промежутка (a, b).
Пусть A — самосопряженный оператор с областью определения
D(A) ⊂ L 2

n (a, b), являющийся расширением оператора L0, а
Ẽλ (−∞ < λ < +∞) — спектральная функция оператора A.

Для произвольных вещественных α и β разность значений
Eβ − Eα обобщенной спектральной функции минимального симмет-
рического оператора L0 является интегральным оператором, а его
ядро Kα,β(x, s) представимо в виде

Kα,β(x, s) =

β∫

α

(U1(x, λ)U2(x, λ)dΥ(λ)

(
U∗1(s, λ)
U∗2(s, λ)

)
,

где Υ(λ) — эрмитовонеубывающая матрица-функция порядка 2n,
называемая спектральной матрицей-функцией распределения опе-
ратора L0.

В дальнейшем воспользуемся методом, впервые примененным
М. Г. Крейном к обоснованию метода направляющих функциона-
лов [3]. Заметим, что этот метод активно используется и в настоя-
щее время, в частности, при исследовании гамильтониана Дирака со
сверхсильным кулоновским полем [4].

2. Пусть L — произвольный симметрический оператор, действу-
ющий в абстрактном гильбертовом пространстве H, A — его са-
мосопряженное расширение с выходом в гильбертово пространство
H̃ ⊃ H, P — проектор в H̃ на H,

L̃λ := {g̃ | g̃ ∈ D(A), Ag̃ − λg̃ ∈ H}, Lλ := P L̃λ;

Eλ — обобщенное разложение единицы оператора L, порожденное
самосопряженным расширением A. Тогда имеет место

Теорема 1. Пусть g(λ) — векторная функция вещественного па-
раметра λ (α 6 λ 6 β), для которой выполняются следующие усло-
вия:

(1) g(λ) представима в виде g(λ) = ϕ1(λ)g1 + . . . + ϕm(λ)gm, где
gk ∈ D(L∗) (k = 1, . . . ,m), a ϕk(λ) (k = 1, 2, . . . ,m) — комплексно-
значные функции удовлетворяющие условию Липшица;

(2) при любом λ ∈ [α, β] g(λ) ∈ Lλ.
Тогда для любого f ∈ H и любого µ ∈ [α, β] имеет место равен-

ство.
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µ∫

α

((L∗ dEλf, g(λ))− (dEλf, L
∗g(λ))) = 0. (3)

C Как известно, для любых вещественных чисел α, β (α < β) и
любого f ∈ H

(Eβ − Eα)f ∈ D(L∗) (4)

и

L∗(Eβ − Eα)f =

β∫

α

λ dEλf. (5)

В силу (4) и того, что L ⊂ L∗ для любого f ∈ H и любого g ∈ D(L)
имеет место равенство:

(L∗(Eβ − Eα)f, g)− ((Eβ − Eα)f, L∗g)) = 0,

которое можно переписать в виде:

β∫

α

((L∗ dEλf, g)− (dEλf, L
∗g)) = 0. (6)

Последнему равенству, согласно (5), можно придать следующую
форму:

β∫

α

( dEλf, (L
∗ − λE)g) = 0. (7)

Так как
µ∫

α

(L∗dEλf, g(λ)) =

µ∫

α

(dEλf, λg(λ)),

то формула (3) равносильна равенству

µ∫

α

(dEλf, h(λ)) = 0, (8)

где
h(λ) = (L∗ − λE)g(λ). (9)
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В силу условия (4)
h(λ) = (A− λẼ)g̃(λ), (10)

где g̃(λ) ∈ L̃λ и P g̃(λ) = g(λ).
Если векторная функция g̃(λ) (α 6 λ 6 β) такова, что существует

интеграл
β∫

α

dẼλg̃(λ), (11)

то равенство (8) доказывается весьма просто. Действительно, в этом
случае

µ∫

α

dẼλAg̃(λ) =

µ∫

α

λ dẼλg̃(λ)

и мы имеем:

µ∫

α

(dEλf, h(λ))=

µ∫

α

(dẼλf, (A− λE)g̃(λ))=

µ∫

α

(f, dẼλ(A− λE)g̃(λ)) = 0.

Так как неизвестно, сходится ли интеграл (11), то равенство (8) мож-
но доказать несколько иначе, используя прием, близкий к тому, кото-
рый применил М. Г. Крейн для обоснования метода направляющих
функционалов. Рассмотрим функцию

ω(µ) =

µ∫

α

(dEλf, h(λ)) (α 6 µ 6 β). (12)

Убедимся в том, что в любой точке µ ∈ [α, β] ω′ = 0, т. е.

lim
η→0


1

η

µ+η∫

µ

(dEλf, h(λ))


 = 0. (13)

Докажем сначала равенство

lim
η→0


1

η

µ+η∫

µ

(dEλf, h(µ))


 = 0. (14)



О ранге спектральной матрицы-функции 305

Действительно, принимая во внимание (10), имеем:

µ+η∫

µ

(dEλf, h(µ)) =

µ+η∫

µ

(dẼλf, (A− µẼ)g̃(µ)) =

=

µ+η∫

µ

(λ− µ)(dẼλf, g̃(µ)).

(15)

Если η > 0, то, очевидно,

µ+η∫

µ

(λ− µ)(dẼλf, g̃(µ)) =
µ+η∫

µ+0

(λ− µ)(dẼλf, g̃(µ)).

Поэтому, при η > 0

∣∣∣∣∣∣

µ+η∫

µ

(dEλf, h(µ))

∣∣∣∣∣∣
6 ‖g̃(µ)‖




µ+η∫

µ+0

(λ− µ)2(dẼλf, f)




1
2

6

6 η‖g̃(µ)‖((Eµ+η − Eµ+0)f, f)
1
2 .

(16)

Если же η < 0, то в силу (15), мы получим оценку
∣∣∣∣∣∣

µ+η∫

µ

(dEλf, h(µ))

∣∣∣∣∣∣
6 |η| ‖g̃(µ)‖((Eµ − Eµ+η)f, f)

1
2 . (17)

Из (16) и (17) следует равенство (14).
Докажем теперь, что в любой точке µ ∈ [α, β]

lim
η→0


1

η

µ+η∫

µ

(dEλf, (h(λ)− h(µ))


 = 0. (18)

Для этого, согласно (10) и условию (1) из теоремы 1, достаточно
установить, что для любого элемента g ∈ H и любой функции ϕ(λ)
(α 6 λ 6 β), удовлетворяющей условию Липшица, имеет место ра-
венство

lim
η→0


1

η

µ+η∫

µ

(ϕ(λ)− ϕ(µ))(dEλf, g)


 = 0. (19)
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При η > 0 имеем:

∣∣∣∣∣∣

µ+η∫

µ

(ϕ(λ)− ϕ(µ))(dEλf, g))

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

µ+η∫

µ+0

(ϕ(λ)− ϕ(µ))(dẼλf, g)

∣∣∣∣∣∣
6

6




µ+η∫

µ+0

(ϕ(λ)− ϕ(µ))2(dẼλf, g)




1
2

‖g‖ 6

6 Kη((Eµ+λ − Eµ+0)f, f)
1
2 ‖g‖.

При η < 0 получаем:

∣∣∣∣∣∣

µ+η∫

µ

(ϕ(λ)− ϕ(µ))(dEλf, g))

∣∣∣∣∣∣
6 K | η | ((Eµ − Eµ+η)f, f)

1
2 ‖g‖.

Этим доказано равенство (19) и, следовательно, равенство (18).
Из соотношений (14) и (18) следует (13). Итак, ω′(µ) ≡ 0 (α 6 µ 6 β).

Согласно (10) и (12)

ω(α) = ((Eα+0 − Eα)f, h(α)) = ((Ẽα+0 − Ẽα)f, (A− αE)g̃(α)).

Поскольку, либо (Ẽα+0− Ẽα)f = 0, либо (A−αE)(Ẽα+0− Ẽα)f = 0 в
зависимости от того, является ли точка α точкой непрерывного или
дискретного спектра самосопряженного оператора A, то ω(α) ≡ 0.
Следовательно, ω(µ) = 0, для любого µ ∈ [α, β]. B

3. Доказанная теорема позволяет получить оценку ранга спек-
тральной матрицы-функции самосопряженного расширения A ми-
нимального симметрического оператора L0. Заметим, что несколько
иной подход к исследованию спектра самосопряженных расширений
минимальных дифференциальных операторов основан на исследо-
вании осциляции собственных функций (см., например, [5]). Случай
дифференциального оператора второго порядка рассмотрен в работе
Йоргенса и Реллиха [6].

Лемма. Пусть для любого λ ∈ [α, β] уравнение l(y) = λy имеет
решение v(x;λ) такое, что:

(1)
∫ b
c
|v(x;λ)|2 dx < ∞, где c — произвольная внутренняя точка

промежутка (a; b);
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(2) для любой вектор-функции f(x) ∈ D(A) выполняется условие

f̃∗(x)Jṽ(x;λ)
∣∣
x=b

= 0;

(3) при фиксированном x ∈ (a, b), компоненты вектор-функции
ṽ(x;λ) удовлетворяют условию Липшица относительно λ на сегменте
[α, β].

Тогда для любых µ1, µ2 ∈ [α, β] имеет место равенство

∫ µ2

µ1

ṽ(x0;λ)J dΥ(λ) = 0.

C Выберем отрезок [a1, b1] ⊂ (a, b) так, что a1 6= a и b1 = x0 6= b.
Обозначим через T1 минимальный оператор, порожденный в гиль-
бертовом пространстве L 2

n (a1, b1), выражением l(y). Этот оператор
имеет индекс дефекта (2n, 2n). В области определения D(T ∗1 ) со-
пряженного оператора T ∗1 найдется система линейно независимых
вектор-функций gk(x) (k = 1, . . . , 2n) таких, что (2n × 2n)-матрица
G̃(x) = (G̃1(x)G̃2(x)) = (g̃1(x), . . . , g̃2n(x)) в точке x = a1 — нулевая,
в точке x = b1 — единичная. Пусть v = v(x;λ) — решение уравнения
l(y) = λy, удовлетворяющее условиям леммы. Положим

g̃(x, λ) =





0, при x ∈ (a, a1],
G1(x)v(b1, λ) +G2(x)v

′(b1, λ), при x ∈ [a1, b1],
v(x;λ), при x ∈ [b1, b).

Очевидно, что g̃(x, λ) ∈ D(L∗0) и, более того, g̃ ∈ L̃λ. Отсюда следует,
что функция

g(x, λ) = G1(x)v(b1, λ) +G2(x)v
′(b1, λ),

являющаяся проекцией на L 2
n (a1, b1) вектора g̃(x, λ), принадлежит

Lλ. Таким образом, в силу теоремы 2, для любой вектор-функции
f ∈ L 2

n (a1, b1) имеет место соотношение

µ∫

α

(〈L∗1 dE1
λf, g〉1 − 〈 dE1

λf, L
∗
1g〉1) = 0,

где E1
λ — обобщенная спектральная функция оператора T1, порож-

денная ортогональной спектральной функцией самосопряженного
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оператора A, 〈·, ·〉1 — скалярное произведение в гильбертовом про-
странстве L 2

n (a1, b1).
Пусть ∆ := [λ, λ + ∆λ]. Как известно, E1

∆ — интегральный опе-
ратор с ядром

K∆(x, s;λ) =

∫

∆

(U1(x, λ)U2(x, λ)dΥ(λ)

(
U∗1(s, λ)
U∗2(s, λ)

)
.

Положим

η(f, λ) =

b1∫

a1

(
U∗1(s, λ)
U∗2(s, λ)

)
f(s) ds,

и

h∆ = h∆(x; f) = E1
∆f =

∫

∆

(U1(x, λ)U2(x, λ)) dΥ(λ)η(f, λ). (20)

Тогда в силу тождества (2) получим

〈l(h∆), g〉1 − 〈(h∆), l(g)〉1 = g̃∗Jh̃∆ |b1a1 . (21)

Используя (3) и (4), выводим

g̃∗Jh̃∆(x; f)
∣∣b1
a1

= g̃∗(b1, λ)Jh̃∆(b1, f) =

= ṽ∗(b1;λ)J

∫

∆

(
U1(x, λ) U2(x, λ)
U′1(x, λ) U′2(x, λ)

)
dΥ(λ)η(f ;λ).

В силу начальных условий, полагая x = x0, получим

g̃∗Jh̃∆(x; f)
∣∣b1
a1

= ṽ∗(b1;λ)J

∫

4

dΥ(λ)η(f ;λ).

Отсюда, согласно теореме 1, заключаем, что

µ∫

α

ṽ∗(x0;λ)J dΥ(λ)η(f ;λ) = 0,

или, учитывая вид η, приходим к равенству
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b1∫

a1




µ∫

α

ṽ∗(x0;λ)J dΥ(λ)

(
U∗1(s, λ)
U∗2(s, λ)

)
 f(s) ds = 0. (22)

Так как f(s) — произвольная вектор-функция из гильбертова про-
странства L 2

n (a1, b1), то из соотношения (22) следует, что

µ∫

α

ṽ∗(x0;λ)J dΥ(λ)

(
U∗1(s, λ)
U∗2(s, λ)

)
= 0 (23)

(тождественно относительно s).
Дифференцируя левую часть соотношения (23) по переменной s

и учитывая начальные условия, получим требуемое равенство. B

Теорема 2. Пусть при любом λ ∈ [α, β] уравнение l(y) = λy
имеет m = m′ +m′′ линейно независимых решений

v1(x;λ), v2(x;λ), . . . , vm(x;λ) (25)

таких, что
(1) для каждого из m′ первых решений (25)

(а) vk(x;λ) ∈ L 2
n (a, c), k = 1, 2, . . . ,m′;

(б) lim
x→a

f̃∗(x)Jṽk(x, λ) = 0, какова бы ни была вектор-функция

f(x) ∈ D(A);
(2) для каждого из m′′ последних решений (25)

(а) vk(x;λ) ∈ L 2
n (c, b), k = m′ + 1, m′ + 2, . . . ,m;

(b) lim
x→b

f̃∗(x)Jṽk(x, λ) = 0, какова бы ни была вектор-функция

f(x) ∈ D(A);
(3) каждая компонента вектор-функции vk(x;λ) (k = 1, 2, . . . ,m)

при фиксированном x ∈ (a, b) удовлетворяют условию Липшица от-
носительно λ на сегменте [α, β].

Тогда ранг спектральной матрицы-функции распределения опе-
ратора A на сегменте [α, β] не превосходит 2n−m.

C Как известно, спектральное разложение элемента f ∈ L 2
n (a, b)

имеет вид

f(x) =

+∞∫

−∞

(U1(x, λ)U2(x, λ)) dΥ(λ)η(f ;λ). (26)
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Введем матрицу-функцию

V(x;λ) =




ṽ∗1(x;λ)
................
ṽ∗m(x;λ)
................
ṽ∗2n(x;λ)



,

составленную из 2n линейно независимых решений уравнения l(y) =
λy и их производных. m первых строк матрицы V(x;λ) построены
на основе решений, удовлетворяющих условиям теоремы.

Используя матрицу V(x;λ), перепишем соотношение (26) в виде

f(x) =

+∞∫

−∞

(U1(x, λ)U2(x, λ))(V(x0;λ)J)
−1V(x0;λ)J dΥ(λ)×

×(V(x0;λ)J)
∗((V(x0;λ)J)

∗)−1η(f ;λ).

(27)

Теперь (27) можно рассматривать как спектральное разложение
элемента f(x) с матрицей-функцией распределения

S(λ) =

λ∫

−∞

V(x0;λ)J dΥ(λ)(V(x0;λ)J)
∗.

В силу леммы можно утверждать, что на рассматриваемом отрезке
[α, β] ровно m строк матрицы S(λ) состоят из нулей, и, следователь-
но, ранг спектральной матрицы-функции распределения оператора
A на сегменте [α, β] не превосходит 2n−m. B

Следствие 1. Если в условиях теоремы 2 положить m = 2n, то
отрезок [α, β] будет принадлежать лакуне спектра самосопряженно-
го оператора A.

4. Предположим, что a — регулярный конец промежутка (a; b),
тогда дефектное число оператора L0 с минимальной областью опре-
деления, порожденного в L 2

n (a, b) дифференциальным выражением
l(y), удовлетворяет неравенствам n 6 r 6 2n. Пусть A — самосопря-
женное расширение оператора L0 в пространстве L 2

n (a, b), опреде-
ляемое разделяющимися краевыми условиями. Эти условия в точке
a можно представить в виде

Bỹ(a) = 0, (28)
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где B — некоторая прямоугольная матрица, состоящая из n ли-
нейно независимых строк и 2n столбцов, удовлетворяющая условию
BJB∗ = 0.

Теорема 3. Пусть для любого λ ∈ [α, β] уравнение l(y) = λy
имеет q линейно независимых решений

v1(x;λ), . . . , vq(x;λ)

таких, что
(1) vk(x;λ) ∈ L 2

n (a, b) (k = 1, . . . , q);

(2) lim
x→b

f̃∗(x)Jṽk(x, λ) = 0, k = 1, . . . , q, какова бы ни была вектор-

функция f(x) ∈ D(A);

(3) линейная комбинация
q∑

k=1

ckvk(x;λ) удовлетворяет систе-

ме краевых условий (28) в точке a только в том случае, когда
c1 = . . . = cq = 0;

(4) вектор-функции v1(x;λ), . . . , vq(x;λ) удовлетворяют условию
Липшица на сегменте [α, β].

Тогда ранг спектральной матрицы функции оператора A на сег-
менте [α, β] не превосходит n− q.

C Действительно, в этом случае формула (26) преобразуется к
виду, содержащему (n × n) — матрицу-функцию распределения Υ.
Далее, применяя лемму, убеждаемся в справедливости теоремы 3. B

Следствие 2. Если в условиях теоремы 3 положить q = n, то в
этом случае отрезок [α, β] принадлежит лакуне спектра самосопря-
женного оператора A.

Замечание. Утверждения, аналогичные доказанным теоремам
имеют место и для операторов, порожденных некоторыми более об-
щими дифференциальными выражениями (например, квазидиффе-
ренциальными выражениями произвольного порядка — четного или
нечетного).
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УДК 517.928

К ЗАДАЧЕ ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ
ИНТЕГРИРОВАНИИ ОДНОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО
ПОРЯДКА С БОЛЬШИМ ПАРАМЕТРОМ1

И. С. Шабаршина

Рассмотрено дифференциальное уравнение третьего порядка специального
вида, содержащее быстро асциллирующие слагаемые, пропорциональные
ωj/2, j = 0, . . . , 3 (ω-частота осцилляций), причем при j = 1, 2, 3 слагаемые с
нулевым средним. Осуществленно с полным обоснованием асимптотическое
интегрирование задачи Коши для данного дифференциального уравнения.
Асимптотическое разложение решений представлено в виде рядов по целым
неотрицательным степеням малого параметра ω−1/2

В работах [1, 2] осуществлено асимптотическое интегрирование
задач Коши для систем дифференциальных уравнений вида

dnx

dtn
= f0

(
x,
dx

dt
, . . . ,

dkx

dtk
, t, ωt

)
+

p∑

i=1

ωifi

(
x,
dx

dt
, . . . ,

dk−ix

dtk−i
, t, ωt

)
,

(1)

x(0) = x0,
dx(0)

dt
= x1, . . . ,

dn−1x(0)

dtn−1
= xn−1, t ∈ [0, T ], ω À 1,

где n и p — натуральные числа, причем 2p 6 n, k = n − p, T > 0.
Асимптотическое разложение решений представлено в виде рядов по
целым неотрицательным степеням малого параметра ω−1. В настоя-
щей работе получено распространение результатов [1, 2] для задачи

d3x

dt3
= f0

(
x,
dx

dt
, t, ωt

)
+ ω1/2f1

(
x,
dx

dt
, t, ωt

)
+

+ωf2(x, t, ωt) + ω3/2f3(x, t, ωt),

x(0) = x0,
dx(0)

dt
= x1,

d2x(0)

dt2
= x2, t ∈ [0, T ],

(2)

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований, проект № 06-01-00287.
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которая не входит в класс (1). Для нее построено полное обоснован-
ное асимптотическое разложение решения по степеням ω−1/2. Урав-
нение третьего порядка рассмотрено с той целью, чтобы провести
исследования со всеми подробностями. Заметим, что, не нарушая
общности рассуждений, полученные результаты можно распростра-
нить на случай систем дифференциальных уравнений n–го порядка:

dnx

dtn
=

p∑

j=0

ωj
(
fj,0

(
x,
dx

dt
, . . . ,

dp−jx

dtp−j
, t, ωt

)
+

+ ω1/2fj,1

(
x,
dx

dt
, . . . ,

dp−jx

dtp−j
, t, ωt

))
,

где p = [n/2], fp,1 = 0 при четных n и fj,k удовлетворяют (помимо
некоторых других естественных условий) требованиям:

∂sfj,k
∂ts

(e0, . . . , ep−j , 0, τ) = 0, j > 1, s = 0, 1, . . . , (j + k − 2).

Пусть Gi, i = 0, 1, — конечные интервалы вещественной прямой,
функции fi(e0, e1, t, τ), i = 0, 1, и fj(e0, t, τ), j = 2, 3, заданы, соот-
ветственно, на множествах

Ω1 =
{
(e0, e1, t, τ) : (e0, e1) ∈ G0 ×G1, t ∈ [0, T ], τ ∈ [0,∞)

}
,

Ω2 =
{
(e0, t, τ) : e0 ∈ G0, t ∈ [0, T ], τ ∈ [0,∞)

}
.

Всюду далее символом 〈f(t, τ)〉 будем обозначать среднее функции

f(t, τ) по τ : 〈f(t, τ)〉 = l−1
l∫
0

f(t, s) ds, а через Rτg(τ) := g(τ)− 〈g(τ)〉.
Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

1) данные функции являются l-периодическими по τ ;
2) средние функций f1(e0, e1, t, τ), fi(e0, t, τ), i = 2, 3, по τ равны

нулю;
3) fi, 0 6 i 6 3, имеют непрерывные производные любого порядка

по переменным ej и t, и справедливо равенство f3(e0, 0, τ) = 0.
Асимптотическое разложение решения задачи (2) будем искать в

виде

x(t) =
∞∑

k=0

ω−k/2uk(t) +
∞∑

k=3

ω−k/2vk(t, ωt), (3)
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где функции vk(t, τ) являются l-периодическими по τ с нулевым
средним.

Пусть усредненная задача

d3u0
dt3

=
〈
f0

(
u0,

du0
dt

, t, τ
)〉

+
〈∂f1
∂e1

(
u0,

du0
dt

, t, τ
)∂F3
∂τ

(u0, t, τ)
〉
+

+
〈∂f3
∂e0

(u0, t, τ)F3(u0, t, τ)
〉
,

u0(0)=x0,
du0
dt

(0)=x1,
d2u0
dt2

(0)=x2−
∂2β4
∂τ2

(x0, 0, 0), t∈ [0, T ],

(4)

где F3(u0, t, τ) := Rτ

{ τ∫
0

Rs

{ s∫
0

Rτ

{ τ∫
0

f3(u0, t, s) ds
}
dτ
}
ds
}

,

β4(u0, t, τ) := Rτ

{ τ∫
0

Rs

{ s∫
0

Rτ

{ τ∫
0

f2(u0, t, s) ds
}
dτ
}
ds
}

,

имеет решение u0(t).
Введем теперь два вида задач:
(А) — задача Коши:

d3u

dt3
= a1(t)

du

dt
+ a2(t)u+ f(t),

u(0) = x̃0,
du

dt
(0) = x̃1,

d2u

dt2
(0) = x̃2, t ∈ [0, T ],

где ai(t), f(t) — известные непрерывные на [0, T ] функции;
(В) — задача о нахождении l-периодического по τ с нулевым

средним решения уравнения

∂3v

∂τ3
= µ(t, τ),

где µ(t, τ) — известная непрерывная по t, τ , l-периодическая по τ с
нулевым средним функция.

Теорема 1. Построение любой частичной суммы асимптоти-
ки (3) сводится к решению конечного числа задач видов (A) и (B).

C Для нахождения коэффициентов разложения (3) подставим в
уравнение и начальные условия (2) вместо x выражение (3), фор-
мально разлагая функции fi, i = 0, 1, и fj , j = 2, 3, в ряды Тейло-
ра с центрами (u0(t),

du0
dt (t)) и u0(t) соответственно, и в полученных

равенствах приравняем коэффициенты при одинаковых степенях ω.
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Придем к рекуррентной последовательности задач, которые расщеп-
ляются в свою очередь с помощью усреднения по τ = ωt на зада-
чи для плавных функций uk(t) и быстро осциллирующих функций
vk(t, τ).

Равенства коэффициентов при положительных степенях ω имеют
вид:

∂3v3
∂τ3

(t, τ) = f3(u0, t, τ), (5)

∂3vk
∂τ3

(t, τ) = γk(u0, . . . , uk−4, t, τ) +
∂f3
∂e0

(u0, t, τ)uk−3, k = 4, 5. (6)

Задача (5), в которой u0 и t играют роль параметров, как извест-
но, однозначно разрешима и ее решение дается формулой

v3(t, τ) = F3(u0, t, τ). (7)

Из начальных условий задачи (2) вытекает требование на функ-
цию v3:

∂2v3
∂τ2 |t=0 = 0 , которое выполняется в силу условия 3).

Аналогично находим решения задач (6)

vk(t, τ) = βk(u0, . . . , uk−4, t, τ) + α(u0, t, τ)uk−3, k = 4, 5, (8)

где функции βk и α — l-периодические по τ с нулевым средним.
С учетом этого выводим задачу для главного члена u0 асимпто-

тики (3):

d3u0
dt3

=
〈
f0

(
u0,

du0
dt

, t, τ
)〉

+
〈∂f1
∂e1

(
u0,

du0
dt

, t, τ
)∂F3
∂τ

(u0, t, τ)
〉
+

+
〈∂f3
∂e0

(u0, t, τ)F3(u0, t, τ)
〉
,

u0(0) = x0,
du0
dt

(0) = x1,
d2u0
dt2

(0) = x2 −
∂2β4
∂τ2

(x0, 0, 0).

Получили усредненную задачу (4), которая по условию разрешима
на временном отрезке [0, T ].

После этого по формуле (7) находим v3(t, τ).
Покажем теперь, что если мы нашли функции uk и vk+3 для

0 6 k 6 m, причем их построение свелось к решению конечного чис-
ла задач видов (А) и (В), то мы сможем определить их и для
k = m+ 1.
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Выпишем задачи, определяющие коэффициенты vk (〈vk(t, τ)〉 =
0):

∂3vm+4

∂τ3
(t, τ) = γm+4(t, τ) + b(t, τ)um+1(t), (9)

∂3vk+3

∂τ3
(t, τ) = γk+3(um+1, . . . , uk−1, t, τ) + b(t, τ)uk(t),

k = m+ 2, m+ 3.

(10)

Здесь b(t, τ) = ∂f3
∂e0

(u0, t, τ), функция γm+4 выражается через ко-
эффициенты uk и vk+3, 0 6 k 6 m, а потому известна, причем
〈γm+4(t, τ)〉 = 0. Из соотношения (9) однозначным образом опре-
деляем

vm+4(t, τ) = βm+4(t, τ) + α(t, τ)um+1(t), (11)

где βm+4 и α — l-периодические по τ с нулевым средним.
Далее для упрощения записи вместо ∂pfj

∂epi

(
u0, . . . ,

dnu0
dtn , t, τ

)
, где

n = 0 для j = 2, 3 и n = 1 для j = 0, 1, будем коротко писать (fj)
(p)

epi
.

Приравнивая коэффициенты при ω−
m+1
2 и усредняя полученную

задачу по «быстрому» времени τ , получаем однозначно разрешимую
на отрезке времени [0, T ] линейную задачу вида (А):

d3um+1

dt3
= a1(t)

dum+1

dt
+ a2(t)um+1 + χm+1(t),

um+1(0) = −vm+1(0, 0),

dum+1

dt
(0) = −∂vm+1

∂t
(0, 0)− ∂vm+3

∂τ
(0, 0),

d2um+1

dt2
(0) = −∂

2vm+1

∂t2
(0, 0)− 2

∂2vm+3

∂t∂τ
(0, 0)−

− ∂2βm+5

∂τ2
(−vm+1(0, 0), 0, 0) +

∂2α

∂τ2
(0, 0)vm+2(0, 0),

где a1(t) =
〈
(f0)

′

e1 +(f1)
′′

e21

∂v3
∂τ

〉
, a2(t) =

〈
(f0)

′

e0 +(f1)
′

e1
∂α
∂τ +(f3)

′

e0α+

(f3)
′′

e21
v3

〉
, v1 = v2 = 0, и χm+1(t) — известная непрерывная на [0, T ]

функция.
Определив решение данной задачи um+1, мы сможем по форму-

ле (11) восстановить функцию vm+4. B

Теорема 2. Существует ω0 > 0 такое, что при ω > ω0 задача (2)
имеет на отрезке [0, T ] единственное решение xω(t). Кроме того, для
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любого r = 0, 1, 2, . . . найдутся такие положительные числа ωr(> ω0)
и cr, что при ω > ωr эффективно строится приближение

r
xω (t) =

r∑

k=0

ω−k/2uj(t) +
r∑

k=3

ω−k/2vj(t, ωt),

для которого справедлива оценка

∣∣∣xω(t)−
r
xω (t)

∣∣∣ 6 crω
− r+1

2 , t ∈ [0, T ]. (12)

C Под эффективностью понимается тот факт, что при извест-
ном решении u0(t) усредненной задачи (4) построение приближения
r
xω (t) сводится к решению однозначно разрешимых линейных задач
Коши вида (А) и задач вида (B).

В силу теоремы 1 остается установить разрешимость задачи (2)
на временном отрезке [0, T ] и получить оценку (12). Определим

zω(t) :=
r+3
x ω (t) +

r+6∑

k=r+4

ω−k/2vk(t, ωt) +
(
a0ω + a1ωt+ a2ωt

2
)
,

где as ω подобраны так, чтобы для zω были выполнены начальные
условия задачи (2). Тогда найдутся такие положительные cr1 и ω1,
что при ω > ω1 имеют место неравенства |asω| 6 cr1ω

− r+3
2 , s = 0, 1, 2.

Кроме того,

d3zω
dt3

= f0

(
zω,

dzω
dt

, t, tω

)
+ ω1/2f1

(
zω,

dzω
dt

, t, tω

)
+

+ωf2(zω, t, tω) + ω3/2f3(zω, t, tω) + aω(t), (13)

zω(0) = x0,
dzω
dt

(0) = x1,
d2zω
dt2

(0) = x2,

где aω(t) — сколь угодно гладкая на отрезке [0, T ] функция такая,
что для некоторых cr2 > 0 и ω2 > ω1, при всех t ∈ [0, T ] и ω > ω2
выполняется |aω(t)| 6 cr2ω

− r+1
2 .

Из (2) и (13) вытекает задача для y = x− zω

d3y

dt3
= a00(t, ωt)y + a01(t, ωt)

dy

dt
+ ω1/2

(
a10(t, ωt)y + a11(t, ωt)

dy

dt

)
+
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+ωa20(t, ωt)y + ω3/2a30(t, ωt)y − aω(t) ≡ Ξ(y, t, ωt, ω), (14)

y(0) =
dy

dt
(0) =

d2y

dt2
(0) = 0,

где

aij(t, τ) =

1∫

0

∂fi
∂ej

(
θy(t) + zω(t), θ

dy

dt
(t) +

dzω
dt

(t), t, τ

)
dθ ≡

≡ ξij

(
y(t), zω(t),

dy

dt
(t),

dzω
dt

(t), t, τ

)
, i, j = 0, 1,

ai0(t, τ) =

1∫

0

∂fi
∂e0

(
θy(t) + zω(t), t, τ

)
dθ ≡

≡ ξi0
(
y(t), zω(t), t, τ

)
, i = 2, 3,−l-периодические по τ функции,

причем 〈aij(t, τ)〉 = 0, i 6= 0.
В силу теоремы Пикара — Линделефа найдутся такие c > 0 и

tω ∈ [0, T ], что на отрезке [0, tω] существует единственное решение

y(t) задачи (14) такое, что |y(t)|+
∣∣∣dydt (t)

∣∣∣+
∣∣∣d
2y
dt2 (t)

∣∣∣ 6 c, t ∈ [0, tω]. Это
решение удовлетворяет интегральному уравнению

y(t) =

t∫

0

(t− s)2
2

Ξ
(
y(s), s, ωs, ω

)
ds, t ∈ [0, tω].

Применяя интегрирование по частям, в правой части последнего
равенства можно избавиться от коэффициентов ωk/2, k = 1, 2, 3, и
перейти к уравнению вида

y(t) =

t∫

0

(
b0(t, ω, s, ωs)y(s) + (t− s)b1(t, ω, s, ωs)

dy

ds
(s)+

+(t− s)2b3(t, ω, s, ωs)
d2y

ds2
(s)

)
ds−

t∫

0

(t− s)2
2

aω(s) ds,

(15)

в котором функции bi(t, ω, s, τ) (ω > ω2) являются полиномами от-
носительно t, коэффициенты которых сколь угодно гладкие относи-
тельно s и τ , l-периодичны по τ и равномерно ограничены.
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Действительно, рассмотрим одно из слагаемых

giω(t) = ω1/2

t∫

0

(t− s)2
2

a1i(s, ωs)
diy

dsi
(s) ds =

= ω1/2
t∫

0

(t− s)2
2

ξ1i

(
y(s), zω(s),

dy

ds
(s),

dzω
ds

(s), s, ωs

)
diy

dsi
(s) ds.

Поскольку функция ξ1i(u1, v1, u2, v2, s, τ) — l-периодическая по τ с
нулевым средним, то существует l-периодическая по τ с нулевым
средним функция χ1i(u1, v1, u2, v2, s, τ) такая, что ∂χ1i

∂τ = ξ1i. По-

ложим для краткости λiω(s) = χ1i

(
y(s), zω(s),

dy
ds (s),

dzω
ds (s), s, ωs

)
.

Тогда

dλiω
ds

=

2∑

j=1

(
∂χ1i
∂uj

djy

dsj
+
∂χ1i
∂vj

djzω
dsj

)
+
∂χ1i
∂s

+ ωξ1i ≡ ζiω + ωξ1i.

Применяя метод интегрирования по частям и учитывая, что
diy
dsi (0) = 0, получим

giω(t) = ω−1/2
t∫

0

(t− s)2
2

dλiω
ds

(s)
diy

dsi
(s) ds−

− ω−1/2
t∫

0

(t− s)2
2

ζiω(s)
diy

dsi
(s) ds =

= ω−1/2
t∫

0

(t− s)
((

λiω(s)−
(t− s)

2
ζiω(s)

)diy
dsi

(s)−

− (t− s)
2

di+1y

dsi+1
(s)

)
ds, i = 0, 1.

Аналогично, применяя метод интегрирования по частям (для сла-
гаемого с ω3/2 — дважды), получим представление

giω(t) := ωi/2
t∫

0

(t− s)2
2

ai0(s, ωs)y(s) ds, i = 2, 3,
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в котором нет слагаемых, пропорциональных положительным степе-
ням ω. Тем самым представление (15) обосновано.

Обозначим η(t) = |y(t)| +
∣∣∣dydt (t)

∣∣∣ +
∣∣∣d
2y
dt2 (t)

∣∣∣. Тогда из соотноше-

ния (15) для некоторого K0 = K0(c) вытекает неравенство

|y(t)| 6 K0

t∫

0

η(s) ds+O
(
ω−

r+1
2

)
, t ∈ [0, tω]. (16)

Дифференцируя равенства (15) и учитывая (16), получаем оценки

∣∣∣∣
diy

dti
(t)

∣∣∣∣ 6 Ki

t∫

0

η(s) ds+O
(
ω−

r+1
2

)
, i = 1, 2.

Тогда

η(t) 6 K3

t∫

0

η(s) ds+O
(
ω−

r+1
2

)
, t ∈ [0, tω].

Отсюда, согласно лемме Гронуолла — Беллмана, имеем η(t) 6

K4ω
− r+1

2 , ω > ω2, t ∈ [0, tω]. В результате приходим к неравен-
ствам

∣∣∣∣
diy

dti
(t)

∣∣∣∣ 6 K4ω
− r+1

2 , i = 0, 1, 2, ω > ω2, t ∈ [0, tω], (17)

которые позволяют при больших ω продолжить функцию y(t) на
отрезок [tω,min(2tω, T )] и получить на этом отрезке оценки (17). По-
вторив проведенные рассуждения соответствующее число раз, мы
установим существование такого числа ω0 > ω2, что при ω > ω0 за-
дача (2) разрешима на отрезке [0, T ] и при этом справедливо неравен-
ство |xω(t) − zω(t)| 6 K5ω

− r+1
2 . Из последнего неравенства и струк-

туры функции zω следует оценка (12). B

Автор выражает искреннюю благодарность профессору В. Б. Ле-
венштаму за постановку задачи и полезные обсуждения результатов
работы.
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УДК 537.8:519.8

О ДУАЛЬНОСТИ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ
ПОТЕНЦИАЛА ДЛЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ

В. И. Астахов, Т. В. Кочубей,
К. С. Шапошников

Задачи о магнитном поле в присутствии бесконечной пластины с отверсти-
ями и идеальными электрическими свойствами с помощью операторных
тождеств преобразуются в дуальные задачи на отверстиях, что облегчает
при поиске решений применение численных методов. Материал иллюстри-
руется примерами расчетов.

Введение

В данной работе на примере бесконечной пластины с отверстиями
и идеальными электрическими или магнитными свойствами показы-
вается, что интегральное или интегро-дифференциальное уравнения
первого рода на пластине преобразуемы, соответственно, в интегро-
дифференциальное или интегральное уравнения первого рода на от-
верстиях. Другими словами, задачи о магнитной реакции идеально-
проводящих пластин и пластин с идеальными магнитными свойства-
ми образуют дуальные пары. При этом решение каждой из задач для
совокупности конечных пластин является, одновременно, решением
соответствующей дуальной задачи для бесконечной пластины с от-
верстиями.

1. Постановка задач для магнитного поля

Пренебрежем геометрически малой толщиной пластины, отожде-
ствив ее с бесконечной частью плоскости E2, изображенной на рис. 1.
Пусть пластина имеет конечное число N отверстий S−1 , S

−
2 , . . . , S

−
N ,

объединение которых обозначим S−. Будем полагать, что первичное
магнитное поле (или ему эквивалентное в смысле [1]) задано своими
источниками, которые расположены вне E2 в ограниченной части
пространства E3 и вместе с отверстиями S− умещаются в шаре до-
статочно большого радиуса R с границей ΓR и центром, лежащим на
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S−. Окружающую среду примем однородной (µ = const), а на S+, в
зависимости от постановки, зададим условия:

а) ~H~n = 0 (идеальный проводник), (1)

б)
[
~H~n
]
= 0 (идеальный магнетик), (2)

где ~H — напряженность результирующего поля, ~n — единичный век-
тор нормали к E2 и в обозначениях учтено, что предельные значения
входящих в (1), (2) компонент магнитного поля с разных сторон на
S+ совпадают.

Ðèñ. 1

В условиях (1) еще необходимо указать наличие или отсутствие
в отверстиях, так называемых, «замороженных» потоков. Положим

∫

S−k

~H ~dS = Φk, k = 1, N, Φk заданы. (3)

Асимптотика поля в окрестности бесконечно удаленной точки:
∣∣∣ ~B
∣∣∣ −−−−→
M→∞

0
(
1
/
r3
)
, (4)

а в условиях (1), (3) изменения вносит «замороженный» поток Φ на
отверстии так, что

∣∣∣ ~B
∣∣∣ −−−−→
M→∞

0
(
1/r2

)
при Φ 6= 0, где Φ =

∑

k

Φk, k = 1, N. (5)

Далее выполним редукцию ~H = ~H0 + ~H∗, где ~H0, ~H∗ — напря-
женности, соответственно, первичного поля и поля магнитной ре-
акции пластины. ~H∗ потенциальна вне E2, т. е. можно положить
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~H∗ = − gradϕ∗ вне E2 и формулировать наши задачи в терминах
скалярного потенциала ϕ∗:

∆ϕ∗ = 0 вне E2; (6)

а)
∂ϕ∗

∂n
= ~H0~n на S+,

∫

S−k

(
~H0~n− ∂ϕ∗

∂n

)
dS = Φk, k = 1, N ; (7)

|ϕ∗| −−−−→
M→∞

0
(
1/r2,Φ = 0; 1/r,Φ 6= 0

)
,

б) ϕ∗ = −ϕ0 на S+; |ϕ∗| −−−−→
M→∞

0
(
1/r2

)
, (8)

где ϕ0 представляет собой калиброванный нулем в бесконечно уда-
ленной точке потенциал первичного магнитного поля, который в на-
шей постановке может быть определен для ~H0 хотя бы на E2 ∪ ΓR.

Чтобы замкнуть задачи (6)–(8), присоединим к ним неравенство
∫

E3

|gradϕ∗|2 dΩ <∞, (9)

означающее, что нас интересует решение, при котором энергия маг-
нитной реакции пластины конечна.

Очевидно, все условия задач (6)–(8) выполнятся, если ϕ∗ пред-
ставить в виде потенциала двойного и простого слоев для случаев
а) и б), соответственно, с плотностями τ , σ, распределенными на E2

и подчиняющимися уравнениям

а) Kτστ = −2 ~H0~n на S+; (10)

б) Kστσ = −2ϕ0 на S+, (11)

где Kτστ = − ∂
∂n

1
2π

∫
E2

τ ∂
∂n

1
r dS, Kστσ = 1

2π

∫
E2

σ
r dS, нагруженным со-

отношениями

а)
∫

S−k

∂

∂nM

1

2π

∫

E2

τ (Q)
∂

∂nQ

1

rQM
dSQ

∣∣∣∣
M→S−k

dSM = 2

∫

S−k

~H0 ~dS − 2Φk,

τ = Ck на S−k , Ck = const, k = 1, N, (12)

|τ | −−−−→
M→∞

0
(
1/r2,Φ = 0; 1/r,Φ 6= 0

)
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б) σ = 0 на S−, |σ| −−−−→
M→∞

0
(
1/r3

)
. (13)

Далее, аналогично [2], эти уравнения, с учетом соотноше-
ний (12), (13), можно продолжить на E2 и вариационным методом
установить их корректность в подходящих парах функциональных
пространств, отвечающих условию (9). Однако, наша цель состоит в
том, чтобы преобразовать данные уравнения на S+ в уравнения на
S−, имеющей конечную площадь.

2. Преобразование уравнений и задач

Главную роль в указанном выше преобразовании сыграют тож-
дества [3]

σ = K2
σσσ +KτσKστσ; τ = K2

ττ τ +KστKτστ, (14)

установленные для операторов на замкнутых кусочно-гладких лип-
шицевых поверхностях Γ (или контурах в двумерных задачах) и
функций σ и τ с носителем Γ, являющихся плотностями потенци-
алов, соответственно, простого и двойного слоев с конечным инте-
гралом Дирихле в E3. Операторы Kσσ, Kττ выглядят как

Kσσσ(M) = − 1

2π

∮

Γ

σ (Q)
cos (~nM ∧~rMQ)

r2QM
dΓQ; (15)

Kττ τ(M) =
1

2π

∮

Γ

τ (Q)
cos (~nQ ∧~rQM )

r2QM
dΓQ, M ∈ Γ. (16)

Из (15), (16) замечаем, что при M , Q ∈ E2 косинусы в правых
частях этих равенств обращаются в нуль, следовательно, если в (14)
допускается замена Γ на E2, рассматриваемые тождества упроща-
ются к виду

σ = KτσKστσ, τ = KστKτστ на E2, (17)

показывающему, что Kτσ, Kστ на плоскости — взаимообратные опе-
раторы. Допустимость такой замены обоснована в [4].

Воспользуемся тем, что в нашей постановке первичное поле пред-
полагается заданным своими источниками и, следовательно, правые
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части равенств (10), (11) определены не только на S+, но и всюду на
E2. А именно, перепишем (10), (11) в виде

а) Kτστ = −2 ~H0~n+ f1 на E2; (18)

б) Kστσ = −2ϕ0 + f2 на E2, (19)

где

f1 =

{
0 на S+;

Kτστ + 2 ~H0~n на S−,
f2 =

{
0 на S+;
Kστσ + 2ϕ0 на S−,

и подействуем на обе части равенства (18) оператором Kστ , а на обе
части равенства (19) — оператором Kτσ. Согласно (17), получим:

а) τ = 2ϕ0 +Kστf1 на E2; (20)

б) σ = 2 ~H0~n+Kτσf2 на E2, (21)

из чего видно, что роль неизвестных фактически играют f1 и f2 на
S−. Используя далее (20), (21) и соотношения (12), (13), найдем

а) Kστf1 = −2ϕ0 + Ck на S−k , k = 1, N, (22)

причем f1 = 0 на S+,
∫

S−k

f1 dS = 2Φk, k = 1, N ;

б) Kτσf2 = −2 ~H0~n на S−, причем f2 = 0 на S+. (23)

3. Решение полученных задач

Задачи вида (22), (23) с условием (9) подробно изучены в [2, 3],
где показана их корректность в соответствующих парах функцио-
нальных пространств. Решения находятся в виде минимизирующих
последовательностей Ритца

а) f (n)1 (M) = 2Φk/mes
(
S−k
)
+

n∑

i=1

C
(n)
i σi (M) , M ∈ S−k , k ∈ 1, n;

б) f (n)2 (M) =

n∑

i=1

C
(n)
i τi (M) , M ∈ S−,
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где координаты
{
C
(n)
i

}n
i=1

приближенных решений получаются ре-

шением СЛАУ с вещественной симметричной матрицей. Базисные
функции σi, i = 1, n можно брать из класса кусочно-непрерывных
на Γ функций, равных нулю на Γ\S− и обладающих свойством∫

S−k

σi dS = 0, k = 1, N , а функции τi, i = 1, n — из класса непре-

рывных и кусочно-непрерывно дифференцируемых на Γ функций,
равных нулю на Γ\S−.

Расчеты распределения зарядов с плотностью f1 и токов с функ-
цией потока f2, выполненные с помощью оригинального программ-
ного пакета, изображены на рис. 2, а) и рис. 3, а), соответственно.
На рис. 2, б) и рис. 3, б) представлены распределения токов с функ-
цией потока τ и зарядов с плотностью σ, полученные на бесконечной
пластине использованием равенств (20), (21), соответственно.

a) б)

Рис. 2.

a) б)

Рис. 3.
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УДК 621.311

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАСЧЕТА ФВП В
НЕСИНУСОИДАЛЬНОСТЬ НАПРЯЖЕНИЯ1

И. Е. Васильев, Е. И. Васильев,
Р. В. Клюев, О. А. Котова

На основе уточненной схемы замещения системы электроснабжения про-
мышленного предприятия получена обобщенная математическая модель
расчета ФВП и ФВС в несинусоидальность напряжения. Адекватность мо-
дели подтверждена экспериментально результатами активных эксперимен-
тов, проведенных при электролизе цинковых растворов.

Нормативные документы по качеству электроэнергии [1, 2] под-
тверждают необходимость и актуальность определения фактическо-
го вклада потребителя (ФВП) и системы (ФВС) в несинусоидаль-
ность напряжения в точке общего присоединения (ТОП). Для винов-
ника искажения синусоидального напряжения высшими гармониче-
скими предусмотрены соответствующие экономические санкции.

Существующие методики определения ФВП и ФВС [3, 4] в систе-
мах электроснабжения (СЭС) промышленных предприятий в каче-
стве ТОП обычно рассматривают шины 6–10 кВ главной понизитель-
ной подстанции (ГПП) и не учитывают взаимное сопротивление ZT,
равное эквивалентному сопротивлению всех элементов СЭС, вклю-
ченных между системой и ТОП нелинейного потребителя (транс-
форматоры, реакторы, кабельные линии).

Адекватная схема замещения при эквивалентировании источни-
ков искажения на любой гармонической составляющей напряжения
включает линейное сопротивление системы ZC, потребителя ZП и
взаимное сопротивление ZT (рис. 1).

Схема замещения (рис. 1) отражает интегрированную систему,
где изменение гармонического тока со стороны нелинейной нагруз-
ки вызывает определенное изменение тока гармоники со стороны
системы и наоборот.

1 Поддержан грантом Президента РФ, проект МК-1324.2007.8.
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Рис. 1. Эквивалентная схема замещения СЭС
относительно ТОП для определения ФВП и ФВС.

На рисунке 1 приняты следующие обозначения:
IП — гармоническая составляющая источника тока искажения

нелинейного потребителя;
ZП — сопротивление линейной части нагрузки потребителя для

данной гармонической составляющей;
IC — гармоническая составляющая эквивалентного источника то-

ка искажения от электрической системы;
ZC — эквивалентное линейное сопротивление электрической си-

стемы для данной гармонической составляющей;
UT — гармоническая составляющая напряжения в ТОП;
IT — гармоническая составляющая тока в цепи питания потреби-

теля;
ZТ — эквивалентное линейное взаимное сопротивление для дан-

ной гармонической составляющей.
Изменение тока потребителя ∆IП = IП2 − IП1 и системы ∆IC =

= IC2 − IC1 до (индекс 1) и после (индекс 2) «возмущения» в СЭС
приводит к изменению тока в ТОП ∆IT = IT2 − IT1 и напряжения
∆UT = UT2 − UT1 .

Из схемы (рис. 1) следует, что

IП =
UT

ZП

+ IT, (1)

и тогда ФВП будет равен:

UФВП = IП
(ZC + ZT)ZП

ZC + ZT + ZП

=
(UT + ITZП)

ZC + ZT + ZП

(ZC + ZT). (2)

Аналогично, для системы:

IC =
UT

ZC + ZT

− IT, (3)
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UФВC = IC
(ZC + ZT)ZП

ZC + ZT + ZП

=
(UT − IT(ZC + ZT))ZП

ZC + ZT + ZП

. (4)

Очевидно, что в ТОП выполняется равенство:

UФВП + UФВC = UT. (5)

Выше рассмотрен случай, когда изменялись токи или со сторо-
ны потребителя, или со стороны системы. Рассмотрим случай, когда
при неизменных токах искажения происходит изменение линейных
нагрузок и, следовательно, сопротивлений ZC + ZT и ZП.

Из схемы замещения (рис. 1) вытекают соотношения:

UT = ZП(IП − IT), (6)

UT = (ZC + ZT)(IC + IT). (7)

Изменение сопротивления ZП на величину ∆ZП вызывает изме-
нение тока на ∆IП и напряжения в ТОП на ∆UП. Для этого случая
выражение (7) принимает вид:

(UT +∆UT) = (ZC + ZT)(IC + (IT +∆IT)). (8)

Вычитая (7) из (8), получаем эквивалентное линейное сопротивле-
ние:

(ZC + ZT) =
∆UT

∆IT
. (9)

Таким образом, изменение режима со стороны нагрузки позволя-
ет находить сопротивление также, как и при изменении тока иска-
жения со стороны потребителя ∆IП.

Рассмотрим случай изменения линейной части нагрузки со сто-
роны системы, т. е. ZC на величину ∆ZC. При этом выражение (6)
принимает вид:

(UT +∆UT) = ZП(IП − (IT +∆IT)). (10)

Из разности выражений (10) и (6) получаем эквивалентное со-
противление потребителя ZП:

ZП = −∆UT

∆IT
. (11)

Это означает, что сопротивление ZП можно найти как по изме-
нению ∆IC, так и по ∆ZC.



Математическая модель расчета ФВП 335

Поскольку активные сопротивления RП, RC и RB всегда поло-

жительны, то при Re
[
∆UT
∆IT

]
> 0 по выражению (9) вычисляется со-

противление (ZC + ZT). Если Re
[
∆UT
∆IT

]
< 0, то по выражению (11)

определяется ZП. ФВП и ФВС вычисляются по формулам (2), (4).
Выше рассмотрены случаи, когда происходило изменение только

одного из параметров схемы замещения. Рассмотрим наиболее об-
щий случай, когда произошло изменение токов искажения IC и IП
на ∆IC и ∆IП.

Изменение тока IC вызывает изменение тока в цепи питания по-
требителя на величину ∆ITC и напряжения в ТОП на величину
∆UTC. Аналогично, изменение тока IП вызывает изменение тех же
параметров на ∆ITП и ∆UTП. Суммарное изменение параметров со-
ставляет:

∆UT = ∆UTC +∆UTП, (12)

∆IT = ∆ITC +∆ITП. (13)

Тогда выражение для соотношения приращений напряжения и
тока в ТОП имеет вид:

Zрез =
∆UTC +∆UTП

∆ITC +∆ITП

. (14)

Преобразуем выражение (14), умножив и поделив его на произведе-
ние (∆ITC ·∆ITП), и, с учетом выражений (9), (11), получаем:

Zрез =

(ZC+ZT)
∆ITC

− ZП
∆ITП

1
∆ITП

+ 1
∆ITC

. (15)

После преобразования получаем в окончательном виде обобщен-
ную математическую модель результирующего сопротивления:

Zрез =
(ZC + ZT)∆ITC − ZП∆ITП

∆ITП +∆ITC

. (16)

Согласно (2), (4), фактический вклад в напряжение ТОП UT со
стороны системы и потребителя составляет:

UФВС = ICZрез, (17)

UФВП = IПZрез. (18)
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Действительно, если произошло изменение только тока IП, то
∆ITC = 0 и из (16) следует, что Zрез = ZC + ZT, что соответству-
ет выражению (9). Если произошло изменение только тока IC, то
∆ITП = 0 и из (16) следует, что Zрез = −ZП, что соответствует вы-
ражению (11).

Разработана методика определения ФВП и ФВС в несинусои-
дальность напряжения в ТОП на основе инструментального изме-
рения (приборы AR-5, ПКК-57) параметров СЭС при проведении
активных экспериментов до и после «возмущений», вызываемых:

— включением/отключением батарей статических конденсаторов
(БСК);

— регулированием напряжения трансформаторов под нагрузкой
(РПН);

— включением трансформаторов на параллельную работу.
Экспериментальные исследования проводились на ОАО «Элект-

роцинк» при электролизе цинковых растворов, где источниками выс-
ших гармонических токов и напряжений являлись мощные вен-
тильные преобразователи. По результатам измерений определялись
∆IC = IC2 − IC1 , ∆IП = IП2 − IП1 , ∆UT = UT2 − UT1 и, с исполь-
зованием (16), по всем гармоническим составляющим напряжения
рассчитывалось значение Zрез, UФВС (17) и UФВП (18).

Полученные при проведении активных экспериментов данные по-
казали, что относительная погрешность расчетов Zрез по высшим
гармоническим составляющим в исследуемой СЭС находится в пре-
делах (0, 056 ÷ 6, 3)%, что подтверждает адекватность обобщенной
математической модели (16) и высокую эффективность определения
ФВП и ФВС на основе активных экспериментов.
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УДК 621.311

ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ
РАСЧЕТА НАДЕЖНОСТИ В СИСТЕМЕ

ЭЛЕКТРОСНАБЖЕНИЯ ГОРОДОВ

И. Е. Васильев, Д. С. Сахаров, Р. В. Клюев

В статье представлена математическая модель расчета надежности систем
электроснабжения городов СЭСГ, основанная на анализе аварийных ситу-
аций на фидерах 6–10 кВ городских распределительных пунктов (ГРП),
позволяющая рассчитывать и прогнозировать количественные оценки на-
дежности СЭСГ.

Система электроснабжения городов (СЭСГ) представляет собой
сложную структуру с двумя иерархическими уровнями напряжений
распределительной сети: 6–10 кВ и 0,4 кВ — и смешанными схемами
электроснабжения потребителей. Из-за значительного материально-
го и морального износа электрооборудования электрических сетей и
служебного транспорта СЭСГ имеет относительно невысокий уро-
вень надежности и эксплуатации оборудования. Исследование на-
дежности такой сложной системы в общем виде практически невоз-
можно, хотя актуальность такого исследования не вызывает сомне-
ний.

Поэтому целесообразным является использование метода деком-
позиции СЭСГ и исследование надежности основных элементов си-
стемы. Основным системообразующим элементом СЭСГ является
городской распределительный пункт (ГРП) 6–10 кВ со средним ко-
личеством отходящих фидеров m = 4− 5.

В процессе эксплуатации ГРП, при m = 4, может находиться
в одном из следующих пяти конечных состояний S0 –S4, соответ-
ственно (рис. 1): S0 — отключений фидеров нет, система работает
в нормальном режиме; S1 — аварийно отключен один фидер; S2 —
аварийно отключены два фидера; S3 — аварийно отключены три фи-
дера; S4 — аварийно отключены четыре фидера. Из i-го состояния
в j-ое система переходит с постоянной интенсивностью λij , обрат-
но — с постоянной интенсивностью µji. Граф состояний системы в
процессе перехода при числе состояний, равном 5, представлен на
рис. 2.
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Рис. 1. Диаграмма состояний СЭСГ

Рис. 2. Граф перехода состояний Si

Вероятность состояний может быть определена при решении си-
стемы дифференциальных уравнений А. П. Колмогорова [1]. Веро-
ятность того, что система на интервале времени ∆t, примыкающем
ко времени t, находится в состоянии S0 равна произведению вероят-
ности того, что система в момент времени t находилась в начальном
состоянии, на вероятность того, что она не перейдет на интервале
∆t из состояния S0 в состояние S1, плюс произведение вероятности
того, что система в момент времени t находится в состоянии S1, на
вероятность того, что она перейдет в состояние S0 из состояния S1
за время ∆t. Аналитически эта формулировка может быть представ-
лена следующим образом:

P0(t+∆t) = P0(t)
{
1− P01(∆t)

}
+ P1 (t)P10 (∆t). (1)

Аналогично записываются уравнения для вероятностей того, что
система на интервале времени ∆t, примыкающем к времени t, нахо-
дится в состоянии S1, S2, S3 и S4.
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В результате получается система уравнений:





P0(t+∆t) = P0(t)
{
1− P01(∆t)

}
+ P1(t)P10(∆t);

P1(t+∆t) = P1(t)
{
1− [P12(∆t) + P10(∆t)]

}
+ P0(t)P01(∆t)+

+ P2(t)P21(∆t);
P2(t+∆t) = P2(t)

{
1− [P23(∆t) + P21(∆t)]

}
+ P1(t)P12(∆t)+

+ P3(t)P32(∆t);
P3(t+∆t) = P3(t)

{
1− [P34(∆t) + P32(∆t)]

}
+ P2(t)P23(∆t)+

+ P4(t)P43(∆t);

P4(t+∆t) = P4(t)
{
1− P43(∆t)

}
+ P3(t)P34(∆t).

(2)

Вероятность перехода из состояния Si в состояние Sj вследствие
отказа с интенсивностью λij равна

Pij(∆t) = 1− exp(−λij∆t) = 1− (1− λij∆t) = λij∆t. (3)

Вероятность перехода из состояния Sj в состояние Si вследствие
восстановления с интенсивностью µji равна µji∆t.

Вероятность отсутствия перехода из состояния S1 в состояние S2
или S0 равна

1− [P12(∆t) + P10(∆t)]. (4)

После подстановки полученных выражений в (2) можно получить
систему уравнений:





P0(t+∆t) = P0(t)− P0(t)λ01∆t+ P1(t)µ10∆t;

P1(t+∆t) = P1(t)− P1(t)[λ12 + µ10]∆t+ P0(t)λ01∆t+

+ P2(t)µ21∆t;
P2(t+∆t) = P2(t)− P2(t)[λ23 + µ21]∆t+ P1(t)λ12∆t+

+ P3(t)µ32∆t;
P3(t+∆t) = P3(t)− P3(t)[λ34 + µ32]∆t+ P2(t)λ23∆t+

+ P4(t)µ43∆t;

P4(t+∆t) = P4(t)− P4(t)µ43∆t+ P3(t)λ34∆t.

(5)

Переносим из правой части уравнения (5) Pi(t) в левую часть и
поделим правую и левую часть на ∆t. Учитывая, что Pi(t+∆t)−
−Pi(t) = ∆Pi, и заменяя ∆Pi/∆t = dPi/dt, можно получить систему
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дифференциальных уравнений:




dP0
dt

= −λ01P0(t) + µ10P1(t);

dP1
dt

= λ01P0(t)− (λ12 + µ10)P1(t) + µ21P2(t);

dP2
dt

= λ12P1(t)− (λ23 + µ21)P2(t) + µ32P3(t);

dP3
dt

= λ23P2(t)− (λ34 + µ32)P3(t) + µ43P4(t);

dP4
dt

= λ34P3(t)− µ43P4(t).

(6)

Процесс отключения фидеров можно рассматривать как марков-
ский стационарный процесс [2], тогда производные dPi/dt = 0 (ве-
роятности изменения состояния не меняются с течением времени).
Тогда вероятностная модель расчета надежности при аварийных си-
туациях в СЭСГ будет представлена системой алгебраических урав-
нений: 




0 = −λ01P0(t) + µ10P1(t);

0 = λ01P0(t)− (λ12 + µ10)P1(t) + µ21P2(t);

0 = λ12P1(t)− (λ23 + µ21)P2(t) + µ32P3(t);

0 = λ23P2(t)− (λ34 + µ32)P3(t) + µ43P4(t);

0 = λ34P3(t)− µ43P4(t);
P0 + P1 + P2 + P3 + P4 = 1.

(7)

Шестое уравнение для этой системы (при пяти неизвестных) необ-
ходимо в силу того, что пять первых уравнений сводятся к четырем.
Решение системы (7) дает следующие корни:

P0 =
1

1 + λ01
µ10

+ λ01λ12
µ21µ10

+ λ01λ12λ23
µ32µ21µ10

+ λ01λ12λ23λ34
µ43µ32µ21µ10

;

P1 = P0
λ01
µ10

; P2 = P0
λ01λ12
µ21µ10

; P3 = P0
λ01λ12λ23
µ32µ21µ10

;

P4 = P0
λ01λ12λ23λ34
µ43µ32µ21µ10

.

(8)

Коэффициент готовности системы:

KΓ = P0 + P1 + P2 + P3. (9)
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Согласно рис. 2, принимая во внимание, что λij = λ = 0.0265 1/ч
и µji = µ = 0.339 1/ч [3], а законы распределения времени наработки
на отказ и времени восстановления — экспоненциальные, значения
корней системы уравнений (8) равны:

P0 =
1

1 + 4 · λµ + 4 ·
(
λ
µ

)2
+ 6 ·

(
λ
µ

)3
+
(
λ
µ

)4;

P1 = P0 · 4
(
λ

µ

)
; P2 = P0 · 6

(
λ

µ

)2

; P3 = P0 · 4
(
λ

µ

)3

;

P4 = P0 ·
(
λ

µ

)4

.

(10)

Тогда величины вероятностей нахождения в соответствующих со-
стояниях равны: P0 = 0, 73997, P1 = 0, 23145, P2 = 0, 02708, P3 =
= 0, 001414, P4 = 0, 000027. Коэффициент готовности KΓ = 0, 9968.

Динамика изменения коэффициента готовности KΓ = F (m) в
процессе устранения аварийных состояний Si при наибольшем их
числе m = 5 и текущем числе восстанавливаемых аварийных состо-
яний k = 5, 4, 3, 2, 1, 0 представлена на рис. 3.
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Рис. 3. Динамика изменения коэффициента готовности.

Математическая модель (7) позволяет прогнозировать на пред-
стоящий период (1 год) ожидаемое число одновременных аварийных
отключений фидеров по значениям вероятностей состояний Pi при
i = 1, 2, 3, 4, как вероятность отключения одновременно i фидеров.
В таблице 1 представлены возможные аварийные состояния СЭСГ
и расчетное значение количества одновременных отключений фиде-
ров.
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Таблица 1

Состояния Si Pi 2005 Pi 2006
S1 0,2315 83 0,26834 98
S2 0,0271 10 0,041966 15
S3 0,00142 0,5 0,003283 1,2
S4 0,00003 – 0,000128 0,05

Ожидаемое число аварийных отключений имеет устойчивую тен-
денцию роста, что подтверждается анализом наблюдений на первый
квартал 2007 г. На ухудшение состояния распределительных сетей 6–
10 кВ указывают появление аварийных ситуаций при одновременном
отключении четырех и пяти фидеров на момент проведения расче-
тов.
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УДК 519.865

О ПОГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ
НАЛОГООБЛОЖЕНИЯ МОДЕЛИ НЕЙМАНА

В. Н. Думачев, В. И. Малыхин, В. А. Родин

В работе проведены исследования критерия выбора оптимальной ставки
налога фирмы для решения задачи максимизации суммарных налоговых
поступлений за несколько циклов.

Введение

В основу работы положены теоретические исследования, приве-
денные во многих статьях и монографиях (мы будем придерживать-
ся работ [1–3]). В отличие от этих работ, исследования будут проведе-
ны настолько подробно, чтобы обеспечить возможность прикладно-
го использования инструментов и схем в практической деятельности
налоговых органов. В конце работы приведено решение нескольких
типичных современных задач.

Похожие задачи о необходимости соблюдения принципа «сораз-
мерности» в теории налогообложения — когда интересы государства
и налогоплательщиков сбалансированы, постоянно встречаются в
практической деятельности современной налоговой службы, и они
будут особо актуальными в будущем при совершенствовании ее ме-
тодов работы. Нас также будет интересовать критическое значение
параметра (величины ставки налога), превышение которого создает
объективную возможность появления криминальных явлений (на-
пример, уклонение от налогов с целью выживания). Умение вычис-
лять эти параметры особенно важно для прогнозирования и предот-
вращения финансовых преступлений. В работе [2] полностью иссле-
дованы явления, которые возникают при описании работы фирмы
за один цикл в условиях налогообложения. В настоящей работе про-
ведены исследования критерия выбора оптимальной ставки налога
фирмы для решения задачи максимизации суммарных налоговых
поступлений за несколько циклов.
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1. Стационарные траектории в модели Неймана

Одно из возможных представлений модели экономики Неймана
описывается парой (C,K), где C — пространство товаров, а K —
множество производственных процессов, или отображений, которые
переводят матрицу затрат A в матрицу выпуска B. Обычно рассмат-
ривают линейное отображение A→ B или отображения вида: вектор
(A·z) отображается в вектор (B·z). Вектор z = (z1, z2, . . . , zm) харак-
теризует интенсивность развития. Координаты этого вектора поло-
жительны. Другими словами линейная оболочка (z ·A) переходит в
линейную оболочку (B · z). Заметим, что численные коэффициенты,
координаты вектора z = (z1, z2, . . . , zm) не обязаны быть меньше еди-
ницы. Экономика (или производство) в модели Неймана функциони-
рует циклами, в цикле интенсивности постоянны, длительность цик-
лов одинакова. Для простоты будем считать цены p = (p1, p2, . . . , pm)
постоянными. Экономика Неймана называется замкнутой, если в
следующем цикле она перерабатывает те товары, которые произве-
ла в предыдущем цикле. Для этого необходимо и достаточно, чтобы
A · z(k+1) 6 B · z(k), где z(k) — вектор интенсивности в k -ом цик-
ле. Неравенство векторов означает, что каждая координата вектора
слева не превосходит соответствующую координату справа.

Определение 1. Последовательность векторов z(k) называют
стационарной, если существует такое число λ > 0, что z(k+1) = λz(k)

или, тем самым, существует такое число λ > 0 и начальный вектор
z = (z1, z2, . . . , zm), что z(k+1) = λkz. Число λ > 0 называется коэф-

фициентом роста. Экономика называется сужающейся, если λ < 1,
стабильной при λ = 1 и расширяющейся, если λ > 1. Стационарная
траектория задается парой (λ, z).

Естественно желание найти стационарную траекторию макси-
мального роста. В этом случае математическая постановка задачи
имеет следующий вид:

λ→ max

Bz > λAz, zi > 0, zi 6= 0.
(1)

Другими словами, необходимо определить такое максимальное
число λ > 0, для которого найдется ненулевой вектор z, удовлетво-
ряющий неравенству λA · z 6 B · z.

Данная задача в общем случае очень сложна. В настоящей ра-
боте нас будут интересовать стратегии налоговых органов в рамках
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поставленной задачи. Естественно, нет смысла рассматривать сужа-
ющуюся экономику (или производство), поэтому мы будем считать,
что λ > 1.

2. Налог на прибыль

Рассмотрим один цикл работы экономики Неймана. Пусть ставка
налога равна t. База для налога на прибыль равна разности полных
затрат фирмы на производство продукции и полной прибыли фирмы
от реализации произведенной продукции: (p ·B · z = p ·A · z). Налог
равен t(p ·B · z = p ·A · z). При этом доход фирмы уменьшается и
становится равным

I(z) = (1− t)(p ·B · z = p ·A · z).

Предприятие, фирма хотела бы естественно развиваться макси-
мально быстро, и поэтому «она ищет» стационарную траекторию
(λ, z) максимального роста. Для этого фирме нужно решить зада-
чу (1). Однако, как будет показано ниже, введение налога уменьшит
коэффициент роста и, следовательно, уменьшит базу налогообло-
жения. Возникает естественная задача на экстремум. Уменьшение
ставки налога уменьшает налог, а чрезмерное увеличение налога мо-
жет привести к существенному уменьшению налогооблагаемой ба-
зы. Следовательно, оптимальное решение может находиться внут-
ри, между крайними состояниями. Определение этого оптимального
значения за один цикл или для более сложной задачи — суммарного
налогообложения за n-циклов — и является основной задачей данной
работы.

Для полноты изложения, следуя работе [2], сначала рассмот-
рим известные явления, вскрытые в указанной работе математи-
ческими методами. До введения налога на прибыль λ было макси-
мальным числом, при котором существует вектор z и выполняет-
ся неравенство λA · z 6 B · z. Перепишем это неравенство в виде
B · z −A · z > (λ − 1)A · z или p ·B · z − p ·A · z > (λ − 1)p ·A · z.
Таким образом, выручки хватило на оплату покупки ресурсов вна-
чале цикла на сумму p · A · z, и вначале следующего цикла из
прибыли p · B · z − p · A · z оплатить покупку ресурсов на сумму
(λ−1)p·A·z. После введения налога от прибыли у предприятия оста-
лось (1−t)(p·B·z = p·A·z). Вспоминая определение числа λ, получа-
ем, что λ — это максимальное число, для которого справедливо нера-
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венство (1− t)(B ·z = A ·z) > (1− t)(λ−1)A ·z. Итак, после введения
налога, оставшейся части прибыли хватило на покупку ресурсов вна-
чале цикла (A·z), и в конце или вначале следующего цикла из прибы-
ли (1−t)(p·B·z−p·A·z) оплатить покупку ресурсов — (1−t)(λ−1)A·z.
Всего получается A · z+ (1− t)(λ− 1)A · z = [(1− t)(λ− 1) + 1]A · z.
Значение в квадратных скобках определяет новый коэффициент рас-
ширения: λ1t = (1 − t)(λ − 1) + 1 = (1 − t)λ + t. Несложно показать,
что через n циклов коэффициент расширения будет равен

λ
(n)
t = (λ− 1)(1− t)n + 1.

Данная формула объясняет известную финансовую стратегию:

Утверждение 1. При изъятии всей прибыли производство не
расширяется а становиться стабильным.

Действительно, при t = 1 имеем λ
(n)
1 = 1. Это интересное явле-

ние поясняет осторожную, и как правило неэффективную политику
определенных фирм и даже государств. Тривиально и нижеследую-
щее утверждение.

Утверждение 2. Если производство расширяется, то оно остает-
ся расширяющимся после введения налога только на прибыль. Если
коэффициент расширения больше единицы, то после введения нало-
га на прибыль он уменьшится, но останется больше единицы.

Действительно, при t < 1 и λ > 1 из (1) следует 1 < λ
(n)
t < λ.

3. Суммарное налогообложение

Обозначим величину налога на прибыль в k+1 цикле Nk+1, тогда
Nk+1 = λk+1

t Nk, а N0 = N = t(p·B·z = p·A·z). Суммарное значение
налога за n циклов равно

∑
=

n∑

m=0

Nm = F (n, t)(p ·B · z− p ·A · z),

где

F (n, t) = t

[
1 +

n−1∑

k=1

k∏

i=1

λ
(i)
t

]
.

Последняя формула позволяет для каждой экономики с опреде-
ленным коэффициентом расширения λ найти такую оптимальную
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ставку налогообложения t∗ = t(λ, n), при которой налоговые сбо-
ры за n циклов будут максимальными. Аналитически решение зада-
чи выглядит следующим образом. Приравнивая производную функ-
ции ∂tF (n, t) к нулю, найдем оптимальную ставку налогообложения
t∗ = t∗(λ). Условие, чтобы эта оптимальная ставка лежала в интер-
вале [0, 1], имеет вид: t∗(λ) < 1, откуда находим λ∗.

Пример 1. n = 2. Так как скобка (p ·B ·z = p ·A ·z) не содержит
t, то исследуем на экстремум функцию

F (2, t) = t× (1 + λ1t ) = t(1 + λ+ t(1− λ)).

Приравнивая производную этой функции к нулю, получаем урав-
нение

F ′(2, t) = 1 + λ+ 2t(1− λ) = 0

с решением

t∗ =
1 + λ

2(λ− 1)
.

Условие, чтобы эта оптимальная ставка лежала в интервале [0, 1],
имеет вид: t∗ = 1+λ

2(λ−1) < 1 или λ > 3.
Заметим, что если λ 6 3, то t∗ > 1 и реально для этого случая,

t∗ = 1. Это означает, что выгодно для налоговых органов вся при-
быль. Так как в этом случае рост производства незначительный —
λ 6 3, то для фирмы возникает психологическая угроза ухода «в
тень».

Вывод (Несколько необычный). Для быстро растущих произ-
водств (λ > 3) выгодно в случае оптимального суммарного за два
цикла налогообложения делать ставку меньше единицы (точнее она
равна t∗ = 1+λ

2(λ−1) , для n = 2). Медленно растущие производства
(λ 6 3) не имеют оптимального решения для ставки налога в отрез-
ке [0, 1], поэтому для этого случая t∗ = 1.

Определение 2. Пограничное значение суммарного налогооб-
ложения для k циклов производства λ∗k, будем называть пороговой

константой.
В общем случае, для изучения особенностей суммарного налого-

обложения для k циклов, обозначим аналогичную константу как λ∗k.
Ниже мы покажем, что такие константы существуют для сум-

марного налогообложения любой длинны k и исследуем особенности
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последовательности {λ∗k} с целью дать практические рекомендации
для налоговых органов.

Утверждение 3. Последовательность λ∗k монотонно убывает к
двум при увеличении параметра k.

C Напомним, что λ(n)t = (λ− 1)(1− t)n + 1, поэтому

λ(n)
∣∣
t=1

= 1,
dλ(n)

dt
=

{
1− λ; n = 1,
n
(
1− λ(n−1)

)
; n > 1,

dλ(n)

dt

∣∣∣∣
t=1

=

{
1− λ; n = 1,
0; n > 1.

Перепишем функцию F (n, t) в виде F (n, t) = t[1+λ1(1+Λ(n, t))],

где Λ (n, t) =
n=1∑
k=2

k∏
i=2

λi имеет легко проверяемые свойства:

Λ (n, 1) = n = 2,
∂Λ (n, t)

∂t

∣∣∣∣
t=1

= 0.

Тогда

∂F

∂t
= 1 + λ1(1 + Λ) + t

(
∂λ1
∂t

(1 + Λ) + λ1
∂Λ

∂t

)
.

Так как
∣∣λ1(1 + Λ)

∣∣
t=1

=
∣∣ ((λ− 1)(1− t)1 + 1

)
(1 + Λ(n, t))

∣∣
t=1

= n− 1,
(
∂λ1
∂t

(1 + Λ) + λ1
∂Λ

∂t

)∣∣∣∣
t=1

= (1− λ)(n− 1),

получим
∂F/∂t = 1 + n− 1 + (1− λ)(n− 1) (2)

Из условия ∂tF (n, 1) = 0 найдем

λ∗ =
2n− 1

n− 1
. B

Пример 2. Если n = 2, то λ∗ = 2n−1
n−1 = 3.

Пример 3. Если n = 3, то λ∗ =
2n− 1

n− 1
=

5

2
.
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Рис. 1. Динамика суммарного нормированного значения налогов за n
циклов при фиксированном коэффициенте расширения фирмы λ = 3.

На рис. 1 показана динамика суммарного нормированного зна-
чения налогов за n циклов при фиксированном коэффициенте рас-
ширения фирмы λ = 3. Нормированным значением мы будем на-
зывать суммарный налоговый сбор за k циклов, деленный на число
циклов k. Видно, что при увеличении числа циклов n ставку налого-
обложения необходимо уменьшать, чтобы добиться ее оптимального
значения.

Поскольку t∗ = t(λ, n), возникает задача нахождения таких (λ, n),
при которых t∗(λ, n) < 1.

Утверждение 4. При λ > 3, n > 2 оптимальное значение
t∗(λ, n) ∈ [0, 1].

C Вначале покажем, что в точке t = 1 первая производная от-

рицательна:
∂F (n, t, λ)

∂t
< 0.

Из формулы (2) получим ∂F/∂t = (2 − λ)(n − 1) + 1. Отсюда
следует, что F/∂t < 0 при λ > 3, n > 2 и оптимальное значение
t∗(λ, n) ∈ [0, 1].

Однако, как видно из рисунка, на промежутке t ∈ [0, 1] для
второй производной существуют участки, где вторая производная
∂2F (n,t,λ)

∂t2 > 0. Функция вогнута, и нам необходимо доказать, что она
возрастает (при движении влево от единицы). Для расчета поро-
гового значения λ использовалась идея, чтобы оптимальная ставка
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налога (т. е. максимум F (n, t, λ)) лежал в интервале [0, 1]. Т. е. где-то
на этом интервале t ∈ [0, 1] функция F (t) > F (1). Для этого рассмот-
рим разложение функции F (n, t, λ) = F (t) в ряд Тейлора влево от
t0 = 1:

F (t) = F (t0 −∆t) ∼= F (t0) +
∂F (t0)

∂t
(−∆t) + 1

2

∂2F (t0)

∂t2
(−∆t)2 =

= F (t0)−
∂F (t0)

∂t
∆t+

1

2

∂2F (t0)

∂t2
∆t2.

Поскольку ∂F/∂t < 0, то

F (t0)−
∂F (t0)

∂t
∆t+

1

2

∂2F (t0)

∂t2
∆t2 =

= F (t0) +

∣∣∣∣
∂F (t0)

∂t

∣∣∣∣ ∆t+
1

2

∂2F (t0)

∂t2
∆t2 > F (t0).

Таким образом, F (t) > F (1). Во втором приближении по ∆t
утверждение доказано. B

5. Современная стоимость суммарного
налогообложения

Хорошо известно [4, 5], что сравнение финансовых операций, про-
ходящих во времени, производится по их современной стоимости. В
предыдущем пункте, если цикл производства фирмы, например, ра-
вен году, то в рассмотренные в пункте 3 формулы нужно вносить
коррективы с учетом явления дисконтирования сумм. В этом пунк-
те это будет сделано. Бесспорно, общий случай прогноза возможен
только с помощью программ ЭВМ.

Пусть процентная ставка равна i. Тогда, если величину налога на
прибыль в k -ом цикле обозначить Nk, то в k+1 -ом цикле она будет
равна

Nk+1 =
λk+1
t Nk
1 + i k

.

Пусть

N0 = N = t(p · B · z = p ·A · z).
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Современная стоимость суммарного налогового сбора за n циклов
будет равно

∑
=

n∑

m=0

Nm
(1 + i)m

=N0

[
1+

λ1t
1 + i

+
λ1tλ

2
t

(1 + i)2
+ . . .+

λ1tλ
2
tλ

3
t . . . λ

n
t

(1 + i)n

]
. (3)

5. Суммарное НДС

Существует несколько способов описания НДС. В этом пункте бу-
дем придерживаться математического описания этих способов из [2],
подробно расширяя и обобщая изложенное в этой работе. Рассмот-
рим, как и ранее, развитие производства фирмы по стационарной
траектории с коэффициентом расширения λ > 1. В [2] результаты
действия НДС для определения нового коэффициента расширения
фактически сводятся к схеме, описанной в пункте 3. Это делается с
помощью решения следующего уравнения

(p = np)(B · z = A · z) = (1 = t)p · (B · z = A · z). (4)

Заметим, что так как n = (N1, N2, . . . , Nk) имеет значения в долях
(меньше единицы), то скобка (p = np) — это вектор с положитель-
ными координатами. Следовательно, и это очень важный момент,
параметр t не может быть отрицательным. Для этого вида нало-
гообложения нет прямой угрозы необходимости «уходить в тень».
По этому уравнению определяется, какая часть прибыли остается у
предприятия после уплаты НДС. В уравнении (4) приняты обозна-
чения: n — вектор ставок на различные товары, p — вектор цен на
эти товары. Матрицы A,B и вектор z имеют тот же смысл, что и в
пункте 3. Определив из уравнения (4) параметр t (заметим, что здесь
он носит вспомогательный характер и не имеет прямого финансово-
го значения, как бы заменяя действия НДС), новый коэффициент
расширения находим по формуле λ1t = λ− t(λ− 1). Все дальнейшие
рассуждения проходят по схемам пунктов 2 и 3.

6. Акцизный налог

Этот налог взимается с каждой проданной единицы и имеет отли-
чительную от перечисленных выше видов налогов особенность. При
неверном расчете этого налога для фирмы возникает математиче-
ская необходимость «уходить в тень», так как коэффициент, опреде-
ляющий развитие, может стать меньше единицы. Пусть k — вектор
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ставок акцизного налога, p — вектор цен. Рассмотрим, следуя [2],
опять развитие производства по стационарной траектории с коэф-
фициентом расширения λ > 1. Ставку t определяют [2] из уравне-
ния:

(p− k)Bz− pAz = (1− t)p(Bz−Az). (5)

В [2] показано, что новый коэффициент расширения определя-
ется по формуле λ1

t = λ − t(λ − 1). Заметим, что из формулы (5)
следует, что при неосторожном увеличении ставок акцизного налога
можно получить случай, когда у фирмы возникают долги и коэф-
фициент λ1t < 1. Что неизбежно приведет к сужению производства
и даже к криминальным действиям.

В этом отличительная особенность акцизного налога и его специ-
фическое предназначение. Дальнейшие исследования проводятся по
той же схеме пунктов 2 и 3.

7. Выводы

Актуальность оптимальной политики в сфере налогообложения
не вызывает сомнений. Также особо актуальной задачей является
разработка инструментов для выявления возможности появления
криминальных действий. В настоящей работе — это формулы, гра-
фики и программы для прогностического моделирования двух задач:

1) расчет оптимальных с точки зрения налоговых органов ставок
различных налогов;

2) прогнозирование критических ситуаций, вызванных некор-
ректным использованием налоговых схем и вычисление пороговых
констант для наилучшего обустройства работы налогооблагаемой ба-
зы.

Для практического применения формул и программ данной ста-
тьи необходимо сначала с помощью продолжительных репрезента-
тивных наблюдений собрать информацию для определения констан-
ты λ. Обычно информацию можно получить в плановом отделе фир-
мы. Матрицы A, B, P известны для конкретной фирмы. Определяя
конкретное значение ставки, при которой собирается максимальная
сумма налогов, можно определить лучшую стратегию для налого-
вых органов. Так же, сравнивая оптимальную сумму с реальной,
можно определить степень уклонения фирмы от уплаты. Определяя
пороговые константы, можно приблизиться к соблюдению принци-
па «соразмерности» в налогообложении, когда интересы государства
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и налогоплательщиков сбалансированы, определить реальную грань
«ухода в тень», тем самым, получив возможность предотвращать
экономико-финансовые нарушения данного вида.
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УРАВНЕНИЯ ВИХРЕВЫХ ТОКОВ НА
СИНГУЛЯРНЫХ НОСИТЕЛЯХ

Я. А. Науменко

Рассмотрены интегральные уравнения первого и второго порядка для плот-
ности вихревых токов, распределенных на тонких многосвязных проводя-
щих оболочках, находящихся в стационарном либо квазистационарном маг-
нитном поле. Доказаны существование, единственность и устойчивость их
решений при условиях, естественных для технических задач, сводящихся к
указанным уравнениям. Предложен численный метод. Приведены примеры
расчетов.

Введение

Существует обширный класс задач, в которых необходим расчет
квазистационарных магнитных полей в присутствии тонкослойных
проводников, например, моделирование режимов движения высоко-
скоростного наземного транспорта, проектирование экранов для за-
щиты персонала и высокочувствительного оборудования и т. д. Ис-
пользование метода конечных элементов для таких задач приводят
к плохо обусловленным системам линейных алгебраических уравне-
ний весьма значительной размерности. В работе дан обзор введен-
ных авторами векторных интегральных уравнений типа Фредгольма
первого и второго родов для поверхностных токов, указаны критерии
существования их решений, рассмотрены классы решений в зависи-
мости от класса свободного члена.

1. Основные положения

Для удобства чтения, будем обозначать векторные величины
жирным шрифтом. Большинство используемых ниже функциональ-
ных пространств является векторными, поэтому, во избежание пу-
таницы, размерность вектор-функций будет указываться явно.

Рассмотрим L2

(
S;C2

)
— пространство двухкомпонентных ком-

плекснозначных суммируемых с квадратом вектор-функций, опре-
деленных на плоском многообразии S ⊂ R2. Многообразие S может
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быть многосвязным, при этом будем считать, что каждый из связ-
ных кусков l границы множества S, является жордановой и липши-
цевой [6] кривой. Нормаль к плоскости S обозначим n, а нормаль к
l — как ν.

Ряд описываемых ниже результатов допускает обобщение на мно-
гообразия S, не являющиеся плоскими [17]. Для облегчения изложе-
ния мы здесь не будем этого делать.

Согласно [2] пространство L2(S;C
2) допускает разложение в пря-

мую сумму ортогональных подпространств:

L2(S;C
2) = L(P ) ⊕ L.

Одним из возможных вариантов построения пространства обобщен-
ных по Вейлю потенциальных полей L(P ) является замыкание по
норме L2(S;C

2) множества, элементами которого являются гради-
енты функций из C

(1)
0 (S;C2) [9]. Ясно, что условие b ∈ L влечет

выполнение равенства
∫∫

S

b gradϕdS = 0

для любой функции ϕ ∈ C(1)
0 (S). Последнее соотношение, в частно-

сти, означает, что если компоненты поля b ∈ L принадлежат C (1)(S),
то div b = 0 на S, bν = 0 на l, поэтому элементы L еще называют
полностью соленоидальными.

Пространство L в свою очередь может быть представлено в виде:

L = G⊕ L(S).

Здесь G — конечномерное подпространство, размерность которого
на единицу меньше связности S [1]. В частности, если поверхность S
односвязна, то G = ∅. Компоненты полей из G являются на S гар-
моническими функциями, причем для любого g ∈ G выполняются
соотношения

div g = 0, rotg = 0, gν = 0.

Существенно также, что пространство L(S) состоит из полей,
периоды которых равны нулю. В случае, когда компоненты поля
b ∈ L(S) непрерывны, это означает выполнение равенства

∮

C

b dl = 0

для любого кусочно-гладкого замкнутого контура C ⊂ S.
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Введем ортопроектор P = PL PS. Оператор PS действует из
L2(S;C

3) в L2

(
S;C2

)
, обнуляя нормальную к S компоненту поля.

Очевидно, PS является ортопроектором. Оператор PL определим как
ортопроектор из L2(S) на подпространство L. Явное представление
оператора PL весьма сложно, но для дальнейшего будет достаточ-
но факта его существования. Понятно, что оператор P также будет
являться ортопроектором, переводящим L2(S;C

3) в L.
В работе рассматриваются следующие операторные уравнения:

Kσ = f1, (1)

δ = −λK δ + f2, (2)

где K = PΓ, Γξ = 1
4π

∫∫
S

ξ
rNM

dSN , λ — мнимый параметр1 . Пусть

A0 — векторный потенциал невозмущенного магнитного поля внеш-
них (заданных) источников. Будем считать, что его компоненты при-
надлежат пространству W 1

2 (Ω), где Ω ⊂ R3 — некоторая ограничен-
ная область с липшицевой границей, содержащая в себе S вместе с
некоторой ее окрестностью. Согласно [18], существует ограниченное
продолжение W 1

2 (Ω) в W 1
2 (R

3). Данное требование означает конеч-
ность энергии невозмущенного магнитного поля в смысле [5]. По-
мимо этого, считаем, что на идеально-проводящей поверхности от-
сутствуют так называемые «вмороженные потоки» [14]2 , а для по-
тенциала A0 выполнена калибровка Лоренца. С физической точки
указанные условия являются естественными. Значения компонент
A0 на S будем понимать в смысле следов W 1

2 (R
3) на многообразиях.

Согласно [6], при указанных выше условиях следы компонент по-
тенциала A0 на S существуют. Свободные члены уравнений (1), (2)
имеют вид [13, 14]:

f1 = − 1

µ
PA0, (3)

f2 = −λ
µ
PA0. (4)

Согласно [20], f1, f2 ∈ L.

1 λ = iωγµh; µ — магнитная проницаемость внешней среды; γ — удельная
электропроводность материала S; ω — круговая частота; h — толщина реальной
оболочки, срединной поверхностью которой является S.

2 Либо проведена их редукция [14].
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Уравнение (1) описывает вихревые токи на бесконечно тонкой
идеально-проводящей пластине, помещенной в стационарное (либо
квазистационарное) магнитное поле. Уравнение (2) описывает плот-
ность токов на срединной поверхности тонкой пластины с конечной
проводимостью, помещенной в квазистационарное, синусоидальное
по времени магнитное поле. Вывод (1) можно найти в [13, 14], а (2)
получается переходом от скалярной функции потока к векторной
плотности тока в уравнении, полученном в ряде работ (см., напри-
мер, библиографию в [3]).

2. Свойства оператора K

Лемма 1. Оператор K линеен, самосопряжен и положителен в L.

Лемма 2. Оператор K компактен в пространстве L.
Два различных доказательства леммы 1 приведены в работах [13]

и [14]. Доказательство последней леммы несложно и имеется, напри-
мер, в работе [17]. Отметим здесь же, что компактность K в L означа-
ет неограниченность обратного оператора K−1 в этом пространстве.

Результат леммы 2 допускает усиление. Согласно [7], оператор
PL ограничен в пространстве W 1

2 (S;C
2). Отсюда вытекает справед-

ливость нижеследующего утверждения.

Лемма 3. При любом ξ ∈ W 1
2 (S;C

3) имеем P ξ ∈ W 1
2 (S;C

2).
Введем в рассмотрение подпространство:

W 1
2,L = L ∩W 1

2 (S;C
2). (5)

Ясно, что оператор P переводит W 1
2 (S;C

2) в W 1
2,L.

Лемма 4. Оператор K вполне непрерывен в W 1
2,L.

C Обозначим TW1
2,L→L оператор вложения W 1

2,L в L. Тогда опе-
ратор K в пространстве W 1

2,L может быть представлен в виде ком-
бинации:

K = PL PS ΓTW1
2,L→L . (6)

Оператор Γ считаем действующим из L в W 1
2

(
S;C3

)
. Оператор

TW1
2,L→L вполне непрерывен, согласно [20]. Операторы PL, PS —

ограничены. Согласно [3, 12], оператор Kστ ограниченно действу-
ет из пространства L0

2(S) — функций с нулевым средним значением
на S, суммируемых с квадратом в пространство W 1

2 (S). В силу того,
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что Γξ = (Kστ ξx,Kστ ξy,Kστ ξz), и среднее значение каждой из ком-
понент любого элемента пространства L равно нулю, имеем, что опе-
ратор Γ ограничен, действуя из L в W 1

2

(
S;C2

)
. В силу (6), оператор

K вполне непрерывен в W 1
2,L как композиция вполне непрерывного

оператора с конечным числом ограниченных. B

3. Исследование интегральных уравнений

Установленные в лемме 1 свойства оператора K в L достаточ-
ны [11], чтобы была справедлива следующая теорема.

Теорема. Уравнение (1) и вариационная задача:

F (σ) = (Kσ, σ)
L
− 2Re (f1, σ)L → min (7)

эквивалентны в энергетическом пространстве оператора K, порож-
даемом им на L.

Обозначим это пространство LK , тогда

(σ1, σ2)LK
= (Kσ1, σ2)L , ‖σ‖

LK
= (σ, σ)

1/2
LK

. (8)

Существенно, что пространство LK шире пространства L, при-
чем, согласно [4, 11], L компактно вкладывается в LK .

Так как всякий ортопроектор является самосопряженным опера-
тором, то входящий в K ортопроектор P при вычислении скалярных
произведений в (7), (8) можно опустить, и использовать представле-
ния

F (σ) = (Γσ, σ)
L
− 2

µ
Re
(
A0, σ

)
L
→ min, (9)

(σ1, σ2)LK
= (Γσ1, σ2)L , (10)

не требующие явного задания оператора P и потому удобные для
численной реализации.

Для функционала F (σ) = (f1, σ)L справедлива следующая теоре-
ма [13, 14].

Теорема 1. При указанных выше ограничениях на поле A0

функционал F (σ) = (f1, σ)L ограничен в LK . При этом справедливы
оценки:

|F (ξ)| 6 1

µ

∥∥rotA0
∥∥
L2(R3;C3)

‖ξ‖
LK

, (11)

|F (σ)|6 ϑ
(∥∥A0

x

∥∥2
B
1/2
2 (S)

+
∥∥A0

y

∥∥2
B
1/2
2 (S)

+
∥∥A0

z

∥∥2
B
1/2
2 (S)

)1/2
‖σ‖

LT
. (12)

Здесь B1/2
2 (S) — пространство Бесова [6].
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Согласно [11], получаем ряд следствий из теоремы 1.

Следствие 1. Решение вариационной задачи (7), а значит, и
уравнения (1) существует и единственно в LK .

Следствие 2. Справедливы оценки

‖σ‖LK
6 ϑ

∥∥A0
∥∥
B
1/2
2 (S;C2)

, (13)

‖σ‖LK
6

1

µ

∥∥rotA0
∥∥
L2(R3;C3)

. (14)

Здесь ϑ есть некоторая величина, зависящая лишь от геомет-
рии S.

Неравенство (13) позволяет оценить норму решения в том слу-
чае, когда невозмущенное поле заданно непосредственно в виде сле-
да векторного потенциала на S, а его источники неизвестны. Оцен-
ка (13) означает, в частности, что погрешность в энергии магнитного
поля реакции не превысит аналогичной погрешности поля сторонних
источников, вызвавшей нарушение свободного члена уравнения (1).

Следствие 3. Решение уравнения (1) устойчиво.
При выполнении практических расчетов требование принадлеж-

ности компонент свободного члена пространству следов из W 1
2

(
R3
)

несущественно, так как условие ограниченности энергии невозму-
щенного магнитного поля (что справедливо, разумеется, для любой
физической системы), автоматически означает выполнение указан-
ного условия в используемой нами постановке.

Отметим, что пространство LK имеет естественную физическую
интерпретацию в классе задач, описываемых уравнением (1). Это
пространство, элементами которого являются плотности вихревых
токов, порождающих в трехмерном пространстве магнитные поля с
конечной энергией.

Обратимся теперь к уравнению (2). Компактность оператора K,
доказанная в лемме 2, позволяет применить к (2) теорию Рисса —
Фредгольма [17].

Теорема 2. Уравнение (2) разрешимо при произвольном f2 ∈ L,
причем единственным образом. Его решение устойчиво.

Из теоремы 2 и известных оценок для норм самосопряженного
оператора и его резольвенты [8] вытекает следующее утверждение:

Следствие 4. Справедлива оценка:

‖δ‖
L

6
‖f2‖L

1 + |λ| / |λ1|
. (15)
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Здесь λ1 — наименьшее по модулю характеристическое число опе-
ратора K.

Пространство L в случае уравнения (2) также имеет естествен-
ную физическую интерпретацию — это пространство, элементами
которого являются плотности вихревых токов с конечной мощно-
стью джоулевых тепловых потерь3 .

Заметим, что в силу (4), свободный член f2 по определению яв-
ляется результатом действия оператора P на поле, компонентами
которого являются следы на S функций из пространства W 1

2 (R
3).

Ясно, что поле f2 будет принадлежать некоторому подпростран-
ству L, для элементов которого будут иметь смысл те или иные
дифференциально-разностные характеристики. Вопрос характери-
зации свойств такого пространства и исследование в нем уравне-
ния (2) мы планируем осветить в последующих публикациях. Здесь
же ограничимся рассмотрением существенного для практических
приложений частного случая.

На поле A0 наложим условие принадлежности компонент про-
странству W

3/2
2

(
R3;C3

)
. В этом случае следы компонент A0 на S

принадлежат W 1
2

(
S;C2

)
[19].

Теорема. Уравнение (2) разрешимо при произвольном f2 ∈W 1
2,L,

причем единственным образом. Его решение устойчиво.

C Согласно лемме 1, оператор K является самосопряженным
в L, следовательно, его характеристические числа в пространстве
L — вещественны [8]. Очевидно, это справедливо и в пространстве
W 1

2,L ⊂ L. При этом λ — параметр уравнения (2), является мнимым
и поэтому не совпадает ни с одним из характеристических чисел
оператора K. Аналогично теореме 2, уравнение (2) обладает всеми
перечисленными в условии теоремы свойствами. B

Как видим, зависимость класса гладкости решения уравнения (2)
от класса гладкости свободного члена весьма прозрачна. Совершен-
но иная картина имеет место для уравнения (1). На настоящий мо-
мент нам неизвестны критерии, позволяющие уточнить класс реше-
ния (1) по свойствам свободного члена. Построен ряд примеров, ко-
гда при бесконечно гладком свободном члене решение принадлежит
классу LK\L. Имеется и обратный пример — гладкое решение по-
рождено свободным членом с плохими дифференциальными свой-
ствами.

3 В случае идеального проводника тепловые потери равны нулю.
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4. Численный метод и примеры расчетов

Выбору подходящей системы векторных конечных элементов и
доказательству их полноты в смысле сходимости аппроксимативных
последовательностей Ритца для пространств L и LK уделено значи-
тельное внимание в работах [13, 14]. Мы не будем останавливаться
здесь на этом вопросе детально, отметим лишь, что доказательство
их полноты во многом опирается на результаты, изложенные в моно-
графии [21]. Приближенные решения уравнений (1), (2) будем искать
в виде:

σ(M) ≈
m∑

k=1

C
(m)
k bk(M), M ∈ S,

δ(M) ≈
m∑

k=1

G
(m)
k bk(M), M ∈ S,

где коэффициенты разложения
{
C
(m)
k

}m
k=1

и
{
G
(m)
k

}m
k=1

являются

решениями систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

m∑

k=1

(Γbk,bi)L C
(m)
k = − 1

µ

(
A0,bi

)
L
, i = 1, 2, . . . ,m (16)

и

m∑

k=1

[
(bk,bi)L−λ (Γbk,bi)L

]
G
(m)
k =−λ

µ

(
A0,bi

)
L
, i = 1, 2, . . . ,m, (17)

соответственно.
Отметим, что использование введенной в [13, 14] системы конеч-

ных элементов {bk(M)}mk=1 приводит к вычислительной размерно-
сти, эквивалентной скалярным постановкам. Вместе с тем, вектор-
ная постановка является более естественной для рассматриваемого
класса задач.

Численное формирование и решение на ЭВМ СЛАУ (16), (17)
порождают ряд проблем, различные аспекты которых исследованы
в работах [13, 14, 15, 17]. Для численного решения уравнений (1), (2)
был создан программный пакет, реализованный с использованием
MS Visual C# 2005.
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Рис. 1. Медная пластина в переменном магнитном поле частотой 50 Гц.

Рис. 2. Идеально-проводящая пластина.

Результаты расчета амплитуды вихревых токов в тонкой прямо-
угольной пластине, помещенной в однородное однофазное синусои-
дальное магнитное поле приведены на рис. 1 (λ = i20)4 . На рис. 2
изображен идеальный проводник. Масштаб силовых линий одина-
ков.

В публикациях [13, 14, 16] приведено большое количество расче-
тов для областей сложных форм. Также там можно найти различ-
ные примеры практического применения созданного программного
пакета.
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УДК 519.865

СТАЦИОНАРНЫЕ ТРАЕКТОРИИ
МАКСИМАЛЬНОГО РОСТА В МОДЕЛЯХ

НЕЙМАНА И СОЛОУ

В. С. Струков, В. А. Родин

В работе рассматриваются отдельные случаи моделей, которые допуска-
ют несложное аналитическое решение задачи определения стационарных
траекторий максимального роста в математических моделях развития эко-
номики. Получена графическая интерпретация аналитических результатов.

1. Стационарные траектории в модели Солоу

Определение стационарных траекторий максимального роста в
математических моделях развития экономики — это легко форму-
лируемая, но технически сложно решаемая задача на экстремум в
каком-нибудь виде программирования. Как правило, эта задача ре-
шается приближенно, численными методами. В работе рассматри-
ваются отдельные случаи моделей, которые допускают несложное
аналитическое решение и имеют графически прозрачную интерпре-
тацию. В модели Неймана, несмотря на нелинейный характер зада-
чи, стратегия похожа на задачу определения максиминной стратегии
в теории матричных игр.

2. Описание модели Неймана

Будем придерживаться прозрачно-скелетному изложению [2].
Экономика в модели Неймана функционирует циклами, в цик-

ле интенсивности работы постоянны, длительность циклов одина-
кова. Пусть модели экономики Неймана описывается парой (C,K),
где C — пространство товаров, а K — множество производственных
процессов, или отображений, которые переводят матрицу затрат A в
матрицу выпуска B. Обычно рассматривают линейное отображение

A в B. Или отображения вида: вектор
m∑
i=1

ziAi отображается в вектор

m∑
i=1

ziBi, здесь Ai — базисные векторы-столбцы матрицы A, и Bi —
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базисные векторы-столбцы матрицы B. Вектор z = (z1, z2, . . . , zm)
характеризует интенсивность развития. Координаты этого вектора

положительны. Другими словами, линейная оболочка
m∑
i=1

ziAi в про-

цессе производства переходит в линейную оболочку
m∑
i=1

ziBi. Заме-

тим, что численные коэффициенты, координаты вектора z не обяза-
ны быть меньше единицы.

Для простоты будем считать цены P постоянными. Экономика
Неймана называется замкнутой, если в следующем цикле она пе-
рерабатывает те товары, которые произвела в предыдущем цикле.
Для этого необходимо и достаточно, чтобы Az(k+1) 6 Bz(k), здесь
z(k) — вектор интенсивности в k-ом цикле. Обычно при исследова-
нии модели Неймана выделяют стационарные траектории. Это по-
следовательность циклов, когда существует число λ > 0, такое, что
интенсивность в соседних циклах задается равенством z(i+1) = λz(i).

Пусть z — некоторый постоянный начальный (вектор интенсив-
ности в первом цикле) вектор. Число λ — коэффициент роста. Нера-
венство между векторами означает, что каждая координата вектора
слева не превосходит соответствующую координату справа. В прин-
ципе для предприятия замкнутость не обязательна — предприятие
может закупать на стороне недостающие ему ресурсы.

3. Стационарные траектории в модели Неймана

Определение 1 [2]. Последовательность векторов z(k) называют
стационарной, если существует такое число λ > 0, что z(k+1)=λz(k)

или тем самым, существует такое число λ > 0, и начальный вектор
z = (z1, z2, . . . , zm), что z(k+1)=λkz. Число λ > 0 называется коэф-

фициентом роста; экономика называется сужающейся, если λ < 1,
стабильной, если λ = 1, расширяющейся, если λ > 1. Стационарная
траектория задается парой (λ, z).

Пусть экономика Неймана задана матрицами A, B. Тогда для
определения стационарной траектории максимального роста надо
решить задачу следующего вида:

λ→ max,
Bz > λAz, z > 0, z 6= 0.

(1)
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Другими словами, для заданных матриц A, B нужно найти та-
кое максимальное число λ, для которого найдется неотрицательный,
ненулевой вектор z, который удовлетворяет неравенству Bz > λAz.

Для произвольного числа товаров и базисных процессов (произ-
вольного размера матриц A, B) эту задачу решить нелегко. Случай,
когда обе матрицы имеют размер (2 × 2) подробно разобран в [2].
Ниже мы покажем, что и более сложные ситуации достаточно про-
зрачны.

Случай, когда обе матрицы имеют размер (n × 2). Пусть матри-
цы имеют следующий вид:

A =




a11 a12
. .
. .
. .
an1 an2

.



, B =




b11 b12
. .
. .
. .
bn1 bn2

.



.

Задача (1) принимает следующий вид условного экстремума с
системой ограничений в виде неравенств:

λ → max,

b11x+ b12 (1− x) > λ (a11x+ a12 (1− x)) ,
bn1x+ bn2 (1− x) > λ (an1x+ an2 (1− x)) .

Эти неравенства появились в связи с тем, что координаты векто-
ра z = {z1, z2} нужно определить лишь с точностью до пропорцио-
нального множителя. Или можно считать, что z1 = x, а z2 = 1 − x,
где 0 6 x 6 1. Если эти неравенства разделить на соответствующие
скобки, стоящие в правой части, и определить функции

v1(x) =
b11x+ b12(1− x)
a11x+ a12(1− x)

,

vn(x) =
bn1x+ bn2(1− x)
an1x+ an2(1− x)

.

(2)

Заметим, что знаменатели в (2) положительны для 0 6 x 6 1. По-
этому задача (2) эквивалентна, хорошо известной в теории матрич-
ных игр задачи определение максиминной стратегии. Только функ-
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ции не линейные, а дробно-линейные.

λ → max,

λ 6 min {v1 (x) , v2 (x) , . . . , vn (x)} .

Функция, стоящая в правой части неравенства (2), — это ниж-
няя огибающая всех графиков функций vk (x). И задача — найти
максимум этой огибающей на промежутке [0, 1].

λ = max
x

min {v1 (x) , v2 (x) , . . . , vn (x)} .

Эта задача легко решается. Для примера, приведем на рисунках
возможные ситуации для трех функций.

0 1

1v

2v

3v

v

x

Рис. 1. Задача (4) — определения стационарной траектории максимального ро-
ста реализуется в точке пересечения гипербол V2 и V3.

Решая совместно эти два уравнения, мы определим первую ко-
ординату вектора интенсивности — x∗. А высота до графика равная
V2 (x

∗) = V3 (x
∗) = λmax.
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Рис. 2. Задача (4) — определения стационарной траектории максимального ро-
ста реализуется в точке ноль (чуть больше 2).
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Эта крайняя ситуация соответствует такому необычному случаю,
когда x = 0 — точка, определяющая стационарную траекторию мак-
симального роста. Эта ситуация на практике означает, что один (пер-
вый) вид продукции (первый столбец в матрицах) не следует выпус-
кать вообще! Ясно, что это крайняя ситуация. Еще одну крайнюю
ситуацию рассмотрим на следующем рисунке.

Заметим, что если в определении функции vk(x) справедливо для
коэффициентов равенство ak1 = ak2, то гипербола превращается
в прямую линию. А если еще дополнительно выполнено равенство
bk1 = bk2, то функция просто равна константе, или постоянная. В
этом случае возможно неоднозначное решение задачи (см. рис. 3).

0 1

1v
2v

3v

v

x

Рис. 3. Все точки прямолинейного участка от пересечения второй и третьей
линии до точки пересечения первой и третьей линии могут служить решением
задачи, для определения координаты — x. Высота везде равна 0, 5 = λmax

В завершение этого пункта установим следующее

Утверждение 1. Для случая, когда обе матрицы имеют размер
(n × 2), задача определения стационарной траектории максималь-
ного роста в модели Неймана всегда имеет решение. Это решение
находится или для x = 0, x = 1, или в абсциссе одной из точек
пересечения кривых vk (x).

C Если все функции vk (x) убывают (рисунок симметрич-
ный рис. 2), то решение задачи x = 0. Если все функции возрас-
тают (рис. 2), то x = 1. Предположим, что часть функций на про-
межутке [0, 1] возрастает, часть убывает (рис. 1), и имеются пере-
сечения этих функций. Рассмотрим интервал на оси абсцисс между
двумя соседними точками пересечения. На этом интервале вверху
расположена часть гиперболы, которая или убывает или возраста-
ет, следовательно, подозрительные на нахождение решения задачи
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являются только точки пересечения графиков функций vk (x). Пе-
ребирая все точки пересечения находящиеся на нижней огибающей
функций vk (x), k = 1, 2, . . . , n, мы найдем верхнюю точку огиба-
ющей. Если она расположена на отрезке прямой параллельной оси
абсцисс (вырожденный случай гиперболы рис. 3), то любая точка
этого отрезка является решением задачи. Что и требовалось устано-
вить. B

Двойственная ситуация. Можно заметить, что первоначаль-
ная, базисная модель Неймана оперирует с базисными процесса-
ми [1]. Это соответствует процедуре умножения всех координат опре-
деленного (k-го) столбца матрицы выпуска на одно число — zk.

Правомочна и другая интерпретация, когда в модели по разным
видам продукции (по строкам) устанавливается различная интен-
сивность производства в цикле. Эта двойственная в определенном
смысле ситуация, когда матрицы будут иметь размер (2 × n). Пусть
матрицы имеют следующий вид:

A =

(
a11 a12, . . . , a1n
a21 a22, . . . , a2n

)
, B =

(
b11 b12, . . . , b1n
b21 b22, . . . , b2n

)
.

Задача (1) принимает вид условного экстремума с системой огра-
ничений в виде неравенств с измененными по сравнению с предыду-
щей задачей индексами:

λ∗ → max,

b11x+ b21 (1− x) > λ∗ (a11x+ a21 (1− x)) ,
b1nx+ b2n (1− x) > λ∗ (a1nx+ a2n (1− x)) .

Если эти неравенства разделить на соответствующие скобки сто-
ящие в правой части и определить функции вида (2), но с другой
нумерацией, то для

v∗1(x) =
b11x+ b21(1− x)
a11x+ a21(1− x)

,

v∗n(x) =
b1nx+ b2n(1− x)
a1nx+ a2n(1− x)

,

задача эквивалентна определение максиминной стратегии:

λ∗ → max,

λ∗ 6 min{v∗1(x), v∗2(x), . . . , v∗n(x)}.
Эта задача решается так же как и раньше.
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4. Описание модели Солоу

Утверждения этого пункта работы основаны на материале ра-
бот [1, 2]. Получены новые обобщения результатов работы [2]. Будем
придерживаться описания модели Солоу в версии работы В. И. Ма-
лыхина. При этом основное направление исследований работы — это
дать определенные практические рекомендации налоговым службам
по схеме обследования деятельности фирмы с целью максимизации
налоговых сборов и одновременно определения критического значе-
ния ставки НДС (для прозрачности и простоты изложения рассмат-
риваем один продукт и ставка — это число 0 < t < 1), при кото-
рых объем производства может реально уменьшится на столько, что
фирма или перестает работать или вынуждена уйти в «теневую эко-

номику».
В модели Солоу, в отличие от модели Неймана, производство рас-

сматривается как единое целое без структурных подразделений, в
усредненных показателях.

Состояние производства характеризуется пятью эндогенными пе-
ременными состояниями: Y — конечный продукт, L — трудовые ре-
сурсы, K — фонды, I — инвестиции, C — размер непроизводственно-
го потребления. Все эти переменные выражаются в денежной фор-
ме. Они являются функциями от времени. Обычно вместо этих аб-
солютных переменных используют относительные: производитель-
ность труда y = Y/L, фондовооруженность k = K/L. Функцию,
определяющую годовой конечный продукт Y = F (K, L), принято
считать однородной первой степени, или для произвольной констан-
ты λ > 0, справедливо равенство F (λK, λL) = λF (K, L). Учитывая
этот факт, функцию, определяющую годовой конечный продукт в
относительных переменных, запишем как

y =
F (K,L)

L
=
LF (K/L, 1)

L
= F (k, 1).

Последнюю функцию обозначим f(k) = F (k, 1).
Имеются [1] еще экзогенные (заданные вне системы) показатели

(константы):
ν — годовой темп прироста числа занятых;
µ — доля выбывших за год основных производственных фондов;
ρ — норма накопления (доля валовых инвестиций).
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Границы для этих параметров: −1 < ν < 1, 0 < µ < 1,
0 < ρ < 1. Время t считается непрерывным и изменяется в го-
дах. Значения показателей потока Y = Y (t), I = I(t), C = C(t) в
момент t = [t]+{t} определяются в виде накопления за год, который
начинается на {t} дней позже 1 января года [t].

Для данной модели в [2] получено дифференциальное уравнение
для описания изменения фондовооруженности:

dk

dt
= ρf(k)− (µ+ γ)k(t),

k(0) = k0 = K0/L0.

(3)

Решение уравнения (3) имеет вид:

t =

k(t)∫

k0

dk

ρf(k)− (µ+ ν)k
. (4)

Интеграл (4) имеет различное значение для различных функций
f(k).

5. Стационарные траектории в модели Солоу

Пусть фондовооруженность не меняется или dk/dt = 0. Тогда для
определения k из уравнения (4) имеем равенство:

f(k) =

[
µ+ ν

ρ

]
k.

Обычно производственная функция на практике — вогнутая
функция, f ′′ (k) < 0, и первая производная ее при k → +0 стре-
мится к бесконечности. На рис. 1 в этом случае видно, что суще-
ствует единственное отличное от нуля решение k0 фондовооружен-
ности на стационарной траектории. Этот факт можно доказать в
виде несложного утверждения (см. рис. 1). Несложно получается

Утверждение 2. Если предположить, что трудовые ресурсы
росли по экспоненциальному закону, то на стационарной траектории
все основные макропоказатели будут также расти экспоненциально.
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Конечный продукт в модели Солоу используется на непроизвод-
ственное потребление и инвестиции: Y = C + I. Если норма накоп-
ления ρ, то I = ρY , C = (1− ρ)Y . Поэтому

I(t) = ρf(k0)L0 e
λt, C(t) = (1− ρ)f(k0)L0e

λt.

В работе [1] модель Солоу рассмотрена более подробно, нас же,
следуя работе [2], будет интересовать задача максимального сбора
налога в модели Солоу.

6. Налог в модели Солоу

Пусть t ставка налога. Конечный продукт Y , выраженный в де-
нежном выражении, представляет собой не что иное, как добавлен-
ную стоимость. Следовательно, при ставке НДС равной t из конеч-
ного продукта Y будет изыматься государством его часть, равная
tY . После введения налога, уравнение (3) будет иметь вид:

dk

dt
= ρ(1− t)f(k)− (µ+ γ)k(t),

k(0) = k0 = K0/L0,

и стационарная траектория (1− t)f(k) =
[
µ+ν
ρ

]
k.

Новое уравнение имеет решение (см. рис. 1). Точка C расположе-
на ниже и левее точки B. На новой стационарной траектории умень-
шилось не только фондовооруженность, но и производительность
труда. Это удушающее свойство налога.

Для выявления случаев, когда не правильно определенная ставка
налога может парализовать производство, конкретизируем, следуя
работе [2], модель.

А именно, рассмотрим линейно однородную функцию Кобба —
Дугласа вида Y = AK1−αLα. Функция f(k) = Akα, уравнение ста-
ционарной траектории имеет вид: ρ(1 − t)Akα = (µ + γ)k. Из этого
уравнения, получаем

kt =
1−α

√
ρ(1− t)A
µ+ γ

, yt = f(kt) = A 1−α

√(
ρ(1− t)A
µ+ γ

)α
.
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Тогда налог на «душу населения» равен

N(t) = tf(kt) = tA 1−α

√(
ρ(1− t)A
µ+ γ

)α
. (5)

В этом пункте мы получим утверждения, которые показывают,
что максимальная ставка налога не всегда достижима. Ее значение
связано с параметрами производства. А упорное внедрение макси-
мальной ставки, в некоторых случаях, может привести к тому, что
производство будет сокращаться, остановится или уйдет в «тень».

Для анализа ситуации налоговым органам найдем ставку налога,
при котором величина (5) максимальна. Приравниваем производную
функции (5) к нулю и получаем уравнение

1− t = t

(
α

1− α

)
, (6)

t∗ = 1− α. (7)

Используя эти формулы, получаем оптимальные значения для
удельного потребления:

c∗ = A(1− ρ) 1−α
√(

ραA

µ+ γ

)α
,

фондовооруженности k∗ = 1−α

√
ραA
µ+γ и производительности труда

y∗ = 1−α

√(
ραA
µ+γ

)α
.

Для проверки соблюдения принципа «соразмерности» в теории
налогообложения вычислим оптимальную сумму удельной величины
НДС.

Обозначим ее

Nu(t) = c(t) +N(t) = (1− ρ+ t)A 1−α

√(
ρ(1− t)A
µ+ γ

)α
.

Приравниваем производную к нулю N ′u(t) = 0, получаем
Утверждение 3. Пусть производственная функция фирмы есть

линейно однородная функция Кобба — Дугласа F (K,L) = AK1−αLα
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и F (K,L
L = LF (K/L,1)

L = F (k, 1) = f(k). Пусть t ставка НДС, и урав-
нение для описания изменения фондовооруженности имеют вид:

dk

dt
= ρ(1− t)f(k)− (µ+ γ)k(t),

k(0) = k0 = K0/L0

,

и стационарная траектория

(1− t)f(k) =
[
µ+ ν

ρ

]
k.

Тогда оптимальное значение ставки налога связано с параметра-
ми производства по формуле

t∗u = (1− α)− (1− ρ)α. (8)

Замечание. В работе [2] эта задача решена только для частного
случая, когда α = ρ. В этом случае, подставляя ρ в (8), находим
также как и в работе [1], что оптимальное значение равно

t∗c = (1− α)2.

7. Выводы

Утверждения последнего пункта является ответами на вопросы
поставленные в работе [2]. Так как коэффициент α есть параметр
функции Кобба —Дугласа, имеющий смысл эластичности выпуска
продукции по фондам и удовлетворяет неравенству 0 < α < 1, то
формула (7) имеет смысл при t∗ < 1. Так как коэффициент ρ опре-
деляет норму накопления и является долей конечного продукта, то
0 < ρ < 1 и неравенство t∗u = (1−α)− (1−ρ)α < 1 всегда выполнено.
На практике это означает, что наилучшая ставка налога всегда есть
и ее можно рассчитать по формуле (8). Установление произвольной,
не учитывающей производственные соотношения, ставки не всегда
возможно.

Предположим, мы планируем — возможно ли установить ставку
большую, чем 1

2 . Тогда в фирме соотношения между параметрами
α и ρ должно быть следующим — α < 1

2(2−ρ) . Понятно, что это ра-

венство выполняется не всегда. Например, если ρ = 1
2 , то α должна
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удовлетворять неравенству α < 1
3 . Другими словами, выражение (8)

вносит определенные условия для налогообложения и помогает со-
блюдать «принцип соразмерности» в теории налогообложения — ко-
гда интересы государства и налогоплательщиков сбалансированы,
а неправильно взимаемая ставка налога не провоцирует нарушение
закона.

Как правило, такой предварительный анализ при налогообложе-
нии фирмы на практике не проводится. И налогообложение во мно-
гом, к сожалению, носит случайный характер. Задачи налогообло-
жения производственной фирмы рассматривались в работах [3, 4].
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