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Задача Стефана-Дирихле

В области Πα = {(t, x) ∈ R2|x > α
√
t, t > 0}, α ∈ R, рассматривается

задача Стефана для уравнения теплопроводности

ut = a2
i uxx, ui < u < ui+1, (1)

где u0 < u1 < · · · < um < um+1 = uD, ui, i = 1, . . . ,m, – температуры
фазовых переходов, ai > 0, i = 0, . . . ,m, – коэффициенты диффузии i-ой
фазы. На неизвестных линиях x = xi(t) фазовых переходов
предполагается непрерывность температуры u и выполнение условия
Стефана

dix′i(t) + ki+1ux(t, xi(t)+)− kiux(t, xi(t)−) = 0, (2)

в котором ki > 0 – коэффициент теплопроводности i-ой фазы, di ≥ 0 –
скрытая удельная теплота i-го фазового перехода. Односторонние
пределы ux(t, xi(t)+), ux(t, xi(t)−) берутся из областей
соответствующих более горячей/холодной фазе. Мы будем изучать
начально-краевую задачу

u(0, x) ≡ u0, u(t, α
√
t) ≡ uD. (3)

Ввиду инвариантности задачи (1), (2), (3) относительно группы
преобразований (t, x)→ (λ2t, λx), λ > 0, естественно искать
автомодельные решения u(t, x) = u(ξ), ξ = x/

√
t.
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Структура решения

Условия (3) сводятся к соотношениям

u(α) = uD, u(+∞)
.
= lim
ξ→+∞

u(ξ) = u0 < uD

и функция u(ξ) убывает. В классе автомодельных решений уравнение
теплопроводности ut = a2uxx сводится к ОДУ a2u′′ = −ξu′/2, общее
решение которого

u = C1F(ξ/a) + C2, C1,C2 = const, где F(ξ) =
1

2
√
π

∫ ξ

−∞
e−s2/4ds.

Решение нашей задачи Стефана получается “склеиванием” таких
функций и имеет вид

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F(ξi+1/ai)− F(ξi/ai)
(F(ξ/ai)− F(ξi/ai)), (4)

ξi+1 < ξ < ξi, i = 0, . . . ,m,

где +∞ = ξ0 > ξ1 > · · · > ξm > ξm+1 = α и

F(+∞) =
1

2
√
π

∫ +∞

−∞
e−s2/4ds = 1.
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Система условий Стефана

Параболы ξ = x/
√
t = ξi, i = 1, . . . ,m, на которых u = ui, являются

свободными границами и подлежат определению из условий (2). Эти
условия сводятся к равенствам

diξi/2 +
ki(ui+1 − ui)F′(ξi/ai)

ai(F(ξi+1/ai)− F(ξi/ai))
− ki−1(ui − ui−1)F′(ξi/ai−1)

ai−1(F(ξi/ai−1)− F(ξi−1/ai−1))
= 0,

(5)
i = 1, . . . ,m, см., например,

1. Карслоу Г., Егер, Д. Теплопроводность твёрдых тел. М.: Наука, 1964.

Из общей теории известно, что задача (1), (2), (3) сводится к
нахождению слабого решения уравнения

g(u)t = K(u)xx, (6)

где K′(u) = ki, g′(u) = ki/a2
i при ui < u < ui+1, K(ui+) = K(ui−),

g(ui+)− g(ui−) = di, i = 1, . . . ,m, и имеет единственное решение, см.
2. О.А. Ладыженская, В.А. Солонников, Н.Н. Уральцева, Линейные и

квазилинейные уравнения параболического типа. – М.: Наука, 1967
(Глава 5,§ 9).

3. С.Л. Каменомостская (Sh. Kamin), О задаче Стефана. Мат. сб. 53(95), №4,
489–514 (1961).
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Потенциал E

Мы установим этот факт для автомодельных решений (4), анализируя
нелинейную алгебраическую систему (5). В основе лежит наблюдение,
что эта система градиентна, то есть имеет вид ∇E(ξ̄) = 0, где

E(ξ̄) = −
m∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F(ξi/ai)− F(ξi+1/ai)) +

m∑
i=1

diξ
2
i /4, (7)

ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Ω,

Ω ⊂ Rm – открытая выпуклая область, заданная неравенствами
ξ1 > · · · > ξm > α. Заметим, что E(ξ̄) ∈ C∞(Ω), E(ξ̄) > 0.

Коэрцитивность E

Для всех c > 0 множества Ωc = { ξ̄ ∈ Ω | E(ξ̄) ≤ c } компактны. В
частности, функция E(ξ̄) достигает глобального минимума.

Поскольку точка минимума является критической, устанавливаем
существование решения.
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Корректность задачи Стефана-Дирихле

Лемма 1

Функция P(x, y) = − ln(F(x)− F(y)) строго выпукла на полуплоскости
x > y.

Из Леммы 1 легко следует строгая выпуклость потенциала:

Строгая выпуклость

Функция E(ξ̄) строго выпукла на Ω.

Поскольку строго выпуклая функция имеет не более одной
критической точки (и это точка глобального минимума), получаем
единственность решения (4).

Теорема 1

Существует единственное автомодельное решение (4) задачи (1), (2),
(3). Параметры фазовых переходов ξi в этом решении являются
координатами точки глобального минимума потенциала E(ξ̄) и зависят
непрерывно от параметров задачи. В частности, решение u = u(ξ),
ξ > α, непрерывно зависит от краевых данных uD.
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Монотонность относительно краевых данных

Монотонность

Пусть ur = ur(ξ) решения (4) задачи (1), (2), (3) с данными Дирихле
uDr, r = 1, 2. Если uD1 ≥ uD2, то u1(ξ) ≥ u2(ξ) при всех ξ > α.

Похожий вариационный подход применялся при исследовании задачи
Стефана-Римана, а также задачи Римана для вырождающегося
нелинейного уравнения диффузии, см.

4. E.Yu. Panov, Solutions of an Ill-Posed Stefan Problem, J. Math. Sci. 274, no. 4,
534–543 (2023).

5. Е.Ю. Панов. О структуре слабых решений задачи Римана для
вырождающегося нелинейного уравнения диффузии. Соврем. мат. Фундам.
направл. Т. 69, № 4. С. 676–684 (2023).

Вариационное описание автомодельных энтропийных решений
вырождающихся нелинейных уравнений конвекции-диффузии
обосновано в недавней статье

6. Evgeny Yu. Panov. On the Structure of Entropy Solutions to the Riemann
Problem for a Degenerate Nonlinear Parabolic Equation. J. Dyn. Diff. Equat.
(2024). https://doi.org/10.1007/s10884-024-10361-y
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Задача Стефана-Неймана

Предположим, что ui ∈ (u0,+∞), i = 1, . . . ,m, – температуры фазовых
переходов, ui < ui+1, i = 1, . . . ,m− 1. В области Πα, α ≥ 0, рассмотрим
задачу Стефана-Неймана с условиями

u(0, x) = u0, K(u)x(t, α
√
t) = t−1/2bN, (8)

где K(u) – кусочно линейная непрерывная строго возрастающая
функция диффузии из уравнения (6), определённая на [u0,+∞)
условиями K′(u) = ki при ui < u < ui+1, i = 0, . . . ,m (um+1 = +∞), a
константа bN < 0. Эта задача инвариантна относительно масштабных
преобразований (t, x)→ (λ2t, λx), λ > 0, что позволяет ограничиться
автомодельными решениями u = u(x/

√
t). Для таких решений условие

(8) сводится к равенствам

K(u)′(α) = bN, u(+∞) = u0. (9)

Поскольку bN < 0, u(ξ) убывает и u(α) > u0. Найдётся такое целое n,
0 ≤ n ≤ m, что un < u(α) ≤ un+1. Это число n (число фазовых
переходов в решении) будем называть типом решения u. Условие
Неймана для решения типа n превращается в равенство knu′(α) = bN.
Решения типа 0 не содержат свободных границ и находятся по формуле

u(ξ) = u0 +
a0bN

k0F′(α/a0)
(F(ξ/a0)− 1). (10)
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Структура решения n-го типа

Так как u(α) = u0 +
a0bN

k0F′(α/a0)
(F(α/a0)− 1), для существования

решения (10) необходимо и достаточно выполнение неравенства
u0 + a0bN

k0F′(α/a0)
(F(α/a0)− 1) ≤ u1, которое можно переписать в виде

− bN ≤ γ1
.
=

k0(u1 − u0)F′(α/a0)

a0(1− F(α/a0))
. (11)

Решение типа n > 0 имеет структуру, аналогичную (4) (с m = n)

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F(ξi+1/ai)− F(ξi/ai)
(F(ξ/ai)− F(ξi/ai)), ξi+1 < ξ < ξi,

(12)

i = 0, . . . , n− 1,

u(ξ) = un +
anbN

knF′(α/an)
(F(ξ/an)− F(ξn/an)), α < ξ < ξn.

(13)

Необходимое условие u(α) ≤ un+1 существования такого решения имеет
вид

u(α) = ΦND
n (−bN)

.
= un −

anbN

knF′(α/an)
(F(ξn/an)− F(α/an)) ≤ un+1 (14)

(при n = m оно выполнено автоматически, так как um+1 = +∞).
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Условия Стефана и существование потенциала

Пусть u(ξ) – решение (12), (13) типа n. Условия Стефана на линиях
фазовых переходов ξ = ξi имеют вид

diξi/2 + ki
(ui+1 − ui)F′(ξi/ai)

ai(F(ξi+1/ai)− F(ξi/ai))
−

ki−1
(ui − ui−1)F′(ξi/ai−1)

ai−1(F(ξi/ai−1)− F(ξi−1/ai−1))
= 0, i = 1, . . . , n− 1,

(15)

dnξn/2 +
bNF′(ξn/an)

F′(α/an)
− kn−1

(un − un−1)F′(ξn/an−1)

an−1(F(ξn/an−1)− F(ξn−1/an−1))
= 0, i = n.

(16)

Как и в случае условия Дирихле, эта система имеет градиентную
форму ∇En = 0, где

En(ξ̄) = −
n−1∑
i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F(ξi/ai)− F(ξi+1/ai))

+
anbN

F′(α/an)
F(ξn/an) +

1
4

n∑
i=1

diξ
2
i , ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ωn, (17)

Ωn – открытое выпуклое можество в Rn, состоящее из векторов со
строго убывающими координатами из интервала (α,+∞).
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Свойства потенциала

Заметим, что F′′(s) = −s/2F′(s) < 0 при s > 0. Поскольку bN < 0, α ≥ 0,

член
anbN

F′(α/an)
F(ξn/an) является строго выпуклой функцией

переменной ξn ∈ [α,+∞). Строгая выпуклость первой суммы в (17)
была установлена выше, при изучении задачи Дирихле. В итоге
получаем, что потенциал En – строго выпуклая функция на множестве

Ω̄n = { ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn | ξ1 > · · · > ξn ≥ α } ⊃ Ωn,

Потенциал En не является коэрцитивным в “физической” области Ωn,
но он коэрцитивен в расширенной области Ω̄n:

Коэрцитивность En

Для всех c ∈ R множества Ω̄n(c) = { ξ̄ ∈ Ω̄n | En(ξ̄) ≤ c } компактны.

Из коэрцитивности и строгой выпуклости потенциала En следует
существование единственной точки ξ̄n = (ξn1 , . . . , ξ

n
n) ∈ Ω̄n глобального

минимума En. Возможны следующие два варианта:
A) ξ̄n ∈ Ωn, то есть ξnn > α. Если также выполнено и условие (14), то
существует единственное решение (12), (13) типа n с ξi = ξni , i = 1, . . . , n;
B) ξ̄n /∈ Ωn, то есть ξnn = α. Тогда решения типа n не существует.
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Условия несуществования

Следующие условия необходимы и достаточны для того, чтобы точка
ξ̄n = (ξn1 , . . . , ξ

n
n−1, α) была точкой минимума En(ξ̄):

∂

∂ξi
En(ξ̄n) = 0, i = 1, . . . , n− 1, (18)

∂

∂ξn
En(ξ̄n) ≥ 0, (19)

где условие (18) возникает только при n > 1. При таких n с точностью
до аддитивной постоянной

En(ξ1, . . . , ξn−1, α) = −
n−1∑
i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F(ξi/ai)− F(ξi+1/ai)) +
1
4

n−1∑
i=1

diξ
2
i ,

ξn = α, (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Ωn−1

и функция E(ξ1, . . . , ξn−1)
.
= En(ξ1, . . . , ξn−1, α) совпадает с потенциалом

(7) задачи Стефана-Дирихле (1), (2), (3) с m = n− 1 и uD = un.
Соотношение (18) означает, что ∇E(ξn1 , . . . , ξ

n
n−1) = 0, то есть

(ξn1 , . . . , ξ
n
n−1) ∈ Ωn−1 – единственная критическая точка E(ξ1, . . . , ξn−1).

В соответствии с Теоремой 1 координаты ξni , i = 1, . . . , n− 1, совпадают
с параметрами фазовых переходов ξi единственного решения (4) задачи
(1), (2), (3) с uD = un (в частности, они не зависят от bN).
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Отображение Дирихле→Нейман

Условие (19) сводится к неравенству

− bN ≤ γn + dnα/2, γn
.
=

kn−1(un − un−1)F′(α/an−1)

an−1(F(ξnn−1/an−1)− F(α/an−1))
. (20)

При n = 1 нужно взять ξnn−1 = ξ10 = +∞, так что
F(ξnn−1/an−1) = F(+∞) = 1 и константа γ1 совпадает со значением,
введённым в (11). При условии (20) реализуется вариант B) и решения
типа n не существует. Таким образом, для существования решения типа
n необходимым является условие

−bN > γn + dnα/2.

Определим отображение ΦDN
n , которое переводит значение r ∈ (un,un+1]

в −knu′(α), где u = ur(ξ) – решение задачи Стефана-Дирихле (1), (2),
(3) с m = n и uD = r. Заметим, что um+1 = +∞ и в случае n = m
интервал (un, un+1] заменяется на (um,+∞). Из представления (4)
следует, что

ΦDN
n (r) =

knF′(α/an)(r− un)

an(F(ξn/an)− F(α/an))
, (21)

где ξn = ξn(r) зависит от r. Так как F(ξ0/a0) = F(+∞) = 1,

ΦDN
0 (r) =

k0F′(α/a0)(r− u0)

a0(1− F(α/a0))
, u0 < r ≤ u1. (22)
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Отображение Дирихле→Нейман

По построению ur(ξ) – решение типа n задачи Стефана-Неймана (1),
(2), (8) с данными Неймана bN = −ΦDN

n (r). Поэтому, выполнено условие
ΦDN

n (r) > γn + dnα/2 для всех r ∈ (un, un+1].

Лемма 2

Функция ΦDN
n (r) строго возрастающая непрерывная функция на

(un, un+1] такая, что

ΦDN
n (un+) = lim

r→un+
ΦDN

n (r) = γn + dnα/2, ΦDN
n (un+1) = γn+1.

В частности, γn+1 > γn + dnα/2 для всех n = 0, . . . ,m (считаем, что
γ0 = 0, γm+1 = +∞).

По Теореме 1 функция ξn = ξn(r) непрерывна. Из формулы (21) следует
непрерывность ΦDN

n (r) на (un, un+1]. Эта функция строго монотонна,
иначе найдутся такие разные значения r1, r2 ∈ (un, un+1), что
ΦDN

n (r1) = ΦDN
n (r2) = −bN и функции ur1(ξ), ur2(ξ) – различные

решения типа n задачи Стефана-Неймана (1), (2), (8), что
противоречит установленной единственности такого решения.
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Доказательство Леммы 2

Далее,

ΦDN
n (un+1) =

knF′(α/an)(un+1 − un)

an(F(ξn+1
n /an)− F(α/an))

= γn+1.

(при n = m это сводится к очевидному равенству
ΦDN

n (um+1) = lim
r→um+1=+∞

ΦDN
n (r) = γm+1 = +∞).

Из строгой выпуклости потенциала (17), его точка минимума ξ̄n

зависит непрерывно от параметра s = −bN. В частности, последняя
координата ξnn = ξnn(s) непрерывна, а вместе с ней непрерывна и
функция ΦND

n , введённая в (14). Как следует из (20), ξnn(γn + dnα/2) = α
и ξnn(s) > α при s > γn + dnα/2. Поэтому ΦND

n (γn + dnα/2+) = un+ и
ΦDN

n (un+) = γn + dnα/2. При n = 0 это равенство сразу следует из (22).
Напомним, что ΦDN

n (r) > γn + dnα/2 при r > un, откуда следует строгое
возрастание ΦDN

n (r). Лемма доказана.
Из Леммы 2 следует, что функции ΦDN

n (r) склеиваются в глобальное
отображение Дирихле→Нейман

ΦDN(r) = ΦDN
n (r) при un < r ≤ un+1, n = 0, . . . ,m,
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Корректность задачи

являющееся возрастающей функцией на (u0,+∞) с образом

Imα =

m⋃
n=0

(γn + dnα/2, γn+1].

Эта функция непрерывна во всех точках, кроме точек ui, i = 1, . . . ,m, в
которых имеет скачки ΦDN(ui+)− ΦDN(ui−) = diα/2. В частности,
Imα = (0,+∞) и ΦDN(r) – гомеоморфизм (u0,+∞) на (0,+∞), когда
α = 0 или когда все di = 0. В общем случае из Теоремы 1 вытекает
следующая

Теорема 2

Решение задачи (1), (2), (8) единственно и существует тогда и только
тогда, когда −bN ∈ Imα. Тип n этого решения определяется из условия
γn + dnα/2 < −bN ≤ γn+1.

При m = 1 параметр γ1 =
k0(u1 − u0)F′(α/a0)

a0(1− F(α/a0))
. Так что при

0 < −bN ≤ γ1 единственное решение u = u(ξ) задачи (1), (2), (8) имеет
тип 0, а при −bN > γ1 + d1α/2 оно имеет тип 1. В оставшемся случае
γ1 < −bN ≤ γ1 + d1α/2 решение отсутствует.
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Бесконечное число фазовых переходов

Пусть теперь имеется бесконечная строго возрастающая
последовательность температур фазовых переходов ui > u0, i ∈ N.
Коэффициенты диффузии ai > 0 и теплопроводности ki > 0
соответствуют i-ой фазе, существующей в температурном интервале
ui < u < ui+1, i = 0, 1, . . .; di ≥ 0 – скрытая удельная теплота i-го
фазового перехода, i = 1, 2, . . .. Рассмотрим задачу (1), (2), (3) в
четверти плоскости Π0 с возможно бесконечными данными Дирихле
uD = lim

i→∞
ui ≤ +∞. Автомодельное решение u = u(ξ), ξ = x/

√
t, этой

задачи даётся выражением вида (4):

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F(ξi+1/ai)− F(ξi/ai)
(F(ξ/ai)− F(ξi/ai)), (23)

ξi+1 < ξ < ξi, i = 0, 1, . . . ,

в котором i пробегает все неотрицательные целые числа. Условия
Стефана (2) сводятся к (теперь – бесконечной) системе (5), которая
может быть представлена в форме ∂

∂ξi
E(ξ̄) = 0, где функционал

E(ξ̄) = −
∞∑
i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F(ξi/ai)− F(ξi+1/ai)) +
∞∑
i=1

diξ
2
i /4, (24)

ξ̄ = (ξi)i∈N ∈ Ω = { ξ̄ = (ξi)i∈N ∈ l∞ | ξi > ξi+1 > 0 ∀i ∈ N }.
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Бесконечное число фазовых переходов

Здесь l∞ – банахово пространство ограниченных последовательностей
с нормой ‖ξ̄‖∞ = sup |ξi|. Это пространство сопряжено к пространству
l1 суммируемых последовательностей и будет рассматриваться в
∗-слабой топологии. Заметим, что только конечное число членов в (24)
зависит от фиксированной переменной ξi, так что частные производные
∂
∂ξi

E(ξ̄) корректно определены. Мы не включили естественное
требование lim

i→∞
ξi = 0 в определение Ω, поскольку оно портит

коэрцитивность функционала E.

Свойства функционала E

(i) Функционал E(ξ̄) ∗-слабо полунепрерывен снизу;
(ii) Он коэрцитивен, то есть множества Ω(c) = {ξ̄ ∈ Ω | E(ξ̄) ≤ c }
∗-слабо компактны;
(iii) Этот функционал строго выпуклый на своей эффективной области
определения.

В случае E(ξ̄) 6≡ +∞ указанные свойства позволяют установить
существование единственной точки минимума функционала E(ξ̄) и, тем
самым, доказать существование решения нашей задачи.
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Существование и единственность решения

Теорема 3.

Пусть N = inf E(ξ̄) < +∞. Тогда существует единственная точка
минимума ξ̄0 = (ξ0i )i∈N ∈ Ω, где E(ξ̄0) = N. При этом, lim

i→∞
ξ0i = 0, и

функция (23) (с ξi = ξ0i ) является решением задачи (1), (2), (3).

Докажем соотношение lim
i→∞

ξ0i = 0. Предполагая противное

lim
i→∞

ξ0i = r > 0, рассмотрим последовательность ξ̄0 − r ∈ Ω и заметим,

что E(ξ̄0 − r) < E(ξ̄0) = N, что невозможно.

Теорема 4.

Предположим, что
∞∑
i=0

ki(ui+1 − ui) < +∞.

Тогда решение (23) задачи (1), (2), (3) единственно.

Пусть u1(ξ),u2(ξ) – два различных решения задачи (1), (2), (3),
u1(ξ∗) > u2(ξ∗), ξ∗ > 0.
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Доказательство Теоремы 4.

Функции K(ur(ξ)), r = 1, 2 абсолютно непрерывны на (0,+∞), убывают
и

K(ur)(0+)−K(ur)(+∞) = K(uD−)−K(u0) =
∞∑
i=0

(K(ui+1)−K(ui)) =

∞∑
i=0

ki(ui+1 − ui) < +∞.

Так как
∫ ξ∗

0
(K(u1)′(ξ)−K(u2)′(ξ))dξ = K(u1)(ξ∗)−K(u2)(ξ∗) > 0, то

K(u1)′(α)−K(u2)′(α) > 0 в некоторой общей точке Лебега α ∈ (0, ξ∗)
функций K(u1)′(ξ),K(u2)′(ξ) ∈ L1((0,+∞)). Тогда функции ur(ξ) –
решения задачи (1), (2), (9) в области Πα с данными Неймана
bN = K(ur)′(α) и с конечным числом фазовых переходов (так как
max(u1(α), u2(α)) < uD). По Лемме 2 отображение −K(u)′(α)→ u(α)
строго возрастает и мы получаем, что u1(α) < u2(α). По монотонности
зависимости решения от данных Дирихле заключаем, что
u1(ξ∗) ≤ u2(ξ∗), а это противоречит условию. Итак, u1 ≡ u2 и решение
задачи (1), (2), (3) единственно.
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Спасибо за внимание!
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