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Ω � îáëàñòü (îãðàíè÷åííàÿ èëè íåîãðàíè÷åííàÿ) ïðîñòðàíñòâà Rn,
n ≥ 2.

− div(a(x , u,∇u)) + b0(x , u,∇u) + b1(x , u)µ = f , f ∈ L1(Ω), (1)

µ - íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà Ðàäîíà

∂Ω: (a(x , u,∇u),n) = 0.
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Ñ ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷åé îáû÷íî ñâÿçûâàþò íåêîòîðûé îïåðàòîð
A(u), êîòîðûé äåéñòâóåò èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà V â åãî
îïðÿæåííîå V ∗. Çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ A(u) = f ∈ V ∗,
ñëàáûì ðåøåíèåì êîòîðîãî íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ V ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

⟨A(u), v⟩ = ⟨f , v⟩, ∀v ∈ V .

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå V âûñòóïàåò ñîáîëåâñêîå
ïðîñòðàíñòâî W 1

p . Íî åñëè f ∈ L1(Ω), òî f /∈ V ∗ è ïðèíÿòî
ðàññìàòðèâàòü ýíòðîïèéíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîíÿòèåì ñîøëåìñÿ íà ðàáîòó Ph. Bånilan, L. Boccardo,
T. Gallou¼t, R. Gariepy, M. Pierre, and J. L. Vazquez, �An L 1-theory of
existence and uniqueness of solutions of nonlinear elliptic equations,� Ann.
Scuola Norm. Super. Pisa, 22, No. 2, 241�273 (1995) â êîòîðîé áûëî
äàíî ïîíÿòèå ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ.
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Áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò ïî ýíòðîïèéíûì ðåøåíèÿì êàñàåòñÿ çàäà÷è
Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè äëÿ óðàâíåíèé âèäà

− div(a(x , u,∇u)) + b0(x , u,∇u) = µ, (2)

µ � ìåðà Ðàäîíà. Äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé çàäà÷à Äèðèõëå ñ
ïîñòîÿííûìè íåëèíåéíîñòÿìè áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå A.Malusa,
M.M.Porzio (2007). Â íåé äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ðåíîðìàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîòîêîì
÷àñòíîãî âèäà a(x ,∇u).
Â ðàáîòàõ Ë.Ì.Êîæåâíèêîâîé â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ çàäà÷à
Äèðèõëå ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ óðàâíåíèé ñ áîëåå îáùèìè
íåëèíåéíîñòÿìè. Áûëè äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå ýíòðîïèéíûõ ðåøåíèé
è èõ ýêâèâàëåíòíîñòü ðåíîðìàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì â
íåðåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .5 / 1



Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà î çàäà÷å Íåéìàíà ïðèâåäåì ðàáîòó 2013 B.K.
Bonzi, S. Ouaro, and F.D.Y. Zongo. Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω áûëè
äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ íåëèíåéíîãî àíèçîòðîïíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì íåëèíåéíîñòè

−
n∑

i=1

∂

∂xi
ai (x ,

∂

∂xi
u) + |u|p(x)−2u = f , f ∈ L1(Ω)

n∑
i=1

ai (x ,
∂

∂xi
u)ni = 0, x ∈ ∂Ω.

Ôàêòè÷åñêè åäèíñòâåííîñòü òîëüêî ôîðìóëèðóåòñÿ, ñ êîììåíòàðèåì,
÷òî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðàáîòå 1995. Îòìåòèì, ÷òî íàì íå
èçâåñòíû ðàáîòû äðóãèõ àâòîðîâ ïî ýíòðîïèéíûì ðåøåíèÿì çàäà÷è
Íåéìàíà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.
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Â ðàáîòå Ô.Õ.Ìóêìèíîâ, Î.Ñ.Ñòåõóí (ÓÌÆ, 2024) âî âíåøíîñòè øàðà
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Çàðåìáû äëÿ
óðàâíåíèÿ (??) ñ ïîñòîÿííûìè íåëèíåéíîñòÿìè. Â ñëó÷àå ïîòîêà âèäà
a(x ,∇u) äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü. Îòìå÷ó, ÷òî çàäà÷à Çàðåìáû, êàê
÷àñòíûå ñëó÷àè, ñîäåðæèò çàäà÷ó Äèðèõëå è çàäà÷ó Íåéìàíà.
Ìîé äîêëàä â îñíîâíîì áàçèðóåòñÿ íà ðàáîòå Â.Ô.Âèëüäàíîâà,
Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (Èçâ. ÐÀÍ, 2025), â êîòîðîé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (??). Â äîêëàäå
óòâåðæäàåòñÿ (íå îïóáëèêîâàíî) åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîòîêîì îáùåãî âèäà
a(x , u,∇u). Ïî-âèäèìîìó, ðàíåå äëÿ òàêèõ ïîòîêîâ åäèíñòâåííîñòü íå
óñòàíàâëèâàëàñü.
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Â íàøåì ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè, âõîäÿùèå â ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå,
îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé M(x , z), êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèåé
Ìóçèëàêà-Îðëè÷à. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ñåïàðàáåëüíûìè è íå ðåôëåêñèâíûå.
Ïóñòü ôóíêöèÿ M(x , z) : Ω× R → R+ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
1) M(x , z) � N-ôóíêöèÿ ïî z ∈ R, òî åñòü îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
âíèç, íåóáûâàþùåé, ÷åòíîé, íåïðåðûâíîé, M(x , 0) = 0 äëÿ ï.â. x ∈ Ω è

inf
x∈Ω

M(x , z) > 0 äëÿ âñåõ z ̸= 0,

lim
z→0

sup
x∈Ω

M(x , z)

z
= 0, (3)

lim
z→∞

inf
x∈Ω

M(x , z)

z
= ∞; (4)

î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ M(x ,z)
z íå óáûâàåò;
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2) M(x , z) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ïî x ∈ Ω äëÿ ëþáûõ z ∈ R.
Òàêàÿ ôóíêöèÿ M(x , z) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìóçèëàêà-Îðëè÷à.
Ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ M(x , ·) ê ôóíêöèè Ìóçèëàêà-Îðëè÷à M(x , ·)
äëÿ ï.â. x ∈ Ω è ëþáûõ z ≥ 0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

M(x , z) = sup
y≥0

(yz −M(x , y)) .

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Þíãà:

|zy | ≤ M(x , z) +M(x , y), z , y ∈ R, x ∈ Ω. (5)
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Îïðåäåëèì òðè êëàññà Ìóçèëàêà-Îðëè÷à.
LM(Ω) � êëàññ Ìóçèëàêà-Îðëè÷à èçìåðèìûõ ôóíêöèé v : Ω → R
òàêèõ, ÷òî

ϱM,Ω(v) =

∫
Ω
M(x , v(x))dx < ∞.

LM(Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ìóçèëàêà-Îðëè÷à ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå ñîäåðæèò êëàññ LM(Ω), ñ íîðìîé
Ëþêñåìáóðãà

∥u∥M,Ω = inf
{
λ > 0

∣∣∣ ϱM,Ω

(v
λ

)
≤ 1

}
.

Ïðîñòðàíñòâî LM(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðåôëåêñèâíîå è íå
ñåïàðàáåëüíîå.
EM(Ω) � çàìûêàíèå â LM(Ω) ïî íîðìå ∥u∥M,Ω îãðàíè÷åííûõ
èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì, ëåæàùèì â Ω.
Î÷åâèäíû âëîæåíèÿ

EM(Ω) ⊂ LM(Ω) ⊂ LM(Ω).

Ïðîñòðàíñòâî EM(Ω) ñåïàðàáåëüíîå è (EM(Ω))∗ = LM(Ω).
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Äëÿ v ∈ LM(Ω) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

∥v∥M ≤ ϱM(v) + 1, (6)

åñëè ∥v∥M ≤ 1, òî
ϱM(v) ≤ ∥v∥M , (7)

åñëè ∥v∥M > 1, òî
∥v∥M ≤ ϱM(v). (8)
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Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ M(x , z) óäîâëåòâîðÿåò ∆2-óñëîâèþ, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C è ôóíêöèÿ F (x) ∈ L1(Ω) òàêèå, ÷òî

M(x , 2z) ≤ CM(x , z) + F (x), ∀z ∈ R, x ∈ Ω.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M è M ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî x è M
óäîâëåòâîðÿåò ∆2�óñëîâèþ.
Èç ∆2-óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ M, ïðè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè F , ñëåäóåò
(ñì. [Proposition 2.1] P. Gwiazda, P. Wittbold, A. Wroblewska,
A. Zimmermann, 2012), ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà p ∈ (1, n), β ∈ (0; 1), k0
òàêèå ÷òî ïðè âñåõ λ > k0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

βλp < M(x , λ), (9)

ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω. Â äàëüíåéøåì ÷èñëà p, k0 ôèêñèðîâàíû â òåêñòå
ðàáîòû.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ M(x , z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ-ðåãóëÿðíîñòè,
åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ : [0, 1/2]× R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî ϕ(·, z) è
ϕ(r , ·) íåóáûâàþùèå ôóíêöèè è äëÿ âñåõ x , y ∈ Ω, |x − y | ≤ 1

2 , z ∈ R+

è íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

M(x , z) ≤ ϕ(|x − y |, z)M(y , z), lim sup
ε→0+

ϕ(ε, cε−n) < ∞.

Â ðàáîòå Chlebicka,2018 îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïîíÿòèå ϕ-ðåãóëÿðíîñòè
îáîáùàåò log -óñëîâèå, ââåäåííîå Â.Â.Æèêîâûì â ñâÿçè ñ ýôôåêòîì
Ëàâðåíòüåâà.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {v j}j∈N ∈ LM(Ω) íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíî
ñõîäÿùåéñÿ ê v ∈ LM(Ω), åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ > 0 òàêîå, ÷òî

lim
j→∞

ϱM

(
v j − v

λ

)
= 0.

Ìîäóëÿðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ∗-ñëàáî
ñõîäÿùåéñÿ. Åñëè M óäîâëåòâîðÿåò ∆2�óñëîâèþ, òî ìîäóëÿðíàÿ
ñõîäèìîñòü è ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ñîâïàäàþò.
Äëÿ äâóõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé Ìóçèëàêà-Îðëè÷à M è M ïðè
u ∈ LM(Ω) è v ∈ LM(Ω) âûïîëíÿåòñÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî
Ãåëüäåðà: ∣∣∣∣∫

Ω
u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2∥u∥M∥v∥M . (10)

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (LM(Ω))n = LM(Ω),
(EM(Ω))n = EM(Ω).

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .14 / 1



Äëÿ ëþáîãî R > 0 îïðåäåëèì ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè ñ øàðîì

ΩR = {x ∈ Ω||x | < R}.

Ïóñòü ýòî ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî ïðè R > r1 è x0 ∈ ∂Ω òàêàÿ òî÷êà, ÷òî
|x0| = r1. ×åðåç BR îáîçíà÷èì òàêóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà
ΩR , äëÿ êîòîðîé x0 ∈ ∂BR . Áóäåì ïðåïîëàãàòü, ÷òî Br ⊂ BR ïðè
r1 < r < R . Î÷åâèäíî, ÷òî ∪r>r1Br = Ω.

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .15 / 1



Äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà

W := {u ∈ L1,loc(Ω), |∇u| ∈ LM(Ω)}

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëóíîðìó

∥u∥V = ∥|∇u|∥M

è íîðìó
∥u∥W := ∥u∥L1(Br1+1) + ∥|∇u|∥M .

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .16 / 1



Îáû÷íî ïðè îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâ Ìóçèëàêà-Ñîáîëåâà-Îðëè÷à
ïîëàãàþò

W 1
M := {u ∈ LM(Ω), |∇u| ∈ LM(Ω)}.

Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ýòî ñîçäàåò ïðîáëåìû ïðè îöåíêå
íîðìû ∥u∥LM(Ω). Â ðàáîòàõ A.Malusa, M.M.Porzio è Ë.Ì.Êîæåâíèêîâîé
îíà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé íà ìëàäøèå
÷ëåíû óðàâíåíèÿ. Ïðè íàøåì îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà W íîðìó
∥u∥LM(Ω) íå òðåáóåòñÿ îöåíèâàòü, è ìû èçáåãàåì äîïîëíèòåëüíûõ
òðåáîâàíèé.

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .17 / 1



De�nition

Îáëàñòü Ω ïîä÷èíÿåòñÿ ñåãìåíòíîìó ñâîéñòâó, åñëè ñóùåñòâóåò
îòêðûòîå ïîêðûòèå {Θi}∞i=1 ìíîæåñòâà Ω è ñîîòâåòñòâóþùèå
íåíóëåâûå âåêòîðû zi ∈ Rn òàêèå, ÷òî (Ω

⋂
Θi ) + tzi ⊂ Ω äëÿ ëþáûõ

t ∈ (0, 1) è i = 1,∞.

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó î ïëîòíîñòè ãëàäêèõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå
Ìóçèëàêà-Îðëè÷à-Ñîáîëåâà (ñì. [?, theorem 2]). Ïóñòü DΓ(Ω) ñîñòîèò
èç ñóæåíèé íà Ω ôóíêöèé èç D(Rn).

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .18 / 1



Lemma

Ïóñòü îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò ñåãìåíòíîìó ñâîéñòâó, à ôóíêöèÿ M
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ-ðåãóëÿðíîñòè. Ïóñòü M, M ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ W ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé uj ∈ DΓ(Ω) òàêàÿ, ÷òî

∇uj → ∇u ìîäóëÿðíî â LM(Ω), j → ∞.

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .19 / 1



Â íàøåì ñëó÷àå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ
àïïðîêñèìàöèîííîé çàäà÷è ìû ïîëó÷àåì îöåíêó âèäà∫

Ω

M(x , |∇uN |)dx ≤ C1(m) + C2(m)∥uN∥1,Bm .

Âàæíî äîêàçàòåëüñòâî îãðàíè÷åííîñòè ïðàâîé ÷àñòè êîíñòàíòîé, íå
çàâèñÿùåé îò N. Â äðóãèõ ðàáîòàõ, íàëè÷èå "èñêóñòâåííîãî"÷ëåíà â
óðàâíåíèè, ïîçâîëÿåò êâàëèôèöèðîâàííî îöåíèòü íîðìó ïðè
êîýôôèöèåíòå C2(m) ÷åðåç ëåâóþ ÷àñòü.

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .20 / 1



Ïðàêòè÷åñêè ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè, ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, ìû
ñòðîèì ðåøåíèå óïðîùåííîé àïïðîêñèìàöèîííîé çàäà÷è.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ ðåøåíèé ñõîäèòñÿ ê ýíòðîïèéíîìó ðåøåíèþ.
Îòñþäà, êñòàòè, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, âûâîäèòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
ñëàáîãî ðåøåíèÿ â îáùåé ïîñòàíîâêå.

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .21 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü µ � ìåðà Ðàäîíà ñ êîíå÷íîé ïîëíîé âàðèàöèåé è íîñèòåëåì,
ëåæàùèì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà
ïðîäîëæåíà íóëåì âíå Ω. Íàïîìíèì, ÷òî µ ïðèíàäëåæèò êëàññó
Ìîððè Ms(Ω), s ≥ 1, åñëè äëÿ ëþáîãî øàðà ñ öåíòðîì â x âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

|Br (x)|µ :=

∫
Br (x)

d |µ| ≤ crn(1−1/s) = crθ, r > 0, x ∈ Ω.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò s > np
np+p−n òàêîå, ÷òî

µ ∈ Ms(Ω). (11)

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .22 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

−div(a(x , u,∇u)) + b0(x , u,∇u) + b1(x , u)µ = f , u ∈ W ; f ∈ L1(Ω).

M(x , |a(x , r , y)|) ≤ g(r) (G (x) +M(x , d |y |)) , r ∈ R, y ∈ Rn, (12)

(a(x , r , y), y) ≥ c0M(x , |y |)− G (x), r ∈ R, c0 > 0, (13)

(a(x , r , y)− a(x , r , z), y − z) > 0, y ̸= z , y , z ∈ Rn, r ∈ R, x ∈ Ω.
(14)

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .23 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

|b0(x , s, y)| ≤ g(r)(G̃0(x) +M(x , |y |)), |s| ≤ r , |x | ≤ r ; (15)

|b1(x , s)| ≤ g(r)G̃1(x), |s| ≤ r , |x | ≤ r , (16)

ãäå G̃0 ∈ L1,loc(Ω), G̃1 ∈ L1,µ,loc(Ω);

bi (x , r)r ≥ 0, i = 0, 1. (17)

Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ g0(s), s ≥ 0,
lims→∞ g0(s) = ∞, òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ r ∈ R, y ∈ Rn,

|b0(x , r , y)| ≥ g0(|r |) ≥ 0. (18)

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .24 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îïðåäåëåíèå 3.

Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ W ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
Ω

(a(x , u,∇u),∇v)dx +

∫
Ω

b0(x , u,∇u)vdx +

∫
Ω

b1(x , u)vdµ =

∫
Ω

fvdx

(19)
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ DΓ(Ω).

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .25 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tk(r) = max(−k,min(k , r)). ×åðåç T 1
M(Ω)

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé u : Ω → R òàêèõ, ÷òî
Tk(u) ∈ W ïðè ëþáîì k > 0.
Îïðåäåëåíèå 4. Ýíòðîïèéíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ
óðàâíåíèÿ (??) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ T 1

M(Ω) òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ
k > 0, ξ ∈ DΓ(Ω) êîððåêòíî íåðàâåíñòâî∫

Ω

((a(x , u,∇u),∇Tk(u − ξ)) + (b0(x , u,∇u)− f )Tk(u − ξ))dx+

+

∫
Ω

b1(x , u)Tk(u − ξ)dµ ≤ 0

Îäíèì èç ñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü îáëàñòü Ω îáëàäàåò ñåãìåíòíûì ñâîéñòâîì,

âûïîëíåíû óïîìÿíóòûå âûøå óñëîâèÿ, à òàêæå (??)�(??).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ýíòðîïèéíîå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ

óðàâíåíèÿ (??).

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .26 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ. Êàðàòåîäîðèåâàÿ ôóíêöèÿ b0 è µ-êàðàòåîäîðèåâàÿ ôóíêöèÿ
b1 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

|b0(x , s)| ⩽ Ĝ0(x), |s| ⩽ 1, x ∈ Ω; (20)

|b1(x , s)| ⩽ Ĝ1(x), |s| ⩽ 1, x ∈ Ω; (21)

ãäå Ĝ0 ∈ L1(Rn), Ĝ1 ∈ L1,µ(Rn).

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .27 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ãëàâíûì äëÿ åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

(a(x , r , y)− a(x , r1, z), y − z)+

+C (r0)(G2(x) + (a(x , r , y), y) + (a(x , r1, z), z))|r − r1| ≥ 0, (22)

ãäå y , z ∈ Rn, r , r1 ∈ (−r0, r0), x ∈ Ω, G2(x) ≥ 2G (x) � ôóíêöèÿ èç
L1(Ω).
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñëîâèå (??) èñïîëüçóåòñÿ ñ g(r) = C > 0.
Òåîðåìà 2.Ïóñòü ôóíêöèè bi (x , s), i = 0, 1 âîçðàñòàþò ïî s è
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (??),(??). Ïóñòü u1, u2 � ýíòðîïèéíûå

ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (??). Åñëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (??)�(??), òî u1 = u2.

Ô.Õ.Ìóêìèíîâ (ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì . . .28 / 1



Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïðèìåð 1.

Ïóñòü p > 1, q > 1, a(r , y) = (|r |q + 1)|y |p−2y . Èìååì

((|r |q + 1)|y |p−2y − (|r1|q + 1)|z |p−2z)(y − z) =

= ((|r |q + 1)|y |p−2y − (|r1|q + 1)|y |p−2y)(y − z)+

+((|r1|q + 1)|y |p−2y − (|r1|q + 1)|z |p−2z)(y − z) ≥
≥ (|r |q − |r1|q)|y |p−2y(y − z).

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Þíãà, óñòàíàâëèâàåì íåðàâåíñòâî

|y |p−2|y(y − z)| ≤ |y |p + |y |p−1|z | ≤ 2|y |p + |z |p.
Äëÿ r , r1 ∈ (−r0, r0) î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî

||r |q − |r1|q| ≤ q|r0|q−1|r − r1|.
Èç óñòàíîâëåííûõ îöåíîê ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

((|r |q + 1)|y |p−2y − (|r1|q + 1)|z |p−2z)(y − z)+

+2q|r0|q−1|r − r1|(|y |p + |z |p) ≥ 0.
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ìóçèëàêà-Îðëè÷à M(x , s) èìååò
ïðîèçâîäíóþ M ′(x , s) ïî s. Ïðîèçâîäíàÿ âûïóêëîé ôóíêöèè M(x , |y |)
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé Lions [ãëàâà 2, �1.2, Ïðåäëîæåíèå 1.1 ]:
(M ′(x , |y |) y

|y | −M ′(x , |z |) z
|z|)(y − z) ≥ 0.

Ïóñòü a(x , r , y) = p(x , r)M ′(x , |y |) y
|y | . Ôóíêöèÿ p(x .r) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì: 0 < c0 ≤ p(x , r) ≤ 1, |∂p(x ,r)∂r | ≤ F (r0) ïðè |r | ≤ r0, x ∈ Ω.
Èìååì

(p(x , r)M ′(x , |y |) y

|y |
− p(x , r1)M

′(x , |z |) z

|z |
)(y − z) =

= (p(x , r)M ′(x , |y |) y

|y |
− p(x , r1)M

′(x , |y |) y

|y |
)(y − z)+

+(p(x , r1)M
′(x , |y |) y

|y |
− p(x , r1)M

′(x , |z |) z

|z |
)(y − z) ≥

≥ (p(x , r)− p(x , r1))M
′(x , |y |) y

|y |
(y − z).
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Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Þíãà, óñòàíàâëèâàåì íåðàâåíñòâî

|M ′(x , |y |) y

|y |
(y−z)| ≤ M ′(x , |y |)(|y |+|z |) ≤ M ′(x , |y |)|y |+M(x ,M ′(x , |y |))+M(x , |z |).

Ïî ôîðìóëå [?, ãëàâà 1,�2,(2.7)] èìååì ðàâåíñòâî
M(x ,M ′(x , |y |)) +M(x , |y |) = M ′(x , |y |)|y |. Òàêèì îáðàçîì,

|M ′(x , |y |)(y−z)| ≤ 2M ′(x , |y |)|y |+M ′(x , |z |)|z | ≤ 2

c0
((a(x , r , y), y)+(a(x , r1, z), z)).

Äëÿ r , r1 ∈ (−r0, r0) î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî

|p(x , r)− p(x , r1)| ≤ F (r0)|r − r1|.
Èç óñòàíîâëåííûõ îöåíîê ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(p(x , r)− p(x , r1))M
′(x , |y |) y

|y |
)(y − z) ≥

≥ − 2

c0
F (r0)|r − r1|((a(x , r , y), y) + (a(x , r1, z), z)).

Èòàê, óñëîâèå (??) âûïîëíåíî.
Óñëîâèÿ (??), (??) òàêæå âûïîëíåíû:
(a(x , r , y), y) ≥ c0M

′(x , |y |)|y | ≥ c0M(x , |y |),
M(x , |a(x , r , y)|) ≤ M(x ,M ′(x , |y |)) ≤ M ′(x , |y |)|y | ≤ M(2|y |).
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ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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