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ut − div(a(z)∇u) = − divF (z) + f(z), z ∈ Q+
1 = B+

1 × (−1, 0), (1)

u′(z)− bu′′(z) = 0, z ∈ Γ1; (2)

b∗
(∂u(z)

∂na

)′
+
(∂u(z)

∂na

)′′
= −(b∗F ′(z) + F ′′(z)), z ∈ Γ1. (3)

u(z) = {uk(z)}k≤N , N > 1, z = (x, t) = (x1, . . . , xn, t) ∈ Rn+1,
u′ = {uk}1≤k≤m, u′′ = {uk}m+1≤k≤N , 0 ≤ m ≤ N ;
∇u = {ukxα}

k≤N
α≤n ;

B+
1 = B1(0) ∩ {xn > 0} ⊂ Rn, n ≥ 2, B1(0) — единичный шар в Rn,

γ1 = B1(0) ∩ {xn = 0}, Γ1 = γ1 × (−1, 0);
n(x) = (0, . . . , 0,−1) — единичная внешняя нормаль к B+

1 в точке x ∈ γ1.
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Эллиптический оператор в системе определён следующим образом

div (a(z)∇u(z)) =
{ ∑
α,β≤n; l≤N

(aαβkl (z)ulxβ )xα

}
k≤N

,

вектор производной по конормали имеет вид ∂u(z)
∂na

=
(( ∂u(z)

∂na

)′
,
( ∂u(z)
∂na

)′′), где
(∂u(z)

∂na

)′
= −

{ ∑
β≤n; l≤N

anβkl (z, u)ulxβ

}
k≤m

,

(∂u(z)

∂na

)′′
= −

{ ∑
β≤n; l≤N

anβkl (x, u)ulxβ

}
m+1≤k≤N

;

b — матрица размера [m× (N −m)], b∗ — транспонированная к b. Случай b = 0
не исключается.

F = {Fαk }
1≤α≤n
1≤k≤N = (F ′, F ′′), f = {fk}1≤k≤N , F, f ∈ L2(Q+

1 ).

Гришина Г.В. МГТУ им. Н.Э.Баумана
Регулярность слабых решений недиагональной параболической системы



Giaquinta M, Nečas J., John O. and Stará J.

On the regularity up to the boundary for second order nonlinear elliptic systems// Pac.
J. Math.— 1982— 99 .— P. 1–17.

Установлена непрерывность по Гёльдеру ограниченных производных слабых
решений нелинейной эллиптической системы в окрестности
"распрямлённой"части границы в предположении, что матрица b постоянна. Там
же рассматривался вопрос эквивалентности условия гладкости градиента
решения и условия Лиувилля.

Arkhipova A., Grishina G.

Regularity of weak solutions to nondiagonal elliptic systems with composite boundary
conditions// Journal of Math. Sci., New York.— 2020— 247. №. 6.— P. 33–57.

Для линейных эллиптических систем установлена непрерывность по Гёльдеру и
для простейших квазилинейных эллиптических систем с недиагональной главной
матрицей — частичная регулярность слабых решений в окрестности плоской
части границы, где заданы граничные условия типа (2)–(3).
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О методе

В статье AG была развита модификация метода A-гармонической
аппроксимации, названная "методом (A, b)-гармонической аппроксимации" с
постоянными матрицами A и b.
Метод A-гармонической аппроксимации для эллиптических систем был впервые
применён в работе

Duzaar F., Grotowski G.
Optimal interior partial regularity for nonlinear elliptic systems:The method of
A−harmonic approximation// Manuscripta Math..— 2000.— 103.— P. 267–298.

Сам метод основан на идее Де Джорджи (о развитии метода см., например,
Замечание 9.9 в
Giaquinta M., Martinazzi L. An Introduction to the Regularity Theory for Elliptic
Systems, Harmonic Maps and Minimal Graphs— Edizioni della Normale, Pisa, 2012. ).
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О методе

Для параболических систем он известен как метод A-калорической
аппроксимации и был применён в

Duzaar F., Mingione G.

Second order parabolic systems, optimal regularity and singular sets of solutions//
Ann. Inst. Henri Poincaré, Anal. Non Linéaire,— 2005.— 22.№. 6.— P. 705–751.

В соответствии с этим методом, решение аппроксимируется локально по норме
L2 решением простейшей параболической системы с постоянной матрицей A.

В дальнейшем этот метод адаптирован к исследованию различных краевых
задач для параболических систем.
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Обозначения

Rn — n-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xn); z = (x, t), t ∈ R;
u = (u1, ..., uN ), ∇u = {ukxi}

k≤N
i≤n , |∇u|2 =

∑
i≤n,k≤N (ukxi )

2;
BR(x0) = {x ∈ Rn : |x− x0| < R}, ΛR(t0) = (t0 −R2, t0);
QR(z0) = BR(x0)× ΛR(t0), Q′R(z0) = QR(z0) ∩ {xn > 0},
ωR(x0) = BR(x0) ∩ {xn > 0};
QτR(z0) = ωR(x0)× (t0 −R2, τ)
γR(x0) = BR(x0) ∩ {xn = 0}, ΓR(z0) = QR(z0) ∩ {xn = 0},
S+
R (z0) = ∂Q′R(z0) \ ΓR(z0);
SR(z0) = {∂ωR(x0) \ γR(x0)} × (t0 −R2, t0);
B+
R(x0) = BR(x0) ∩ {xn > 0} при x0 ∈ γ1(0),

Q+
R(z0) = QR(z0) ∩ {xn > 0} при z0 ∈ Γ1(0);
|QR|n+1 = σnRn+2, σn = |B1|n.
Будем писать B+

R для x0 = 0, QR, Q
+
R, ΓR, S

+
R , SR для z0 = 0.
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Обозначения

В интегральных тождествах полагаем

g · φ =
N∑
k=1

gk φ
k, a∇u · ∇φ =

∑
α,β≤n, k,l≤N

aαβkl u
l
xβ
φkxα .

Через ‖u‖p,Ω обозначаем норму в пространстве Lp(Ω), Ω ∈ Rn — ограниченная
область; Wk

2 (Ω), k ≥ 1 — пространства Соболева;
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Определение слабого решения

Пространство V2(Q′r(z
0)) = C(Λr(t0);L2(ωr(x0)) ∩ L2(Λr(t0);W 1

2 (ωr(x0))
состоит из функций с конечной нормой

‖v‖V2(Q′r(z0)) = sup
Λr(t0)

‖v(·, t)‖2,ωr(x0) + ‖∇ v‖2,Q′r(z0).

Введём классы функций

V2,b(Q
′
r(z

0)) = {v ∈ V2(Q′r(z
0)) : v′ = bv′′ для п.в. z ∈ Γr(z0)},

W 1,0
2, b(Q

′
r(z

0)) = {v ∈W 1,0
2 (Q′r(z

0)) : v′ = bv′′ для п.в. z ∈ Γr(z
0)},

W 1
2, b(Q

′
r(z

0)) = {v ∈W 1
2 (Q′r(z

0)) : v′ = bv′′ для п.в. z ∈ Γr(z
0)},

◦
W

1

2, b (Q′r(z
0)) = {v ∈W 1

2,b(Q
′
r(z

0)) : v = 0 для п.в. z ∈ ∂Q′r(z0) \ Γr(z
0)},

W̃ 1
2, b(Q

′
r(z

0)) = {v ∈W 1
2,b(Q

′
r(z

0)) : v = 0 для п.в. z ∈ Sr(z0)}.
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Определение слабого решения

Определение

Функция u ∈ V2, b(Q
+
1 ) называется слабым решением задачи (1)–(3), если она

удовлетворяет интегральному тождеству∫
Q+

1

[−u · ϕt + a(z)∇u · ∇ϕ] dz =

∫
Q+

1

(F · ∇ϕ+ f · ϕ) dz (4)

для любой функции ϕ ∈
◦
W

1

2, b (Q+
1 ), где ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN ).
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Определение слабого решения

Замечание
Если в определении рассмотреть функции ϕ ∈ W̃ 1

2, b(Q
+
1 ), то за определение

слабого решения задачи (1)–(3) можно принять функцию u ∈ V2, b(Q
+
1 ), если она

удовлетворяет интегральному тождеству∫
B+

1

u · ϕdx
∣∣∣∣t=s
t=τ

+

∫
Q
τ,s
1

[−u · ϕt + a(z)∇u · ∇ϕ] dz =

∫
Q
τ,s
1

(F · ∇ϕ+ f · ϕ) dz (5)

для любой функции ϕ ∈ W̃ 1
2, b(Q

+
1 ) , где ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN ), τ, s ∈ Λ1,

Qτ,s1 = B+
1 × (τ, s).
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Пространство Морри

Параболическая метрика δ в Rn+1

δ(z1, z2) = max{|x1 − x2|, |t1 − t2|1/2}, ∀zi = (xi, ti) ∈ Rn+1, i = 1, 2.

Пространство Морри L2,λ(Q; δ), λ ∈ (0, n+ 2]

Ω ⊂ Rn — ограниченная область, Λ ⊂ R1 , Q = Ω× Λ,

L2,λ(Q; δ) =
{
u ∈ L2(Q) :

‖u‖L2,λ(Q) =
(

sup
z0∈Q, 0<ρ≤d

1

ρλ

∫
Qρ(z0)∩Q

|u(z)|2 dz
) 1

2
<∞

}
,

где d = max{diam Ω, |Λ|}.
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Пространство Кампанато

Пространство Кампанато L2,λ(Q; δ), λ ∈ (0, n+ 4]

Это пространство функций из L2(Q) с конечной нормой

lul2,λ,Q = ‖u‖2,Q + [u]2,λ,Q,

где полунорма определяется следующим образом:

[u]2,λ,Q =

(
sup

z0∈Q, 0<ρ≤d

1

ρλ

∫
Qρ(z0)∩Q

|u(z)− (u)z0,ρ|
2 dz

) 1
2

,

d = max{diam Ω, |Λ|}.
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Основные предположения

(H1)

Существуют постоянные 0 < ν ≤ µ, такие, что

a(z) ξ · ξ =
∑

α,β≤n; k,l≤N
aαβkl (z)ξlβξ

k
α ≥ ν |ξ|2,

‖a(z)‖ ≤ µ ∀ξ ∈ RnN , для п.в. z ∈ Q+
1 .

(H2)

a ∈ VMO(Q+
1 ), для почти всех r ≥ 0 ограниченная функция

qa(r) := sup
ρ≤r

sup
z0∈Q+

1

−
∫

Q′ρ(z0)

|a(z)− aρ,z0 |
2 dz → 0, r → 0,

где

aρ,z0 = −
∫

Q′ρ(z0)

a(z) dz.
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Основные предположения

(H3)

Для фиксированного m, 1 ≤ m < N, b = {bkl}m+1≤l≤N
1≤k≤m — постоянная матрица.

Мы используем обозначение β = ‖b‖.

(H4)

F = {F ik}
1≤i≤n
1≤k≤N и f = {fk}1≤k≤N принадлежат пространствам L2,n+2α(Q+

1 ) и

L2,n−2+2α(Q+
1 ) соответственно при некотором α ∈ (0, 1).
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Основной результат

Теорема

Предположим, что выполнены условия (H1)–(H4), 0 < ν ≤ µ, α ∈ (0, 1), и
u ∈ V2,b(Q

+
1 ) — слабое решение задачи (1)–(3) в Q+

1 .

Тогда u ∈ Cα(Q+
r ) для всех r < 1, и

‖u‖
Cα(Q+

r ;δ)
≤ c1‖u‖V2(Q+

1 )
+ c2(‖F‖

L2,n+2α(Q+
1 )

+ ‖f‖
L2,n−2+2α(Q+

1 )
), (6)

здесь постоянные c1 и c2 зависят от ν, µ, β, и c1 зависит ещё от (1− r)−1.

Замечание
Условия (H4) на функции F и f в теореме оптимальны. Для параболической
системы (1) показатели λ = n+ 2α для F и λ = n− 2 + 2α для f являются
точными в шкале пространств Морри, обеспечивающими непрерывность по
Гёльдеру с показателем α ∈ (0, 1) слабого решения системы (1) внутри цилиндра
Q+

1 .
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Вспомогательные утверждения

Лемма (неравенство Каччопполи)

Пусть выполнены условия (H1)–(H4), u ∈ V2, b(B
+
1 ) — слабое решение задачи

(1)–(3). Тогда справедливо неравенство∫
Q′r(z0)

|∇u|2 dz ≤ c1 (R− r)−2

∫
Q′
R

(z0)

|u′ − bu′′|2 dz

+ c2 (1 + β2) (R− r)−2

∫
Q′
R

(z0)

|u′′ − u′′
R,z0
|2 dz + c3Pr,R(z0), 0 < r < R < 1,

(7)

где

Pr,R(z0) =

∫
Q′
R

(z0)

(|F |2 + (R− r)2|f |2) dz, (8)

z0 ∈ Q+
1 ∪ Γ1 — произвольная точка, |ΓR(z0)| 6= 0, Q′R(x0) ∩ S1 = ∅. Постоянные

ci = ci(ν, µ), i = 1, 3, не зависят от z0 и R.
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Вспомогательные утверждения

Лемма (неравенство Пуанкаре)

Предположим, что выполнены условия (H1)–(H4), и функция u ∈ V2, b(B
+
1 )

является слабым решением задачи (1)–(3). Тогда имеет место неравенство∫
Q′
R

(z0)

|u− uR,z0 |
2 dz ≤ c1R2

∫
Q′

2R
(z0)

|∇u|2 dz + c2R
2P2R(z0), (9)

где 0 < 2R < 1,

P2R(z0) =

∫
Q′

2R
(z0)

(|F |2 +R2|f |2) dz, (10)

z0 ∈ Q+
1 ∪ Γ1 — произвольная точка, |Γ2R(z0)| 6= 0, Q′2R(z0) ∩ S1 = ∅.

Постоянные ci = ci(ν, µ), i = 1, 2 не зависят от z0 и R.

Гришина Г.В. МГТУ им. Н.Э.Баумана
Регулярность слабых решений недиагональной параболической системы



Метод (A, b)-калорической аппроксимации

Предположим, что постоянные матрицы A = {Aαβij }
α,β≤n
i,j≤N и b = {bkl}m+1≤l≤N

1≤k≤m
таковы, что A удовлетворяет условию эллиптичности с 0 < ν ≤ µ и β = ‖b‖.
Зафиксируем точку z0 ∈ Q+

1 ∪ Γ1 и R < 1 такое, что |ΓR(z0)| 6= 0,
Q′R(z0) ∩ S+

1 = ∅.

(A, b)-калорические функции

Функция η ∈ V2, b(Q
′
R(z0)), η = {ηk}k≤N называется (A, b)-калорической, если

она удовлетворяет интегральному тождеству∫
Q′
R

(z0)

(−η · ϕt +A∇ η · ∇ϕ) dz = 0, (11)

для любой функции ϕ ∈
◦
W

1

2, b (Q′R(z0)), где ϕ = {ϕk}k≤N .
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(A, b)-калорические функции

Нам потребуется результат о гладкости (A, b)-калорических функций.

Теорема

Пусть η является (A, b)-калорической функцией в Q′R(z0) ⊂ Q+
1 , R < 1. Тогда

η ∈ C∞(Q′r(z
0)) для любого r < R.
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(A, b)-калорические функции

Лемма (интегральные оценки Кампанато)

Пусть (A, b)-калорическая функция η удовлетворяет тождеству (11) в Q+
1 . Тогда

для любых ρ < r ≤ R < 1, z0 ∈ Γ1∫
Q+
ρ (z0)

|η|2 dz ≤ c
(ρ
r

)n+2
∫

Q+
r (z0)

|η|2 dz,

∫
Q+
ρ (z0)

|∇ η|2 dz ≤ c
(ρ
r

)n+2
∫

Q+
r (z0)

|∇ η|2 dz,

∫
Q+
ρ (z0)

(|η′−bη′′|2 +|η′′−η′′
ρ,z0
|2) dz ≤ c

(ρ
r

)n+4
∫

Q+
r (z0)

(|η′−bη′′|2 +|η′′−η′′
r,z0
|2) dz.

Постоянная c зависит от ν, µ, и ‖b‖.
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(A, b)-калорическая Лемма 1

Пусть z0 ∈ Γ1, Q+
R(x0) ⊂ Q+

1 , 0 < ν ≤ µ и β > 0 — фиксированные числа.
Тогда ∀ε > 0 существует δ = δ(ε, ν, µ, β) > 0 такое, что ∀u ∈W 1,0

2, b(Q
+
R(z0)),

удовлетворяющей условиям

−
∫

Q+
R

(z0)

(R−2|u|2 + |∇u|2) dz ≤ 1,

∣∣∣∣ −∫
Q+
R

(z0)

(−u · ϕt +A∇u · ∇ϕ) dz

∣∣∣∣ ≤ δ sup
Q+
R

(z0)

|∇ϕ|

для любой функции ϕ ∈
◦
W

1

2, b (Q+
R(z0)) ∩ C1(Q+

R(z0)), найдётся
(A, b)-калорическая функция h ∈W 1,0

2,b (Q+
R/2

(z0)), такая что

−
∫

Q+
R/2

(z0)

(R−2|h|2 + |∇h|2) dz ≤ 2n+3,

−
∫

Q+
R/2

(z0)

|h− u|2 dz ≤ εR2.
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Следствие ((A, b)-калорическая Лемма 2)

Пусть z0 ∈ Γ1, Q+
R(z0) ⊂ Q+

1 , и фиксированы числа 0 < ν ≤ µ и β > 0.
Тогда ∀ε > 0 существует постоянная Cε = C(ε, ν, µ, β) > 0, такая, что
∀u ∈ V2,b(Q

+
R(z0)) найдутся (A, b)-калорическая функция h ∈W 1

2,b(Q
+
R/2

(z0)) и

ϕ0 ∈
◦
W

1

2, b (Q+
R(z0)) ∩ C1(Q+

R(z0)), sup
Q+
R

(z0)
|∇ϕ0| ≤ 1, удовлетворяющие

неравенствам

−
∫

Q+
R/2

(z0)

(
|h′ − b h′′|2 + |h′′ − h′′

R/2,z0
|2 +R2 |∇h|2

)
dz

≤ 2n+5(1 + β2)2MR,z0 (u),

−
∫

Q+
R/2

(x0)

|u−h|2 dz ≤ 2ε(1+β2)MR,z0 (u)+CεR
2

∣∣∣∣∣ −
∫

Q+
R

(x0)

(−η ·ϕ0t+A∇u·∇ϕ0) dz

∣∣∣∣∣
2

,

где

MR,z0 (u) = −
∫

Q+
R

(x0)

(
|u′ − b u′′|2 + |u′′ − u′′

R,z0
|2 +R2 |∇u|2

)
dz.
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Доказательство основного результата

Пусть z0 ∈ Γ1, Q+
2R(z0) ∩ S+

1 = ∅, функция u ∈ V2, b(Q
+
1 ) является слабым

решением задачи (1)–(3). Зафиксируем постоянную матрицу

AR = aR,z0 = −
∫

Q′
R

(z0)

a(z) dz,

и заметим, что матрица AR удовлетворяет условиям эллиптичности с
постоянными ν и µ.
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Доказательство основного результата

Согласно Лемме 2 для любого фиксированного ε > 0 и решения u существуют
(AR, b)-калорическая функция h ∈W 1

2,b(Q
+
R/2

(z0)), постоянная Cε = C(ε, ν, µ, β)

и функция ϕ ∈
◦
W

1

2, b (Q′R(z0)) ∩ C1(Q+
R(z0)), такие, что sup

Q+
R

(z0)
|∇ϕ| ≤ 1, и

−
∫

Q+
R/2

(z0)

(
|h′ − b h′′|2 + |h′′ − h′′

R/2,z0
|2 +R2 |∇h|2

)
dz ≤ KMR,z0 (u), (12)

−
∫

Q+
R/2

(z0)

|u−h|2 dz ≤ 2ε (1+β2)MR,z0 (u)+CεR
2

∣∣∣∣ −∫
Q+
R

(z0)

(−u·ϕt+AR∇u·∇ϕ) dz

∣∣∣∣2,
(13)

где K = 2n+5(1 + β2)2,

MR,z0 (u) = −
∫

Q+
R

(z0)

(
|u′ − b u′′|2 + |u′′ − u′′

R,z0
|2 +R2 |∇u|2

)
dz.

Гришина Г.В. МГТУ им. Н.Э.Баумана
Регулярность слабых решений недиагональной параболической системы



Доказательство основного результата

Из неравенства Каччопполи (7) для u(x) и условия (H4) получаем оценку

=

∫
Q+
R/2

(z0)

|∇u|2 dz =
(R

2

)2
−
∫

Q+
R/2

(z0)

|∇u|2 dz

≤ c −
∫

Q+
R

(z0)

(|u′ − b u′′|2 + |u′′ − u′′
R,z0
|2) dz + cR2αPF,f , (14)

где
PF,f = ‖F‖2

L2,n+2α(Q+
1 (z0))

+ ‖f‖2
L2,n−2+2α(Q+

1 (z0))
,

и показатель α ∈ (0, 1) фиксирован в условии (H4).
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Доказательство основного результата

Введём функцию

Φu(ρ) = Φu(ρ, z0) = −
∫

Q+
ρ (z0)

(|u′ − b u′′|2 + |u′′ − u′′
ρ,z0
|2) dz.

и оценим Φu(ρ) для ρ ≤ R/2, прибавляя и вычитая функции h′,h′′, b h′′, h′′
ρ,z0

. В
результате, получим неравенство

Φu(ρ) ≤ 2 −
∫

Q+
ρ (z0)

[
|u′ − h′|2 + |h′ − b h′′|2 + β|u′′ − h′′|2

+ |u′′ − h′′|2 + |h′′ − h′′
ρ,z0
|2 + |u′′

ρ,z0
− h′′

ρ,z0
|2
]
dz

≤ C −
∫

Q+
ρ (z0)

|u′ − h′|2 dz + C −
∫

Q+
ρ (z0)

[
|h′ − b h′′|2 + |h′′ − h′′

ρ,z0
|2
]
dz.
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Доказательство основного результата

Продолжая оценки, приходим к неравенству

Φu(ρ, z0) ≤ c
[(ρ
r

)2α
Φu(r, z0) + ρ2αPF,f

]
∀ρ ≤ r ≤ r0, c = c(ν, µ, β, r0), (15)

а затем получим

Φu(r, z0) ≤ c
[

=

∫
Q+

2r(z0)

|∇u|2 dz + r2αPF,f

]
. (16)
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Доказательство основного результата

Наконец, применим последовательно неравенство Пуанкаре (9), неравенство
Каччопполи (14), оценки для функции Φu(r, z0).Тогда получим

−
∫

Q+
ρ (z0)

|u− uρ,z0 |
2 dz ≤ Ĉρ2α

[
c(r−1)

∫
Q+

2r(z0)

|∇u|2 dz + 2PF,f

]
(17)

для всех z0 ∈ Γ1 и r = 2R ≤ r0, таких, что Q+
2R(z0) ∩ S+

1 = ∅, и ĉ = ĉ(ν, µ, β).

Зафиксируем s ∈ (0, 1), и предположим, что z0 ∈ Q+
1−s, R = s/2, и

d = dist(z0,Γ1) ≤ s/8.
Проводя процедуру склейки граничных и внутренних оценок, придем к оценке
(17) в точке z0 ∈ Q+

1−s.
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Доказательство основного результата

Положим Ds = Q+
1−s ∩ {xn ≤ s/8} и D′s = Q+

1−s ∩ {xn ≥ s/8}. Оценим
полунорму u в пространстве L2,n+2α(Ds; δ),

[u]2L2,n+2+2α(Ds; δ)
≤ c(s−1)‖u‖2

V2,b(Q
+
1 )

+ c PF,f . (18)

Поскольку пространства L2,n+2+2α(Ds; δ) и Cα(Ds; δ) изоморфны, имеем

‖u‖Cα(Ds; δ) ≤ c1(s−1) ‖u‖
V2,b(Q

+
1 )

+c2(‖F‖
L2,n+2α(Q+

1 ; δ)
+‖f‖

L2,n−2+2α(Q+
1 ; δ)

).

Постоянные c1(s−1) и c2 зависят от параметров ν, µ, β, r0.
Теорема доказана.
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!
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