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Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î ïðîèçâåäåíèè Äþàìåëÿ ∗ â ïðîñòðàíñòâå
H−∞(G) ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè G ⊂ C ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî
ðîñòà âáëèçè ãðàíèöû G. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé
îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0;

(f ∗ g)(z) :=
d

dz

z∫
0

f(t)g(z − t)dt, z ∈ G.

Â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H(G) âñåõ ãîëîìîðôíûõ â G ôóíêöèé ýòî
ïðîèçâåäåíèå áûëî ââåäåíî è èññëåäîâàíî Í. Óèãëè1.

Ñ óìíîæåíèåì ∗ ïðîñòðàíñòâî H−∞(G) ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è
êîììóòàòèâíîé òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé � ôóíêöèåé,
òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1.

1Wigley N. The Duhamel product of analytic functions // Duke Math.
J.�1974.�Vol. 41.�P. 211�217.
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Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àëãåáðû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ òàêèì
óìíîæåíèåì äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ (ñì., íàïðèìåð,
ñòàòüþ Ì.Ò. Êàðàåâà 2).
Îíî íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ â îïåðàöèîííîì è îïåðàòîðíîì
èñ÷èñëåíèÿõ,
ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
â îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â ñìûñëå À. Áèñâàñà, À.
Ëàìáåðòà è Ñ. Ïåòðîâè÷à3,
â çàäà÷å î ñïåêòðàëüíîé êðàòíîñòè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî
îïåðàòîðà, â êðàåâûõ çàäà÷àõ.

(×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A : H → H, åñëè ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð X : H → H òàêîé, ÷òî

XA = λAX.

Ýòî ïîíÿòèå âîçíèêëî ïîñëå èññëåäîâàíèé Â.È. Ëîìîíîñîâà (1973).)

2Êàðàåâ Ì. Ò. Àëãåáðû Äþàìåëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ // Ôóíêö. àíàëèç è åãî
ïðèë.�2018.�Ò. 52, Âûï. 1.�Ñ. 3�12.

3Biswas A., Lambert A., Petrovic S. Extended eigenvalues and the Volterra
operator // Glasgow Math. J.�2002.�Vol. 44.�P. 521�534.

Ñ.Í. Ìåëèõîâ Ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà êàê ëîêàëüíàÿ àëãåáðà



Óìíîæåíèå ∗ òåñíî ñâÿçàíî ñ îïåðàòîðîì èíòåãðèðîâàíèÿ

J(f)(z) =

z∫
0

f(t)dt.

Èìåííî, ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè â H−∞(G) îïåðàòîðàìè,
ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñ J , ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû Äþàìåëÿ Sg(f) = f ∗ g
(ôóíêöèÿ g ∈ H−∞(G) ôèêñèðîâàíà), è òîëüêî îíè.

Ñ.Í. Ìåëèõîâ Ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà êàê ëîêàëüíàÿ àëãåáðà



Ýòî ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî îïèñûâàòü çàìêíóòûå èäåàëû àëãåáðû
(H−∞(G), ∗) è çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà
J .
Êëþ÷åâûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

ýëåìåíò g àëãåáðû (H−∞(G), ∗) îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
g(0) 6= 0. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òàêæå òîìó, ÷òî îïåðàòîð Sg

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì H−∞(G).

Ñ.Í. Ìåëèõîâ Ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà êàê ëîêàëüíàÿ àëãåáðà



Îäíèìè èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àëîñü ïðîñòðàíñòâî
H−∞(G), ÿâëÿþòñÿ ñòàòüè Á. Êîðåíáëþìà4, 5 (â ñëó÷àå, êîãäà G �
îòêðûòûé åäèíè÷íûé êðóã). Â íèõ èññëåäîâàíû íóëåâûå ìíîæåñòâà
ôóíêöèé èç H−∞(G), èçó÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé, ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå çàìêíóòûõ èäåàëîâ
àëãåáðû H−∞(G) ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì. Èíòåðåñ ê ýòîìó
ïðîñòðàíñòâó âûçâàí, â ÷àñòíîñòè, è òåì, ÷òî åãî àíàëîãè äëÿ
îáëàñòåé â Rn (n ≥ 2) èñïîëüçóþòñÿ â ïðîáëåìå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé (ñì. ñòàòüþ Ý.Äæ. Øòðàóáå6).

4Korenblum B. An extension of the Nevanlinna theory // Acta
Math.�1975.�Vol. 135.�P. 187�219.

5Korenblum B. A Beurling-type theorem // Acta
Math.�1977.�Vol. 138.�P. 265�293.

6Straube E. J. Harmonic and analytic functions admitting a distribution boundary
value // Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa.�1989.�Vol. 11�P. 559�591.
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Öèêë èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòðàíñòâîì H−∞(G) äëÿ
îáëàñòè G â Cn ïðè n ≥ 1 ïðîâåäåí À.Â. Àáàíèíûì, Ëå Õàé Õîåì è
Ð. Èøèìóðîé 7 8, 9, 10, 11. Îí ñâÿçàí ñ îïèñàíèåì ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà, èçó÷åíèåì ðàçëîæåíèé â ðÿäû ýñïîíåíò, ñ
äîñòàòî÷íûìè ìíîæåñòâàìè, ñ îïåðàòîðàìè ñâåðòêè.

7Abanin A. V., Khoi Le Hai. Dual of the function algebra A−∞(D) and
representation of functions in Dirichlet series // Proc. Am. Math.
Soc.�2010.�Vol. 138.�P. 3623�3635.

8Abanin A. V., Khoi Le Hai. Pre-dual of the Function Algebra A−∞(D) and
Representation of Functions in Dirichlet Series // Complex Anal. Oper.
Theory.�2011.�Vol. 5.�P. 1073�1092.

9Abanin A. V., Ishimura R., Khoi Le Hai. Convolution operators in A−∞ for
convex domains // Ark Mat.�2012.�Vol. 50.�P. 1-�22.

10Abanin A. V., Ishimura R., Khoi Le Hai. Extension of solutions of convolution
equations in spaces of holomorphic functions with polynomial growth in convex
domains // Bulletin des Sciences Mathematiques.�2012.�Vol. 136,
Issue 1.�P. 96�110.

11Àáàíèí À. Â., Õîé Ëå Õàé. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé
îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�2015, � 1.�Ñ. 3�13.
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Îñíîâíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C. ×åðåç H(G) áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â G, ñ òîïîëîãèåé
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ â G. Ïîëàãàåì

d(z) = inf
t∈∂G

|z − t|, z ∈ G.

Çäåñü ∂G � ãðàíèöà îáëàñòè G. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îïðåäåëèì
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

H−n(G) :=

{
f(z) ∈ H(G) : ‖f‖n := sup

z∈G
|f(z)|(d(z))n < +∞

}
ñ íîðìîé ‖ · ‖n.
Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî H−n(G) íåïðåðûâíî âëîæåíî â H−n−1(G).
Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå H−∞(G) :=

⋃
n∈N

H−n(G) ãîëîìîðôíûõ â G

ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà âáëèçè ãðàíèöû G òîïîëîãèþ
èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ H−n(G),
n ∈ N, îòíîñèòåëüíî èõ âëîæåíèé â H−∞(G).
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Èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ f 7→ f ′ íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò H−n(G) â
H−n−1(G) äëÿ êàæäîãî n ∈ N, à çíà÷èò, H−∞(G) â H−∞(G).

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çâåçäíàÿ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, òî åñòü äëÿ ëþáîãî z ∈ G îòðåçîê [0, z]
ñîäåðæèòñÿ â G. Äëÿ f, g ∈ H−∞(G) ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ f ∗ g
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îòðåçêó [0, z])

(f ∗ g)(z) :=
d

dz

z∫
0

f(t)g(z − t)dt, z ∈ G.
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Ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü è â òàêîì âèäå:

(f ∗ g)(z) = g(0)f(z) +

z∫
0

f(t)g′(z − t)dt, z ∈ G.

Ïîëàãàåì

(f ~ g)(z) :=

z∫
0

f(t)g(z − t)dt, z ∈ G, f, g ∈ H−∞(G).

Ôóíêöèè f ∗ g è f ~ g ãîëîìîðôíû â G.
Äàëåå

N0 := N ∪ {0}, fn(z) :=
1

n!
zn, n ∈ N0,

J(f)(z) :=

z∫
0

f(t)dt, f ∈ H−∞(G), z ∈ G.
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Îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ J ëèíååí è íåïðåðûâåí â H−∞(G).
Â G âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

J(f ∗ g) = f ~ g, J(f) ∗ g = f ~ g, f, g ∈ H−∞(G),

fm ∗ fn = fm+n, m, n ∈ N0, (1)

Jn(f) = fn ∗ f, f ∈ H−∞(G), n ∈ N0.
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Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáëàñòè, îáëàäàþùèå óñèëåííûì
ñâîéñòâîì çâåçäíîñòè.
Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G â C ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè 0, åñëè äëÿ ëþáîãî q ∈ [0, 1) ìíîæåñòâî qG ñîäåðæèòñÿ â G.
Ïðè ýòîì G � çàìûêàíèå G â C. ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G
â C, ñòðîãî çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî 0, ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé
îòíîñèòåëüíî 0.
Åñëè G ñòðîãî çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, òî ëþáîé ëó÷ ñ
íà÷àëîì â 0 ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ∂G îáëàñòè G â åäèíñòâåííîé òî÷êå
è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

G =
⋃

w∈∂G

[0, w), G =
⋃

w∈∂G

[0, w].
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Òåîðåìà

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî
òî÷êè 0.
(i) Äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ f ∈ H−m(G), g ∈ H−n(G)

‖f ~ g‖m+n ≤ C‖f‖m‖g‖n,

à åñëè G ñòðîãî çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, òî

‖f ~ g‖max{m,n} ≤ C‖f‖m‖g‖n.

(ii) Äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ B > 0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ f ∈ H−m(G), g ∈ H−n(G)

‖f ∗ g‖m+n+1 ≤ B‖f‖m‖g‖n,

à åñëè G ñòðîãî çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, òî

‖f ∗ g‖max{m,n}+1 ≤ B‖f‖m‖g‖n.
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Äëÿ g ∈ H−∞(G) ââåäåì îïåðàòîð Äþàìåëÿ

Sg(f) := f ∗ g, f ∈ H−∞(G).

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü G ⊂ C � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè
0; g ∈ H−∞(G).
(i) Ëèíåéíûé îïåðàòîð Sg íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò H−∞(G) â
H−∞(G).
(ii) Îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ J ëèíååí è íåïðåðûâåí â H−∞(G).
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Èç òåîðåìû, ðàâåíñòâ (1) è ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ â
H−∞(G) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü G � îáëàñòü â C, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Òîãäà
(H−∞(G), ∗) � àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
àëãåáðà. Ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ 1, ÿâëÿåòñÿ åå åäèíèöåé.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ. Àëãåáðà � ýòî ëîêàëüíî
âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî A íàä C, â êîòîðîì ââåäåíî óìíîæåíèå, òî
åñòü áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå · èç A×A â A. Àëãåáðà (A, ·)
íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé, åñëè îòîáðàæåíèå · : A×A → A
íåïðåðûâíî.
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Îïèñàíèå êîììóòàíòà îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü {J}′ � êîììóòàíò J â àëãåáðå L(H−∞(G)) âñåõ ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ â H−∞(G) îïåðàòîðîâ ñ óìíîæåíèåì � êîìïîçèöèåé
îïåðàòîðîâ:

{J}′ = {A ∈ L(H−∞(G)) : AJ = JA â H−∞(G)}.

Ìíîæåñòâî {J}′ ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé L(H−∞(G)). Îïèøåì åãî.

Òåîðåìà

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè
0.
(i) Åñëè A ∈ {J}′, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
g ∈ H−∞(G), äëÿ êîòîðîé A = Sg.
(ii) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ H−∞(G) îïåðàòîð Sg ïðèíàäëåæèò
{J}′.
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Äëÿ ïðîñòðàíñòâ âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëàñòÿõ C ïîäîáíûå
ðåçóëüòàòû ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû È.Ñ. Ðàé÷èíîâûì12, Í.È.
Íàãíèáèäîé13 (ñì. òàêæå èñòîðè÷åñêèé îáçîð â ìîíîãðàôèè Þ.Ô.
Êîðîáåéíèêà14), äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ C(∆) è ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìûõ L(∆) ôóíêöèé (∆ � ïðîìåæóòîê â R, ñîäåðæàùèé
òî÷êó 0) � È. Äèìîâñêèì15, äëÿ ïðîñòðàíñòâà C∞[0, 1] � Ð.
Òàïäèãîãëó è Á.Ò. Òîðåáåêîì16.

12Ðàé÷èíîâ È. Î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ îïåðàöèåé
èíòåãðèðîâàíèÿ // Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ.
Ò. 2.�Ðîñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÐÃÓ.�1970.�Ñ. 63�72.

13Íàãíèáèäà Í. È. Ê âîïðîñó îá îïèñàíèè êîììóòàíòîâ îïåðàòîðà
èíòåãðèðîâàíèÿ â àíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ // Ñèáèðñêèé ìàòåì.
æóðí.�1981.�Ò. 22, � 5.�Ñ. 127�131.

14Êîðîáåéíèê Þ. Ô. Îïåðàòîðû ñäâèãà íà ÷èñëîâûõ
ñåìåéñòâàõ.�Ðîñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÐÃÓ.�1983.

15Dimovski I. Convolutional Calculus.�Kluwer Academic Publishers, 1990.
16Tapdigoglu R., Torebek B. T. Commutant and Uniqueness of Solutions of

Duhamel Equations // Bull. Malays. Math. Sci. Soc.�2020.�Vol. 44,
Issue 2.�P. 705�710.
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Òåîðåìà è àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ∗ âëåêóò

Ñëåäñòâèå

Îòîáðàæåíèå g 7→ Sg ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáðû (H−∞(G), ∗)
íà àëãåáðó {J}′.

Ñ.Í. Ìåëèõîâ Ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà êàê ëîêàëüíàÿ àëãåáðà



Îáðàòèìûå ýëåìåíòû àëãåáðû (H−∞(G), ∗)
è îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà Äþàìåëÿ

Â ýòîé ÷àñòè èäåò ðå÷ü îá ∗-îáðàòèìîñòè è îáðàòèìîñòè Sg â
H−∞(G).

Òåîðåìà

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ñòðîãî çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî
òî÷êè 0. Ôóíêöèÿ g ∈ H−∞(G) îáðàòèìà â (H−∞(G), ∗) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà g(0) 6= 0.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ ñòðîãî çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0
îáëàñòü â C, g ∈ H−∞(G). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
(i) Îïåðàòîð Sg : H−∞(G)→ H−∞(G) èìååò ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îáðàòíûé.
(ii) Îïåðàòîð Sg : H−∞(G)→ H−∞(G) ñþðúåêòèâåí.
(iii) g(0) 6= 0.
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Òåîðåìà ðàíåå áûëà äîêàçàíà Ë. Áåðãîì [ãë. 5, � 26]17 äëÿ
ïðîñòðàíñòâà âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
[0,+∞), Í. Óèãëè18 � äëÿ H(G) â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü G ⊂ C
çâåçäíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0,

17Berg L. Einführung in die Operatorenrechnung.�Berlin: VEB Duetscher Verlag
der Wissenschaften, 1965.

18Wigley N. The Duhamel product of analytic functions // Duke Math.
J.�1974.�Vol. 41.�P. 211�217.
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ñëåäñòâèå � È. Ðàé÷èíîâûì19, Í.È. Íàãíèáèäîé20, Ì.Ò. Êàðàåâûì21,
Ð. Òàïäèãîãëó è Á.Ò. Òîðåáåêîì22 äëÿ C∞[0, 1], â 23 äëÿ ïðîñòðàíñòâ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé íà èíòåðâàëå èëè îòðåçêå â R, ñîäåðæàùåì 0 (çäåñü
îòìå÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ íåíîðìèðóåìûõ ïðîñòðàíñòâ).

19Ðàé÷èíîâ È. Î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ îïåðàöèåé
èíòåãðèðîâàíèÿ // Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ.
Ò. 2.�Ðîñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÐÃÓ.�1970.�Ñ. 63�72.

20Íàãíèáèäà Í. È. Ê âîïðîñó îá îïèñàíèè êîììóòàíòîâ îïåðàòîðà
èíòåãðèðîâàíèÿ â àíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ // Ñèáèðñêèé ìàòåì.
æóðí.�1981.�Ò. 22, � 5.�Ñ. 127�131.

21Karaev M. T. New proof of Nagnibida's theorem // J.of Function Spaces and
Appl.�2008.�Vol. 4.�P. 85�90.

22Tapdigoglu R., Torebek B. T. Commutant and Uniqueness of Solutions of
Duhamel Equations // Bull. Malays. Math. Sci. Soc.�2020.�Vol. 44,
Issue 2.�P. 705�710.

23Èâàíîâà Î. À., Ìåëèõîâ Ñ. Í. Îá îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà Äþàìåëÿ â
ïðîñòðàíñòâàõ óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé // Óôèìñê. ìàòåì.
æóðí.�2023.�Ò. 15, Âûï. 4.�Ñ. 61-�74.
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Ïðè ∗-îáðàùåíèè g èñïîëüçóåòñÿ ðÿä Íåéìàíà, ïðèìåíÿåìûé, êàê
ïðàâèëî, â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ:

(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + x3 + · · ·

Ðàíåå â íåíîðìèðóåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ óìíîæåíèåì ∗ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîãî êðèòåðèÿ îí ïðèâëåêàëñÿ Ë. Áåðãîì, Í.
Óèãëè, Ì.Ò. Êàðàåâûì.
Ñòðóêòóðà H−∞(G) îòëè÷àåòñÿ îò ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ,
ðàññìîòðåííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàíåå: H−∞(G) ÿâëÿåòñÿ
íåíîðìèðóåìûì ñ÷åòíûì èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì âåñîâûõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Âîçìîæíîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ðÿäà Íåéìàíà â ðàññìàòðèâàåìîé
ñèòóàöèè äàþò õàðàêòåð íåïðåðûâíîñòè ñâåðòêè ~, âûÿâëåííûé
òåîðåìîé 1 äëÿ îáëàñòè G, ñòðîãî çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, è
ñóæåíèÿ ~ íà áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóþùèå äàííûé
èíäóêòèâíûé ïðåäåë.

Ñ.Í. Ìåëèõîâ Ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà êàê ëîêàëüíàÿ àëãåáðà



Ñëåäñòâèå

(î ôàêòîðèçàöèè) Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ ñòðîãî çâåçäíàÿ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòü â C, g ∈ H−∞(G), n ∈ N, g(k)(0) = 0,
0 ≤ k ≤ n− 1, g(n)(0) 6= 0. Òîãäà

Sg = JnSh,

ãäå h = g(n) è Sh � èçîìîðôèçì H−∞(G).
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Èäåàëû àëãåáðû (H−∞(G), ∗), èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

è öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ

Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ñòðîãî
çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî m ∈ N0 ìíîæåñòâî

Im := {f ∈ H−∞(G) | f (k)(0) = 0, 0 ≤ k ≤ m}

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì èäåàëîì àëãåáðû (H−∞(G), ∗).
Ëþáîé ñîáñòâåííûé çàìêíóòûé èäåàë (H−∞(G), ∗) ñîâïàäàåò ñ
íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì Im.
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Òåîðåìà

Ñåìåéñòâî {Im}m∈N0
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ñîáñòâåííûõ

çàìêíóòûõ J-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ H−∞(G).
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Ñòðóêòóðà ðåøåòêè çàìêíóòûõ J-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
H−∞(G), îïèñàííàÿ â òåîðåìå, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü è ìíîæåñòâî
öèêëè÷åñêèõ âåêòîðîâ J .

Ïðè ýòîì ýëåìåíò x ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî â E îïåðàòîðà L,
åñëè çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè îðáèòû {Ln(x)}n∈N0

ñîâïàäàåò ñ
E.

Íåíóëåâîé ýëåìåíò x ∈ E ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì L â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó çàìêíóòîìó
ñîáñòâåííîìó L-èíâàðèàíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó E. Ýòîò ôàêò è
òåîðåìà âëåêóò

Ñëåäñòâèå

Ôóíêöèÿ f ∈ H−∞(G) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì îïåðàòîðà J
â H−∞(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(0) 6= 0.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå !
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