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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ Â ÀËÃÅÁÐÀÕ Õ

�

ÅÐÌÀÍÄÅÐÀ

È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

1

À. Â. Àáàíèí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Îïðåäåëÿþùèå (sampling) ìíîæåñòâà äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðô-

íûõ â îáëàñòè 
 ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíûìè èëè èíòåãðàëüíûìè âåñîâûìè îöåí-

êàìè � ýòî òå ïîäìíîæåñòâà S òî÷åê èç 
 , äëÿ êîòîðûõ èñõîäíàÿ íîðìà

ýêâèâàëåíòíà àíàëîãè÷íîé íîðìå, âû÷èñëåííîé ïî ñóæåíèÿì ôóíêöèé íà S .

Êàê îáúåêò ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ îíè èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè

(P. Doma �nski, M. Lindstr�om, N. Marco, X. Massaneda, J. Ortega-Cedr�a, K. Seip,

P. Thomas).

Â îáùåé ïîñòàíîâêå, äëÿ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîíÿòèå îïðå-

äåëÿþùèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ, ââåäåííûõ

L. Ehrenpreis'îì â 1970 ã. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñëó÷àÿ âåñîâûõ (LB ) -ïðîñòðàíñòâ

âìåñòî ïîíÿòèÿ äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü, êàê ïðàâè-

ëî ýêâèâàëåíòíîå åìó, ïîíÿòèå ñëàáî äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ, ïðåäëîæåííîå â

1974 ã. D. M. Schneider'îì. Âåñîìûé âêëàä â èçó÷åíèå (ñëàáî) äîñòàòî÷íûõ ìíî-

æåñòâ è îïðåäåëåíèå ïîëÿ èõ ïðèìåíåíèé âíåñëè Î. Â. Åïèôàíîâ, Þ. Ô. Êîðî-

áåéíèê, Â. Â. Íàïàëêîâ, à ñèñòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà àâòîðîì

(ñì. äèññåðòàöèþ [1] è áèáëèîãðàôèþ â íåé).

Â 1997 ã. ×. Ãîðîâèö, Á. Êîðåíáëþì è Á. Ïèí÷óê [2] ââåëè ïîíÿòèå îïðåäåëÿ-

þùèõ ìíîæåñòâ äëÿ (DFS ) -ïðîñòðàíñòâà A �1
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ïîëèíî-

ìèàëüíîãî ðîñòà â åäèíè÷íîì êðóãå D êàê òàêèõ ïîäìíîæåñòâ S â D , ÷òî òèïû

ëþáîé ôóíêöèè èç A �1
íà âñåì D è íà S ñîâïàäàþò. ×åðåç ãîä L. H. Khoi è

P. Thomas [3] ïîêàçàëè, ÷òî êàæäîå îïðåäåëÿþùåå äëÿ A �1
ìíîæåñòâî ñëàáî

äîñòàòî÷íî äëÿ íåãî, à âîò îáðàòíûé ðåçóëüòàò íåâåðåí. Â 2003 ã. Õ. Áîíåò è

Ï. Äîìàíñêè [4] ââåëè è èññëåäîâàëè (p; q) -îïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâà è ñ èõ ïî-

ìîùüþ ïîëó÷èëè êðèòåðèé òîãî, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì

äëÿ A �1 (D) . Ýòî îïèñàíèå îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî ñëîæíûì ïî ôîðìå è òðóäíûì

äëÿ ïðèìåíåíèÿ. Íåäàâíî àâòîðîì [5] áûëà ïîëíîñòüþ âûÿñíåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ

ïðèðîäà îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ A �1
.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ îïðåäåëÿþùèõ ìíî-

æåñòâ äëÿ àëãåáð Õ�åðìàíäåðà îáùåãî âèäà, ðàçâèâàþùèé íåêîòîðûå èäåè èç [5].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàññ òàêèõ àëãåáð äîñòàòî÷íî øèðîê è ñîäåðæèò â ñåáå

ìíîãèå èçâåñòíûå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ê íèì îòíîñÿòñÿ A �1
, ïðîñòðàí-

ñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî òèïà ïðè äàííîì (óòî÷íåííîì) ïîðÿäêå,

ïðîñòðàíñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì

íà âåùåñòâåííîé îñè è äð. Ïî íåêîòîðûì îñíîâàíèÿì, äëÿ àëãåáð Õ�åðìàíäåðà

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò • 15-01-01404.
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ìû ïðåäïî÷èòàåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþùèõ ïîíÿòèå ýôôåê-

òèâíûõ ìíîæåñòâ, ââåäåííûõ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà âñåõ öåëûõ ôóíêöèé êî-

íå÷íîãî òèïà ïðè äàííîì ïîðÿäêå V. G. Iyer'îì â 1937 ã. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ðàáîòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýôôåêòèâíûå (îïðåäåëÿþùèå) ìíîæåñòâà äëÿ àëãåá-

ðû Õ�åðìàíäåðà H îáùåãî âèäà � ýòî â òî÷íîñòè óíèâåðñàëüíî ñëàáî äîñòà-

òî÷íûå ìíîæåñòâà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Õ�åðìàíäåðà, ñêîíñòðóèðîâàííûõ ïî H è

èìåþùèõ H â êà÷åñòâå èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà. Ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèå áîëüøåé

÷àñòè ðåçóëüòàòîâ äîêëàäà ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [6].

Ëèòåðàòóðà

1. Àáàíèí À. Â. Ñëàáî äîñòàòî÷íûå ìíîæåñòâà è àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû:

Äèñ. . . . äîêò. ôèç.-ìàò. íàóê.� Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 1995.�268 c.

2. Horowitz C., Korenblum B., Pinchuk B. Sampling sequences for A �1
// Michigan Math. J.�

1997.�Vol. 44, • 2.�P. 389�398.

3. Khoi L. H., Thomas P. Weakly su�cient sets for A �1 (D) // Publ. Mat.�1998.�Vol. 42,

• 2.�P. 435�448.

4. Bonet J., Doma �nski P. Sampling sets and su�cient sets for A �1
// J. Math. Anal. Appl.�

2003.�Vol. 277, • 2.�P. 651�669.

5. Abanin A. V. Sampling sets for the space of holomorphic functions of p olynomial growth in

a ball // Ufa Math. J.�2015.�Vol. 7, • 4.�P. 3�13.

6. Abanin A. V. E�ective and sampling sets for H�ormander spaces // Complex Anal. Op er.

Theory.�2016.�(Ïðèíÿòà ê ïå÷àòè; DOI:10.1007/s11785-016-056 0-5).
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÃËÎÁÀËÜÍÀß ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÇÀÖÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÍÈÊÎÍÎÐÎÂÀ

À. Á. Áàòõèí

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ)

Â ñåðèè ðàáîò Þ. Ã. Íèêîíîðîâà ñ ñîàâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [1] è áèáëèî-

ãðàôèþ â íåé) ðàññìàòðèâàëîñü íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãî-

îáðàçèå 
 â R3
. Îñîáûå òî÷êè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â èçó-

÷åíèè ñâîéñòâ íîðìàëèçîâàííîãî ïîòîêà Ðè÷÷è íà îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Óîëëàõà [2]. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå 
 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

Q(a1; a2; a3) def= (2 s1 + 4s3 � 1)(64s5
1 � 64s4

1 + 8s3
1 + 240s2

1s3 �

� 1536s1s2
3 � 4096s3

3 + 12s2
1 � 240s1s3 + 768s2

3 � 6s1 + 60s3 + 1) �

� 8s1s2(2s1 + 4s3 � 1)(2s1 � 32s3 � 1)(10s1 + 32s3 � 5) �

� 16s2
1s2

2(52s2
1 + 640s1s3 + 1024s2

3 � 52s1 � 320s3 + 13) +

+ 64(2s1 � 1)s3
2(2s1 � 32s3 � 1) + 2048s1(2s1 � 1)s4

2 = 0 ;

(1)

ãäå s1 , s2 , s3 � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåí-

íî s1 = a1 + a2 + a3 , s2 = a1a2 + a1a3 + a2a3 , s3 = a1a2a3 .

Â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ áûëà èññëåäîâàíà îñîáàÿ òî÷êà P1 =
(1=4; 1=4; 1=4). Â [3] äàíî èññëåäîâàíèå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ïîðÿäêîâ 1, 2, 3 ìíî-

ãîîáðàçèÿ 
 è ïîêàçàíà åãî ñòðóêòóðà â öåëîì. Îñíîâíîé àêöåíò ïðè èññëåäîâà-

íèè áûë ñäåëàí íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Äàííàÿ ðàáîòà

ïðåäëàãàåò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ãëîáàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ìíîãîîáðàçèÿ 
 êàê

â ïåðåìåííûõ si , òàê è â ïåðåìåííûõ ai , i = 1 ; 2; 3.

Ïåðåìåííûå ai ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè êîðíÿìè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

� (y) def= y3 � s1y2 + s2y � s3; (2)

êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò D(� ) def= � 4s3
1s3 + s2

1s2
2 + 18s1s2s3 � 4s3

2 � 27s2
3 > 0.

Ðàññìîòðèì èäåàë J , îáðàçîâàííûé ìíîãî÷ëåíîì (1) è äèñêðèìèíàíòîì D(� ) .

Íóëÿìè èäåàëà J ÿâëÿþòñÿ òðè îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿ Z j , j = 1 ; 2; 3, íà

êàæäîì èç êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí (2) èìååò êðàòíûå êîðíè. Ìíîãîîáðàçèå Z1 èìååò

ïîëèíîìèàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ Z1 : f s1 = 2 t1 � 1=2; s2 = t2
1 � t1; s3 = � t2

1=2g
è ðåàëèçóåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ s1 . Âûïîëíèì òàêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

s2 =
S2

4
+

(2s1 + 1)(2 s1 � 3)
16

; s3 =
S3

4
�

(2s1 + 1) 2

32
; (3)

÷òîáû ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s1 íîâûå ïåðåìåííûå S2 è S3 çàäàâàëè îò-

êëîíåíèå îò ìíîãîîáðàçèÿ Z1 . Òîãäà â íîâûõ ïåðåìåííûõ (S2; S3) ìíîãî÷ëåí Q
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èìååò âèä

eQ def= 8s1(2s1 � 1)S4
2 + ( � 16s1 + 8) S3

2S3 � 64s2
1S2

2S2
3 + 128s1S2S3

3 � 64S4
3 +

+ 2(2s1 � 1)s1(16s2
1 � 14s1 � 9)S3

2 + (64s4
1 � 144s3

1 + 168s2
1 + 12s1 � 18)S2

2S3 �

� 16s1(8s3
1 + 4s2

1 � 18s1 + 15)S2S2
3 + 16(3 + 2 s1)(4s2

1 � 6s1 + 3) S3
3 +

1
2

s1(160s5
1 �

� 336s4
1 + 24s3

1 + 264s2
1 � 84s1 � 27)S2

2 +
�

216s4
1 + 96s3

1 � 272s5
1 � 300s2

1 + 117s1+

+ 128s6
1 +

27
2

�
S2S3 + ( � 64s6

1 � 64s5
1 + 320s4

1 � 240s3
1 � 48s2

1 + 180s1 � 81)S2
3 +

+
1
8

s1(3 + 2s1)(4s1 � 3)(2s1 � 3)(2s1 � 1)4S2 +

+
1
8

(3 + 2s1)(4s1 � 3)(4s2
1 � 4s1 + 3)(2 s1 � 1)4S3:

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s1 êðèâàÿ

eQ(S2; S3) = 0 èìååò ðîä 0 è äîïóñêàåò

ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ S2 = ' (s1; t) , S3 =  (s1; t) . Ïðè ýòîì ïàðàìåòð

t óäàåòñÿ âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî s1 ïðè ìàëîì t ïîëó÷àåì

ìàëûå çíà÷åíèÿ S2; S3 . Ïîëó÷åííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ãëîáàëüíà çà èñêëþ÷åíèåì

îñîáûõ çíà÷åíèé s1 2 f� 3=2; 1=2; 3=4g, ïðè êîòîðûõ ñòðóêòóðà ìíîãî÷ëåíà

eQ
ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Äëÿ ýòèõ îñîáûõ çíà÷åíèé ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî-

îáðàçèÿ 
 äàíî â [3].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãëîáàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ìíîãîîáðàçèÿ 
 â ïåðåìåííûõ

ai , i = 1 ; 2; 3, äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè êîðíåé êóáè-

÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ ò. í. ¾íåïðèâîäèìîãî ñëó÷àÿ¿ Êàðäàíî:

z1 = 2
p

� p=3 cos
�
3

; z2;3 = � 2
p

p=3 cos
� �

3
�

�
3

�
; cos� = �

q

2
p

� p3=27
; (4)

ãäå p è q � êîýôôèöèåíòû ¾íåïîëíîãî¿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî

èç (2) çàìåíîé y = z + s1=3, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

p = �
s2

1

3
+ s2; q = �

2s3
1

27
+

s1s2

3
� s3:

Èòîãîâàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëàì (3) è (4).
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÐÎÑÒÀ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ã. Ã. Áðàé÷åâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÏÃÓ)

Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a; b) , �1 6 a < b 6
+ 1 , ôóíêöèÿ g(x) ïîëîæèòåëüíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà íåì, ïðè÷åì g0(x) > 0.

Ïóñòü, äàëåå, ïðè âñåõ x 2 (a; b) âûïîëíåíî óñëîâèå

m 6
f (x)
g(x)

6 M: (1)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

Mc1(� ) 6
f 0(x)
g0(x)

6 Mc2(� ); x 2 (a; b);

ãäå

� =
m
M

;

c1(� ) = inf
x2 (a;b)

1
g0(x)

sup
a<t<x

g(t) � �g (x)
t � x

; c2(� ) = sup
x2 (a;b)

1
g0(x)

inf
b>t>x

g(t) � �g (x)
t � x

:

Âîïðîñ ñðàâíåíèÿ óáûâàþùèõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûx ôóíêöèé

ðåøàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a; b) , �1 6 a < b 6
+ 1 , ôóíêöèÿ g(x) ïîëîæèòåëüíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà íåì, ïðè÷åì g0(x) < 0.

Ïóñòü ïðè âñåõ x 2 (a; b) âûïîëíåíî óñëîâèå (1) . Òîãäà ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîí-

íÿÿ îöåíêà

M d1(� ) 6
f 0(x)
g0(x)

6 Md2(� ); x 2 (a; b);

ãäå

� =
m
M

;

d1(� ) = inf
x2 (a;b)

1
g0(x)

inf
b>t>x

g(t) � �g (x)
t � x

; d2(� ) = sup
x2 (a; b)

1
g0(x)

sup
a<t<x

g(t) � �g (x)
t � x

:

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ èëþñòðàöèé ê ïðèâåäåííûì òåîðåìàì.

Ïðèìåð 1. Òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé âñÿêîé âûïóêëîé

ôóíêöèè f (x) ñ óñëîâèåì

m 6
f (x)
x2 6 M; x 2 (0; + 1 );
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âûïîëíÿåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

2M
�
1 �

p
1 � m=M

�
6

f 0(x)
x

6 2M
�
1 +

p
1 � m=M

�
; x 2 (0; + 1 ):

Ïðèìåð 2. Òåîðåìà 2 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíê-

öèè f (x) ñ óñëîâèåì

m 6 xf (x) 6 M; x 2 (0; + 1 );

ïîä÷èíåíà îöåíêå

� p
M �

p
M � m

� 2 6
�

� x2�
f 0(x) 6

� p
M +

p
M � m

� 2; x 2 (0; + 1 ):
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÂÛÏÓÊËÛÉ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊ Â ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ

À. Ä. Áðþíî

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ)

1. Ìíîãîãðàííèê. Ïóñòü â n -ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Rn =
f Q = ( q1; : : : ; qn )g, n > 2, çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê S = f Q1; : : : ; Qkg.

Èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

� =

(

Q =
kX

i =1

� i Qi ; 0 6 � i 6 1;
kX

i =1

� i = 1

)

(1)

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì. Åãî ãðàíèöà @� ñîñòîèò èç ãðàíåé � (d)
j ðàç-

ìåðíîñòåé d = 0 ; 1; : : : ; n � 1. Íóëüìåðíûå ãðàíè � ýòî âåðøèíû, îäíîìåðíûå �

ðåáðà è (n � 1)-ìåðíûå � ãèïåðãðàíè. Êàæäàÿ ãðàíü � (d)
j ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì

ìíîãîãðàííèêîì. Êàæäîé ãðàíè � (d)
j ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íîå ïîäìíîæåñòâî

S(d)
j = � (d)

j \ S è íîðìàëüíûé êîíóñ

U (d)
j =

n
P : hP; Q0i = hP; Q00i > hP; Q000i ; Q0; Q002 S(d)

j ; Q0002 SnS(d)
j

o
; (2)

ãäå P = ( p1; : : : ; pn ) � òî÷êà ñîïðÿæåííîãî ê Rn
ïðîñòðàíñòâà Rn

� , à hP; Qi =P n
i =1 pi qi � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ýòî ñèòóàöèÿ àôèííîé ãåîìåòðèè [1, ãë. I].

2. Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ïóñòü X = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn
èëè Cn

,

à f (X ) � ìíîãî÷ëåí. Êîðíè óðàâíåíèÿ f (X ) = 0 îáðàçóþò àëãåáðàè÷åñêîå ìíî-

ãîîáðàçèå. Åãî òî÷êà X 0
íàçûâàåòñÿ îñîáîé, åñëè â íåé ìíîãî÷ëåí f (X ) è âñå

åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îáðàùàþòñÿ â íîëü. Åñëè X 0 = 0 , òî

f (X ) =
kX

i =1

ai X Q i ; (3)

ãäå ai = const 6= 0 , X Q = xq1
1 � � � xqn

n . Ïðè X ! 0 ïî ðàçíûì ïóòÿì ðàçíûå

ñëàãàåìûå ñóììû (3) äàþò âåäóùèå ÷ëåíû ñóììû (3) .

×òîáû èõ âûäåëèòü, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè

f Q1; : : : ; Qkg = S, åãî âûïóêëóþ îáîëî÷êó � . Êàæäîé ãðàíè � (d)
j ñîîòâåòñòâóþò

ãðàíè÷íîå ïîäìíîæåñòâî S(d)
j , óêîðî÷åííûé ìíîãî÷ëåí

f̂ (d)
j =

X
ai X Q i

ïî Qi 2 S(d)
j (4)

è íîðìàëüíûé êîíóñ U (d)
j . Åñëè x i = bi � pi

, bi ; pi = const 2 R , i = 1 ; : : : ; n , � ! 1

è P = ( p1; : : : ; pn ) 2 U (d)
j , òî âåäóùèå ñëàãàåìûå â ñóììå (3) îáúåäèíåíû â óêî-

ðî÷åííóþ ñóììó (4) , êîòîðàÿ êâàçèîäíîðîäíà. Ïóñòü âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå
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� 2; : : : ; � n� 1 > 0 è zi = x i =x� i
1 , i = 2 ; : : : ; n � 1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f (X ) = 0 â âèäå ðÿäà

xn = x �
1

1X

l=0

' l (z2; : : : ; zn� 1)x l {
1 ; (5)

ãäå { ; � = const > 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè óðàâíåíèå f (X ) = 0 èìååò ðåøåíèåì ðàçëîæåíèå âèäà (5)

è P = � (1; � 2; : : : ; � n� 1; � ) 2 U (d)
j , òî óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå f̂ (d)

j (X ) = 0 èìååò

ðåøåíèå xn = x �
1 ' 0(z2; : : : ; zn� 1) .

Èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ è ñòåïåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-

äèíàò [1], ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âèäà (5) [2, Ÿ 2].

3. Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü x1; : : : ; xn� 1 � íåçàâèñè-

ìûå, à xn � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííûå. Äèôôåðåíöèàëüíûì ìîíîìîì a(X ) íàçî-

âåì êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé, îáû÷íîãî ìîíîìà X Q
è ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà @kK kxn=@K X , ãäå K = ( k1; : : : ; kn� 1) 2 Zn� 1
, K > 0,

kK k = k1 + � � � + kn� 1 . Êàæäîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó ìîíîìó a(X ) ñîîòâåòñòâó-

åò åãî âåêòîðíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè Q(a) = ( q1; : : : ; qn ) :

Q(const) = 0 ; Q
�
X R �

= R; Q
�
@kK kxn=@K X

�
= ( � K; 1):

Ïðè óìíîæåíèè ìîíîìîâ èõ âåêòîðíûå ïîêàçàòåëè ñêëàäûâàþòñÿ êàê âåêòîðû.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ñóììó äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ

f (X ) =
kX

i =1

ai (X ): (6)

Òî÷êè Q(a1); : : : ; Q(ak ) 2 Rn
îáðàçóþò èñõîäíîå ìíîæåñòâî S. Ïî íåìó âû÷èñëÿ-

åì ìíîãîãðàííèê � ñ ãðàíÿìè � (d)
j , ãðàíè÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè S(d)

j = � (d)
j \ S,

óêîðî÷åííûìè ñóììàìè

f̂ (d)
j (X ) =

X
ai (X ) ïî Q(ai ) 2 S(d)

j (7)

ñ íîðìàëüíûìè êîíóñàìè U (d)
j . Âáëèçè òî÷êè X 0 = 0 äëÿ ðåøåíèé âèäà (5)

óðàâíåíèÿ f (X ) = 0 ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1 ñ çàìåíîé (3) íà (6) è (4) íà (7) .

Ïðè ýòîì äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèè ' l (z2; : : : ; zn� 1) � ðàöèî-

íàëüíûå, à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèè ' l � áîëåå îáùåé ïðè-

ðîäû [1, ãë. VI, Ÿ 5].

4. Äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü â âåùåñòâåííîì n -ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rn = f X g çàäàíî m îäíîðîäíûõ âåùåñòâåííûõ ôîðì f i (X ) ,

i = 1 ; : : : ; m , 2 6 m 6 n . Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé Q(X ) =
(jf 1(X )j; : : : ; jf m (X )j) 2 Rm

+ äëÿ öåëî÷èñëåííûõ X 2 Zn
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì, ãðàíèöà êîòîðîãî äëÿ kX k < const
âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïðîãðàììû. Òî÷êè X 2 Zn

, äëÿ êîòîðûõ

çíà÷åíèÿ Q(X ) ëåæàò íà ýòîé ãðàíèöå, íàçâàíû ãðàíè÷íûìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ
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íàèëó÷øèìè äèîôàíòîâûìè ïðèáëèæåíèÿìè äëÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ óêàçàí-

íûõ ôîðì. Èõ âû÷èñëåíèå äàåò ãëîáàëüíîå îáîáùåíèå öåïíîé äðîáè.

Ïóñòü p(� ) � öåëûé íåïðèâîäèìûé â Q ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n è � � åãî êî-

ðåíü. Íàáîð îñíîâíûõ åäèíèö êîëüöà Z[� ] ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ãðàíè÷íûì òî÷-

êàì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïîñòðîåííûõ ïî

êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà p(� ) . Êàæäàÿ åäèíèöà îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçìû ãðàíè÷-

íûõ òî÷åê â Rn
è â Rm

+ . Â ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîåêöèè Rm
+ íà Rm� 1

ìîæíî íàéòè

ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü äëÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ åäè-

íèöàì. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ êîíñòðóêöèé ìîæíî íàõîäèòü öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà [3, 4].
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ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È ÒÅÐÌÎÝËÅÊÒÐÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÒÅË

1

À. Î. Âàòóëüÿí (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ ÐÀÍ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ) ,

Ñ. À. Íåñòåðîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíîì ïîâåäåíèè òåðìîýëåêòðîóïðóãèõ òåë ñîñòàâëÿþò

îñíîâó ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïèðîýëåêòðè÷åñêèõ äàò-

÷èêîâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â òåõíèêå êðîìå îäíîðîäíûõ è ñëîèñòûõ ïèðîìà-

òåðèàëîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ è ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ïèðîìàòåðèàëû,

â êîòîðûõ ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

çàäà÷è òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ îäíîðîäíûõ è ñëîèñòûõ ìàòåðèàëîâ õîðî-

øî èçó÷åíû. Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

òîëüêî äëÿ ñòåïåííûõ è ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè. Â äàííîé

ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè ïðè ïðîèçâîëüíûõ çàêîíàõ

íåîäíîðîäíîñòè.

Ïðåäëîæåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äâèæåíèÿ íåîäíîðîäíîãî òåðìîýëåê-

òðîóïðóãîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî ïîòîêà è çàäàííîé òåìïåðàòóðû. Ïî-

ñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ â ñèëó ìàëîñòè ïàðàìåòðà ïðè èíåðöèîííîì ÷ëåíå ðàñ-

ñìîòðåíû äâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è: äèíàìè÷åñêàÿ è êâàçèñòàòè÷åñêàÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ íåîäíî-

ðîäíîãî ñëîÿ èç ïüåçîêåðàìèêè êëàññà 6 mm. Íà âåðõíåé è íèæíåé ïëîñêîñòÿõ

ñëîÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé ðàâíû íóëþ, à òåïëîâîé ïîòîê èçìåíÿåò-

ñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó. Â ñèëó ïèðîýôôåêòà íà ýëåêòðîäàõ íàâîäèòñÿ ðàç-

íîñòü ïîòåíöèàëîâ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðîäîâ

â ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëàïëàñà, ïîëó÷åíà êðàåâàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè â òðàíñôîðìàíòàõ

ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè òåðìîìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðèñòðåëêè äëÿ íà-

áîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà îñóùåñòâëåíî íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ îðèãèíàëà â ðÿä ïî ñìåùåííûì

ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà.

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ

òèïîâ òåïëîâîé íàãðóçêè è çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè íà õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íà-

âåäåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îäíîðîäíîãî ñëîÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå

ðåçóëüòàòîâ òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ïîäõîäîâ, îïðåäåëåíû âðåìåííûå èíòåð-

âàëû, ïðè êîòîðûõ òî÷íûé è ïðèáëèæåííûé ïîäõîäû äàþò ïðàêòè÷åñêè îäèíà-

êîâûå ðåçóëüòàòû.

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò • 16-01-00354-à.
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Î ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÀÍÀËÎÃÈÈ

È ÅÅ ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈßÕ

À. Ë. Æîõîâ ( Ðîññèÿ, ßðîñëàâëü; ßÃÏÓ) ,

À. À. Þíóñîâà ( Êàçàõñòàí, Øèìêåíò; ÌÃÒÓ) ,

À. À. Þíóñîâ ( Êàçàõñòàí, Øèìêåíò; ÌÃÒÓ)

Â íàóêå èçâåñòíû òðè îñíîâíûå òî÷êè çðåíèÿ: àíàëîãèÿ � ýòî: 1) îòíîøåíèå

îñîáîãî ðîäà ñõîäñòâà ìåæäó îáúåêòàìè [1, 7]; 2) âèä óìîçàêëþ÷åíèÿ êàê ïåðåíîñ

èíôîðìàöèè ñ âñïîìîãàòåëüíîãî îáúåêòà ( ìîäåëè ) íà èçó÷àåìûé îáúåêò ( îðèãè-

íàë ) [6, 9, 10]; 3) îäèí èç ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîçíàíèÿ (îáó÷åíèÿ), â îñíîâå

êîòîðîãî ëåæèò ñõîäñòâî ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè [7].

Â ñîîáùåíèè âíà÷àëå äåòàëèçèðóåòñÿ è óòî÷íÿåòñÿ ïåðâàÿ òðàêòîâêà àíà-

ëîãèè. Ñ ïðèâëå÷åíèåì òàêèõ ïîíÿòèé, êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ñîêðàùåí-

íî � à. ñ.), ðàçëè÷íîãî ðîäà ìîðôèçìû, êëàññû àíàëîãèè è äð. Ìàòåìàòè÷åñêè

ñòðîãî äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ, âíà÷àëå âñïîìîãàòåëüíîìó ïîíÿòèþ � îòíîøåíèþ

êîððåëÿöèè íà ìíîæåñòâå à. ñ. E , çàòåì � àíàëîãèè êàê ñóæåíèÿ îòíîøåíèÿ

êîððåëÿöèè íà EA . À èìåííî: äâå ñèñòåìû àíàëîãè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, îíè êîððåëèðóþò ñ ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìîé A è ìåæäó

ñîáîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè ïîñòðî-

èòü îñíîâû òåîðèè àíàëîãèè êàê áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. Âî-âòîðûõ, íà ýòîé áàçå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêè íåîáõîäèìûå

óòâåðæäåíèÿ, â òîì ÷èñëå îïèñûâàþùèå ïðîñòðàíñòâî àíàëîãèè . Íà ýòîé îñ-

íîâå îòêðûâàþòñÿ îïðåäåëåííûå âîçìîæíîñòè ðàçâèòèÿ íàìå÷åííîé òåìàòèêè â

ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå.

Ïî ïîâîäó ââåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ àíàëîãèè âîçíèêàþò, ïðåæäå âñåãî,

âîïðîñû ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà: 1) êàê ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ

ñ äðóãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè: àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà [7], òîëåðàíò-

íîñòü è äðóãèå; 2) êàêîâà åãî öåëåñîîáðàçíîñòü è ïîëüçà, õîòÿ áû äëÿ ïðèëî-

æåíèé ìàòåìàòèêè; 3) êàêèì ìîæåò áûòü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðåäñòàâëåííîé

ñèñòåìû ïîíÿòèé?

Òåîðåìà 1. Îòíîøåíèå k íà ìíîæåñòâå E � E ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Òåîðåìà 2. ×òîáû äâå ñèñòåìû A è B êîððåëèðîâàëè, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåì A �
è B �

, âòîðè÷íûõ äàííûì è èçîìîðôíûõ ìåæäó

ñîáîé.

Òåîðåìà 3. Îòíîøåíèå àíàëîãèè íà ìíîæåñòâå ñèñòåì ðåôëåêñèâíî è ñèì-

ìåòðè÷íî.

Òåîðåìà 4. Â ïðîñòðàíñòâå àíàëîãèè ìîæíî âûäåëèòü ÿäðà àíàëîãèè ( îíè

èãðàþò ðîëü ñèñòåìîîáðàçóþùèõ ôàêòîðîâ ) .

Ïîñòðîåííûé òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò ïîçâîëÿåò íàìåòèòü ñëåäóþùèå äåé-

ñòâèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáúåêòîâ, àíàëîãè÷íûõ óæå èçâåñòíîìó (ýòè äåéñòâèÿ ñòà-

ëè îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ ìåòîäèêè ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ àíàëîãèè, ñì. [5]
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è äð.): à) çàïèñü äàííîãî îáúåêòà ñ èñïîëüçîâàíèåì êàêîãî-ëèáî èíîãî íàáîðà

ñèìâîëîâ ( êîäà çàïèñè è ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè ); á) ñóæåíèå èëè ðàñøèðå-

íèå íàáîðà ãëàâíûõ îòíîøåíèé èçó÷àåìîãî îáúåêòà-ñèñòåìû, ëèáî ñóæåíèå èëè

ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà-íîñèòåëÿ ýòîé ñèñòåìû; â) ïîñòðîåíèå îáúåêòà-àíàëîãà

ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç âèäîâ ìîðôèçìîâ; ã) ïåðåõîä ê íîâîé èíòåðïðå-

òàöèè òåîðèè, â ðàìêàõ êîòîðîé çàäàí îáúåêò-îðèãèíàë. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå

íàìå÷åííîãî â äîêëàäå òåîðåòè÷åñêîãî àïïàðàòà àíàëîãèè ìîæåò èäòè â òà-

êèõ íàïðàâëåíèÿõ: 1) ðàçâèòèå ñàìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, â ÷àñòíîñòè,

áîëåå ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ÿäåð àíàëîãèè , îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå

âûáðàííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Íà÷àëî, äàëåêîå îò çàâåðøåíèÿ, ïîëîæåíî

ýòîìó â [4, 5]. 2) Ðàçâèòèå êàêîé-ëèáî èçâåñòíîé òåîðèè ñ èñïîëüçîâàíèåì îïè-

ñàííîãî àïïàðàòà àíàëîãèè è äðóãèå. Ýòè íàïðàâëåíèÿ ìîãóò ñòàòü ïðåäìåòîì

äàëüíåéøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ðàáîòû.

Â ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå íàìå÷åííûé àïïàðàò, âêëþ÷àÿ îïèñàíèå óìñòâåííûõ

äåéñòâèé O1 � O9 [3, 5], ñîñòàâëÿåò, ïî ñóòè, òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó ìåòîäèêè

îáó÷åíèÿ è ó÷èòåëåé, è ó÷àùèõñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ àíàëîãèè

â ïîçíàíèè êàê ìàòåìàòèêè, òàê è äðóãèõ ó÷åáíûõ äèñöèïëèí. Îíà íàìå÷à-

åò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáúåêòîâ, àíàëîãè÷íûõ óæå èçâåñòíîìó

(ñì. [3, 5] è äð.): à) çàïèñü äàííîãî îáúåêòà ñ èñïîëüçîâàíèåì êàêîãî-ëèáî èíîãî

êîäà çàïèñè èíôîðìàöèè � çíàêîâîé ìîäåëè [8]; á) ïîñòðîåíèå îáúåêòà-àíàëîãà

ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç âèäîâ ìîðôèçìîâ (î÷åíü âàæíûé è ñóùåñòâåííûé

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ øàã); â) ïåðåõîä ê íîâîé èíòåðïðåòàöèè òåî-

ðèè, â ðàìêàõ êîòîðîé çàäàí îáúåêò-îðèãèíàë è äð. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäèòñÿ

ïðîöåññóàëüíàÿ ìîäåëü ìåòîäà àíàëîãèè êàê ìåòîäà ïîçíàíèÿ è îáó÷åíèÿ .

Ëèòåðàòóðà

1. Àäàìàð Æ. Èññëåäîâàíèå ïñèõîëîãèè ïðîöåññà èçîáðåòåíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè.�Ì.:

Ñîâ. Ðàäèî, 1970.�150 ñ.

2. Áîëòÿíñêèé Â. Ã. Àíàëîãèÿ � îáùíîñòü àêñèîìàòèêè // Ñîâåò. ïåäàãîãèêà, 1975.�• 1.�

Ñ. 73�78.

3. Æîõîâ À. Ë. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîíÿòèÿ àíàëîãèè è íåêîòîðûå åå ñëåäñòâèÿ //

Ñá. òð. ¾4-å Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ¿.�ßðîñëàâëü: Èçä-âî ßÃÏÓ, 2006.�Ñ. 167�173.

4. Æîõîâ À. Ë., Þíóñîâ À. À., Þíóñîâà À. À. Àíàëîãèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ âûñøåé ìàòåìà-

òèêè è âîçìîæíîñòè åå èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ìàòåìàòè-÷åñêèì ïîíÿòèÿì,

ìåòîä àíàëîãèé // Ñîâðåì. íàóêîåìêèå òåõíîëîãèè.�2015.�• 12, ÷. 2.�Ñ. 384�390.

5. Ìàëüöåâ À. È. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.�Ì.: Íàóêà, 1970.

6. Ïîéà Ä. Ìàòåìàòèêà è ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ.�Ì..: Íàóêà, 1975.�496 ñ.

7. Ñàëìèíà Í. Ã. Çíàê è ñèìâîë â îáó÷åíèè.�Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1988.�Ñ. 12�67.

8. Óåìîâ À. È. Àíàëîãèÿ â ïðàêòèêå íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ.�Ì.: Íàóêà, 1970.�264 ñ.

9. Øðåéäåð Þ. À. Ðàâåíñòâî. Ñõîäñòâî. Ïîðÿäîê.�Ì.: Íàóêà, 1971.�256 ñ.

10. Ýðäíèåâ Ï. Ì., Ýðäíèåâ Á. Ï. Àíàëîãèÿ â çàäà÷àõ: (Óêðóïíåíèå äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö

âî âíåêëàññíîé ðàáîòå ïî ìàòåìàòèêå).�Ýëèñòà: Êàëìûö. êí. èçä-âî, 1989.�187 ñ.
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ÑÏÎÑÎÁÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÅØÅÍÈÉ

ÍÅÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ñ. Á. Êëèìåíòîâ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ ÐÀÍ)

Äîêëàä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáçîð ðàáîò ïî ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà â îäíîñâÿçíîé ïëîñêîé îáëà-

ñòè. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè íåïðåðûâíûõ (ðåãóëÿðíûõ) âïëîòü äî êðàÿ ðåøåíèé,

à òàêæå ñëó÷àè îáîáùåííûõ êëàññîâ Õàðäè, Ñìèðíîâà è BMO (Bounded Mean

Oscillation). Ïðèâåäåíû òàêæå íîâûå, åùå íå îïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû. Ñôîð-

ìóëèðîâàíû íåêîòîðûå íåðåøåííûå çàäà÷è.
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CONDITIONS FOR THE CONVERGENCE OF SOLUTIONS

OF VARIATIONAL PROBLEMS WITH BILATERAL

CONSTRAINTS IN VARIABLE DOMAINS

A. A. Kovalevsky

(Russia, Ekaterinburg; IMM UrB RAS, UrFU)

In this talk, we discuss su�cient conditions for the convergence of minimizers and

minimum values of integral and more general functionals on sets of functions de�ned

by bilateral constraints in variable domains. The given constraints are elements of

the corresp onding Sob olev space, and the degeneration on a set of measure zero is

admitted for the di�erence of the upp er and lower constraints.

Let n 2 N , n > 2, let 
 b e a b ounded domain in Rn
, and let p > 1. Let f 
 sg b e

a sequence of domains in Rn
contained in 
 .

Definition 1. If s 2 N , then qs is the mapping from W 1;p(
) into W 1;p(
 s)
such that, for every function v 2 W 1;p(
) , qsv = vj
 s .

Definition 2. We say that the sequence of the spaces W 1;p(
 s) is strongly

connected with the space W 1;p(
) if there exists a sequence of linear continuous

op erators ls : W 1;p(
 s) ! W 1;p(
) such that:

(a) the sequence of the norms klsk is b ounded;

(b) for every s 2 N and for every v 2 W 1;p(
 s) , we have qs(lsv) = v a. e. in 
 s .

Definition 3. Let, for every s 2 N , I s : W 1;p(
 s) ! R , and let I : W 1;p(
) !
R . We say that the sequence f I sg � -converges to the functional I if the following

conditions are satis�ed:

(a) for every function v 2 W 1;p(
) , there exists a sequence ws 2 W 1;p(
 s) such

that kws � qsvkL p (
 s ) ! 0 and I s(ws) ! I (v) ;

(b) for every function v 2 W 1;p(
) and for every sequence vs 2 W 1;p(
 s) such

that kvs � qsvkL p (
 s ) ! 0, we have lim inf
s!1

I s(vs) > I (v) .

Let c1; c2 > 0, and let, for every s 2 N , � s 2 L 1(
 s) and � s > 0 in 
 s . We

assume that the sequence of the norms k� skL 1 (
 s ) is b ounded.

Let, for every s 2 N , f s : 
 s � Rn ! R b e a function satisfying the following

conditions: for every � 2 Rn
, the function f s(�; � ) is measurable on 
 s ; for almost

every x 2 
 s , the function f s(x; �) is convex on Rn
; for almost every x 2 
 s and for

every � 2 Rn
, we have c1j� jp � � s(x) 6 f s(x; � ) 6 c2j� jp + � s(x) .

Definition 4. If s 2 N , then Fs : W 1;p(
 s) ! R b e the functional such that,

for every function v 2 W 1;p(
 s) ,

Fs(v) =
Z


 s

f s(x; r v) dx:

Next, let c3; c4 > 0, and let, for every s 2 N , Gs : W 1;p(
 s) ! R b e a weakly

continuous functional. We assume that, for every s 2 N and for every v 2 W 1;p(
 s) ,

Gs(v) > c3kvkp
L p (
 s ) � c4 .
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Now, let ';  2 W 1;p(
) , and let ' 6  a. e. in 
 . We de�ne

V(';  ) =
�

v 2 W 1;p(
) : ' 6 v 6  a. e. in 

	

;

and let, for every s 2 N ,

Vs(';  ) =
�

v 2 W 1;p(
 s) : ' 6 v 6  a. e. in 
 s
	

:

Theorem. Assume that the following conditions are satis�ed:

( � 1 ) the emb edding of W 1;p(
) into L p(
) is compact ;

( � 2 ) the sequence of the spaces W 1;p(
 s) is strongly connected with the space

W 1;p(
);
( � 3 ) for every sequence of measurable sets H s � 
 s such that measH s ! 0,

we have Z

H s

� s dx ! 0;

( � 4 ) the sequence f Fsg � -converges to a functional F : W 1;p(
) ! R;
( � 5 ) there exists a functional G : W 1;p(
) ! R such that, for every function

v 2 W 1;p(
) and for every sequence vs 2 W 1;p(
 s) with the prop erty

kvs � qsvkL p (
 s ) ! 0, we have Gs(vs) ! G(v);
( � 6 )  � ' > 0 a. e. in 
 .

Let, for every s 2 N , us b e a function in Vs(';  ) minimizing the functional

Fs + Gs on the set Vs(';  ) .

Then there exist an increasing sequence f sj g � N and a function u 2 V(';  )
such that the following assertions hold :

1) the function u minimizes the functional F + G on the set V(';  ) ;

2) kusj � qsj ukL p (
 sj ) ! 0;

3) (Fsj + Gsj )(usj ) ! (F + G)(u) .

This result is published in [1]. We note that a weakening of the condition of

p ositivity of the di�erence  � ' on a set of full measure may lead to a certain

violation of the conclusion of the theorem.

We also discuss the case where the lower constraint is zero and the upp er

constraint is an arbitrary irregular function.
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ÏÐÎÁËÅÌÀ ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÑÍÎÂÍÎÉ

ÍÀ×ÀËÜÍÎ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

A. Á. Ìîðãóëèñ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

Â äîêëàäå áóäåò äàí îáçîð âàæíîé íåðåøåííîé ïðîáëåìû: ïðîäîëæàåìî ëè

ëþáîå ãëàäêîå ðåøåíèå îñíîâíîé íà÷àëüíî êðàåâîé çàäà÷è äèíàìèêè èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íåîãðàíè÷åííî, èëè âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ñèíãóëÿð-

íîñòåé çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ïîÿñíèì ïîñòàíîâêó âîïðîñà. Ðå÷ü ïîéäåò îá óðàâíåíèÿõ

v t + ! � v = �r H; ! = rot v â Q =
�

(x; t ) : t 2 R; x 2 D � R3	
; (1)

div v = 0 â D 8 t 2 R: (2)

Çäåñü íåèçâåñòíûå � âåêòîðíîå ïîëå v (ñêîðîñòü òå÷åíèÿ) è ñêàëÿðíîå ïîëå H
(ôóíêöèÿ Áåðíóëëè); íèæíèé èíäåêñ t îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðå-

ìåíè t ;

! = rot v = ( v3x2 � v2x3 )e1 + ( v1x3 � v3x1 )e2 + ( v2x1 � v1x2 )e3; (3)

ãäå f e1; e2; e3g áàçèñ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x1 , x2 , x3 , v = v1e1 + v2e2 + v3e3 , è

íèæíèé èíäåêñ x j îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî îäíîèìåííîé êîîðäèíàòå;

� � çíàê âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, D � íåêîòîðàÿ îáëàñòü (îáëàñòü òå÷åíèÿ),

çàäàííàÿ è ïîñòîÿííàÿ, n � ïîëå îðòîâ âíåøíåé íîðìàëè íà S .

Æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé, è åå ïëîòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 1.

(Äèíàìèêà ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè îñòàíåòñÿ âíå íàøåãî îáñóæäåíèÿ.)

Ââèäó îäíîðîäíîñòè æèäêîñòè, óðàâíåíèå (2), âûðàæàþùåå åå íåñæèìàåìîñòü,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè � çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû.

Óðàâíåíèå (1) èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ôîðìå Ãðîìåêè � Ëàìáà.

Ïîäñòàíîâêà H = P + v2=2 ïðèâîäèò åãî ê ñòàíäàðòíîìó óðàâíåíèþ Ýéëåðà

v t + ( v ; r )v = �r P; ((v ; r )v )k
def= vj vkx j ; k = 1 ; 2; 3: (4)

Óðàâíåíèå (4), êàê è (1), ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè (2), ââèäó ÷åãî (4) çàïèñûâàåòñÿ â äèâåðãåíòíîì âèäå:

v t + Div( v 
 v ) = �r P; (5)

ãäå, â êîîðäèíàòàõ,

(v 
 v ) jk
def= vj vk ; j; k = 1 ; 2; 3; (Div( v 
 v ))k

def= ( vkvj )x j ; k = 1 ; 2; 3:
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (4) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà, è ñêàëÿð P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå.

Äëÿ óðàâíåíèé (1)�(2) ñòàâÿòñÿ êàê çàäà÷à Êîøè, òàê è íà÷àëüíî-êðàåâûå

çàäà÷è, à òàêæå çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè. Íàèáîëåå ïðîñòîå ãðàíè÷íîå

óñëîâèå ñòàâèòñÿ íà íåïîäâèæíîé íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöå:

v � n = 0 íà S = @D 8 t 2 R: (6)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ñòàâèòñÿ äëÿ ñêîðîñòè

v
�
�
t=0 = v0; (7)

ïðè÷åì ïîëå v0
äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè, è ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè (åñëè ãðàíèöà íåïóñòà).

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé

ãëàäêîé îáëàñòè D c ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (6), ëèáî çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé

(1)�(2) íà òîðå T3
, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè â êëàññå ïðîñòðàíñòâåííî

ïåðèîäè÷åñêèõ ïîëåé:

(v ; H )(x + m) = ( v ; H )(x + m); 8 (x; m) 2 R3 � Z3;
Z

(0;1)3

v dx = 0 : (8)

Íà÷àëüíîå ïîëå v0
âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü ãëàäêèì.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî v0
íàéäåòñÿ T > 0 òàêîå, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ

óðàâíåíèé (1)�(2) íà òîðå èìååò ãëàäêîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà T3 � (� T; T) .

Âîïðîñ: ïðîäîëæàåìî ëè ýòî ðåøåíèå íà T3 � R ïðè ëþáîì v0
? Îòâåò íåèçâå-

ñòåí.

Â äîêëàäå áóäóò îñâåùåíû ñëåäóþùèå òåìû.

1. Ãëîáàëüíîå ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è. Ãëàäêèå ðåøåíèÿ è âèõðåâûå

ïÿòíà.

2. Ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è.

3. Êîëëàïñ ãëàäêîãî ðåøåíèÿ èëè ïîñòåïåííàÿ ïîòåðÿ ãëàäêîñòè?

4. Ïðîáëåìà ñëàáîãî ðåøåíèÿ.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ È ßÇÛÊ: ÐÎËÜ ßÇÛÊÀ Â ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ

È ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

À. Õ. Íàçèåâ

(Ðîññèÿ, Ðÿçàíü; ÐÃÓ èì. Ñ. À. Åñåíèíà)

1. ¾Ìàòåìàòèêà � íàóêà î êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ

ôîðìàõ äåéñòâèòåëüíîãî ìèðà . . . Êîëè÷åñòâåííûå îòíîøåíèÿ (â îáùåì ôèëî-

ñîôñêîì ïîíèìàíèè ýòîãî òåðìèíà) õàðàêòåðèçóþòñÿ, â îòëè÷èå îò êà÷åñòâåí-

íûõ, ëèøü ñâîèì áåçðàçëè÷íûì îòíîøåíèåì ê êîíêðåòíîé ïðèðîäå òåõ îáúåê-

òîâ, êîòîðûå îíè ñâÿçûâàþò . . . ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèé . . . Ì[àòåìàòèêà] èçó÷àåò òîëü-

êî îòíîøåíèÿ, áåçðàçëè÷íûå ê êîíêðåòíîé ïðèðîäå ñâÿçûâàåìûõ èìè îáúåê-

òîâ . . . Â óêàçàííîì øèðîêîì ïîíèìàíèè èçó÷àåìûå Ì[àòåìàòèêîé] îòíîøåíèÿ

âñåãäà ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâåííûìè¿ (À. Í. Êîëìîãîðîâ [1]).

Âñå âìåñòå ýòî ýêâèâàëåíòíî çàìå÷àòåëüíîìó îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòèêè, ïðè-

âåäåííîìó ó Êàññèîäîðà [2] (VI â. í. ý.!; À. Í. ïî÷åìó-òî åãî íå óïîìèíàåò):

¾Ìàòåìàòèêà � íàóêà îá àáñòðàêòíîì êîëè÷åñòâå; àáñòðàêòíîå êîëè÷åñòâî

æå åñòü òî, ÷òî ìû èçó÷àåì ëèøü óìîçðèòåëüíî, îòäåëÿÿ åãî â óìå îò ìàòåðèè

è ñëó÷àéíûõ ïðîÿâëåíèé¿.

2. Àáñòðàêòíûé õàðàêòåð ìàòåìàòèêè ïðåäîïðåäåëÿåò îñîáóþ ðîëü ÿçûêà â

íåé. Óìîçðèòåëüíûå îáúåêòû ìîæíî óâèäåòü ëèøü ¾î÷àìè óìñòâåííûìè¿ (âû-

ðàæåíèå Ãàëèëåÿ). Èíôîðìàöèþ æå î òîì, ÷òî íàäëåæèò óâèäåòü î÷àìè óì-

ñòâåííûìè, ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ïðè ïîìîùè ÿçûêà. ßçûê äåëàåò àáñòðàêò-

íûå îáúåêòû ìàòåìàòèêè îñÿçàåìûìè. ßçûê ïîìîãàåò ìàòåìàòèêàì âåñòè äåëà

ñ ìèðîì àáñòðàêòíûõ îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè êîíêðåòíûõ çíàêîâ.

¾. . . áåç ÿçûêà . . . äëÿ íàøåé äóøè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ïðåäìåòà, ïî-

òîìó ÷òî äàæå ëþáîé âíåøíèé ïðåäìåò äëÿ íåå îáðåòàåò ïîëíîòó ðåàëüíîñòè

òîëüêî ÷åðåç ïîñðåäñòâî ïîíÿòèÿ . . . Âñÿ ðàáîòà ïî ñóáúåêòèâíîìó âîñïðèÿòèþ

ïðåäìåòîâ âîïëîùàåòñÿ â ïîñòðîåíèè è ïðèìåíåíèè ÿçûêà . . . ÷åëîâåê . . . æèâåò

ñ ïðåäìåòàìè òàê, êàê èõ ïðåïîäíîñèò åìó ÿçûê¿ (Âèëüãåëüì ôîí Ãóìáîëüäò).

3. Öåëü íàóêè � èñòèíà. Â îáúåêòàõ (íåâàæíî, àáñòðàêòíûõ èëè êîíêðåò-

íûõ) èñòèíû íåò. Èñòèíà çàêëþ÷åíà â óòâåðæäåíèÿõ îá îáúåêòàõ è ðàäèêàëüíî

çàâèñèò îò òîãî, êàê óïîòðåáëÿåòñÿ ÿçûê. Â ñîâðåìåííûõ ðîññèéñêèõ øêîëüíûõ

ó÷åáíèêàõ ãåîìåòðèè òðàïåöèåé íàçûâàåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ðîâ-

íî îäíà ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. Ïðè òàêîì óïîòðåáëåíèè ñëîâà ¾òðàïåöèÿ¿

íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé òðàïåöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. À â àíãëî-

ÿçû÷íûõ ó÷åáíèêàõ ãåîìåòðèè Êàíàäû è ÑØÀ òðàïåöèåé íàçûâàåòñÿ âûïóêëûé

÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òðàïåöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàëëåëîãðàììàìè.

4. Èñòèíà íå î÷åâèäíà. Èñòèíó îòêðûâàþò ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé. Ðàñ-

ñóæäåíèå, óáåæäàþùåå â èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèÿ, íàçûâàþò äîêàçàòåëüñòâîì
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ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ. Ìàòåìàòèêà � åäèíñòâåííàÿ íàóêà, â êîòîðîé òîëüêî äî-

êàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñðåäñòâîì ïîäòâåðæäåíèÿ èñòèííîñòè. Ýòî ïðèâîäèò â

îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòèêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà (â îòëè÷èå îò äàííîãî âûøå

îïðåäåëåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúåêòà):

¾Ìàòåìàòèêà � ýòî äîêàçàòåëüñòâî¿ [4, 5]. Áîëåå ïîäðîáíî:

¾Ïðåäåëû ìàòåìàòèêè � ýòî âñÿ îáëàñòü äîêàçàòåëüíûõ ðàññóæäåíèé, îò-

íîñÿùèõñÿ ê ëþáîé íàóêå, äîñòèãøåé òàêîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ, ïðè êîòîðîì îò-

íîñÿùèåñÿ ê ýòîé íàóêå ïîíÿòèÿ ìîãóò áûòü âûðàæåíû â àáñòðàêòíîé ôîðìå¿

(Ä. Ïîéà [3]).

5. ¾Èñêóññòâî ðàññóæäàòü ñâîäèòñÿ ê õîðîøî ðàçðàáîòàííîìó ÿçû-

êó . . . Ñëîâî äîëæíî ïîðîæäàòü èäåþ; èäåÿ äîëæíà âûðàæàòü äåëî; ýòî òðè îò-

òèñêà îäíîé è òîé æå ïå÷àòè; è òàê êàê èäåè ñîõðàíÿþòñÿ è ïåðåäàþòñÿ ñëîâàìè,

òî íåëüçÿ íè ñîâåðøåíñòâîâàòü ÿçûê, íå ñîâåðøåíñòâóÿ íàóêó, íè ñîâåðøåíñòâî-

âàòü íàóêó, íå ñîâåðøåíñòâóÿ ÿçûê; è ñêîëü áû äîñòîâåðíû íè áûëè ôàêòû, è

êàê áû ïðàâèëüíû íè áûëè ïîðîæäåííûå èìè èäåè, îíè âñå æå âûçâàëè áû ëîæ-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, íå îáëàäàé ìû òî÷íûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ èõ ïåðåäà÷è . . . ¿

(Àíòóàí Ëàâóàçüå).

6. Êàçàëîñü áû, âñå ýòî äîëæíî âûçûâàòü óâàæåíèå è ïîâûøåííûé èíòå-

ðåñ ê ÿçûêó â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè. Íè÷åãî ïîäîáíîãî íå íàáëþäàåòñÿ.

Ïðàêòèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå (è íå òîëüêî â øêîëå) áîëüíà ïðå-

íåáðåæèòåëüíûì îòíîøåíèåì ê ÿçûêó. Â äîêëàäå áóäóò îïèñàíû ïðîÿâëåíèÿ

ýòîãî îòíîøåíèÿ, îòìå÷åíû èõ íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ è óêàçàíû ñïîñîáû ïðå-

îäîëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ÿâëåíèåì íåäîñòàòêîâ òðàäèöèîííîãî ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè.
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ÝÂÎËÞÖÈß ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÕ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÌÅÒÐÈÊ

ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ ÍÀ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÓÎËËÀÕÀ

ÏÎÄ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÏÎÒÎÊÀ ÐÈ××È

Þ. Ã. Íèêîíîðîâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ýòîò äîêëàä îñíîâàí ðàáîòàõ [1, 2] è íà íåäàâíåé ðàáîòå [3], êîòîðàÿ ïîñâÿ-

ùåíà èññëåäîâàíèþ ïîòîêà Ðè÷÷è íà ïðîñòðàíñòâàõ Óîëëàõà

W6 := SU(3)=Tmax ; W12 := Sp(3)=Sp(1) � Sp(1) � Sp(1); W24 := F4=Spin(8):

Ýòè ïðîñòðàíñòâà ïðèìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî îíè äîïóñêàþò èíâàðèàíòíûå ðèìà-

íîâû ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû [4]. Îñíîâíûìè ðåçóëüòà-

òàìè ðàáîòû [3] ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïîòîê Ðè÷÷è íà ïðîñòðàíñòâàõ Óîëëàõà W6 , W12 è W24 ïðåîáðà-

çóåò âñå èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé

êðèâèçíîé â ìåòðèêè ñî ñìåøàííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíîé.

Òåîðåìà 2. Ïîòîê Ðè÷÷è íà ïðîñòðàíñòâàõ Óîëëàõà W12 è W24 ïðåîáðàçó-

åò âñå èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé

Ðè÷÷è â ìåòðèêè ñî ñìåøàííîé êðèâèçíîé Ðè÷÷è.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ïîñëåäíåé òåîðåìû ïåðåñòàåò áûòü âåð-

íûì äëÿ ïðîñòðàíñòâà Óîëëàõà W6 . Ýòîò ýôôåêò ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü â

äîêëàäå áîëåå ïîäðîáíî.

Â ðàáîòå [3] òàêæå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî ýâîëþöèè èíâàðè-

àíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê ïî âîçäåéñòâèåì ïîòîêà Ðè÷÷è íà íåêîòîðûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâ Óîëëà-

õà, ñì. ïîäðîáíîñòè â [1, 2].

Ðàáîòà [3] âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðåñïóáëè-

êè Êàçàõñòàí, ãðàíò 1452/GF4.
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ÌÎÄÅËÈ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ È ÔÈÍÀÍÑÎÂÛÕ ÐÛÍÊÎÂ

ÍÀ ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÁÀÇÈÑÀÕ

1

È. Â. Ïàâëîâ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÄÃÒÓ)

Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí ïðîöåññàì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, îïðåäå-

ëåííûõ íà ñòðóêòóðàõ, áîëåå îáùèõ, ÷åì êëàññè÷åñêèå ñòîõàñòè÷åñêèå áàçèñû.

Èìåííî, ïóñòü (
 ; F ) � ôèëüòðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì,

ãäå 
 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è F = ( Fn )1
n=0 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü � -àëãåáð. Ñåìåéñòâî Q = ( Q(n) ; Fn )1
n=0 âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Q(n)

, îïðåäå-

ëåííûõ íà Fn , íàçûâàåòñÿ D1 � äåôîðìàöèåé 1-ãî ðîäà (ñîîòâåòñòâåííî, D2 �

äåôîðìàöèåé 2-ãî ðîäà), åñëè 8 n 2 N = f 0; 1; 2; : : : g Q(n+1)
�
� Fn � Q(n)

(ñîîòâåò-

ñòâåííî, Q(n+1)
�
� Fn � Q(n)

).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðîëü êëàññè÷åñêèõ ìàðòèíãàëîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìà-

òåìàòèêè (â ÷àñòíîñòè, â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå) õîðîøî èçâåñòíà. Èñïîëüçóÿ

äåôîðìàöèè, ìû ââîäèì ïîíÿòèÿ äåôîðìèðîâàííûõ ìàðòèíãàëîâ 1-ãî è 2-ãî ðî-

äà. Ïóñòü 8 n 2 N ñ. â. Zn ïðèíàäëåæèò L 1(
 ; Fn ; Qn ) , à Q åñòü D1 (ñîîòâåòñòâåí-

íî, D2). Ïðîöåññ Z = ( Zn ; Fn ; Qn )1
n=0 íàçûâàåòñÿ DM1 � äåôîðìèðîâàííûì ìàð-

òèíãàëîì 1-ãî (ñîîòâåòñòâåííî, DM2 � 2-ãî) ðîäà, åñëè 8 n 2 N Q(n+1)
-ï. í. (ñîîò-

âåòñòâåííî, Q(n)
-ï. í. ) Zn = E Q( n +1)

[Zn+1 jF n ]. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äåôîð-

ìèðîâàííûå ñóïåðìàðòèíãàëû è ñóáìàðòèíãàëû (DSupM1, DSupM2, DSubM1,

DSubM2), äåôîðìèðîâàííûå ëîêàëüíûå ìàðòèíãàëû (DLM1, DLM2) è äåôîð-

ìèðîâàííûå ïîòåíöèàëû (DP1, DP2).

Â äîêëàäå àíàëèçèðóåòñÿ è äîïîëíÿåòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ, îïóáëèêîâàííûõ

àâòîðîì â ïîñëåäíèå 3 ãîäà (â ñîàâòîðñòâå ñ Î. Â. Íàçàðüêî): 1) ðàçëîæåíèå Äó-

áà äëÿ DSubM1; 2) ðàçëîæåíèå Êðèêåáåðãà äëÿ DM2 è ðàçëîæåíèå Ðèññà äëÿ

DSupM2; 3) òåîðåìà Äóáà î ïðåîáðàçîâàíèè ñâîáîäíîãî âûáîðà äëÿ DSubM1 and

DSubM2; 4) õàðàêòåðèçàöèÿ DLM1 â òåðìèíàõ äåôîðìèðîâàííûõ ìàðòèíãàëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è äåôîðìèðîâàííûõ îáîáùåííûõ ìàðòèíãàëîâ; 5) ñâåäåíèå

äåôîðìàöèé 1-ãî ðîäà ê ñëàáûì äåôîðìàöèÿì; 6) ïðèëîæåíèÿ ê ôèíàíñîâîé

ìàòåìàòèêå; 7) ïîíÿòèÿ äåôîðìèðîâàííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ áàçèñîâ è äåôîðìè-

ðîâàííûõ ìàðòèíãàëîâ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ôîðìóëèðîâêè áîëüøèíñòâà èç

ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [1].
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Î ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ

ÐÅØÅÒÎ×ÍÛÕ ÃÎÌÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ

Ì. À. Ïëèåâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ ÿâëÿþòñÿ àê-

òèâíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé [1, 2, 3]. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äîêëàäå,

ïðîäîëæàþò äàííîå íàïðàâëåíèå. Ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü E , F � âåêòîðíûå ðåøåòêè, D � íîðìàëüíàÿ ïîäðåøåòêà E+ . Îðòîãî-

íàëüíî àääèòèâíîå ïîðÿäêîâîå îãðàíè÷åííîå îòîáðàæåíèå T : D ! F+ íàçûâà-

åòñÿ ðåøåòî÷íûì ïðåä-ãîìîìîðôèçìîì Óðûñîíà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) T(x _ y) = T(x) _ T(y) äëÿ ëþáûõ x; y 2 D ,

2) T(x ^ y) = T(x) ^ T(y) äëÿ ëþáûõ x; y 2 D .

Â ñëó÷àå êîãäà D ñîâïàäàåò ñ E+ , îïåðàòîð T çàäàí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå E è

T 2 Uev
+ (E; F ) , T íàçûâàåòñÿ ðåøåòî÷íûì ãîìîìîðôèçìîì Óðûñîíà . Ìíîæåñòâî

âñåõ ðåøåòî÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ Óðûñîíà èç E â F îáîçíà÷àåòñÿ UH(E; F ) .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü E , F � âåêòîðíûå ðåøåòêè, ðåøåòêà F ïîðÿäêîâî ïîëíà,

D � E � íîðìàëüíàÿ ïîäðåøåòêà E+ è T : D ! F+ � ðåøåòî÷íûé ïðåä-

ãîìîìîðôèçì Óðûñîíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåòî÷íûé ãîìîìîðôèçì Óðûñîíà

eTD : E ! F òàêîé, ÷òî

eTD e = T e äëÿ ëþáîãî e 2 D . Êðîìå òîãî èìåþò ìåñòî

ôîðìóëû

eTD e = sup
�

T f : f 2 D \ [0; e]
	

; e 2 E+ ;

eTD e = eTD (e+ ) + eTD (e� ); e 2 E:

Ëèòåðàòóðà

1. Pliev M. Domination problem for narrow orthogonally additive op erators // Positivity.�DOI:

10.1007/s11117-016-04 01-9.

2. Pliev M., Pop ov M. Narrow orthogonally additive op erators // Positivity.�2014.�Vol. 18,

• 4.�P. 641�667.

3. Pliev M. A., Web er M. R. Disjointness and order pro jections in the vector lattices of abstract

Uryson op erators // Positivity.�DOI: 10.1007/s11117-015-038 1-1.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÑÅÒÅÂÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ:

ÏÅÐÅÕÎÄ Ê ÑÈÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÀÐÀÄÈÃÌÅ

1

Í. Å. Ñìèðíîâ (Ðîññèÿ, ßðîñëàâëü; ßÃÏÓ) ,

Â. À. Òåñòîâ (Ðîññèÿ, Âîëîãäà; ÂîÃÓ)

Äâàäöàòü ïåðâûé âåê âñå áîëüøå ñâÿçûâàþò ñ ðàçâèòèåì è ïðåîáëàäàíèåì

ñåòåâûõ òåõíîëîãèé, ïðîíèêíîâåíèåì èõ âî âñå áîëüøåå ÷èñëî ñôåð ñîöèàëüíîé

æèçíè. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñåòåâûõ òåõíîëîãèé íåñîìíåííî îáëåã÷èëî

äîñòóï êàæäîìó ÷åëîâåêó ê ñàìîé ñîâðåìåííîé èíôîðìàöèè, íî âìåñòå ñ òåì

ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ÷åëîâåê íàðÿäó ñ äåéñòâèòåëüíî íóæíîé è ïîëåçíîé èíôîð-

ìàöèåé ïîëó÷àåò ìíîãî ñîâåðøåííî áåñïîëåçíîé, èñêàæåííîé è äàæå ëîæíîé

èíôîðìàöèè, òàê íàçûâàåìûõ ¾èíôîðìàöèîííûõ øóìîâ¿.

Ó÷àùèåñÿ ïîïàäàþò â ñâîåãî ðîäà íîæíèöû, êîãäà çíàíèÿ, ïîëó÷àåìûå îò

ó÷èòåëÿ èç ó÷åáíèêà, ïåðåêðûâàþòñÿ ïîòîêîì õàîòè÷íîé èíôîðìàöèè, èäóùåé,

ïðåæäå âñåãî, îò Èíòåðíåòà è ÑÌÈ. Ïðè÷åì ýòà èíôîðìàöèÿ îêàçûâàåò íà âîñ-

ïðèÿòèå ãîðàçäî áîëüøåå âëèÿíèå, ïîñêîëüêó îïîñðåäîâàíà áîëåå âûñîêèì óðîâ-

íåì ìîòèâàöèè è áîëåå çíà÷èìûì ýìîöèîíàëüíûì ôîíîì. Èìåííî ýòà ñôåðà â

çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ôîðìèðóåò ó ÷åëîâåêà êîãíèòèâíûå, êîììóíèêàòèâíûå è

ýìîöèîíàëüíûå ñòåðåîòèïû, îïðåäåëÿþùèå åãî äåÿòåëüíîñòü. Ýòèì îáúÿñíÿåò-

ñÿ òî, ÷òî â ïðîöåññå èíòåíñèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ

òåõíîëîãèé ïðîèñõîäèò ¾ïàðàëè÷ ÷åëîâå÷åñêîãî ìûøëåíèÿ¿, ïîëíîå ïîä÷èíåíèå

ñîçíàíèÿ èíòåðíåòó èëè òåëåâèäåíèþ, ÷åëîâåê óòðà÷èâàåò ñïîñîáíîñòü äóìàòü,

ïîíèìàòü è ÷óâñòâîâàòü.

Ceòåâîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ âòîðîé âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòüþ ëè÷íî-

ñòè, à äëÿ ìíîãèõ ëþäåé oío ñòàíîâèòñÿ îñíîâíûì ïîëåì æèçíåäåÿòåëüíîñòè,

ãäå ëþäè ïðîâîäÿò áîëüøóþ ÷àñòü ñâîåé æèçíè. Ñåòåâîå ïðîñòðàíñòâî â îäíîì

ñëó÷àå îáåñïå÷èâàåò óñëîâèÿ äëÿ ñàìîðàçâèòèÿ ñòóäåíòîâ, à â äðóãîì � îêàçû-

âàåò íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà èõ ëè÷íîñòíîå ðàçâèòèå. Îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì

òîãî, ÷òî ýòî áóäåò � ïîçèòèâíîå èëè íåãàòèâíîå âëèÿíèå, ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü ðàç-

âèòèÿ ëè÷íîñòè, åå öåííîñòíî-ñìûñëîâîé ñôåðû è ñóáúåêòíîñòè êàê ñïîñîáíîñòè

óïðàâëÿòü ñâîåé æèçíüþ.

Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé â

îáó÷åíèè ïðîèñõîäèò áåç äîñòàòî÷íîãî íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîãî îñìûñëåíèÿ ïðî-

èñõîäÿùèõ ïðîöåññîâ. Îòêàç îò êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ â îáðàçîâàíèè îçíà÷àåò,

ïðåæäå âñåãî, èñïîëüçîâàíèå áåñïîðÿäî÷íîé, õàîòè÷åñêîé îñíîâû, êîãäà â ó÷åá-

íûé ïðîöåññ ââîäèòñÿ ôàêòîð òâîð÷åñêîé íåïðåäñêàçóåìîñòè, à ãëàâíûå óñèëèÿ

íàïðàâëÿþòñÿ íà ñîçäàíèå ìîùíîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû, â ðàìêàõ êîòîðîé

êàæäûé îáó÷àþùèéñÿ íàäåëÿåòñÿ ïðàâîì àêòèâíî âûáèðàòü ñâîþ îáðàçîâàòåëü-

íóþ òðàåêòîðèþ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ îáðàçîâàòåëüíûå ñèñòåìû, âî âñÿêîì ñëó÷àå,

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, ïðîåêò • 16-18-

10304.
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èõ îñíîâíûå ïîäñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ ïåðåäà÷åé èíôîðìàöèè, óñâîåíèåì íî-

âîãî, òâîð÷åñòâîì, äîëæíû áûòü îòíåñåíû ê ñëîæíûì íåëèíåéíûì ñàìîîðãà-

íèçóþùèìñÿ ñèñòåìàì. Òåì ñàìûì ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé ïåäàãîãè÷åñêîé

ïàðàäèãìû â ñåòåâîì îáùåñòâå äîëæíà ñòàòü ïîñòíåêëàññè÷åñêàÿ ìåòîäîëîãèÿ,

êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ñèíåðãåòè÷åñêîì ìèðîâèäåíèè.

Îäíàêî ïîêà òîëüêî îòäåëüíûå ýíòóçèàñòû ñîâåðøàþò ïîïûòêè ïåðåéòè îò

îñâîåíèÿ òåîðèè ñàìîîðãàíèçàöèè ê ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòèêå. Äåëî â òîì, ÷òî

óñëîâèÿ êëàññíî-óðî÷íîé ñèñòåìû è èñïîëüçîâàíèå âñåìè îäíîãî è òîãî æå ó÷åá-

íèêà ðåãëàìåíòèðóåò íàñòîëüêî ñèëüíî ó÷åáíûé ïðîöåññ, ÷òî òîëüêî â îòäåëü-

íûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ãîâîðèòü îá èñïîëüçîâàíèè ñèíåðãåòè÷å-

ñêîãî ïîäõîäà. Îäíèì èç ãëàâíûõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ ñîåäèíåíèÿ ñèíåðãåòè÷åñêîãî

ìèðîâèäåíèÿ è ðàçâèòèÿ èííîâàöèîííûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïðå-

îäîëåíèå â ñîçíàíèè ïåäàãîãîâ íåèçáåæíûõ ðåöèäèâîâ íüþòîíîâñêîãî äåòåð-

ìèíèçìà è ëèíåéíîãî ìûøëåíèÿ. Áîëåå òîãî, ¾â óñëîâèÿõ ñîâðåìåííîãî ìèðà

ëèíåéíîå ìûøëåíèå, äî ñèõ ïîð äîìèíèðóþùåå â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ íàóêè,

ñòàíîâèòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåäîñòàòî÷íûì, è äàæå îïàñíûì¿ (Å. Í. Êíÿçåâà è

Ñ. Ï. Êóðäþìîâ).

Ñèíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä â îáðàçîâàíèè � ýòî ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîèñ-

êå è èñïîëüçîâàíèè âíóòðåííèõ òåíäåíöèé ðàçâèòèÿ îáðàçîâàòåëüíûõ ñèñòåì,

èõ ñàìîðàçâèòèÿ, ñàìîîðãàíèçàöèè, íå íàâÿçûâàþùèé ýòèì ñèñòåìàì íå ñâîé-

ñòâåííûõ èì ïóòåé ðàçâèòèÿ. Äëÿ ñóáúåêòà ñàìîðàçâèòèå â ó÷åáíîì ïðîöåññå

ïðèíèìàåò ôîðìó ñàìîîáðàçîâàíèÿ. Âåäü ãëàâíîå � íå ïåðåäà÷à çíàíèé (âñåãî

ïåðåäàòü íåâîçìîæíî!), à îâëàäåíèå ñïîñîáàìè ïîïîëíåíèÿ çíàíèé è áûñòðîé

îðèåíòàöèè â ñëîæíî îðãàíèçîâàííûõ è ðàçâåòâëåííûõ ñèñòåìàõ çíàíèÿ è ñïî-

ñîáàìè ñàìîîáðàçîâàíèÿ. Âîïðîñû ñàìîîáðàçîâàíèÿ â îòå÷åñòâåííîé ïåäàãîãèêå

ìàëî ðàçðàáîòàíû, à íà ýòàïå øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ïðàêòèêà ñàìîîáðàçîâà-

íèÿ ó÷àùèõñÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò.

Â ýïîõó ñåòåâîãî îáùåñòâà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå î÷åâèäíûì êîíñòðóêòèâ-

íàÿ ðîëü õàîñà. Õàîñ ïðåäñòàåò â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà âûõîäà íà ñòðóêòóðû-

àòòðàêòîðû ýâîëþöèè. Ñòàëî áûòü, áåññìûñëåííî áîðîòüñÿ ïðîòèâ õàîñà, ñòðå-

ìèòüñÿ ïîëíîñòüþ âûòåñíèòü äåñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû èç îáðàçîâàòåëüíîãî ïðî-

öåññà. Ñèíåðãåòèêà óòâåðæäàåò, ÷òî õàîñ èìååò êîíñòðóêòèâíîå íà÷àëî, ÷òî ýòî

ïóòü ê èííîâàöèè. Ñèíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä â ïåäàãîãèêå îñíîâàí íà íåñêîëüêèõ

îñíîâíûõ ïðèíöèïàõ.

Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè. Ýòîò ïðèíöèï ïðåäïîëàãàåò íåëèíåéíûé ñòèëü

ìûøëåíèÿ, íåîäíîçíà÷íîñòü òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Ó÷èòåëü íå ìîæåò áûòü

âïîëíå óâåðåí â ñâîåì ïîíèìàíèè ó÷åíèêà; ñàì ó÷åíèê íå ìîæåò òî÷íî çíàòü,

÷òî åìó íåîáõîäèìî â äàííûé ìîìåíò; íåâîçìîæíî ñ ïîëíîé îïðåäåëåííîñòüþ

ïðåäñêàçàòü íàïðàâëåíèå è òåìï ðàçâèòèÿ ó÷åíèêà; òîëüêî âìåñòå, â ïðîöåññå

äèàëîãà, ñóáúåêòû îáðàçîâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò íàõîäèòü ïðèáëè-

æåííûå ðåøåíèÿ òåêóùèõ ïðîáëåì, ïîçâîëÿþùèå äâèãàòüñÿ äàëüøå.

Ïðèíöèï îòêðûòîñòè. Â ñèëó ýòîãî ïðèíöèïà íåîáõîäèìà îòêðûòîñòü ñî-

îòâåòñòâóþùåé îáðàçîâàòåëüíîé ñèñòåìû (ñðåäû), îòêðûòîñòü êàæäîé îòäåëü-

íîé ëè÷íîñòè. Ëè÷íîñòü äîëæíà èìåòü âîçìîæíîñòü ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ âî

âñåõ èçìåðåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà èíôîðìàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, èìåòü äîñòóï

ê ìíîãîîáðàçèþ ó÷åáíûõ òåêñòîâ, ïîýòîìó íåâîçìîæíî îáõîäèòüñÿ îäíèì ó÷åá-
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íèêîì � îäíî è òî æå ðóêîâîäñòâî äëÿ âñåõ ó÷åíèêîâ çàâåäîìî ëèøàåò èõ ñâî-

áîäû âûáîðà.

Ïðèíöèï êîãåðåíòíîñòè � ñîãëàñîâàííîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ, êî-

òîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ìàñøòàáå âñåé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû. Îáúåäèíåíèå ðàçâè-

âàþùèõñÿ â ðàçíîì òåìïå ñòðóêòóð ïðîèñõîäèò ÷åðåç ñèíõðîíèçàöèþ èõ ñêîðî-

ñòè ðàçâèòèÿ. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðèíöèïà â ñåòåâîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî

ó÷àñòèå â êîëëåêòèâíûõ ó÷åáíûõ ïðîåêòàõ. Áëàãîäàðÿ ñîãëàñîâàííûì êîëëåê-

òèâíûì äåéñòâèÿì ó÷åíèêè ïîïàäàþò â îäèí òåìïîìèð, íà÷èíàþò ðàçâèâàòüñÿ

ñ îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ.

Ïðîöåññ âo cïðèÿòèÿ ó÷åíèêîì íoâîãî ìàòåðèàëà â óñëîâèÿõ ñåòåâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñòàíîâèòñÿ âñå ÷àùå íåëèíåéíûì. Ñàäÿñü çà êîìïüþòåð, ó÷åíèê, íå

çàäóìûâàÿñü, ïåðåñêàêèâàåò ñ oäíoãî íà äðóãîå, óõîäèò â íåçíàêîìîå áóäóùåå

è âîçâðàùàåòñÿ â çàáûòîå èëè ïðîïóùåííîå ïðîøëîå. Ïîýòîìó äîáèòüñÿ ñòðî-

ãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñèñòåìàòè÷íîñòè â îñâîåíèè ñîöèàëüíîãî îïûòà îáó-

÷àþùèìèñÿ óæå íå óäàñòñÿ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ áîëüøóþ ïîìîùü ìîæåò îêàçàòü

ìåòîäîëîãèÿ ñèíåðãåòè÷åñêîãî ìèðîâèäåíèÿ.
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Ñåêöèÿ I

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

è åãî ïðèëîæåíèÿ



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Ñ ÂÅÑÎÂÛÌÈ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÌÈ

ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ ÐÎÑÒÀ

Â ÂÛÏÓÊËÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

1

À. Â. Àáàíèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ) ,

Ò. Ì. Àíäðååâà (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C , H (G) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ

ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â G .

Ðàññìîòðèì âåñîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (wn )1
n=1 , îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïîëîæèì wn (z) := vn
�

ln 1
d(z)

�
, n 2 N , ãäå d(z) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ

îò òî÷êè z 2 G äî ãðàíèöû îáëàñòè G , (vn )n2 N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðè-

öàòåëüíûõ âûïóêëûõ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé íà (t0; + 1 ) , t0 > 0,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) vj (t) > vj +1 (t) + t , t > t0 , j = 1 ; 2; : : : ;

(2) 8 j 2 N , 8 � 9 s = s(j; � ) : vj +1 (t + � ) 6 vj (t) + s, t > t0 .

Ñ êàæäûì âåñîì wn ; n 2 N , ñâÿæåì ñîîòâåòñòâóþùåå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Hwn (G) :=
�

f 2 H (G) : kf kwn := sup
z2 G

jf (z)j
ewn (z)

< 1
�

:

Ïî âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (wn )1
n=1 îáðàçóåì èíäóêòèâíûé ïðåäåë

VH (G) := ind Hwn (G) . Âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè ñîïðÿæåííîãî ñ VH (G) â

òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, óäîáíîãî äëÿ äàëüíåéøåãî ïîëó÷åíèÿ ïðè-

ëîæåíèé (íàïðèìåð, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé èç èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ðÿ-

äàìè ýêñïîíåíò). Ïîõîæèå èññëåäîâàíèÿ óæå ïðîâîäèëèñü ðàíåå äëÿ ðåàëèçàöèè

ñîïðÿæåííîãî ñ ïðîñòðàíñòâîì A �1 (G) ( G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü)

ãîëîìîðôíûõ â G ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà [1, 2], à â äàííîé ðàáîòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñëó÷àé ïðîåêòèâíîãî

ïðåäåëà ( proj Hwn (G) ) äåòàëüíî èçó÷åí â [3] ïðè ñõîäíûõ óñëîâèÿõ íà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü âåñîâ.

Ïóñòü F � àíàëèòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë â VH (G) . Íàïîìíèì, ÷òî åãî ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååò âèä

FF (� ) := Fz(ez� ); � 2 G:

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì èç

(VH (G))0
íà ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå

VHG :=
�

f 2 H (C) : jf jn := sup
z2 C

jf (z)j ew �
n (jzj)

eH G (z)
< 1 8 n 2 N

�
;

1
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ãäå HG(z) := sup � 2 G Re(�; z ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè G ; r := min z2 S HG(z) ;

S := f z 2 C : jzj = 1g è w�
n (jzj) := inf 0<t<r

�
jzjt + vn

�
ln 1

t

��
� ñîïðÿæåííàÿ

ôóíêöèÿ ê wn (t) , n 2 N .
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÍÎÂÎÌ ÏÐÈÇÍÀÊÅ ÑËÀÁÎÉ ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÑÒÈ

1

À. Â. Àáàíèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ) ,

Ñ. Â. Ïåòðîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ñëàáî äîñòàòî÷íûå ìíîæåñòâà, ââåäåííûå Øíàéäåðîì â 1974 ã., ÿâëÿþò-

ñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì â èññëåäîâàíèè ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì, óðàâíåíèé

ñâåðòêè è ðîñòà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Â ïðîñòðàíñòâàõ Õåðìàíäåðà îíè òåñíî

ñâÿçàíû ñ ýôôåêòèâíûìè ïî Èéåðó ìíîæåñòâàìè. Íàïðèìåð, ïóñòü h � íåïðå-

ðûâíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â C ôóíêöèÿ, ðàñòóùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå

ln jzj , äëÿ êîòîðîé maxf h(z + � ) : j� j 6 1g � h(z) ïðè z ! 1 . Òîãäà [1] â ëþáîì

ïðîñòðàíñòâå Õåðìàíäåðà

H p
h :=

�
f 2 H (C) : 9 q < p; 9 C > 0 : jf (z)j 6 C expqh(z); 8 z 2 C

	

íîðìàëüíîãî òèïà ( 0 < p < 1 ) êëàññû ñëàáî äîñòàòî÷íûõ è ýôôåêòèâíûõ ïî

Èéåðó ìíîæåñòâ ñîâïàäàþò. Â ñëó÷àå àëãåáð Õåðìàíäåðà, ò. å. ïðè p = 1 , âñÿêîå

ýôôåêòèâíîå äëÿ H 1
h ìíîæåñòâî ñëàáî äîñòàòî÷íî äëÿ íåãî, à îáðàòíîå óòâåð-

æäåíèå íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îïèñàíèè ñëàáî äîñòàòî÷íûõ ìíî-

æåñòâ äëÿ H 1
h â òåðìèíàõ ðîñòà íà íèõ ôóíêöèé îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Â äîêëàäå

áóäåò ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ äàííîé ïðîáëåìû äëÿ àëãåáðû

Õåðìàíäåðà E � âñåõ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå � > 0, ïîçâî-

ëÿþùèé óñòàíîâèòü êðèòåðèàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó ñëàáî äîñòàòî÷íûìè äëÿ E �

ìíîæåñòâàìè è ââåäåííûìè íàìè äëÿ ýòîé öåëè îñëàáëåííî ýôôåêòèâíûìè ïî

Èéåðó ìíîæåñòâàìè. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ êàê òå íåîãðàíè÷åííûå ïîäìíî-

æåñòâà S êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïðè íåêîòîðîì C > 0 äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f 2 E � èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

lim sup
r !1

ln M f (r )
r � 6 C lim sup

z!1 ; z2 S

ln jf (z)j
jzj�

:

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ òèï ëþáîé ôóíêöèè f ìîæåò áûòü îöåíåí

÷åðåç òèï f íà S ñ ïîìîùüþ îäíîé äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ïîñòîÿííîé.
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ÌÎÄÓËßÐÍÛÅ È ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÅ

ÌÅÐÛ (ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ) È ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß

Í. Ì. Àáàñîâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÀÈ (ÍÈÓ))

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå, âïîëíå ðåãóëÿðíîå (òèõîíîâñêîå) ïðîñòðàíñòâî,

E � íåêîòîðîå K -ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé B è ïîðÿäêîâîé åäèíèöåé 1 , ñîâïà-

äàþùåé ñ åäèíèöåé óìíîæåíèÿ â íåì. Êàê îáû÷íî O(X ) è F (X ) � êëàññû

âñåõ îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X . Äëÿ äàëüíåéøåãî

èçëîæåíèÿ óäîáíî ìíîæåñòâî G 2 O(X ) îòîæäåñòâèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé � G : X ! B . Äëÿ ëþáûõ b 2 B è G 2 O(X )
ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå b� G : X ! B , ãäå b� G (x) = b(� G(x)) è ïóñòü

BO(X ) � êëàññ âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé. Ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ àëãåáðó, ïîðîæ-

äåííóþ êëàññîì BO(X ) â ïðîèçâåäåíèè X B
, ðàññìàòðèâàåìîì ñ ïîòî÷å÷íûìè

ðåøåòî÷íûìè îïåðàöèÿìè äëÿ òî÷íûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíèö, îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç B B (X ) è íàçîâåì B -áîðåëåâîé àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà X . Äàëåå ïîëüçóåìñÿ

òåðìèíîëîãèåé è îáîçíà÷åíèÿìè èç [1, 4]. Èòàê, ïóñòü Cb(X; E ) � ðåøåòêà Áà-

íàõà � Êàíòîðîâè÷à îãðàíè÷åííûõ, (bo) -íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : X ! E ,

à scyc (O(X )) � ñèëüíàÿ öèêëè÷åñêàÿ îáîëî÷êà O(X ) , ò. å. ñîâîêóïíîñòü ïåðåìå-

øèâàíèé mix(b� G� ) âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé åäèíèöû (b� ) � B è âñåâîçìîæíûõ

ñåìåéñòâ (G� ) � O(X ) . Íèæåèçëîæåííîå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïðåäëàãàåìîãî

äîêëàäà.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíûé, ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð

l : Cb(X; E ) ! E , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ l (1) = 1 , ýòî â òî÷íîñòè èíòåãðàë

îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ìîäóëÿðíîé è ðåãóëÿðíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P ,

çàäàííîé íà � -àëãåáðå B B (X ) . Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îïå-

ðàòîðó l ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

1: P(G) = sup f l(f ) : f 2 C+
b (X; E ) : f 6 � Gg;

2: P(mix b� G� ) = mix( b� P(G� ));
3: P(B ) = inf f (o) lim P(Vn ) : (Vn ) � scyc(O(X )) ; B 6 (o) lim Vn ;

(Vn ) âîçðàñòàåò ; (B 2 B B (X ))g:
Ñòàòüÿ [5] � îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò î ìîäóëÿðíûõ è ðåãóëÿðíûõ ìåðàõ ñ çíà-

÷åíèÿìè â K -ïðîñòðàíñòâàõ îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ, ãäå èçëîæåíû íåêîòîðûå

ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ. ×òî êàñàåòñÿ âîïðîñà êîíñòðóêöèè òàêèõ

ìåð, òî ýòîò âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ïîëíî-

ñòüþ çàêðûâàþò ýòîò âîïðîñ äàæå â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè òàê êàê E ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâîëüíûì K -ïðîñòðàíñòâîì. Â ðàáîòå [3] èçëîæåíà ñõåìà ïîñòðîåíèÿ áó-

ëåâîé êîìïàêòèôèêàöèè Ñòîóíà � ×åõà â òåðìèíàõ ðåøåòî÷íûõ ãîìîìîðôèç-

ìîâ è äàíû íåêîòîðûå åå ïðèëîæåíèÿ. Â äîêëàäå ñõåìà ïîñòðîåíèÿ óïîìÿíóòîé

êîìïàêòèôèêàöèè èçëîæåíà ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿðíûõ è ðåãóëÿðíûõ âåðîÿòíî-

ñòåé. Â äîêëàäå òàêæå îñâÿùåíû âîïðîñû êàñàþùèåñÿ ýêñòðåìàëüíîé ñòðóê-

òóðû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ïîðÿäêîâî-íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåë¸ííûõ
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íà M -ðåøåòêàõ Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à (ñì. [2]) è ÿâíûõ îïèñàíèé èõ êðàéíèõ

òî÷åê.
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ON EVOLUTION OF POSITIVELY CURVED INVARIANT

RIEMANNIAN METRICS ON SPECIAL WALLACH SPACES

N. A. Abiev

(Kazakhstan, Taraz; TarSU)

In the pap ers [2] and [3] the normalized Ricci �ow equation

@
@t

g(t) = � 2 Ricg +2g(t)
Sg

n

were studied on one sp ecial class of Riemannian manifolds M n
called generalized

Wallach spaces (or three-lo cally-symmetric spaces in other terms) according to

the de�nitions of [5] and [8], where g(t) means a 1-parameter family of Riemannian

metrics, Ricg is the Ricci tensor and Sg is the scalar curvature of the Riemannian

metric g . Generalized Wallach spaces are characterized as compact homogeneous

spaces G=H whose isotropy representation decomp oses into a direct sum p =
p1 � p2 � p3 of three Ad(H ) -invariant irreducible mo dules satisfying [pi ; pi ] � h
(i 2 f 1; 2; 3g) [5, 6].

Note that the complete classi�cation of generalized Wallach spaces is obtained

recently (indep endently) in the pap ers [4] and [7]. For a �xed bi-invariant inner

pro duct h�; �i on the Lie algebra g of the Lie group G , any G -invariant Riemannian

metric g on G=H is determined by an Ad(H ) -invariant inner pro duct

(�; �) = x1h�; �i
�
�
p1

+ x2h�; �i
�
�
p2

+ x3h�; �i
�
�
p3

; (1)

where x1 , x2 , x3 are p ositive real numb ers. Metrics with pairwise distinct x i ,

i = 1 ; 2; 3, we call generic .

A given generalized Wallach space can b e determined by sp ecial parameters ai :=
A=d i , where d i = dim( pi ) , i = 1 ; 2; 3, and A is some sp ecial non-negative numb er

(see details in [6]).

Our main result is the following

Theorem 1. On a generalized Wallach space G=H with a1 = a2 = a3 := a = 1=4
the normalized Ricci �ow evolves all generic metrics into metrics with p ositive Ricci

curvature.

It should b e noted that the case a 2 (0; 1=2) n f 1=4g was studied in [1].

The author is indebted to Prof. Yu. G. Nikonorov for helpful discussions concerning

this pro ject. The pro ject was supp orted by Grant 1452/GF4 of Ministry of Education and

Sciences of the Republic of Kazakhstan for 2015-2017.
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Î ÍÀÈËÓ×ØÅÌ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ ÐÅØÅÍÈß

ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ Â ÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Å. Â. Àáðàìîâà

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÝÈ (ÍÈÓ) )

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ïî

íåòî÷íîé èíôîðìàöèè âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Ñ. À. Ñìîëÿêà [1 ]. Ñ äàëüíåé-

øèì ðàçâèòèåì ýòîé òåìû ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà

è Ê. Þ. Îñèïåíêî [2�5]. Â òàêèõ ïîñòàíîâêàõ îïòèìàëüíûå ìåòîäû èùóòñÿ ñðà-

çó äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç äàííîãî êëàññà è â ýòîì ñìûñëå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ èäåéíî âîñõîäèò ê ðàáîòàì À. Í. Êîëìîãîðîâà 30-õ ãã. ïðîøëî-

ãî âåêà î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñðåäè âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè, ïðèáëèæàþùåãî äàííûé êëàññ ôóíêöèé. Ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïðèëîæåíèé âïîëíå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî íå ñ èíäè-

âèäóàëüíûì ýëåìåíòîì, à (â ñèëó íåèçáåæíûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ) ëèøü

ñ ïðåäñòàâèòåëåì íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

(
� u(x; y) = 0 ; (x; y) 2 R2; y > 0;

u(�; 0) = f (�);

çäåñü ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ f (�) ïðèíàäëåæèò ñîáîëåâñêîìó êëàññó

W r
2 1 (R2) =

n
f (�) 2 L 2(R) : f (r � 1)(�) 2 LAC (R2);




 f (r )(�)






L 2(R) 6 1; F [f ](�) 2 L 1 (R2)
o

;

ãäå LAC � ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, F [f ] � ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ôóíêöèè f (�) .

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ó íàñ íåò ïîëíîé èíôîðìàöèè î ãðàíè÷íîé ôóíêöèè

f (�) , à èçâåñòíî ëèøü åå ïðèáëèæåííî çàäàííîå (â ìåòðèêå L 1 ([� � ; � ]) ) ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå, ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ g(�) 2 L 1 ([� �; � ]) òàêàÿ, ÷òî

kF [f ](�) � g(�)kL 1 ([ � �;� ]) 6 � , ãäå � > 0.

Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì ôóíêöèþ u(�; Y ) � ðåøåíèå

çàäà÷è Äèðèõëå íà ïðÿìîé y = Y , Y > 0; � ïî èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ u(�; Y ) â ýòîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : L 1 ([� �; � ]) ! L 2(R) íàçûâàåòñÿ ìå-

òîäîì âîññòàíîâëåíèÿ , à âåëè÷èíà

e(Y; Wr
21 (R); �; �; m ) = sup

f (�)2 W r
21 (R); g(�)2 L 1 ([ � �;� ]) ;

kF [f ]( �)� g(�)kL 1 ([ � �;� ]) 6 �

ku(�; Y ) � m(g(�))( �)kL 2 (R)

� ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m .
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Ìåòîä, íà êîòîðîì ïîãðåøíîñòü ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, íàçûâà-

åòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì . Âåëè÷èíà

E (Y; Wr
21 (R); �; � ) = inf

m : L 1 ([ � �;� ]) ! L 2(R)
e(Y; Wr

21 (R); �; �; m )

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ .

Òåîðåìà 1. Ìåòîä âèäà

m(g(� )) =

8
<

:
F � 1

�
e� Y j� j

�
1 � e� 2Y (� �j � j) �

�
�
�

� 2r
�

� g(� )
�

; j� j 6 �;

0; j� j > �;

ãäå F � 1[�] � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

� = min

(

�;
�

� (2r + 1)
� 2

� 1=(2r +1)
)

;

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò âèä:

E(Y; Wr
21 (R); �; � ) =

8
>><

>>:

� 2

2�Y

�
1 � e� 2Y �

�
; � 6 �;

� 2

2�Y

�
1 � e� 2Y �

�
+ e� 2Y �

�
1

� 2r � � 2 ��
� (2r +1)

�
; � > �:
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Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ

ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÔÐÀÊÒÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÎÑÒÎßÍÈß

1

À. À. Àëèâåðäèåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ, ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Ý. Í. Àõìåäîâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Â. Ä. Áåéáàëàåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ, ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Ð. À. Ìàãîìåäîâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Ð. Ï. Ìåéëàíîâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Ð. Ð. Ìåéëàíîâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ)

Â ïðîäîëæåíèå íàøèõ íåäàâíèõ èññëåäîâàíèé [1�3] â äîêëàäå äàåòñÿ îáîá-

ùåíèå òåðìîäèíàìèêè â ôîðìàëèçìå ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà. Âûâåäå-

íî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ¾ôðàêòàëüíîå¿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ ó÷åòîì âòîðîãî

âèðèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà B (T) , íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ ýíòðîïèè è òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå:

S =
3
2

Nk
�

1
2 � �

+ lnqT +  (2) �  (3 � � )
�

�

� Nk
�

Nb
V

� (1 � � )
5 � 2�

(2 � � )(3 � � )
Na

V kT

�
;

CV =
3
2

Nk
1

�(2 � � )

�
1 �

2
3

Na
V kT

+ (1 � � )
�

ln qT �
2
3

Nb
V

+

+
4
3

5 � � (5 � � )
(2 � � )(3 � � )

Na
V kT

�
+

1
�(1 � � )

[1 + 2(  (1) �  (2 � � ))]
�

;

ãäå q =
�� eV

N

� mk
2� ~2

� 2=3
, B (T) =

�
b� a

kT

�
� òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü âòî-

ðîãî âèðèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà, �( z) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà,  (x) � ïñè-

ôóíêöèÿ, à ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïîêàçàòåëåì � (0 < � 6 1) îïðåäå-

ëåíû êàê

@� L(x; y)
@x�

=
1

�(1 � � )
@

@x

xZ

0

L(�; y )
(x � � )� d�:

Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä îò îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ê ïðîèçâîäíûì äðîáíîãî ïî-

ðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò îäèí èç ñïîñîáîâ ó÷åòà ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî íåðàâíîâåñèÿ,

êîãäà â òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ äàþò âêëàä ôëóêòóàöèè òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïåðåõîä ê ïðîèçâîäíûì äðîáíîãî

ïîðÿäêà ïî òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïàðàìåòðó ñîîòâåòñòâóåò íåÿâíîìó ó÷åòó íåëî-

êàëüíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.

1

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-

íèé, ïðîåêò • 16-08-00067.
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ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ, ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖÈß È ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È

1

Â. Á. Âàñèëüåâ

(Ðîññèÿ, Ëèïåöê; ËÃÒÓ)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå òèïû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèåñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèìè àíàëîãàìè êîíòèíóàëüíûõ óðàâíåíèé è èãðàþùèå âàæíóþ ïðî-

ìåæóòî÷íóþ ðîëü â îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ (ïñåâäî)äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îáùèé âèä ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ñëåäóþùèé:

(Au)(x) = v(x); x 2 D; (1)

ãäå D � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå, è îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâàõ

ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè D . Åñëè D îáëàäàåò äèñêðåò-

íîé ñòðóêòóðîé, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèñïîñîáèòü íàðàáîòàííóþ òåõíèêó

èññëåäîâàíèÿ [1, 2] ê ìîäåëüíûì óðàâíåíèÿì â êàíîíè÷åñêèõ (óæå äèñêðåòíûõ)

îáëàñòÿõ. Â ïîñëåäíèå ãîäû âíèìàíèå àâòîðà ïðèâëåêëè äèñêðåòíûå è ðàçíîñò-

íûå óðàâíåíèÿ [3�5], êîòîðûå ñîñòàâëÿþò íå ìåíåå âàæíûé êëàññ óðàâíåíèé è

êîòîðûå â èçâåñòíîì ñìûñëå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ. Îñíîâíîé âîïðîñ, êàê è ïðåæäå, çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè óñëîâèé

ðàçðåøèìîñòè (èëè õîòÿ áû ôðåäãîëüìîâîñòè) òàêèõ óðàâíåíèé â ïîäõîäÿùèõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ìåòîä ôàêòîðèçàöèè è çäåñü

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Åñëè (1) � ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå âèäà

aud(~x) +
X

~y2 D \ Zm

A(~x � ~y)ud(~y) = vd(~x); ~x 2 D \ Zm ; (2)

ãäå A(~x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà, ðàññìàòðèâàåìîå â óç-

ëàõ ðåøåòêè D \ Zm
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè äèñêðåòíîé ïåðåìåí-

íîé ud , òî êàðòèíà ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü

îò ãåîìåòðèè îáëàñòè D . Òðè âàðèàíòà êàíîíè÷åñêîãî âèäà îáëàñòè D = Rm
,

D = Rm
+ � f x 2 Rm : xm > 0g, D = Ca

+ � f x 2 Rm : xm > a jx0j ,

x0 = ( x1; : : : ; xm� 1); a > 0g ìîæíî èññëåäîâàòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé, îïèðàÿñü íà

ïîíÿòèå ñèìâîëà ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà è ñîîòâåòñòâóþùåé ôàêòîðèçàöèè.

Èñïîëüçóåòñÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (êàê ìíîãîìåðíûé ðÿä Ôó-

ðüå), êîòîðîå â ñëó÷àå D = Rm
íåìåäëåííî ñâîäèò óðàâíåíèå (2) ê óðàâíåíèþ

eAd(� )eud(� ) = evd(� ); � 2 Tm ; (3)

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé è àäìèíèñòðàöèè Ëèïåöêîé îáëàñòè, ïðîåêò • 14-41-03595-ð-öåíòð-à.
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ôóíêöèÿ

eAd(� ) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì îïåðàòîðà A , êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ýë-

ëèïòè÷åí, åñëè

eAd(� ) 6= 0 ( 8 � 2 Tm ) . Èç âèäà (3) ñðàçó âûòåêàåò êðèòåðèé îä-

íîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (2) â ïðîñòðàíñòâå L 2(Zm ) : äëÿ ýòîãî íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî ýëëèïòè÷íîñòè ñèìâîëà

eAd(� ) .

Â ñëó÷àå D = Rm
+ îäíîé ýëëèïòè÷íîñòè óæå íåäîñòàòî÷íî, è, ÷òîáû â ýòîì

óáåäèòüñÿ, ïîòðåáîâàëîñü ïðèâëå÷ü ñïåöèàëüíûé ïåðèîäè÷åñêèé àíàëîã êðàåâîé

çàäà÷è Ðèìàíà [6, 7]. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü (2) óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

L 2(Rm
+ \ Zm ) âîçìîæíà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âìåñòå ñ ýëëèïòè÷íîñòüþ

âûïîëíåíî óñëîâèå îáíóëåíèÿ èíäåêñà ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé

çàäà÷è Ðèìàíà ñ ïàðàìåòðîì.

Íàèáîëåå òðóäíîé òèïè÷íî ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèåé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé D = Ca
+ .

Îäíàêî çäåñü òàêæå âîçìîæíî îïèñàíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (2)
â ïðîñòðàíñòâå L 2(Ca

+ \ Zm ) ñ ïðèâëå÷åíèåì ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé

ôàêòîðèçàöèè � îïèñàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïðè íàëè÷èè ïåðèîäè-

÷åñêîé âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè ýëëèïòè÷åñêîãî ñèìâîëà ãàðàíòèðóþò îäíîçíà÷-

íóþ ðàçðåøèìîñòü.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÅ

Â ÀÌÀËÜÃÀÌÀÕ ÌÎÄÓËßÐÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Í. Ï. Âåëè÷êî (Ðîññèÿ, Øàõòû; ÈÑÎèÏ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ) ,

Ô. Ã. Ôåòèñîâ (Ðîññèÿ, Øàõòû; ÈÑÎèÏ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ)

Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì è åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèé óðàâíå-

íèé òîãî èëè èíîãî òèïà, îáû÷íî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå âîïðîñà î ñó-

ùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðè íåêîòîðîì îòîáðàæåíèè

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ

êðèòåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè îäíèì èç íàè-

áîëåå âàæíûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé Áàíàõà. Â ïîñëåäíèå

ñòî ëåò ñòàëè àêòèâíî âîçíèêàòü ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé

íîðìû è ìåòðèêè, íàèáîëåå çíà÷èìûì èç êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ ìîäóëÿð, ââåäåííûé

Õ. Íàêàíî [1]. Äðóãèì âàæíûì îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå àìàëüãàìû ïðî-

ñòðàíñòâ, êîòîðîå ââåë Í. Âèíåð â 1926 ã., ðàññìîòðåâ íåêîòîðûå ñëó÷àè àìàëü-

ãàì ïðîñòðàíñòâ. Â äàëüíåéøåì èçó÷åíèå àìàëüãàì ïðåäïðèíèìàëîñü ðàçíûìè

àâòîðàìè [2], îäíàêî, â îñíîâíîì äëÿ áàíàõîâà ñëó÷àÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïî-

ñòðîåíà àìàëüãàìà ìîäóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êè â òàêîãî ðîäà ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü X è Y � íåêîòîðûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K . Îáîçíà÷èì

÷åðåç � X , � Y íóëè ïðîñòðàíñòâ X è Y ñîîòâåòñòâåíî, ÷åðåç R + = [0 ; 1 ) ,

�R + =
[0; 1 ].

Ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûìè [3] îïðåäåëåíèÿìè ìîäóëÿðà � (x) è ìîäóëÿðíîãî

ïðîñòðàíñòâà X � ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð M : X ! Y íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíûì îïåðàòî-

ðîì , åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(1) M (x) = � Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = � X ;

(2) M (� x) = M (x) ;

(3) M (�x 1 + �x 2) 6 � (x1) + � (x2) ( x1; x2 2 X , �; � > 0, � + � = 1 ).

Îïðåäåëåíèå 2. Êîìïîçèöèþ �M áóäåì íàçûâàòü ìîäóëÿðíîé àìàëüãàìîé ,

åñëè ìîäóëÿð � : Y ! �R +
è ìîäóëÿðíûé îïåðàòîð M : X ! Y òàêîâû, ÷òî

êîìïîçèöèÿ �M = � (M (x)) : X ! �R +
ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìîäóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî

X �M = f x 2 X : lim
� ! 0

�M (�x ) = 0 g;

ïîðîæäàåìîå ìîäóëÿðíîé àìàëüãàìîé �M; áóäåì íàçûâàòü àìàëüãàìîé ìîäó-

ëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ .

Ïî àíàëîãèè ñ [4] ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f xn g ýëåìåíòîâ èç àìàëüãàìû ìîäó-

ëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ X �M íàçûâàåòñÿ:
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1) �M -ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó x , åñëè �M (x � xn ) ! 0 ïðè n ! + 1 ;

2) �M -ôóíäàìåíòàëüíîé , åñëè �M (xm � xn ) ! 0 ïðè m; n ! + 1 .

Îïðåäåëåíèå 5. Àìàëüãàìà ìîäóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ X �M íàçûâàåòñÿ �M -

ïîëíîé , åñëè â íåé ëþáàÿ �M -ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ

�M -ñõîäÿùåéñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àìàëüãàìà ìîäóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ

X �M îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôàòó, åñëè

�M (x � y) 6 lim inf �M (xn � yn)

âñÿêèé ðàç, êîãäà f xng �M -ñõîäèòñÿ ê x è f yng �M -ñõîäèòñÿ ê y .

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àìàëüãàìà ìîäóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ

X �M óäîâëåòâîðÿåò � 2 -óñëîâèþ, åñëè �M (2xn ) ! 0 ïðè n ! 1 âñÿêèé ðàç,

êîãäà �M (xn ) ! 0 ïðè n ! 1 .

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîäìíîæåñòâî B ïðîñòðàíñòâà X �M íàçûâàåòñÿ �M -çàì-

êíóòûì , åñëè èç òîãî ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f xn g � B �M -ñõîäèòñÿ ê ýëåìåí-

òó x , ñëåäóåò, ÷òî x 2 B .

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè â àìàëüãàìå ìîëóëÿð-

íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü àìàëüãàìà ìîäóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ X �M ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íîé, îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôàòó è óäîâëåòâîðÿåò � 2 -óñëîâèþ. Ïóñòü B � �M -çàì-

êíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X �M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ

T : B ! B ñóùåñòâóþò c; k 2 R + : c > 1; k < 1 òàêèå, ÷òî

�M (c(T x � T y)) 6 k�M (x � y)

äëÿ ëþáûõ x; y 2 B , òîãäà ó îòîáðàæåíèÿ T ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

T x0 = x0 .
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CONSTRUCTION OF CHEBYSHEV POLYNOMIALS OF THE FIRST

AND SECOND KINDS IN TERMS OF THE DETERMINANT

OF TRIDIAGONAL MATRICES

T. Goy

(Ukraine, Ivano-Frankivsk; PNU)

Chebyshev p olynomials crop up in virtually every area of numerical analysis, and

they hold particular imp ortance in recent advances in sub jects such as orthogonal

p olynomials, p olynomial approximation, numerical integration, combinatorics,

statistics, and sp ectral metho ds. There are many interesting and unique prop erties

of these p olynomials, which can b e found in several textb o oks and articles, for

example [1�4].

The Chebyshev p olynomials Tn (x) of the �rst kind are de�ned by the two-order

recurrence relation

T0(x) = 1 ; T1(x) = x; Tn+1 (x) = 2 xTn (x) � Tn� 1(x);

while the Chebyshev p olynomials Un (x) of the second kind are de�ned by the recur-

rence relation

U0(x) = 1 ; U1(x) = 2 x; Un+1 (x) = 2 xUn (x) � Un� 1(x):

Using the apparatus of triangular matrices [5, 6], we obtain the recurrent formulas

for Chebyshev p olynomials of the �rst and second kinds with even (o dd) indices via

determinant of tridiagonal matrices.

Theorem 1. For n > 1 the following recurrent formulas are hold:

T2n� 2(x) = ( � 1)n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

� 1 � 1 0 0 : : : 0 0 0

2xT1(x) 1 � 1 0 : : : 0 0 0

0 2x T3 (x)
T0 (x) 1 � 1 : : : 0 0 0

� � � : : : � � � : : : � � � � � � � � � : : :
0 0 0 0 � � � 2x T2n � 5 (x)

T2n � 8 (x) 1 � 1

0 0 0 0 � � � 0 2x T2n � 3 (x)
T2n � 6 (x) 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

and

T2n� 1(x) = ( � 1)n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

� x � 1 0 0 : : : 0 0 0

2xT2(x) 1 � 1 0 : : : 0 0 0

0 2x T4 (x)
T1 (x) 1 � 1 : : : 0 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : 2x T2n � 4 (x)
T2n � 7 (x) 1 � 1

0 0 0 0 : : : 0 2x T2n � 2 (x)
T2n � 5 (x) 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Theorem 2. For n > 1 the following recurrent formulas are hold:

U2n� 2(x) = ( � 1)n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

� 1 � 1 0 0 : : : 0 0 0

2xU1(x) 1 � 1 0 : : : 0 0 0

0 2x U3 (x)
U0 (x) 1 � 1 : : : 0 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : 2x U2n � 5 (x)
U2n � 8 (x) 1 � 1

0 0 0 0 : : : 0 2x U2n � 3 (x)
U2n � 6 (x) 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

and

U2n� 1(x) = ( � 1)n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

� 2x � 1 0 0 : : : 0 0 0

2xU2(x) 1 � 1 0 : : : 0 0 0

0 2x U4 (x)
U1 (x) 1 � 1 : : : 0 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : 2x U2n � 4 (x)
U2n � 7 (x) 1 � 1

0 0 0 0 : : : 0 2x U2n � 2 (x)
U2n � 5 (x) 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

A similar formulas can b e obtained for Chebyshev p olynomials of the third

and fourth kinds. Recall that the n -th Chebyshev p olynomials of the third and

fourth kinds are de�ned to b e the p olynomials Vn (x) and Wn (x) satisfying the same

recurrent relation

X n+1 (x) = 2 xX n (x) � X n� 1(x);

where n > 1, with initial conditions V0(x) = 0 , V1(x) = 2 x � 1 and W0(x) = 0 ,

W1(x) = 2 x + 1 , resp ectively.
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ÍÅÒÅÐÎÂÎÑÒÜ È ÈÍÄÅÊÑ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ

ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ÏÎ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ã. Äæàíãèáåêîâ

(Òàäæèêèñòàí, Äóøàíáå; ÒÍÓ)

Ïóñòü D � êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îãðà-

íè÷åííàÿ çàìêíóòîé êðèâîé Ëÿïóíîâà � . Â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå L p
� � 2

p
(D )

( 1 < p < 1 , 0 < � < 2)

L p
� � 2

p
=

n
f (z) : jzj� � 2

p f (z) = F (z) 2 L p(D ); kf kL p

� � 2
p

= kF kL p

o

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé äâóìåðíûé ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

A � aI + bK + ( cI + dK )Sm + ( eI + hK )S� m +

+
mX

n=1

�
(� � n I + � nK )B � n + ( � n I + � � nK )Bn

�
+ T;

ãäå a(z) , b(z) , c(z) , d(z) , e(z) , h(z) , � � n(z) , � n (z) , � n (z) , � � n(z) ( n = 1 ; 2; : : : ; m ) �

íåïðåðûâíûå â D = D [ � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, I � òîæäåñòâåííûé

îïåðàòîð, (Kf )(z) = f (z); ÷åðòà íàä ôóíêöèåé îçíà÷àåò ïåðåõîä ê êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííûì çíà÷åíèÿì, T � âïîëíå íåïðåðûâíûé â L p
� � 2

p
(D ) îïåðàòîð;

(Sm f )(z) =
m(� 1)m

�

ZZ

D

e� 2im�

j� � zj2
f (� ) ds� ; � = arg( � � z); z 2 D;

ds� � ýëåìåíò ïëîñêîé ìåðû Ëåáåãà, èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî

çíà÷åíèÿ ïî Êîøè;

(Bm f )(z) =
ZZ

D

Bm (z; � )f (� ) ds� ; S� m = KS mK; B � m = KB mK;

Bm (z; � ) � ïîëèêåðí-ôóíêöèÿ ïîðÿäêà m ;

Bm (z; � ) =
1

� ((m � 1)!)2

@2m Gm (z; � )

@zm @� m
;

Gm (z; � ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà � m
â îáëàñòè D .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè D = f z : jzj < 1g, òî ôóíêöèÿ Bm (z; � ) èìååò âèä

Bm (z; � ) =
1

� ((m � 1)!)2

@2m

@zm @� m
j� � zj2(m� 1) ln

�
�
�
�

� � z

1 � z�

�
�
�
�

2

=

=
1

� (1 � z� )2m

mX

k=1

(� 1)k� 1k
�
Ck

m

� 2j� � zj2(k� 1) �� 1 � j zj2
��

1 � j � j2
�� m� k :
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Èçâåñòíî [1�3], ÷òî îïåðàòîðû òèïà A èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè îáîá-

ùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íûìè êðà-

åâûìè çàäà÷àìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà

ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå ýôôåêòèâíûõ óñëîâèé íåòåðîâîñòè è ôîðìóëû

äëÿ èíäåêñà îïåðàòîðà A ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

Èññëåäîâàíèå îïåðàòîðà A âåäåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà èçó÷àåòñÿ

àëãåáðà îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî âèäà A; ãäå b � c � e � h � 0 :

M � aI + dS� mK +
mX

n=1

�
(� � n I + � nK )B � n + ( � n I + � � nK )Bn

�
+ T;

Ðàññìîòðèâàÿ àëãåáðó R , ïîðîæäåííóþ âñåìè äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâå

L p
� � 2

p
(D ) ( 1 < p < 1 , 0 < � < 2) îïåðàòîðàìè âèäà M , âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî óêà-

çàííàÿ àëãåáðà R íå èñ÷åðïûâàåòñÿ îäíèìè îïåðàòîðàìè âèäà M . Â ýòó àëãåá-

ðó âõîäÿò, íàïðèìåð, îïåðàòîðû BnSm ; S� mB � n , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå

íåïðåðûâíûìè â L p
� � 2

p
(D ): Ïîýòîìó ïðè îïèñàíèè àëãåáðû R âîçíèêàåò íåîáõî-

äèìîñòü â èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ áîëåå ñëîæíîé ïðèðîäû. Äëÿ îïåðàòîðîâ èç

óêàçàííîé àëãåáðû ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåòåðîâîñòè

â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ âõîäÿùèõ â R îïåðàòîðîâ è äàíà ôîðìóëà äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ èíäåêñà. Çàòåì, îïåðàòîð A ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê áîëåå

ïðîñòûì îïåðàòîðàì è äàëåå óêàçàííûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êîì-

ïîçèöèè îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðîâ èç àëãåáðû R .

Ëèòåðàòóðà

1. Âåêóà È. Í. Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè.�M.: Ôèçìàòãèç, 1959.�672 ñ.

2. Áîÿðñêèé Á. Â. Èññëåäîâàíèå ïî óðàâíåíèÿì ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà íà ïëîñêîñòè è ãðà-

íè÷íûì çàäà÷àì òåîðèè ôóíêöèé: Äèñ. . . . äîêò. ôèç.-ìàò. íàóê.�Ì., 1960.

3. Äæóðàåâ À. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.�Ì.: Íàóêà, 1987.�415 ñ.

56



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ON SOME ESTIMATES OF THE NUMBER OF CONNECTED COMPONENTS

OF THE COMPLEMENT OF BANDED TOEPLITZ MATRICES

LIMITING SPECTRUM

S. A. Zolotykh (Russia, Rostov-on-Don; DSTU) ,

V. A. Stukopin (Russia, Rostov-on-Don; DSTU)

We consider the problem of the lower estimate of the maximum numb er of

connected comp onents of complement limiting sp ectrum banded To eplitz matrices,

which are symb ols of p olynomials of a given degree. This problem is a part of general

research problem of study of geometry limiting sp ectrum. The limiting sp ectrum of

band To eplitz matrices was describ ed in [1] (see also the b o ok [2]). In this note we

continue research which was b egan in [3�5].

Let a b e a complex valued Laurent p olynomial: f (z) =
P h

k= � r f kzk :
We'll denote by Tn (f ) the n � n matrix generated by the function f (symb ol)

and is de�ned by f i;j = f i � j .

Let's order the eigenvalues f � n;i gn� 1
i = � n+1 of matrix Tn (f ) so that f � n;i g 6 f � n;j g

at i < j . The set of limit p oints of sequences will b e called the limiting sp ectrum of

the sequence of To eplitz matrices f Tn (f )g1
n=1 and denote by � l (f ) .

Let

a(t) = t � 1�
" + ( t � 1)(t � ei ' )( t � e� i ' )

�
; b(t) = ( a(t))k :

If X � C � subset of complex plane C , we shall denote by CC[X ] the numb er

of connected comp onents of set X . The brackets applied to an real numb er � : [� ] �

would mean, as usual, the integral part of � .

Theorem. 1: If k < 2, then the set C n � l (b) b e connected.

2: If k > 2, then

CC[C n � l (b)] > CC
�
C n (� l (a))k �

= 2
�

k + 1
4

� 2

+
�

2k + 1
3

�

connected comp onents ( including unlimited comp onent ) .
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÑÄÂÈÃÀ ÂËÅÂÎ

Î. À. Èâàíîâà (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ) ,

Ñ. Í. Ìåëèõîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ïóñòü Q � âûïóêëîå ëîêàëüíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â C ; H (Q) � ïðîñòðàí-

ñòâî ðîñòêîâ âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ íà Q , ñ åãî åñòåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé

òîïîëîãèåé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ' 7! ' t (etz ) , z 2 C , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî ê H (Q) íà íåêîòîðûé

ñ÷åòíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë E âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ ôóíêöèé.

Çàôèêñèðóåì � 2 Q . Îïåðàòîð Ïîììüå (îïåðàòîð îáîáùåííîãî ñäâèãà âëåâî)

D0;e� (f )( t) :=

8
><

>:

f (t) � e�t f (0)
t

; t 6= 0 ;

f 0(0) � �f (0); t = 0 ;

f 2 E , ëèíåéíî è íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò E â ñåáÿ.

Ïóñòü C[z]n � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ;

Pn (e� ) := e� � C[z]n :=
�

e� P
�
� P 2 C[z]n

	
:

Îïèñàíû ñîáñòâåííûå çàìêíóòûå D0;e� -èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà E .

Òåîðåìà. (i) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 0 ïîäïðîñòðàíñòâî Pn (e� ) ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì D0;e� -èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì E .

(ii) Äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çàìêíóòîãî D0;e� -èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà P ïðîñòðàíñòâà E ñóùåñòâóåò öåëîå n > 0 òàêîå, ÷òî P = Pn (e� ) .

Ýòà òåîðåìà ïðèìåíÿåòñÿ ê îïèñàíèþ ñîáñòâåííûõ çàìêíóòûõ èäåàëîâ â àë-

ãåáðå H (Q) ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ � :

f � g(z) := f (0)g(z) +

zZ

0

g(� )f 0(z � � ) d�; f; g 2 H (Q):
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ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÅ ÊÎÍÔÎÐÌÍÎ-ÏËÎÑÊÈÅ ÌÅÒÐÈÊÈ

1

Ì. Â. Êóðêèíà (Ðîññèÿ, Õàíòû-Ìàíñèéñê; ÞÃÓ) ,

Î. Â. Ñàìàðèíà (Ðîññèÿ, Õàíòû-Ìàíñèéñê; ÞÃÓ)

Â ðàáîòàõ [2�4] èçó÷àëèñü ìíîãîìåðíûå êîíôîðìíî-ïëîñêèå ìåòðèêè, òàê-

æå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî îïðåäåëåíèå êîíôîðìíî-ïëîñêèõ ìåòðèê èìååò ñìûñë

è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðåíèå îäíîìåðíûõ êîíôîðìíî-ïëîñêèõ ìåòðèê

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ãåîìåòðè÷åñêè áîëåå íàãëÿäíûì, à òàê-

æå ïðåäñòàâëÿåò íåçàâèñèìûé èíòåðåñ ïðè ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ è ïîëíûõ

ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü ds2 = d' 2

f 2 (' ) , 0 6 ' 6 2� , � îäíîìåðíàÿ êîíôîðìíî-ïëîñêàÿ ìåòðèêà,

îïðåäåëåííàÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, f (' ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îäíîìåðíàÿ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà [2] âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-

ìóëå

K 1=2('; f ) = f
d2f
d' 2 �

1
2

�
df
d'

� 2

+
1
2

f 2:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f (' ) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, äâà ðàçà íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìàÿ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2�Z

0

d'
f (' )

2�Z

0

K 1=2('; f )d'

f (' )
6 2� 2: (1)

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f (' ) èìååò âèä

f (' ) = A + B cos(' ) + C sin(' ):

Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâî (1) âûâîäèòñÿ èç èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåí-

ñòâà L 2 � K �F 2 � 4� �F > 0 äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî [1] êðèâèçíû K , ãäå L �

äëèíà êðèâîé ( K -ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ îäíîìåðíîé êîíôîðìíî-ïëîñêîé

ìåòðèêè â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî [2]), F � ïëîùàäü îáëàñòè îãðàíè÷åííîé

êðèâîé. Ðàâåíñòâó ñîîòâåòñòâóåò êðóã â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Çàìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (1) èìååò òàêæå äðóãóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ. Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû

V[f ] =

2�Z

0

d'
f (' )

; V [f � ] =

2�Z

0

K 1=2('; f )d'

f (' )

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäå-

ðàöèè: (14.B25.31.0029, Nsh of RF (2263.2014.1)), the RFBR (15-41-00092-r�Urals, 15-41-00063-

r�Urals, 15-01-06582-a, 16-01-00336-a).
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åñòü îáúåì (äëèíà) êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêè ds2 = d' 2

f 2 (' ) è ñîîòâåòñòâåííî

ñîïðÿæåííîé ê íåé êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêè ds� 2 = d' � 2

f � 2 (' � )
. Îáùåå îïðåäå-

ëåíèå ñîïðÿæåííîé êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêè èìååòñÿ â [2].

Â ñëó÷àå îäíîìåðíîé êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêè ìîæíî äàòü áîëåå ïðîñòîå

îïðåäåëåíèå äëÿ ñîïðÿæåííîé êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñîïðÿæåííàÿ ê ds2 = d' 2

f 2 (' ) îäíîìåðíàÿ êîíôîðìíî-

ïëîñêàÿ ìåòðèêà ds� 2 = d' � 2

f � 2 (' � )
îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ

cos(' � ) =
[f 02(' ) � f 2(' )] cos(' ) + 2 f (' )f 0(' ) sin(' )

f 2(' ) + f 02(' )
;

sin(' � ) =
� 2f (' )f 0(' ) cos(' ) + [ f 02(' ) � f 2(' )] sin(' )

f 2(' ) + f 02(' )
;

f (' � ) =
2f (' )

f 2(' ) + f 02(' )
:
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÀÑÏÅÊÒÀÕ,

ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ ÁÓËÅÂÎÇÍÀ×ÍÛÌÈ ÌÅÒÐÈÊÀÌÈ

Þ. Í. Ëîâÿãèí

(Ðîññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ÑÏáÃÓ)

Ìåòðèêè è íîðìû ñî çíà÷åíèÿìè â áóëåâîé àëãåáðå åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âîçíèêàþò êàê êîìïîçèöèÿ ìåòðèêè ñî çíà÷åíèÿìè â àðõèìåäîâîé âåêòîðíîé

ðåøåòêå è ïðîýêòèðâàíèÿ íà êîìïîíåíòû áàçû âåêòîðíîé ðåøåòêè. Íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ìåòðèçóþùàÿ áóëåâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ðåøåòî÷-

íîçíà÷íûå íîðìû è ìåòðèêè ââåäåíû è èññëåäîâàíû â [1�3].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áóëåâîçíà÷íûå ìåòðèêè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿ-

þòñÿ â ñïóñêàõ ìíîæåñòâ â áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ [4]. Ïðè

ýòîì ìåòðèêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ öèêëè÷íîñòè, êîòîðîå ôàêòè÷åñêè îáîá-

ùàåò óñëîâèå ðàçëîæèìîñòè ðåøåòî÷íîçíà÷íîé íîðìû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, B � ïîëíàÿ áóëåâà àë-

ãåáðà. B - ìåòðèêîé íà X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ � : X � X �! B ñî ñâîéñòâàìè:

(1) � (x; y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y ;

(2) � (x; y) = � (y; x) ;

(3) � (x; y) 6 � (x; z) _ � (z; y) äëÿ ëþáûõ x; y; z 2 X .

Îïðåäåëåíèå 2. B -ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé , åñëè äëÿ ëþáîãî ðàç-

áèåíèÿ åäèíèöû f b� g � B è ëþáîãî ñåìåéñòâà f x � g � X ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåí-

íûé) ýëåìåíò x 2 X òàêîé, ÷òî � (x; x � ) ^ b� = 0 .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü � � íåêîòîðàÿ ñõîäèìîñòü â B . B -ìåòðèêà íàçûâà-

åòñÿ �� - ïîëíîé , åñëè èç � (xn ; xm ) ��! 0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x 2 X òàêîé,

÷òî � (xn ; x) ��! 0. ßñåí ñìûñë ïîíÿòèÿ �� -ïîïîëíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðèíöèïîì äèàãîíàëè â áóëåâîé àëãåáðå B íàçûâàåòñÿ

ñâîéñòâî: èç bnm
��! bn , bn

��! b ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk òàêàÿ, ÷òî bnk k
��! b.

Òåîðåìà 1. Åñëè â ìåòðèçóþùåé áóëåâîé àëãåáðå B äëÿ íåêîòîðîé � -ñõî-

äèìîñòè âûïîëíåí ïðèíöèï äèàãîíàëè, òî âñÿêîå ìíîæåñòâî, ìåòðèçîâàííîå ïî-

ñðåäñòâîì ýòîé àëãåáðû èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè �� -ïî-

ïîëíåíèå.

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X , ìåòðèçîâàííîãî ïîñðåäñòâîì ïîë-

íîé áóëåâîé àëãåáðû B ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y , ìåòðèçîâàííîå

ïîñðåäñòâîì òîé æå àëãåáðû òàêîå, ÷òî X èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â Y .

Òåîðåìà 3. Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ìåòðèçîâàííîå ïîñðåäñòâîì ïîëíîé áóëåâîé

àëãåáðû, â êîòîðîé èìååò ìåñòî ïðèíöèï äèàãîíàëè äëÿ íåêîòîðîé � -ñõîäèìîñ-

òè, èìååò öèêëè÷åñêîå ïîïîëíåíèå: öèêëè÷åñêîå �� -ïîëíîå ìíîæåñòâî, ìåòðèçî-

âàííîå ïîñðåäñòâîì òîé æå àëãåáðû, â êîòîðîå èñõîäíîå ìíîæåñòâî èçîìåòðè-

÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü â ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðå B ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå

ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû. Ïóñòü, äàëåå, X � öèêëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ìåò-

ðèçîâàííîå ïîñðåäñòâîì B . Ïóñòü f : X �! X � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ: � (f (x) ; f (y)) 6 � (x; y) äëÿ ëþáûõ x; y 2 X . Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

x � 2 X òàêîé, ÷òî f (x � ) = x �
.
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ÎÄÍÎÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ

ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

1

Ñ. Ð. Íàñûðîâ

(Ðîññèÿ, Êàçàíü; ÊÔÓ)

Ìû îïèñûâàåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

R(z; t) , ãëàäêî çàâèñÿùèå îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà t 2 [0; 1]. Ïðè ôèêñèðî-

âàííîì t ôóíêöèÿ R(z; t) îòîáðàæàåò êîíôîðìíî ñôåðó Ðèìàíà

bC íà ðèìàíîâó

ïîâåðõíîñòü S(t) , ðàñïîëîæåííóþ íàä

bC . Ïóñòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè ak = ak (t)
ôóíêöèè R(z; t) èìåþò êðàòíîñòè mk è ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

Ak (t) = R(ak (t); t) çàâèñÿò ãëàäêî îò ïàðàìåòðà t . Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ôóíêöèè R(z; t) èìåþò ïîëþñû ïîðÿäêîâ n j â òî÷êàõ bj = bj (t) . Ïðè óñëîâèè,

÷òî íàì èçâåñòíû çàâèñèìîñòè Ak (t) , ìû íàõîäèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè ak(t) è

ïîëþñû bj (t) .

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîëþñîâ â êîíå÷íûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè, ò. å. êîãäà ôóíê-

öèè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè, ïîäîáíàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà â [1]. Â [2] áûëè ðàñ-

ñìîòðåíû ñåìåéñòâà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ íàä

êîíå÷íîé ÷àñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé òî÷åê

âåòâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ êðàòíîñòåé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â [3, 4] áûë ðàññìîò-

ðåí ñëó÷àé îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé c îäíèì ïî-

ëþñîì â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ è ïðîñòûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè.

Èòàê, ïóñòü

R(z; t) = C0

zZ

z0

MQ

k=1
(� � ak (t))mk � 1 d�

NQ

j =1
(� � bj (t))n j +1

+ C1 (1)

� ñåìåéñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ak (t) ïîðÿäêà mk

è ïîëþñàìè bj (t) ïîðÿäêà n j . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî C0 = 1 , ïîñêîëüêó ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíè-

åì z 7! �z . Çíà÷åíèå C1 = R(z0; t) òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü: ê ïðèìåðó, åñëè

ïîëîæèòü z0 = a1 , òîãäà C1 = A1 . Ìû òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ

MX

k=1

(mk � 1) ak (t) �
NX

j =1

(n j + 1) bj (t) = 0 (2)

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò • 01-14-00351.
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äëÿ âñåõ t 2 [0; 1]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëà

m :=
MX

k=1

(mk � 1); n :=
NX

j =1

(n j + 1)

ðàâíû, òî ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî âû÷åò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

R(z; t) â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ðàâåí íóëþ. Åñëè æå m 6= n , ìû ìîæåì

ïðèìåíèòü äîïîëíèòåëüíûé ñäâèã z -ïëîñêîñòè íà âåëè÷èíó � 0 , ïðè ýòîì çíà÷å-

íèå

P m
k=1 ak �

P N
j =1 (n j + 1) bj èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó (m � n)� 0 , è ìû ìîæåì

äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2) çà ñ÷åò ïîäáîðà êîíñòàíòû � 0 .

Òåîðåìà 1. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ak = ak (t) è ïîëþñû bj = bj (t) ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé (1) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

_al =
H (m l � 1)

l (al )
(ml � 1)!

_A l +
MX

k=1 ;
k6= l

G(mk � 2)
kl (ak )
(mk � 2)!

_Ak ; (3)

_bj =
MX

k=1

I (mk � 2)
kj (ak )

(mk � 2)!
_Ak ; (4)

ãäå

H l (x) =

NQ

j =1
(x � bj )n j +1

MQ

k=1 ;
k6= l

(x � ak)mk � 1

; Gkl (x) =
H k(x)
x � al

; I kj (x) =
H k(x)
x � bj

:

Çäåñü òî÷êà ñâåðõó îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó t .

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 ìîæíî ïðåäëîæèòü ïðèáëèæåííûé ñïîñîá óíèôîð-

ìèçàöèè îäíîñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, ðàçâåòâëåííî íà-

êðûâàþùèõ ñôåðó Ðèìàíà. Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ íàéòè ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ,

óíèôîðìèçèðóþùóþ ïîâåðõíîñòü S1 . Ìû ñîåäèíÿåì â ïðîñòðàíñòâå ðèìàíîâûõ

ïîâåðõíîñòåé S1 ñ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ S0 ãëàäêîé êðèâîé S(t) , 0 6 t 6 1,

òàê, ÷òî S(0) = S0 , S(1) = S1 . Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S0 âûáðàíà òàêèì îáðàçîì,

÷òî äëÿ íåå èçâåñòíû êðèòè÷åñêèå òî÷êè ak0 è ïîëþñû bj 0 ñîîòâåòñòâóþùåé ðà-

öèîíàëüíîé ôóíêöèè. Òîãäà ìû ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), (4) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ak (0) = ak0 ,

bj (0) = bj 0 . Ïðè t = 1 ìû íàõîäèì ïîëîæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ak (1) è ïîëþ-

ñîâ bj (1) ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, óíèôîðìèçèðóþùåé íàøó ïîâåðõíîñòü S1 .

Îòìåòèì, ÷òî (3), (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàðèàöèîííûå ôîðìóëû êî-

òîðûå ñâÿçûâàþò èçìåíåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ

èçìåíåíèåì ïîëîæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïîëþñîâ. Ýòè ôîðìóëû ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-

öèé.
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Î ÍÅÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÉ ×ÀÑÒÈ×ÍÎÉ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÑÒÈ

Â ÒÅÎÐÈÈ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÒÅÏËÈÖÀ

À. Ý. Ïàñåí÷óê

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

×åðåç C áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì, � =
f � 2 C : j� j = 1g, � 2 = � � � . Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè

äëÿ îïðåäåëåííûõ íà � , � 2
ôóíêöèé: L 2(�) , L 2(� 2) � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàí-

ñòâà èçìåðèìûõ ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé; W (�) , W (� 2) � áàíàõîâû

àëãåáðû ôóíêöèé, ðàçëàãàþùèõñÿ â àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå îïåðàöèè è

òîïîëîãèè (ñì. [3, 4]). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð S ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ âäîëü � îãðàíè÷åí è èíâîëþòèâåí â ïðîñòðàíñòâàõ L 2(�) , W (�) . Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ââåñòè îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ P � = 1
2(I � S) ,

äåéñòâóþùèå â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå ïîðîæäàåìûå èìè ïðîåêòîðû â

ïðîñòðàíñòâàõ W (� 2) , L 2(� 2) : P �� = P � 
 P �
, P �� = P � 
 I , P �� = I 
 P �

.

Äëÿ îáðàçîâ ýòèõ ïðîåêòîðîâ óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü òîò æå íàáîð ¾ + ¿ è ¾ � ¿,

êîòîðûì îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîåêòîð. Íàïðèìåð, L �
2 (�) = P � (L 2(�)) ,

W �� (� 2) = P �� (W (� 2)) ; : : :
Ïóñòü a(�; � ) 2 W (� 2) . Â ïðîñòðàíñòâå L ++

2 (� 2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïëè-

öåâ îïåðàòîð Ta = P++ a(�; � )I . Ïðè ýòîì ôóíêöèþ a(�; � ) íàçûâàþò ñèìâîëîì

îïåðàòîðà Ta . Íàèáîëåå îáùèì ðåçóëüòàòîì äëÿ îïåðàòîðà Ta ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé

íåòåðîâîñòè, ïîëó÷åííûé È. Á. Ñèìîíåíêî â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ê ðàçðàáîòàí-

íîìó èì ëîêàëüíîìó ïðèíöèïó èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðîâ ëîêàëüíîãî òèïà [14].

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð Ta íåòåðîâ â ïðîñòðàíñòâå L ++
2 (� 2) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà åãî ñèìâîë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) a(�; � ) 6= 0 , (�; � ) 2 � 2
,

2) ind
�

a(�; � ) = ind
�

a(�; � ) = 0 .

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé èíäåêñ îïåðàòîðà Ta ðàâåí íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ñèìâîë a(�; � ) 2 W (� 2) äî-

ïóñêàåò êàíîíè÷åñêóþ ôàêòîðèçàöèþ [6]

a(�; � ) = a�� (�; � )a+ � (�; � )a� + (�; � )a++ (�; � ); (1)

ãäå a�� 2 GW �� (� 2) . Ïðåäñòàâëåíèå (1) íàçûâàþò ÷àñòè÷íîé ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî ì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

(ñì., íàïðèìåð, [3]). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî Ta = Ta�� Ta� + a+ � Ta++ ,

è, õîòÿ îïåðàòîðû Ta�� , Ta++ è îáðàòèìû, îïåðàòîð Ta� + a+ � , â îòëè÷èå îò îä-

íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íå ïðîùå, ÷åì èñõîäíûé îïåðàòîð Ta .

Â ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèÿõ ýòîò ðåçóëüòàò â ñåðèè ðàáîò Â. Ñ. Ïèëèäè [9],

Â. Ñ. Ïèëèäè è Ë. È. Ñàçîíîâà [10, 11], Ë. È. Ñàçîíîâà [13], à òàêæå Ð. Ã. Äóãëà-

ñà [5] è äðóãèõ áûë îáîáùåí â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ðàáîòû È. Á. Ñèìîíåíêî
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è åãî ïîñëåäîâàòåëåé ïîñâÿùåíû êà÷åñòâåííîìó èññëåäîâàíèþ è ïðàêòè÷åñêè íå

ñîäåðæàò íèêàêèõ êîíñòðóêöèé, èñêëþ÷àÿ êîíñòðóêöèè ðåãóëÿðèçàòîðîâ. Îäíà-

êî, èìåþòñÿ è íåêîòîðûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå êîíñòðóêòèâíîìó ïîäõîäó ïðè

èññëåäîâàíèè äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Òåïëèöà. Óêàæåì íåêîòîðûå èç ýòèõ ðàáîò.

Â. Ñ. Ðàáèíîâè÷ [12] çàìåòèë, ÷òî åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (1) îòñóòñòâóåò a� + (�; � )
èëè a+ � (�; � ) , òî îïåðàòîð Ta îáðàòèì. Ë. È. Ñàçîíîâ îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò íà

ñëó÷àé, êîãäà a+ � (�; � ) = (1 � � + (� )� � 1)� 1
, j� + (� )j < 1, � 2 � . Â ðàáîòàõ Ñ. Îøå-

ðà [7], Â. À. Ìàëûøåâà [6], À. Áåòòõåðà [1], À. Áåòòõåðà, À. Ý. Ïàñåí÷óêà [2],

À. Ý. Ïàñåí÷óêà [8] ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå îïåðàòîðû Òåïëèöà ñî ñïåöèàëü-

íûìè ñèìâîëàìè. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî íåòåðîâîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ

îïåðàòîðîâ ðàâíîñèëüíà èõ îáðàòèìîñòè è ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ ðå-

øåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå Ð. Ã. Äóãëàñà [5] ïðèâåäåí ïðèìåð,

ïîêàçûâàþùèé, ÷òî íåòåðîâîñòü äâóìåðíûõ îïåðàòîðîâ Òåïëèöà íå ðàâíîñèëüíà

èõ îáðàòèìîñòè.

Ìû ðàññìàòðèâàåì íåòåðîâ îïåðàòîð Ta : L ++
2

�
� 2

�
! L ++

2

�
� 2

�
, ñèìâîë êî-

òîðîãî äîïóñêàåò îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé

a(�; � ) = � � na�� (�; � ); (2)

ãäå a�� (�; � ) 2 W �� (� 2) à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ñâîéñòâî íåñòàíäàðòíîé ÷àñòè÷íîé ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè, ñîñòîÿ-

ùåå â òîì, ÷òî íåêîòîðîìó ìóëüòèïëèêàòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñèìâîëà îòâå-

÷àåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ Òåïëèöà. Îäíàêî, ïîðÿäîê

ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ Òåïëèöà â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îòëè÷àåòñÿ

îò ñòàíäàðòíîãî. Òî÷íåå ãîâîðÿ, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè ôóíêöèÿ a(�; � ) = � � na+ � (�; � ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

È. Á. Ñèìîíåíêî è (2) åå êàíîíè÷åñêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ â àëãåáðå W (� 2) , òî èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî Ta = T� � n Ta+ � Ta�� Ta� + Ta++ T� n
;

2) åñëè ôóíêöèÿ a(�; � ) = � na�� (�; � ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

È. Á. Ñèìîíåíêî è (2) åå êàíîíè÷åñêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ â àëãåáðå W (� 2) , òî èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî Ta = T� � n Ta� + Ta�� Ta+ � Ta++ T� n
.

Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà.
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ÎÁ ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß

ØÓÐÀ ÎÄÍÎÉ ÁËÎ×ÍÎ-ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ ÐÀÇÌÅÐÀ 3 � 3

Ò. Õ. Ðàñóëîâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; ÁóõÃÓ)

×åðåç Td := ( � �; � ]d îáîçíà÷èì d -ìåðíûé êóá ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îòîæ-

äåñòâëåíèåì ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé. Ïóñòü H 0 := C � îäíîìåðíîå êîì-

ïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, H 1 := L 2(Td) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðà-

òè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Td
è

H 2 := L sym
2 ((Td)2) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ

(êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà (Td)2:
Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H := H 0 � H 1 � H 2 ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ

áëî÷íî-îïåðàòîðíóþ ìàòðèöó:

H :=

0

@
H00 H01 0
H �

01 H11 H12

0 H �
12 H22

1

A

ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

H00f 0 = w0f 0; H01f 1 =
Z

Td

v0(t) f 1(t) dt;

(H11f 1)(p) = w1(p)f 1(p); (H12f 2)(p) =
Z

Td

v1(t) f 2(p; t) dt;

(H22f 2)(p; q) = ( w2(p) + w2(q)) f 2(p; q); f i 2 H i ; i = 0 ; 1; 2:

Çäåñü w0 � ôèêñèðîâàííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, vi (�); i = 0 ; 1 � âåùåñòâåííî-

çíà÷íûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè íà Td; w1(�) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ êóñî÷íî-

íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà Td; à w2(�) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Td: Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïà-

ðàìåòðû îïåðàòîð H; äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H; ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì è ñàìîñîïðÿæåííûì.

Ýëåìåíòû ïðîñòðàíòñâà H ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê âåêòîðû F = ( f 0; f 1; f 2); ãäå

f i 2 H i ; i = 0 ; 1; 2: Äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ F = ( f 0; f 1; f 2); G = ( g0; g1; g2) 2 H èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(F; G)H := ( f 0; g0)0 + ( f 1; g1)1 + ( f 1; g1)2

â H åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(f 0; g0)0 := f 0 g0; (f 1; g1)1 :=
Z

Td

f 1(t) g1(t) dt;

(f 2; g2)2 :=
Z

(Td )2

f 2(s; t) g2(s; t) ds dt:
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Äàëåå, ïðîñòðàíñòâî H ïðåäñòàâèì â âèäå îðòîãîíàëüíîé ñóììû ãèëüáåð-

òîâûõ ïðîñòðàíñòâ H 0 � H 1 è H 2: Òîãäà ïåðâîå äîïîëíåíèå Øóðà áëî÷íî-

îïåðàòîðíîé ìàòðèöû H; ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèþ H = fH 0 � H 1g � H 2;
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [1]):

S(� ) :=
�

H00 � � H 01

H �
01 H11 � � � H12(H22 � � )� 1H �

12

�
; � 2 � (H22)

è îíî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå îïåðàòîðà H: Âèäíî, ÷òî

ïåðâîå äîïîëíåíèå Øóðà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíî-çíà÷íîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé,

îïðåäåëåííîé âíå ñïåêòðà îïåðàòîðà H22: Äîïîëíåíèå Øóðà ñíà÷àëà èñïîëçî-

âàíî â òåîðèè ìàòðèö [2].

Ïóñòü B � îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è H B (
 ); 
 2 R � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H;
ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (Bf; f ) > 
 kf k; f 6= 0 :

Ïîëîæèì

n(
; B ) := sup
H B (
 )

dim H B (
 ):

×èñëî n(
; B ) ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, åñëè 
 < max � ess(B ) è åñëè ÷èñëî n(
; B )
êîíå÷íî, òî îíî ðàâíî ÷èñëó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) îïåðà-

òîðà B; áîëüøèõ ÷åì 
:
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N (�;� ) (B ) � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B (ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè), ëåæàùèõ íà (�; � ) � R n � ess(B ):

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî � < E min := min � ess(H ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

N (�1 ;� ) (H ) = N (�1 ;0)(S(� )) :

Ëèòåðàòóðà

1. Tretter C. Sp ectral Theory of Blo ck Op erator Matrices and Applications // Imp erial College

Press, 2008.�296 p.

2. Schur I.

�

Ub er p otenzreihen, die im innern des einheitskreises b eschr�ankt sint // J. Reine

Angew. Math.�1917.�Vol. 147.�P. 205�232.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

Î ÑÏÅÊÒÐÅ ÐÅØÅÒ×ÀÒÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÏÈÍ-ÁÎÇÎÍ

Ñ ÍÅ ÁÎËÅÅ ×ÅÌ ÄÂÓÌß ÔÎÒÎÍÀÌÈ

Ò. Õ. Ðàñóëîâ

(Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; ÁóõÃÓ)

Â õîðîøî èçâåñòíîé ìîäåëè ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ (òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè

¾ñïèí-áîçîí¿, ñì. [1, 2]) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àòîì, êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòü-

ñÿ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ � îñíîâíîì ñ ýíåðãèåé � " è âîçáóæäåííîì ñ ýíåðãèåé

" � èñïóñêàåò è ïîãëîùàåò ôîòîíû, ïåðåõîäÿ èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

Ðàññìîòðèì ¾óðåçàííûé¿ ìîäåëü A 2; îòëè÷àþùèåñÿ îò îïåðàòîð ýíåðãèè òà-

êîé ñèñòåìû òåì, ÷òî âîçìîæíîå ÷èñëî ôîòîíîâ íå ïðåâîñõîäèò 2. Ãèëüáåðòî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé òàêîé ìîäåëè ñëóæèò ïðîñòðàíñòâî C2 
 H ; ãäå

H := H 0 � H 1 � H 2 òàêîå, ÷òî H 0 := C � îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, H 1 := L 2(Td) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà d -ìåðíîì òîðå Td
è H 1 := L sym

2 ((Td)2) � ãèëüáåð-

òîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé äâóõ

ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííûõ íà (Td)2:
Îïåðàòîð A 2 äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå C2 
 H è çàïèñûâà-

åòñÿ êàê îãðàíè÷åííàÿ ñàìîñîïðÿæåííàÿ òðèäèàãîíàëüíàÿ áëî÷íî-îïåðàòîðíàÿ

ìàòðèöà ðàçìåðà 3 � 3 :

A 2 :=

0

@
A 00 A 01 0
A �

01 A 11 A 12

0 A �
12 A 22

1

A

ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

A 00f (s)
0 = s "f (s)

0 ; A 01f (s)
1 = �

Z

Td

v(t)f (� s)
1 (t) dt;

�
A 11f (s)

1

�
(p) = (s " + w(p)) f (s)

1 (p);
�

A 12f (s)
2

�
(p) = �

Z

Td

v(t)f (� s)
2 (p; t) dt;

�
A 22f (s)

2

�
(p; q) = (s " + w(p) + w(q)) f (s)

2 (p; q):

Çäåñü A �
ij � ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê A ij ; i < j; à íîðìà ýëåìåíòà F =

�
f (s)

0 ; f (s)
1 ; f (s)

2 ; s = �
	

2 H çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

kF k2 =
X

s= �

 
�
�f (s)

0

�
�2 +

Z

Td

�
� f (s)

1 (p)
�
�2 dp +

1
2

Z

(Td )2

�
� f (s)

2 (p; q)
�
�2 dp dq

!

;
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" > 0; w(x) � ýíåðãèÿ ôîòîíà ñ èìïóëüñîì x; v(�) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Td
è � > 0 � ¾ïàðàìåòð âçàèìîäåéñòâèÿ¿. Ïðè ýòîì w(�)

åñòü âåùåñòâåííî-çíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Td:
Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà A 2 ðàññìîòðèì òàêæå

îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû A (s)
2 ; s = � ; äåéñòâóþùèå â H êàê

áëî÷íî-îïåðàòîðíûå ìàòðèöû 3 � 3 :

A (s)
2 :=

0

B
@

bA (s)
00

bA 01 0
bA �

01
bA (s)

11
bA 12

0 bA �
12

bA (s)
22

1

C
A

ñ ýëåìåíòàìè

bA (s)
00 f 0 = s "f 0; bA 01f 1 = �

Z

Td

v(t) f 1(t) dt;

�
bA (s)

11 f 1

�
(p) = ( � s" + w(p)) f 1(p);

�
bA 12f 2

�
(p) = �

Z

Td

v(t) f 2(p; t) dt;

�
bA (s)

22 f 2

�
(p; q) = (s " + w(p) + w(q)) f 2(p; q); (f 0; f 1; f 2) 2 H :

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàìè îïåðàòîðîâ A 2 è A (s)
2 ; s = � :

Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî � (A 2) = �
�
A (+)

2

�
[ �

�
A (� )

2

�
: Áîëåå òîãî,

� ess(A 2) = � ess

�
A (+)

2

�
[ � ess

�
A (� )

2

�
;

� p(A 2) = � p

�
A (+)

2

�
[ � p

�
A (� )

2

�
;

� disc(A 2) =
[

s= �

n
� disc

�
A (s)

2

�
n � ess

�
A (� s)

2

�o
:

Ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî � > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà: min � ess(A 2) < � ":

Ëèòåðàòóðà

1. Sp ohn H. Ground state of the spin-b oson Hamiltonian // Comm. Math. Phys.�1989.�

Vol. 123.�P. 277�304.

2. Æóêîâ Þ. Â., Ìèíëîñ Ð. À. Ñïåêòð è ðàññåÿíèÿ â ìîäåëè ¾ñïèí-áîçîí¿ ñ íå áîëåå ÷åì

òðåìÿ ôîòîíàìè // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàò. ôèçèêà.�1995.�Ò. 103, • 1.�Ñ. 63�81.

72



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÏÐÎÁËÅÌÀ ÌÀÆÎÐÀÖÈÈ ÄËß AM -ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ

ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÓÐÛÑÎÍÀ

Ä. À. Ðîäå

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÃÓ)

Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà è X � äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Îïåðàòîð T : E ! X íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûì , åñëè

T(x + y) = T(x) + T(y) äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ x; y 2 E .

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî T(0) = 0 . Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâ-

íûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, îòíîñè-

òåëüíî ñëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû.

Ïóñòü E è F � âåêòîðíûå ðåøåòêè. Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð

T : E ! F íàçûâàåòñÿ: ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûì , åñëè T îòîáðàæàåò ïîðÿäêîâî

îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â E â ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â F . Ïîðÿä-

êîâî îãðàíè÷åííûé, îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : E ! F íàçûâàåòñÿ

àáñòðàêòíûì îïåðàòîðîì Óðûñîíà .

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ àáñòðàêòíûõ îïåðàòîðîâ Óðûñîíà èç E â F
îáîçíà÷àåòñÿ U(E; F ) .

Îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïå-

ðàòîð Óðûñîíà (ñì. [1], ÷àñòü 5).

Ïóñòü E � ýòî ñíîâà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îðòî-

ãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : E ! X íàçûâàåòñÿ AM-êîìïàêòíûì , åñëè

äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M � E åãî îáðàç T(M ) �

ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â X ;

Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå áóëåâîé àëãåáðû îñêîëîêîâ ïîëîæèòåëüíîãî àáñòðàêòíî-

ãî îïåðàòîðà Óðûñîíà, ïîëó÷åííîå â [2] ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà. Ïóñòü E � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, F � áàíàõîâà

ðåøåòêà ñ ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé íîðìîé, T 2 U+ (E; F ) � AM -êîìïàêòíûé

îïåðàòîð. Òîãäà êàæäûé îïåðàòîð S 2 U+ (E; F ) , òàêîé ÷òî 0 6 S 6 T òàêæå

ÿâëÿåòñÿ AM -êîìïàêòíûì.

Ëèòåðàòóðà
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÒÅÏËÎÂÎÉ

ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ, ÎÑÐÅÄÍÅÍÍÎÉ ÏÎ ÒÎÍÊÎÌÓ ÑËÎÞ

Ë. Â. Ñàõàðîâà

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÐÃÝÓ (ÐÈÍÕ))

Ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè íåâÿçêîé,

íåòåìïåðàòóðîïðîâîäíîé êàïëè, ïîëó÷åííîé îñðåäíåíèåì ïðèáëèæåíèÿ Îáåð-

áåêà � Áóññèíåñêà ïî òîíêîìó ñëîþ èñïàðÿþùåéñÿ (ëèáî êîíäåíñèðóþùåéñÿ)

æèäêîñòè [1]:

ht + div (h2s) = � V0' ; (1)

st + ( � r � 1)h s div s + ( � r � 1)hsr s = 0; (2)

' t + ( � r � 1)h ' div s + ( � r � 1)hsr ' = 0; (3)

ct + hsr c = D4 c: (4)

Çäåñü: h � òîëùèíà ñëîÿ æèäêîñòè, s = ( s1; s2) , ' , c � îñðåäíåííûå ôóíêöèè ïî-

ëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè, ïîòîêà òåïëà è êîíöåíòðàöèè òâåðäîé ïðèìåñè, çàâèñÿ-

ùèå îò êîîðäèíàò x1 , x2 è âðåìåíè t . Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è (5)�(4) ìîæåò

áûòü ïîñòðîåí ðÿä àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êàê êëàññè-

÷åñêèå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ, òàê è ñïåöèàëüíûå, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Âûäåëåíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå òèïû ðåøåíèé.

1. Êëàññè÷åñêèå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ñòåïåííûõ çàìåíàõ

ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð: x=
p

t = z , ãäå x = ( x1; x2) , z = ( z1; z2) � íîâûå ïåðåìåí-

íûå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííûå çàìåíû äîïóñêàþò ïåðåõîä ê íîâûì íåèçâåñòíûì

ôóíêöèÿì u = ( u1; u2) è v , ñâÿçàíûì ñî ñòàðûìè ïîñðåäñòâîì îäíîé èç ñëåäóþ-

ùèõ ïàð ôîðìóë:

1) s = u=
p

t , ' = v=t;

2) h = u=
p

t , ' = v=
p

t3
;

3) h = tu , s = v=
p

t3
.

Çàìåíû ïîçâîëÿþò ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðå-

øåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé çàâèñèìîñòè òîëùèíû êàïëè, ïîëÿ ñêîðîñòåé,

ïîòîêà òåïëà è êîíöåíòðàöèè òâåðäîé ïðèìåñè îò âðåìåíè è êîîðäèíàò. Ïðî-

àíàëèçèðîâàíà èõ ïðèìåíèìîñòü ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé: èñïà-

ðåíèå, êîíäåíñàöèÿ, ïèííèííèíã (çàêðåïëåíèå ãðàíèöû òðåõôàçíîãî êîíòàêòà),

äåïèííèíã (åå îòðûâ).

2. Ñòåïåííûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è (5)�(4), ïðåäâàðèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàííîé ê èíâàðèàíòàì Ðèìàíà. Ïîëó÷åíû íåñêîëüêî òèïîâ ðåøåíèé,

ïðèìåíèìûõ ê ìîäåëèðîâàíèþ èñïàðåíèÿ-êîíäåíñàöèè êàïëè â ðàçëè÷íûõ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.

3. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðåøåíèå âèäà: h = H (x; y) exp(�t ) , s = S(x; y) exp(� �t ) ,

' = �( x; y) exp(�t ) , c = C(x; y) exp(�t ) , ãäå � � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé êðàå-

âûìè óñëîâèÿìè. Äàííîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

îïèñàíèÿ êàê èñïàðåíèÿ, òàê è êîíäåíñàöèè æèäêîé ïëåíêè â äâóõ ñëó÷àÿõ:
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1) åñëè æèäêîñòü ðàñïîëîæåíà íåðàâíîìåðíûì ñëîåì ìåæäó äâóìÿ òâåðäû-

ìè ñòåíêàìè;

2) åñëè íà ëåâîé ãðàíèöå òðåõôàçíîãî êîíòàêòà (æèäêîñòü-àòìîñôåðà-

òâåðäîå îñíîâàíèå) ïðîèñõîäèò ïðîòåêàíèå æèäêîñòè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî çàäàíîé

ñêîðîñòüþ (ò. å. èìååò ìåñòî äðåíàæ).

4. Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû, îñíîâàííîé íà ïåðåõîäå ê íî-

âîé ïåðåìåííîé: � = x � vt , ãäå v = ( v1; v2) � ñêîðîñòü âîëíû, x = ( x1; x2) . Ðåøå-

íèå ñîîòâåòñòâóåò èñïàðåíèþ-êîíäåíñàöèè êàïëè (ïëåíêè) æèäêîñòè â óñëîâèÿõ

íàïðàâëåííîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ìîäåëèðîâàíèè ñîâðåìåí-

íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ èñïàðåíèåì-êîíäåíñàöèåé êàïåëü

è ïëåíîê æèäêîñòåé: â ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå, ôàðìàêîëîãè÷åñêèõ èññëåäî-

âàíèÿõ, êðèñòàëëîãðàôèè, ïîëèãðàôèè è ò. ï.

Ëèòåðàòóðà

1. Æóêîâ Ì. Þ., Øèðÿåâà Å. Â., Ïîëÿêîâà Í. Ì. Ìîäåëèðîâàíèå èñïàðåíèÿ êàïëè

æèäêîñòè.�Ðîñòîâ í/Ä.: Èçä-âî Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óí-òà, 2015.�208 ñ.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ËÅÆÀÍÄÐÀ ÊÎÍÔÎÐÌÍÎ-ÏËÎÑÊÈÕ ÌÅÒÐÈÊ

1

Å. Ä. Ðîäèîíîâ (Ðîññèÿ, Áàðíàóë; ÀëòÃÓ) ,

Â. Â. Ñëàâñêèé (Ðîññèÿ, Õàíòû-Ìàíñèéñê; ÞÃÓ)

Â òåîðèè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ [1] âàæíóþ ðîëü èãðàåò äâîéñòâåííîñòü Ìèí-

êîâñêîãî (ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà). Êîíôîðìíî-ïëîñêèå ìåòðèêè ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â íåêîòîðîì ñìûñëå êàê ðàçäåë òåîðèè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ [2�4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f : Rn+1 ! R � ïðîèçâîëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè îäèí

ôóíêöèÿ íà Rn+1
,

~r f � îáû÷íûé ãðàäèåíò ôóíêöèè f â åâêëèäîâîì (n + 1) -

ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1
. Òîãäà îòîáðàæåíèå H f (~x) , îïðåäå-

ëÿåìîå ôîðìóëîé

H f (~x) = ~x � 2f (x)
~r f

jr f j2
2 Sn ; (1)

áóäåò îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîé ñôåðû â ñåáÿ H f : Sn ! Sn
. Áóäåì íàçûâàòü H f

êîíôîðìíûì ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü êîíôîðìíî-ïëîñêàÿ ìåòðèêà ds2 = dx2

f 2 (x) êëàññà C1

îïðåäåëåíà íà n -ìåðíîé ñôåðå x 2 Sn � Rn+1
, ôóíêöèÿ f (x) ïî îäíîðîäíîñòè

( f (�x ) � �f (x) , � > 0) ïðîäîëæåíà íà âñå ïðîñòðàíñòâî Rn+1
. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî êîíôîðìíûé ãðàäèåíò H f : Sn ! Sn
� âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ìåòðèêè ds2 = dx2

f 2 (x) íàçîâåì êîíôîðìíî-ïëîñêóþ

ìåòðèêó ds� 2 = dy2

f � 2 (y)
íà ñôåðå y 2 Sn � Rn+1

, îïðåäåëÿåìóþ èç ðàâåíñòâ

f � 2(y) =
2f (x)

jr f (x)j2
; y = H f (x): (2)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êîíôîðìíî-ïëîñêàÿ ìåòðèêà ds2
ïðèíàäëåæèò êëàññó C2

è èìååò ïîëîæèòåëüíóþ îäíîìåðíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó [2], ò. å. íåðàâåíñòâî

K 1=2(x; � ) = f (x)
d2f
d� 2 �

1
2

jr f j2 > 0 (3)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè x 2 Sn � Rn+1
è ëþáîãî êàñàòåëüíîãî åäèíè÷íîãî

âåêòîðà � 2 Tx (Sn ) , çäåñü r f � ãðàäèåíò ôóíêöèè f â Rn+1
,

d2 f
d� 2 � âòîðàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â Rn+1
âäîëü âåêòîðà � . Òîãäà êîíôîðìíûé ãðàäèåíò

H f : Sn ! Sn
� äèôôåîìîðôèçì ñôåðû è ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ds� 2 =

dy2

f � 2 (y)
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

� îäíîìåðíàÿ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ìåòðèêè ds� 2 = dy2

f � 2(y)
ïîëîæèòåëüíà;

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäå-

ðàöèè: (14.B25.31.0029, Nsh of RF (2263.2014.1)), the RFBR (15-41-00092-r�Urals, 15-41-00063-

r�Urals, 15-01-06582-a, 16-01-00336-a).
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� ãëàâíûå çíà÷åíèÿ îäíîìåðíûõ ñåêöèîííûõ êðèâèçí ìåòðèê ds2
è ds� 2

â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ è íàïðàâëåíèÿõ ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè ki k�
i = 1 ,

i = 1 ; : : : ; n ;

� ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà èíâîëþòèâíî f �� = f .

Çàìå÷àíèå 1. Íåîòðèöàòåëüíîñòü (3) îäíîìåðíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû

êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêè ýêâèâàëåíòíîìó [2] ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

p
f (x) 6

p
f (x1)

jx2 � xj
jx2 � x1j

+
p

f (x2)
jx � x1j
jx2 � x1j

; (4)

äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê x1 , x , x2 ñôåðû. Çäåñü jb� aj � îáû÷íîå õîðäîâîå ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè a è b â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1
.

Äâîéñòâåííàÿ ê êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêå ñ íåîòðèöàòåëüíîé îäíîìåðíîé

ñåêöèîííîé êðèâèçíîé (4) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà áåç òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

ìåòðèêè.

Ëèòåðàòóðà

1. Êóòàòåëàäçå Ñ. Ñ., Ðóáèíîâ À. Ì. Äâîéñòâåííîñòü Ìèíêîâñêîãî è åå ïðèëîæåíèÿ.�

Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1976.�257 ñ.

2. Êóðêèíà Ì. Â., Ðîäèîíîâ Å. Ä., Ñëàâñêèé Â. Â. ×èñëåííûå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè äëÿ

ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ âûïóêëîé ãåîìåòðèè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî // Âåñòí.

ÍÃÓ. Ñåð. Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà.�2013.�Ò. 13, • 1.�Ñ. 76�90.

3. Kurkina M. V., Ro dionov E. D., Slavsky V. V. Conformally Convex Functions and Confor-

mally Flat Metrics of Nonnegative Curvature // Dokl. Math.�2015.�Vol. 91, • 3.�P. 1�3.

4. Êóðêèíà Ì. Â., Ðîäèîíîâ Å. Ä., Ñëàâñêèé Â. Â. Êîíôîðìíî-ïëîñêèå ìåòðèêè è òåîðèÿ

ïîòåíöèàëîâ // Ìàò. è åå ïðèë.: ôóíäàì. ïðîáëåìû íàóêè è òåõíèêè.�Áàðíàóë: Èçä-âî

Àëò. óí-òà, 2015.�Ñ. 59�68.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÏÎ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌ ÄÐÓÃÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Ñ. À. Óíó÷åê

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÐÀÍÕèÃÑ)

Ðàññìîòðèì ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé W n
2 (R) = f x(�) 2 L 2(R) :

x(n� 1)(�) � ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, x(n) (�) 2 L 2(R)g, n 2 N .

Ïóñòü n0 = 0 , n1; n2; k1; k2 2 N , 0 < k 1 < n 1 < k 2 < n 2 . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(�) 2 W n2
2 (R) ïðèáëèæåííî èçâåñòíû åå ïðîèçâîäíûå

n1 -ãî è n2 -ãî ïîðÿäêîâ è ñàìà ôóíêöèÿ, ò. å. èçâåñòíû ôóíêöèè y0(�) , y1(�) è

y2(�) 2 L 2(R) òàêèå, ÷òî kx(n j ) (�) � yj (�)kL 2 (R) 6 � j , j = 0 ; 1; 2. Çàäà÷à ñîñòîèò â

îäíîâðåìåííîì îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíûõ k1 -ãî è k2 -ãî ïîðÿä-

êîâ ôóíêöèè x(�) 2 W n2
2 (R) , 0 < k 1 < n 1 < k 2 < n 2 .

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ

' : (L 2(R))3 ! (L 2(R))2
. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäîâ ' áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

e
�
W n2

2 (R); K; �; '
�

= sup
x(�)2W n 2

2 (R); Y 2 (L 2 (R)) 3 ;

kx ( n j ) (�)� yj (�)kL 2 ( R) 6 � j ; j =0 ;1;2

vu
u
t

2X

j =1

pj



 x(k j )(�) � ' j (Y )( �)




 2

L 2(R) ;

ãäå K = ( k1; k2) , � = ( � 0; � 1; � 2) , Y = ( y0(�); y1(�); y2(�)) , ' = ( ' 1(Y ); ' 2(Y )) .

Çäåñü p = ( p1; p2) , p1; p2 > 0 � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, âàðüèðóÿ êîòîðûå ìîæíî

îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå áîëåå òî÷íîìó âîññòàíîâëåíèþ ïðîèçâîäíîé êàêîãî-ëèáî

ïîðÿäêà.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(W n2
2 (R); K; � ) = inf ' : (L 2 (R)) 3 ! (L 2(R)) 2 e(W n2

2 (R); K; �; ' ): Ìåòîäû b' , íà

êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè.

Òåîðåìà 1. Åñëè � 1 > � n1=n2
2 � 1� n1 =n2

0 , ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ðàâíà E(W n2
2 (R); K; � ) =

q
b� 0� 2

0 + b� 2� 2
2 , ãäå

b� 0 = p1

�
� 2

� 0

� 2k1=n2
�

1 �
k1

n2

�
+ p2

�
� 2

� 0

� 2k2=n2
�

1 �
k2

n2

�
;

b� 2 = p1
k1

n2

�
� 2

� 0

� 2(k1=n2 � 1)

+ p2
k2

n2

�
� 2

� 0

� 2(k2=n2 � 1)

:

Ìåòîä b' = ( b' 1(Y ); b' 2(Y )) òàêîé, ÷òî åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F b' s(Y ) =
(i� )ks (1 � � s(� )) Fy0(� ) + ( i� )ks � n2 � s(� )Fy2(� ); s = 1 ; 2; ãäå

� s(� ) =
b� 2� 2n2 + � s(� )j� jn2

q
b� 0b� 2

� b� 0 + b� 2� 2n2 � p1� 2k1 � p2� 2k2
�

b� 0 + b� 2� 2n2
;
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à � s(�) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç L 1 (R ) , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

p1� 2k1 � 2
1(� ) + p2� 2k2 � 2

2(� ) 6 1, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïîëîæèì

W =
q

p2
1� 2

0 + 2p1p2� 2
1 + p2

2� 2
2;

b� 0 =

8
>><

>>:

1
4

r
� 2

� 0

�
3p1 + p2

� 2

� 0

�
; � 1 >

p
� 0� 2;

p2
1� 1

2W
; � 1 6

p
� 0� 2;

b� 1 =

8
><

>:

0; � 1 >
p

� 0� 2;

p2
2W 2 + 2p1p2� 2

1

2� 1W
; � 1 6

p
� 0� 2;

b� 2 =

8
>><

>>:

1
4

r
� 0

� 2

�
p1

� 0

� 2
+ 3p2

�
; � 1 >

p
� 0� 2;

p2
2� 1

2W
; � 1 6

p
� 0� 2:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k1 = 1 , n1 = 2 , k2 = 3 , n2 = 4 . Òîãäà

E
�
W 4

2 (R); K; �
�

=

(
4
p

� 0� 2
p

p1� 0 + p2� 2; � 1 >
p

� 0� 2;
p

� 1W ; � 1 6
p

� 0� 2:

Ìåòîä b' = ( b' 1(Y ); b' 2(Y )) òàêîé, ÷òî åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F b' s(Y ) =P 2
j =0 � s

j (� )Fyj (� ) , s = 1 ; 2, ãäå � s
j (�) � ëþáûå ôóíêöèè èç L 1 (R ) , óäîâëåòâî-

ðÿþùèå â ñëó÷àå � 1 >
p

� 0� 2 óñëîâèÿì

� s
0(� ) = ( i� )2s� 1

b� 0 � � s(� )� 4
q

b� 0b� 2
� b� 0 + b� 2� 8 � p1� 2 � p2� 6

�

b� 0 + b� 2� 8
;

� s
1(� ) = 0 ;

� s
2(� ) = ( i� )2s� 5

b� 2� 8 + � s(� )� 4
q

b� 0b� 2
� b� 0 + b� 2� 2n2 � p1� 2 � p2� 6

�

b� 0 + b� 2� 8
;

s = 1 ; 2;

à � s(�) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç L 1 (R ); óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

p1� 2� 2
1(� ) + p2� 6� 2

2(� ) 6 1, â ñëó÷àå � 1 <
p

� 0� 2 óñëîâèÿì

8
>>>><

>>>>:

2P

j =0
(i� )2j � s

j (� ) = ( i� )2s� 1; s = 1 ; 2;

p1

 
2P

j =0

j� 1
j (� )j2

b� j

!

+ p2

 
P 2

j =0

j� 2
j (� )j2

b� j

!

6 1;

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÂÅÑÎÂÛÅ ÃÐÀÍÄ-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÎÐËÈ×À

À. Ô. ×óâåíêîâ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÐÃÝÓ (ÐÈÍÕ))

Ïóñòü M åñòü ôóíêöèÿ â ñìûñëå Þíãà. Îáîçíà÷àåì êëàññ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé f (x) íà ïðîèçâîëüíîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå 
 � Rn
ñ âåñîì w(x) êàê

K M (
 ; w) =

8
<

:
f : � (f; M; w ) =

Z




M (jf (x)j) w(x) dx < 1

9
=

;
;

ñîîòâåòñòâåííî âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à L M (
 ; w) [1].

Îáîçíà÷àåì:

p = min f p0; p1 g; p0 = lim
u! 0

inf ' M (u); p1 = lim
u! 0

sup' M (u);

ãäå ' M (u) = uM 0(u)
M (u) :

Ïðåäïîëàãàåì 1 < p 0 6 1 ; 1 < p 1 6 1 ; 1 < p < 1 :
Äëÿ ëþáîãî âåñà a(x) èç ïðîñòðàíñòâà K M (
 ; w) îïðåäåëÿåì íîâûé (äîïîë-

íèòåëüíûé) âåñ ôîðìóëîé:

w� (x) � w� (a; M ) = ( �� )
1
p M � (a(x)) � w(x); 0 < � < 1 �

1
p

:

×åðåç L a
M );s(
 ; w) îáîçíà÷èì îáîáùåííîå âåñîâîå ãðàíä-ïðîñòðàíñòâî Îðëè-

÷à ñ âåñîì w� (x) :
8
>>><

>>>:

f : � a;s(f; M; w ) �

�
�
�
�
�
�
�
�

1� 1
pZ

0

2

4
Z




M 1� � (jf (x)j) w� (a; M ) dx

3

5

s
1� �

d�

�
�
�
�
�
�
�
�

1
s

< 1

9
>>>=

>>>;

;

ãäå f 2 L M (
 ; w); s 2 [1; 1 ]:
Â ñëó÷àå, êîãäà M (u) = up

p ; 1 < p < 1 ; s = 1 ïîëó÷àåì ãðàíä-

ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà: äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ L p(
) [2], äëÿ íåîãðàíè÷åí-

íûõ � L p
a(
 ; w) [3]. Ââåäåííîå îáîáùåííîå âåñîâîå ãðàíä-ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ðàñøèðåíèåì (â ñìûñëå êâàçèìåòðèêè) èñõîäíîãî âåñî-

âîãî ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Îðëè÷à K M (
 ; w) ,

1 < p = min f p0; p1 g < 1 , a � ïîëîæèòåëüíûé âåñ. Äëÿ âåðíîé îöåíêè

� a(f; M; w ) 6 Cp;a � � (f; M; w )

ñ òî÷íîé êîíñòàíòîé Cp;a äîñòàòî÷íî, ÷òîáû a 2 K M (
 ; w) .

Ïðè s = 1 äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì.

81



Ëèòåðàòóðà

1. Rao M. M., Ren Z. D. Theory of Orlicz Spaces: Crc Press, 1991.�472 p.

2. Iwaniec T, Sb ordone C. On the integrability of the Jacobian under minimal hyp otheses //

Arch. Rational Mech. Anal.�1992.�• 192.�P. 129�143.

3. Óìàðõàäæèåâ Ñ. Ì. Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ãðàíä-ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà // Èçâ. âóçîâ.

Ìàòåìàòèêà.�2014.�• 4.�Ñ. 42�51.

82



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:
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ÊÀÊÈÌÈ ÁÛÂÀÞÒ ¾ÒÓÏÈÊÎÂÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ¿

È ÇÀ×ÅÌ ÎÍÈ ÍÓÆÍÛ?

Ì. Øóáàðèí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

1. Åñëè E , F � ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà (â ÷àñòíîñòè íîðìèðóå-

ìûå èëè ìåòðèçóåìûå), òî ÷åðåç L(E; F ) îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ,

íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç E â F . Äëÿ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðî-

ñòðàíñòâ E , F áóäåì ïèñàòü E ,! F , åñëè E ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì â F , îïåðàòîð âëîæåíèÿ j : E ! F íåïðåðûâåí è îáðàç ýòîãî îïåðàòîðà

âñþäó ïëîòåí â F .

2. Â äîêëàäå ñîäåðæèòñÿ îáçîð ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ

¾òóïèêîâîå ïðîñòðàíñòâî¿, âîçíèêøåãî ïðè èçó÷åíèè ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå (â ÷àñòíîñòè � äîïîëíÿåìûõ ïîäïîñòðàíñòâàõ

ñïåöèàëüíîãî âèäà).

Òóïèêîâûå ïðîñòðàíñòâà â ðàáîòàõ Á. Ñ. Ìèòÿãèí [1] è Á. Ñ. Ìèòÿãèíà,

Ã. Ì. Õåíêèíà [2] (ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä òóïèêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñôîðìó-

ëèðîâàí â ðàáîòå Ô. Õàñëèíãåðà [3]) èñïîëüçîâàëèñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, êîòîðîå

îïèñûâàåòñÿ òåðìèíàõ ïðèíàäëåæíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâåííûì

èäåàëàì (DN ) è (
) .

Äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ òóïèêîâîãî ïðîñòðàíñòâà (â äîêëàäå ýòè ïðî-

ñòðàíñòâà áóäóò íàçûâàòüñÿ ïî÷òè òóïèêîâûìè) áûë èñïîëüçîâàí Êîíäàêî-

âûì Â. Ï., êîòîðûé ñôîðìóëèðîâàë êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà â ñ÷åòíî

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî÷òè òóïèêîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà.

Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, X 1 � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî X 1 áóäåì íàçûâàòü òóïèêîâûì äëÿ X , åñ-

ëè X 1 ,! X è ñóùåñòâóåò ¾õîðîøåå¿ ñåìåéñòâî [F� ]� 2 (0;1) èíòåðïîëÿöèîííûõ

ôóíêòîðîâ (îïðåäåëåííûõ íà êàòåãîðèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïàð áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ) òàêîå, ÷òî

X = lim pr
� 2 (0;1)

F� (X 0; X 1 )

äëÿ ïîäõîäÿùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâ X 0 òàêîãî, ÷òî X ,! X 0 .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî X 1 áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî òóïèêîâûì

äëÿ X , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. X 1 ÿâëÿåòñÿ ñëàáî òóïèêîâûì äëÿ X ;

2. L(X 1 ; X 1 ) ,! L (X; X ) .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîñòðàíñòâî X 1 áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè òóïèêîâûì

äëÿ X , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. X 1 ÿâëÿåòñÿ ñëàáî òóïèêîâûì äëÿ X ;
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2. X èíòåðïîëÿöèîííî ìåæäó X 0 è X 1 .

Åñëè X � ñ÷åòíî ãèëüáåðòîâî, òî ïðîñòðàíñòâà X 0 è X 1 èç îïðåäåëåíèé 1

è 2 ïðåäïîëàãàþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè.

Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

� Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðååø ñóùåñòâóåò òóïèêîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî (â òîì èëè èíîì ñìûñëå)?

� Êàê òóïèêîâûå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå?

Ñàìûì ïðîñòûì áóäåò îòâåò íà ïîñëåäíèé âîïðîñ:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ñ÷åòíî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, äëÿ êî-

òîðîãî ñóùåñòâóåò òóïèêîâîå èëè ñèëüíî òóïèêîâîå ãèëüáåðîòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà â X ñóùåñòâóåò áåçóñëîâíûé áàçèñ.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:
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Î ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

È ÅÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß

ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÕ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ ÝÐÌÈÒÀ

Â. Â. Øóñòîâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÃîñÍÈÈÀÑ)

Â òðàäèöèîííûõ ìåòîäàõ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ � ìåòîäàõ

òðàïåöèé, Ñèìïñîíà, Ãàóññà [1�2] è äð. èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ è íå ó÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíûõ.

Ïðè ýòîì ïîäõîäå îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà äàííîé ôóíêöèè, äðóãîé, áî-

ëåå ïðîñòîé è, äàëåå, âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë îò ýòîé óïðîùåííîé ôóíêöèè. Çà

ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà îò çàäàííîé ôóíêöèè ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå

èíòåãðàëà îò ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èí-

òåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ äàííûå î çíà-

÷åíèÿõ íå òîëüêî ôóíêöèè, íî è î åå ïðîèçâîäíûõ äî îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà,

çàäàííûõ â óçëîâûõ òî÷êàõ. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòíîãî

âèäà ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, èìåííî äâóõòî÷å÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîãäà çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ çàäàíû íà êîíöàõ îòðåçêà, ðàññìîòðåíî â [3].

Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [x0; x1] è èìååò äîñòàòî÷íûé íà-

áîð ïðîèçâîäíûõ íà ýòîì îòðåçêå. Ïóñòü òàêæå â îáåèõ êîíöåâûõ òî÷êàõ îòðåçêà

[x0; x1] çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà m âêëþ÷è-

òåëüíî:

f (j )(x i ) = f (j )
i ; j = 0 ; 1; : : : ; m; i = 0 ; 1: (1)

Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ( x ) ñó-

ùåñòâóåò îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

I =

x1Z

x0

f (x) dx:

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ýòîãî èíòåãðàëà èíòåãðàëîì, ïî-

ñòðîåííûì äëÿ ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê çàäàííîé ôóíê-

öèè f (x) . Â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ äâóõòî÷å÷íûé èí-

òåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà Hm (x) [3]. Èíòåãðàë I ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-

äå

I = I m + rm ;

ãäå

I m =

x1Z

x0

Hm (x) dx

è rm � îñòàòî÷íûé ÷ëåí.
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Â äîêëàäå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ( x ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) . Òîãäà äëÿ îïðå-

äåëåííîãî èíòåãðàëà äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî ôîðìóëà

x1Z

x0

f (x) dx =
mX

j =0

D j
m L j +1

h
f (j )

0 + ( � 1)j f (j )
1

i
+ rm ;

ãäå

D j
m =

1
j !

m� jX

k=0

ck
m+ k

(2 + m + j + k)cj + k
m+1+ j + k

=
cj +1

m+1

(j + 1)! cj +1
2m+2

;

rm =
(� 1)m+1 f (2m+2) (� )L 2m+3

(2m + 2)!
(m + 1)!( m + 1)!

(2m + 3)!
;

L = x1 � x0 è òî÷êà � 2 (x0; x1) .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïîðÿäêà 2 m +2 âêëþ÷èòåëüíî íà

îòðåçêå [x0; x1] îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M 2m+2 > 0, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî

�
� f (2m+2) (x)

�
� 6 M 2m+2 ; x 2 (x0; x1):

Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà ôóíêöèè � m = jrm j èìååò ìåñòî

� m 6 � m ;

ãäå � m îáîçíà÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ

� m =
M 2m+2 L 2m+3

(2m + 2)!
(m + 1)!( m + 1)!

(2m + 3)!
:

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëà I m è îöåíêè åãî

ïîãðåøíîñòè � m äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé m .

m Ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëà I m � m

0 I 0 = L
2 (f 0 + f 1) M 2 L 3

12

1 I 1 = L
2 (f 0 + f 1) + L 2

12 (f 0
0 � f 0

1) M 4 L 5

720

2 I 2 = L
2 (f 0 + f 1) + L 2

10 (f 0
0 � f 0

1) + L 3

120 (f 00
0 + f 00

1 ) M 6 L 7

100800

3 I 3 = L
2 (f 0 + f 1)+ 3L 2

28 (f 0
0 � f 0

1)+ L 3

84 (f 00
0 + f 00

1 )+ L 4

1680 (f 000
0 � f 000

1 ) M 8 L 9

25401600

4 I 4 = L
2 (f 0 + f 1)+ L 2

9 (f 0
0 � f 0

1)+ L 3

72 (f 00
0 + f 00

1 )+ L 4

1008 (f 000
0 � f 000

1 )+
L 5

30240 (f (4)
0 + f (4)

1 )

M 10 L 11

10059033600

Â äîêëàäå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ôîðìóëîé Ýéëåðà �

Ìàêëîðåíà [4], äàþòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà çàäàí-

íîé ôóíêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ èñïîëüçóåìûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèâîäÿòñÿ

÷èñëåííûå äàííûå î ïîãðåøíîñòè è î åå îöåíêå.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÀÄÎÍÀ � ÍÈÊÎÄÈÌÀ ÄËß ÂÏÎËÍÅ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ

ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÛÕ A -ÌÎÄÓËßÕ

ß. Â. Ýëüñàåâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Òåîðèÿ ãèëüáåðòîâûõ ìîäóëåé íàä ëîêàëüíûìè C?
-àëãåáðàìè èçëîæåíà â [1].

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äîêëàäå, ïðîäîëæàþò ðàáîòó [2]. Ââåäåì íåîáõî-

äèìûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü A � ëîêàëüíàÿ C?
-àëãåáðà. Ïðåäãèëüáåðòîâûì A -ìîäó-

ëåì íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî M , êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåò-

ñÿ ïðàâûì A -ìîäóëåì, ñíàáæåííûì ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé h�; �i : M �M !
A , íàçûâàåìîé A -çíà÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäó-

þùèì ñâîéñòâàì:

hx; x i > 0 äëÿ ëþáîãî x 2 M ;
hx; x i = 0 , x = 0 äëÿ ëþáîãî x 2 M ;
hx; yi ? = hy; xi äëÿ ëþáûõ x; y 2 M ;
hx; yai = hy; xi a äëÿ ëþáûõ x; y 2 M ; a 2 A:

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M � ýòî ãèëüáåðòîâ A -ìîäóëü, åñëè M ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì òîïîëîãè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, çàäà-

âàåìîé ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì:

kxk� :=
p

khx; x ik � ; x 2 M :

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ëîêàëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà áóêâàìè H , K . Ëè-

íåéíîå îòîáðàæåíèå � : M ! L (H; K ) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì

îòîáðàæåíèåì ãèëüáåðòîâûõ ìîäóëåé, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå, âïîëíå ïîëî-

æèòåëüíîå îòîáðàæåíèå ëîêàëüíûõ C?
-àëãåáð ' : A ! L (H ) òàêîå, ÷òî



�( x); �( y)

�
= ' (hx; yi )

äëÿ ëþáûõ x; y 2 M . Ìíîæåñòâî âñåõ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îòîá-

ðàæåíèé èç M â L(H; K ) îáîçíà÷àåòñÿ C(M ; L(H; K )) . Ìíîæåñòâî

� (M )0 :=
�

T � N 2 L(H � K ) : � (x)T = N� (x); � (x)?N = T � (x)?; x 2 M
	

íàçûâàåòñÿ êîììóòàíòîì � (M ) . Îòìåòèì, ÷òî � (M )0
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé

C?
-àëãåáðîé. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü � ; 	 2 C(M ; L(H; K )) è 	 � � . Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëåííûé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð � �
	 2 (� � (M )0) òàêîé, ÷òî

	 s � p
� 	

�
.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

OPTIMAL CONTROL FOR A CLASS OF NON-NEWTONIAN FLUIDS

1

M. A. Artemov (Russia, Voronezh; VSU) ,

E. S. Baranovskii (Russia, Voronezh; VSU)

We consider the following optimal control problem for equations describing the

steady motion of a nonlinear-viscous incompressible �uid [1] in a b ounded domain


 � Rn
( n = 2 or 3) with imp ermeable b oundary � 2 C2

:

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

v � r v � div S + r p = f in 
 ;

r � v = 0 in 
 ;

S =  (I 2(v))D (v) in 
 ;

v � n = 0 on � ;

v = 0 on � n � c;

(Sn)� = u on � c;

u 2 U ;

J (v ; S; u ) ! inf ;

(P)

where v = v(x ) is the �ow velo city at a p oint x 2 
 , D (v) is the rate of deformation

tensor, D (v) = ( r v + ( r v)T )=2, I 2(v) is the second invariant of the tensor D (v) ,

I 2(v ) = trace (D (v)2) , p = p(x ) is the pressure, S = S(x ) is the extra-stress tensor,

f = f (x ) is the b o dy force,  is a given function, n = n(x ) is the unit vector of

the outer normal to � , u = u(x ) is the control, v � n is the scalar pro duct of the

vectors v and n in space Rn
, the symb ol [ � ]� denotes the tangential comp onent of a

vector, � c is a part of � from which the control is realized, U is the set of admissible

controls, and J = J (v; S; u ) is a given cost functional.

A sp eci�c feature of control problem (P) is that the surface force at the b oundary

of the �ow domain is used as a control parameter instead of the non-homogeneous

Dirichlet b oundary condition for the velo city �eld. Such an approach makes it

p ossible to consider the case of �ow control in a domain with imp ermeable solid

walls without using external b o dy forces as control parameters.

In this pap er we present su�cient conditions for the solvability of problem (P)

in a weak formulation.

Let us intro duce the following notation. By Mn� n
s denote the space of symmetric

n � n -matrices with the norm kA kMn � n
s

= ( trace (A 2))1=2
. We use the standard

notations L q(
 ; E ) , W m
q (
 ; E ) for the Leb esgue and Sob olev spaces of vector

functions de�ned on 
 with values in a �nite-dimensional space E . The scalar pro duct

in the space L 2(
 ; E ) is denoted by (�; �) . Moreover, we intro duce the spaces

L �
2(� c; Rn ) =

�
w 2 L 2(� c; Rn ) : w � n = 0

	
;

X (
 ; Rn ) =
�

v 2 W 1
2(
 ; Rn ) : r � v = 0 ; vj� � n = 0 ; v j� n� c = 0

	
:

1

The work of the second author was supp orted by RFBR according to grant 16-31-00182 mol_à.
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Supp ose that

(i) the function  is measurable and there exist constants a1 and a2 such that

0 < a 1 6  (t) 6 a2 , t 2 [0; + 1 ) ;

(ii) for any A ; B 2 Mn� n
s we have

nX

i;j =1

�
 

�
kA k2

Mn � n
s

�
A ij �  

�
kB k2

Mn � n
s

�
B ij

� �
A ij � B ij

�
> 0;

(iii) the set U is b ounded and sequentially weakly closed in L �
2(� c; Rn ) ;

(iv) the functional J : X (
 ; Rn ) � L 2(
 ; Mn� n
s ) � L �

2(� c; Rn ) ! R is lower weakly

semicontinuous, i. e., for any sequence f (vk ; Sk ; u k )g1
k=1 such that vk ! v weakly

in X (
 ; Rn ) , Sk ! S weakly in L 2(
 ; Mn� n
s ) , and u k ! u weakly in L 2

� (� c; Rn ) ,

we have

J (v ; S; u ) 6 lim
k!1

J
�
vk ; Sk ; u k �

:

Now we intro duce the concept of admissible triplets to problem (P) by analogy

with the de�nition of generalized (weak) solutions to hydro dynamic mo dels with slip

b oundary conditions (see, e. g., [1�3]).

Let f 2 L 2(
 ; Rn ) .

Definition 1. We say that a triplet (v ; S; u ) 2 X (
 ; Rn ) � L 2(
 ; Mn� n
s ) �

L �
2(� c; Rn ) is an admissible triplet of control system (P) if

�
nX

i =1

�
vi v;

@'
@xi

�
+

�
 (I 2(v ))D (v); D (' )

�
= ( f ; ' ) +

Z

� c

u � ' d� c

for any ' 2 X (
 ; Rn ) and if the relations S =  (I 2(v ))D (v) and u 2 U hold.

Let M b e the set of admissible triplets to problem (P).

Definition 2. By a solution to problem (P) we mean a triplet (v � ; S � ; u � ) 2 M
at which the functional J attains the minimum:

J (v � ; S � ; u � ) = inf
(v ;S;u )2 M

J (v ; S; u ):

Our main result is the following theorem.

Theorem. If conditions (i), (ii), (iii), (iv) hold, then problem (P) has at least

one solution.

Remark. For �ows of nonlinear-viscous �uids in a two-dimensional domain, the

optimal control problems were analyzed in the pap ers [4, 5].
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ

Ñ. Í. Àñõàáîâ

(Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ)

Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû òåîðèè ìàêñèìàëüíûõ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ [1], â âåùå-

ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L p(%) ñî ñòåïåííûì âåñîì %(x) = (1 � x2)� 1=2
ïðè

äîñòàòî÷íî ëåãêî îáîçðèìûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íåëèíåéíîñòü äîêàçàíû òåîðåìû î

ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåëèíåé-

íûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëî-

æèòåëüíûì ïàðàìåòðîì. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ðàáîò [2] è [3], ãäå ðàññìîòðåíû

äðóãèå êëàññû íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, íå èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ê íåëèíåéíûì ñèíãóëÿðíûì èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äðóãèõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïàõ Áà-

íàõà èëè Øàóäåðà, ëèáî íà òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ïðèâîäèò (ñì., íàïðè-

ìåð, [4]), ñîîòâåòñòâåííî, èëè ê æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì íà ïàðàìåòð, ëèáî ê âû-

ðîæäåíèþ íåëèíåéíîñòè (â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà) èëè ê ìàëî îáîçðèìûì

îãðàíè÷åíèÿì íà íåëèíåéíîñòü (â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ã�åëüäåðà).

Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïðè p = 2 îõâàòûâàþò, â ÷àñòíîñòè,

è ñëó÷àé ëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîé

ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî èíòåðåñ ê ñèíãóëÿðíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèÿì (ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì) âûçâàí òàêæå èõ ìíîãî÷èñëåííûìè è ðàçíî-

îáðàçíûìè ïðèëîæåíèÿìè â ãèäðî è àýðîäèíàìèêå (¾óðàâíåíèå êðûëà ñàìîëå-

òà¿, èçâåñòíîå êàê ¾óðàâíåíèå Ïðàíäòëÿ¿), òåîðèè óïðóãîñòè è àâòîìàòè÷åñêîãî

óïðàâëåíèÿ, â îáëàñòè óñòîé÷èâûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è

äðóãèõ (ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [3]).

Ïóñòü 1 < p < 1 è p0 = p=(p � 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L p(%) ìíîæåñòâî âñåõ

èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà îòðåçêå [� 1; 1] âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîð-

ìîé kukp;% =
� R 1

� 1 %(x) � ju(x)jp dx
� 1=p

, ãäå âåñ %(x) = (1 � x2)� 1=2
. Èçâåñòíî

(ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî L p(%) åñòü ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ñî-

ïðÿæåííûì ñ íèì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî L p0(� ) , ãäå � (x) = (1 � x2)(p0� 1)=2
. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç L +
p (%) ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç L p(%) , à ÷åðåç

C1[� 1; 1] � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà

îòðåçêå [� 1; 1] ôóíêöèé.

Ïóñòü âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (x; u) îïðåäåëåíà ïðè x 2 [� 1; 1],

u 2 (�1 ; 1 ) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè: îíà èçìåðèìà ïî x
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u 2 (�1 ; 1 ) è íåïðåðûâíà ïî u ïî÷òè äëÿ âñåõ

x 2 [� 1; 1].

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p > 2, %(x) = (1 � x2)� 1=2
, b(x) 2 C1[� 1; 1] è f (x) 2 L p0(� ) .

Åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ x 2 [� 1; 1] è âñåõ u 2 (�1 ; 1 ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
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1) jF (x; u)j 6 a(x) + d1 � %(x) jujp� 1
, ãäå a(x) 2 L +

p0(� ) , d1 > 0;
2) F (x; u) íå óáûâàåò ïî u ïî÷òè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x 2 [� 1; 1];
3) F (x; u) � u > d2 � %(x) jujp � D (x) , ãäå D(x) 2 L +

1 (� 1; 1), d2 > 0,

òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � > 0 óðàâíåíèå

� � F (x; u(x)) �
b(x)

�

1Z

� 1

[b(s) � u(s)]0

s � x
ds = f (x)

èìååò ðåøåíèå u(x) 2 L p(%) c u0(x) 2 L p0(� ) è u(� 1) = 0 . Ýòî ðåøåíèå åäèí-

ñòâåííî, åñëè b(x) 6= 0 ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [� 1; 1] èëè åñëè â óñëîâèè 2)
F (x; u) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî u .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p > 2, %(x) = (1 � x2)� 1=2
è f (x) 2 L p(%) . Åñëè äëÿ ïî÷òè

âñåõ x 2 [� 1; 1] è âñåõ u 2 (�1 ; 1 ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

4) jF (x; u)j 6 g(x) + d3 � (%� 1(x) juj)1=(p� 1)
, ãäå g(x) 2 L +

p (%� 1) , d3 > 0;

5) F (x; u) íå óáûâàåò ïî u ïî÷òè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x 2 [� 1; 1];

6) F (x; u) � u > d4 � (%� 1(x) juj)1=(p� 1) juj � D (x) , ãäå D(x) 2 L +
1 (� 1; 1), d4 > 0,

òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � > 0 óðàâíåíèå

� � F (x; u0(x)) +
1
�

1Z

� 1

u(s)
s � x

ds = f (x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x) 2 L p(%) c u0(x) 2 L p0(� ) è u(� 1) = 0 .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p > 2, %(x) = (1 � x2)� 1=2
, ôóíêöèÿ f (x) 2 L p(%)

îïðåäåëåíà â òî÷êàõ � 1 è f 0(x) 2 L p0(� ) . Åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ x 2 [� 1; 1] è

âñåõ u 2 (�1 ; 1 ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 4)� 6) òåîðåìû 2, ïðè÷åì â óñëîâèè 4)
g(� 1) = 0 , à â óñëîâèè 5) F (x; u) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî u , òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà � > 0 óðàâíåíèå

u(x) + � � F

 

x; �
b(x)

�

1Z

� 1

[b(s) � u(s)]0ds
s � x

!

= f (x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x) 2 L p(%) c u0(x) 2 L p0(� ) è u(� 1) = f (� 1).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x; u) =
� p

1 � x2 � u
� 1=(p� 1)

, ãäå p > 2 � ëþáîå

÷åòíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåì 2 è 3.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÌÎÄÅËÈ ÂÎÄÍÛÕ ÐÀÑÒÂÎÐÎÂ

ÏÎËÈÌÅÐÎÂ Ñ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÏÐÎÑÊÀËÜÇÛÂÀÍÈß ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ

1

Å. Ñ. Áàðàíîâñêèé

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé ìîäåëè äâèæåíèÿ

ñëàáîêîíöåíòðèðîâàííûõ âîäíûõ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ [1] â îãðàíè÷åííîé îáëà-

ñòè 
 � R3
ñ ëîêàëüíî-ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé � ïðè óñëîâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ

Íàâüå íà ãðàíèöå:

@v
@t

+ ( v � r )v � Div
�

� Dv + {
@Dv

@t
+ { (v � r )Dv

�
+ r p = f â 
 � (0; T); (1)

r � v = 0 â 
 � (0; T); (2)

v � n = 0 íà � � (0; T); (3)

��
� Dv + {

@Dv
@t

+ { (v � r )Dv
�

n
�

�
= � � v íà � � (0; T); (4)

v(�; 0) = u â 
 : (5)

Çäåñü v = v(x ; t) � ñêîðîñòü æèäêîñòè â òî÷êå x 2 
 â ìîìåíò âðåìåíè t 2 [0; T] ,

Dv = ( r v + ( r v)T )=2 � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè, p = p(x ; t) � äàâëåíèå,

u = u(x ) � ñêîðîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, f = f (x ; t) � âíåøíèå ñè-

ëû, n = n(x ) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê � , ñèìâîë [ � ]� îáîçíà÷àåò

êàñàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà, ôóíêöèÿ � : � ! [0; 1 ) õàðàêòåðèçóåò èí-

òåíñèâíîñòü ïðèñòåííîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ, � � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, � > 0,

{ � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ðåëàêñàöèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû, { > 0.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-

ñòâåííîñòè ãëîáàëüíûõ (ïî âðåìåíè è äàííûì) ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(5).

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç L q(
) è W m
q (
) îáîçíà÷àþòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà 
 ñî çíà÷åíèÿìè â R3
.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L 2(
) îáîçíà÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ (�; �) . Ïóñòü

X (
) =
�

v 2 C 1 (
) : r � v = 0 ; v j� � n = 0
	

;

X m (
) = çàìûêàíèå X (
) â W m
2 (
) ; ãäå m 2 f 0; 1; 2; : : : g:

Â ïðîñòðàíñòâå X 1(
) ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(v ; w )X 1(
) = ( v ; w )+ { (Dv ; Dw ) . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìà k�kX 1(
) = ( �; �)1=2
X 1 (
)

ýêâèâàëåíòíà íîðìå, èíäóöèðîâàííîé èç ïðîñòðàíñòâà W 1
2(
) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u 2 X 1(
) , f 2 L 2(0; T; L 2(
)) , � 2 L 1 (�) .

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò •16-31-00182 ìîë_à.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k 2 f 1; 2g. Âåêòîð-ôóíêöèþ v : 
 � [0; T ] ! R3
áóäåì

íàçûâàòü k -ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(5), åñëè

v 2 L 2
�
0; T ; X k (
)

�
\ C

�
[0; T]; X k� 1(
)

�
;

âûïîëíåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå (5) è ðàâåíñòâî

d
dt

(v; ' ) �
3X

i =1

�
vi v;

@'
@xi

�
+ � (Dv ; D' ) + {

d
dt

(Dv ; D' ) �

�
3X

i =1

�
Dv ; vi

@D'
@xi

�
+

Z

�

� v � ' d� = ( f ; ' ); 8 ' 2 X 4� k (
) ;

â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà (0; T) .

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà. 1) Çàäà÷à (1)�(5) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî 1-ñëàáîå ðåøåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå




 v




 2

L 1 (0;T ;X 1 (
)) 6 2

TZ

0




 f (t)






L 2(
)




 v(t)






L 2 (
) dt +



 u




 2

X 1(
) :

2) Åñëè v � 2-ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(5) è v 2 L 2(0; T; W 2
3(
)) , òî ýòî

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì 2-ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(5) .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ 1-ñëàáûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

Ôàýäî � Ãàëåðêèíà ñî ñïåöèàëüíûì áàçèñîì, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðå-

çóëüòàòîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè êîìïàêòíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Çàìå÷àíèå. Ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è ñâîéñòâàõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöå ( vj� = 0 )

ïîëó÷åíû À. Ï. Îñêîëêîâûì [2]. Â [3] ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à ïðè

¾óñëîâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ÷àñòèö è âèõðåé¿. Ðàçðåøèìîñòü íåîäíîðîäíîé çàäà-

÷è Äèðèõëå â îáëàñòè ñ íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé äîêàçàíà â [4]. Êðàåâûå çàäà÷è,

îïèñûâàþùèå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ è æèäêîñòåé âòîðîãî

ïîðÿäêà ïðè óñëîâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå, ðàññìàòðèâàþòñÿ â [5, 6].
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ËÅÂÎÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

ÍÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÕ ÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ ËÈ

1

Â. Â. Áàëàùåíêî

(Áåëàðóñü, Ìèíñê; ÁåëÃÓ)

Ëåâîèíâàðèàíòíûå ñòðóêòóðû íà ãðóïïàõ Ëè îáðàçóþò âàæíûé êëàññ â òåî-

ðèè èíâàðèàíòíûõ ñòðóêòóð íà îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñîáåííî èíòåðåñ-

íû ñëó÷àè, êîãäà çàäàííàÿ ãðóïïà Ëè G äîïóñêàåò àâòîìîðôèçì � ïîðÿäêà k ñ

åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ò. å. ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê îäíîðîä-

íîå � -ïðîñòðàíñòâî ïîðÿäêà k (îäíîðîäíîå k -ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) [1].

Ýòîò àâòîìîðôèçì ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ñòðîèòü íà G äèôôåðåíöèàëüíî-

ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû êëàññè÷åñêèõ òèïîâ (ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P , ïî÷òè

êîìïëåêñíûå J , f -ñòðóêòóðû Ê. ßíî è äð.), èñïîëüçóÿ îáùèå ðåçóëüòàòû î êà-

íîíè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ äëÿ îäíîðîäíûõ k -ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ [1, 2].

Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ ñòàëà 6-ìåðíàÿ îáîáùåííàÿ (â ñìûñëå À. Êàïëà-

íà) ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà (N; g) , êîòîðàÿ áûëà ïðåäñòàâëåíà â [3] êàê îäíîðîäíîå

ðèìàíîâî 3- è 4-ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòîì äëÿ k = 3 ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà J îêàçàëàñü íå ïðèáëèæåííî êåëåðîâîé, à

èññëåäîâàííûé àâòîðîì ñëó÷àé k = 4 äëÿ ïîçäíåå îáíàðóæåííîé êàíîíè÷åñêîé

f -ñòðóêòóðû ïîêàçàë åå ïðèíàäëåæíîñòü êëàññàì ïðèáëèæåííî êåëåðîâûõ è ýð-

ìèòîâûõ f -ñòðóêòóð. Òàêèå êëàññû ( NKf è Hf ñîîòâåòñòâåííî) âõîäÿò â ÷èñëî

âàæíåéøèõ â îáîáùåííîé ýðìèòîâîé ãåîìåòðèè [2, 4]. Áîëåå òîãî, ãðóïïà (N; g) ,

ðàññìîòðåííàÿ óæå êàê ðèìàíîâî 6-ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàåò [5]

íå òîëüêî äðóãèìè êàíîíè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè êëàññîâ NKf è Hf , íî è êëàñ-

ñè÷åñêîé ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðîé J êëàññà G 1 (â êëàññèôèêàöèè Ãðåÿ �

Õåðâåëëû).

Êëàññè÷åñêèå ìàòðè÷íûå îáîáùåíèÿ H (n; 1) 3-ìåðíîé ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà

H (1; 1) òàêæå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îäíîðîäíûõ k -ñèììåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ. Íàïðèìåð, 5-ìåðíàÿ ãðóïïà H (2; 1), ðåàëèçîâàííàÿ êàê 4- è 6-ñèì-

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàåò êàíîíè÷åñêèìè ýðìèòîâûìè f -ñòðóêòóðà-

ìè, îäíè èç êîòîðûõ èíòåãðèðóåìû, äðóãèå � íåò [6]. Èç íåäàâíèõ ðåçóëüòà-

òîâ îòìåòèì ïîñòðîåíèå êàíîíè÷åñêèõ f -ñòðóêòóð íà áîëåå øèðîêîì áëî÷íîì

îáîáùåíèè ìàòðè÷íûõ ãðóïï Ãåéçåíáåðãà. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíà 8-ìåðíàÿ

ãðóïïà Ëè ýòîãî òèïà.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíà ñåðèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î ëåâîèíâàðè-

àíòíûõ f -ñòðóêòóðàõ íà íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ Ëè èíäåêñà 2 è èõ ñâÿçÿõ ñ

îáîáùåííîé ýðìèòîâîé ãåîìåòðèåé. Íàðÿäó ñ ýòèì, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ôè-

ëèôîðìíûå ãðóïïû Ëè, êîòîðûå â èíîì êëþ÷å îáîáùàþò êëàññè÷åñêóþ 3-ìåð-

íóþ ãðóïïó Ãåéçåíáåðãà. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåðîâ ýðìèòîâûõ

f -ñòðóêòóð ïðåäúÿâëåí íà 6-ìåðíûõ ôèëèôîðìíûõ ãðóïïàõ Ëè [7].

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííûõ ïðîãðàìì íàó÷íûõ èññëåäî-

âàíèé Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü ¾Êîíâåðãåíöèÿ¿ (2011�2015) è ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2020¿ (2016�2020).
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Ðÿä ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ïîëó÷åí ñîâìåñòíî ñ Ï. À. Äóáîâèêîì è

Î. Í. Ðàäèâàíîâè÷.
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ÌÅÒÎÄ ÔÓÐÜÅ. ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÂÎÏÐÎÑÀ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß

È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÄËß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈ ÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

ÒÎ×Å×ÍÎÃÎ ÒÈÏÀ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÂÛÄÅËÅÍÈß

ÌÀÒÐÈ×ÍÎÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ×ÀÑÒÈ

1

Ô. À. Áåëîóñîâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÖÝÌÈ ÐÀÍ)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà

_x(t) = g(t; x (t + � 1); : : : ; x(t + � s)) ; t 2 R; (1)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü g(�) 2 C(1) (R� Rn� s; Rn ) ÿâëÿåòñÿ 2� -ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè

ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé

L g , ò. å. äëÿ ëþáûõ t , x j è x j , j 2 f 1; : : : ; sg èç Rn
èìååò ìåñòî îöåíêà

kg(t; x 1; : : : ; xs) � g(t; x1; : : : ; xs)kRn 6 L g

sX

j =1

kx j � x j kRn : (2)

Â ñèëó 2� -ïåðèîäè÷íîñòè ïðàâîé ÷àñòè (1), íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòêëîíåíèÿ � j , j 2 f 1; : : : ; sg ëåæàò â ïðåäåëàõ [0; 2� ) . Êðî-

ìå ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòêëîíåíèÿ ñîèçìåðèìû, ò. å. äëÿ ëþáûõ � i è � j ,

i; j 2 f 1; : : : ; sg äîëæíû ñóùåñòâîâàòü n1 è n2 èç N [ f 0g òàêèå, ÷òî n1 + n2 6= 0
è n1j� i j = n2j� j j .

Òàêîé òèï ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èññëåäîâàëñÿ â ðà-

áîòàõ Ë. À. Áåêëàðÿíà [1]. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñó-

ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èç ñïåöèàëüíîãî êëàññà ôóíêöèé äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè. Âñþäó äàëåå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ

âûïîëíåíû.

Âûäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ (1) â ñëåäóþùåì âèäå:

_x(t) =
sX

j =1

A j x(t + � j ) + f (t; x (t + � 1); : : : ; x(t + � n )) ; t 2 R; (3)

ãäå f (�) 2 C(1) ;n (R � Rn� s; Rn ) � 2� -ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî âðåìåíè ôóíêöèÿ ( f (�) =
g(�) �

P s
j =1 A j x(t + � j ) ) ñî ñâîåé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L f . Ìàòðèöû A j 2 Rn �

Rn
, j 2 f 1; : : : ; sg � íåêîòîðûå ìàòðèöû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ

ëèíåàðèçàöèÿ.

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêòû • 16-01-00110, • 15-37-20265.
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Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè 2� -ïåðè-

îäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà (1), ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ ïàðà-

ìåòðîâ âûäåëåííîé ëèíåéíîé ÷àñòè (ìàòðèö A j 2 Rn � Rn
, j 2 f 1; : : : ; sg) è

êîíñòàíòû Ëèïøèöà L f íåëèíåéíîé ôóíêöèè f (�) .
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ÀÃÅÍÒ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ

ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÄÎÂÅÐÈß Â ÎÁÙÅÑÒÂÅ

1

Ô. À. Áåëîóñîâ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÖÝÌÈ ÐÀÍ) ,

Â. À. Èñòðàòîâ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÖÝÌÈ ÐÀÍ)

Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äîâå-

ðèÿ â îáùåñòâå. Íà íåêîòîðîì àðåàëå æèâóò è ïåðåìåùàþòñÿ àãåíòû, êîòîðûå ïî

ñðåäñòâàì îáùåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Âçàèìîäåéñòâóÿ, ó àãåíòîâ

èçìåíÿþòñÿ èõ óðîâíè äîâåðèÿ. Ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïðîñòûõ àãåíòîâ

â ïåðèîä k ñ óðîâíåì äîâåðèÿ trust 1(k) è trust 2(k) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (1).

Óðîâíè äîâåðèÿ âàðüèðóþòñÿ â äèàïàçîíå çíà÷åíèé îò 0 äî 100. Ïðè ýòîì 0

ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó îòñóòñòâèþ äîâåðèÿ, à 100 ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíîìó

äîâåðèþ.

trust 1(k + 1) = trust 2(k + 1) = � trust 1(k) + (1 � � ) trust 2(k); � 2 [0; 1]; (1)

ãäå trust 1(k + 1) è trust 2(k + 1) � óðîâíè äîâåðèÿ êàæäîãî èç àãåíòîâ â ïåðè-

îä k + 1 . Ïàðàìåòðîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ � 2 [0; 1]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå åãî

çíà÷åíèÿ êàê 0:5, 0:7, 0:9 è 0:99. Ïðè � = 0 :5 âçàèìîäåéñòâèå àãåíòîâ ñ÷èòàåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì.

Ïîìèìî ýòîãî â ìîäåëè êðîìå ïðîñòûõ àãåíòîâ ïðèñóòñòâóþò òàê íàçûâà-

åìûå óñòîé÷èâûå àãåíòû, óðîâåíü äîâåðèÿ êîòîðûõ íå ìåíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ

îáñòîÿòåëüñòâàõ. Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîñòîãî àãåíòà ñ óñòîé÷èâûì àãåí-

òîì ïðàâèëî âçàèìîäåéñòâèÿ ñõîæå ñ ïðàâèëîì (1) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî

óðîâåíü äîâåðèÿ ìåíÿåòñÿ òîëüêî ó ïðîñòîãî àãåíòà.

Ñ ïîìîùüþ âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ è

àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òîì ÷èñëå è ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ.

Ìîäåëü âûïîëíåíà â ïðîãðàììíîì ïðîäóêòå AnyLogic.
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1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÍÅÎÊÀËÜÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÄÆÐÁÀØßÍÀ � ÍÅÐÑÅÑßÍÀ

1

Ô. Ò. Áîãàòûðåâà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 n g
0x u(x) � �u (x) = f (x); x 2 ]0; 1[ ; (1)

ãäå D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 n g
0x � îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà � Íåð-

ñåñÿíà ïîðÿäêà � =
P n

k=0 
 k � 1 > 0; � = const :
Îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïîðÿä-

êà � , àññîöèèðîâàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ f 
 0; 
 1; : : : ; 
 ng, 
 k 2 ]0; 1];
k = 0 ; : : : ; n , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [1]

D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 n g
0x u(x) = D 
 n � 1

0x D 
 n � 1
0x : : : D 
 1

0xD 
 0
0x u(x); (2)

ãäå D 

0x � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�

Ëèóâèëëÿ [2].

Îïåðàòîð (2) ââåäåí â ðàáîòå [1], ãäå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Â äàííîé ðàáîòå èññëåäó-

åòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ëîêàëüíûì ñìåùåíèåì, ñâÿçûâàþùèì çíà÷åíèÿ èñêîìîãî

ðåøåíèÿ íà êîíöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà ñî çíà÷åíèÿìè âî âíóòðåííèõ

òî÷êàõ. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

èññëåäóåìîé çàäà÷è.

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u = u(x) èç êëàññà

D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 k g
0x u(x) 2 C1 ]0; 1[ \ C[0; 1] (k = 0 ; : : : ; n � 1); D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 n g

0x u(x) 2 C(0; 1);
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1) â èíòåðâàëå (0; 1):

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèÿì

lim
x! 0

D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 k g
0x u(x) = uk ; 1 6 k 6 n � 1; (3)

u(1) �
mX

i =1

ai u(x i ) = b; xi 2 [0; 1[ ; (4)

ãäå uk , ai , b � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(g � h)(x) =

xZ

0

g(x � t)h(t) dt; e�;� (x; � ) = x � � 1E �;� (�x � );

K � (t) = e�;� (1 � t; � ) �
mX

i =1

ai e�;� (x i � t; � )H (x i � t);

G� (x; t ) = e�;� (x � t; � )H (x � t) � e�;� 0 (x; � )
K � (t)
K � 0 (0)

;

(5)

ãäå E �;� (z) =
P 1

k=0 zk=�( �k + � ) � ôóíêöèÿ Ìèòòàã � Ëåôôëåðà, � 0 = 
 0;
�( z) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, H (x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Òåîðåìà 1. 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) 2 C ]0; 1[ ïðåäñòàâèìà â âèäå f (x) =
D 
 n � 1

0x g(x); ãäå g(x) 2 L [0; 1]; è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 
 0 + 
 n > 1;

K � 0 (0) 6= 0 : (6)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3) , (4) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) , îïðå-

äåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

u(x) =

1Z

0

f (t) G� (x; t ) dt +
n� 1X

j =1

G� j (x; 0)uj +
e�;� 0 (x; � )

K � 0 (0)
b; (7)

ãäå � j =
P j

i =0 
 i ; j = 1 ; : : : ; n � 1:
2) Ðåøåíèå çàäà÷è (1) , (3) , (4) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

K � 0 (0) 6= 0 :

Îïðåäåëåíèå. Ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (1), (3), (4) áóäåì íàçûâàòü

� 2 C; ïðè êîòîðîì îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 n g
0x u(x) � �u (x) = 0 ; x 2 ]0; 1[;

lim
x! 0

D f 
 0 ;
 1 ;:::;
 k g
0x u(x) = 0 ; 1 6 k 6 n � 1;

u(1) �
mX

i =1

ai u(x i ) = 0 ; x i 2 [0; 1[ ;

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (1) , (3) , (4) ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âåùå-

ñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ëèòåðàòóðà
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• 1.�Ñ. 3�28.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÄÐÎÁÍÎÃÎ

ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

1

Ë. Õ. Ãàäçîâà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Â èíòåðâàëå 0 < x < 1 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

mX

j =1

� j @� j
0x u(x) + �u (x) = f (x); (1)

ãäå � j 2]1; 2[; �; � j 2 R , � 1 > 0; � 1 > : : : > � m ; @

0xu(x) � ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî

(ñì. [1, c. 11]):

@

0x u(x) = D 
 � n

0x u(n) (x); n � 1 < 
 6 n;

ãäå D 

0x � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà 
 â ñìûñëå

Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ [1, c. 11] ïî ïåðåìåííîé x:
Â ðàáîòàõ [2�6] èññëåäîâàëèñü ëèíåéíûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ óðàâíå-

íèÿ (1) ðåøåíû çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôèöèåíòàìè [7].

Ðåøåíà äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà, äîêàçàíà

òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíî ÿâíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà. Äîêàçàíà êîíå÷íîñòü ÷èñëà âåùå-

ñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ëèòåðàòóðà
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íåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.�
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

Î ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈßÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÌÈ

Ä. Í. Ãóëäæîíîâ (Òàäæèêèñòàí, Äóøàíáå; ÖÈÐÍÍÒ ÀÍ ÐÒ, ÈÌ ÀÍ ÐÒ) ,

Â. Í. Êîçîáðîä (Ðîññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÈÒ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ)

Ïóñòü (
 ; U
 ; P) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Ft1 ;:::;t n (�; B 1; : : : ; Bn ) êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

� (t) = � (t; ! ) , t 2 (R) , ! 2 
 â ôàçîâîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (X; UX )
( UX � áîðåëåâñêàÿ � -àëãåáðà), ò. å.

Ft1 ;:::;t n (�; B 1; : : : ; Bn ) = P

 
n\

i =1

f ! j � (t i ; ! ) 2 B i jg

!

;

ãäå B i 2 UX , i = 1 ; 2; : : : ; n .

×åðåç L(
 ! X ) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî

çíà÷åíèÿìè â (X; UX ) ñ íîðìîé k � kL = M [k � kX ]; ãäå ÷åðåç M [�] îáîçíà÷åíî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � (t) â (X; UX ) íàçûâàåòñÿ T - ïåðèîäè÷åñêè ðàñïðå-

äåëåííûì , åñëè äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ n; t 1; : : : ; tn ; B1; : : : ; Bn ôóíêöèÿ

Ft1 + �;:::;t n + � (�; B 1; : : : ; Bn ) ïåðåìåííîé � ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé. Ñëó÷àéíûå

ïðîöåññû � 1(t); : : : ; � n (t) â ïðîñòðàíñòâàõ (X 1; UX 1 ); : : : ; (X n ; UX n ) íàçûâàþò-

ñÿ T - ïåðèîäè÷åñêè ñâÿçàííûìè , åñëè äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ n i , t ij , bij

(i = 1 ; : : : ; k , j = 1 ; : : : ; ni ) ôóíêöèÿ

F (� ) = P

 
k\

i =1

n i\

j =1

f ! j � i (t ij + � ) 2 B ij jg

!

ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé.

Ïóñòü � (t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (Y; UY ) è ïóñòü Fs(�; X ) îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ïî

âêëþ÷åíèþ ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � (t) èç

ïðîñòðàíñòâà C(R ! L (
 ! X )) òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü èç

íèõ âìåñòå ñ � (t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêè ñâÿçàííîé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì

Fr (�; X ) ìàêñèìàëüíóþ ïî âêëþ÷åíèþ ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ f � (t)g
èç ïðîñòðàíñòâà L(
 ! C(R ! X )) òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü èç

íèõ âìåñòå ñ � (t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêè ñâÿçàííîé.

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Fs(�; X ) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì ñ íîðìîé k� kFs = sup M fk � (t)kX g è ìíîæåñòâî Fr (�; X ) áàíàõîâî ïðî-

ñòðàíñòâî ñ íîðìîé k� kFr = M [supt k� (t; ! )kX ]:
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

_� (t) = A(t; � )� (t) + ' (t; � (t � � 1); : : : ; � (t � � k� 1); � (t); � (t); � ); (1)
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ãäå A(t; � ) � íåïðåðûâíîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ

îïåðàòîðîâ èç X â X è T -ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùèå îò t , è ïóñòü îòîáðàæåíèå

' (�; : : : ; �; � ) : R � X � : : : � X � Y ! X

íåïðåðûâíîå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, T -ïåðèîäè÷åñêîå ïî t .

Òåîðåìà. Ïóñòü A(t; � 0) � íåïðåðûâíîå ïî t ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè-

÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç X â X è ïóñòü ñïåêòð îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè � (U(t))
óðàâíåíèÿ

_� (t) = A(t; � )� (t) (2)

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ è èìååò êîìïîíåíòû ëåæàùèå êàê

âíóòðè, òàê è âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü, äàëåå, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � (t)
ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûì, ïî÷òè ñåïàðàáåëüíîçíà÷íûì è äëÿ

ëþáîãî t ïðè � t ! 0 � (t + � t) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê � (t) . Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ � (t) > 0 è ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � (t) ,

èìåþùèé äëÿ ëþáîãî t êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêîå, ÷òî

sup
t � � (t )<�<t + � (t )

k' (t; �; : : : ; �; � (t)) � kX 6 
 (t)

è ôóíêöèÿ

M
�
sup
t2 R

k ' (t; � ; : : : ; � ; � (t); � ) kX

�

íåïðåðûâíà ïî �:
Ïóñòü, íàêîíåö, äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(t; � ) óðàâíåíèÿ (2) âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî

sup
t

+ 1Z

�1

kG(t; � )k[X;X ] dt
kX

i =1

� i < 1;

ïðè÷åì � i íå çàâèñèò îò � .

Òîãäà íóëåâîå T -ïåðèîäè÷åñêè ðàñïðåäåëåííîå ñëó÷àéíîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (1) ïðîäîëæèìî ïî ïàðàìåòðó â ñðåäíåì ñìûñëå.

Ëèòåðàòóðà

1. Èëîëîâ Ì. È., Êîçîáðîä Â. Í., Ãóëäæîíîâ Ä. Í. Î ïåðèîäè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âîçìóøå-

íèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì // Ìàò. àíàëèç, äèôôåðåíö. óðàâíå-

íèÿ è òåîðèÿ ÷èñåë.�Äóøàíáå, 2015.�Ñ. 97�104.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

Î ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÑÓÌÓÄÓ È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ Ñ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÌÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÌÈ

Ì. Èëîëîâ (Òàäæèêèñòàí, Äóøàíáå; ÖÈÐÍÍÒ ÀÍ ÐÒ) ,

Â. Í. Êîçîáðîä (Ðîññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÈÒ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ)

1. Â ðàáîòå [1] ââåäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ñóìóäó è óêàçàíî åãî

ïðèìåíåíèå ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â çàäà÷àõ óïðàâ-

ëåíèÿ âûñîêèìè òåõíîëîãèÿìè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ñóìóäó çàäàåòñÿ íà ìíîæåñòå

ôóíêöèé

A =
n

f (t) : 9 M; � 1; � 2 > 0; jf (t)j < Me
t

� i ; åñëè t 2 (� 1)j � [0; 1 )
o

(1)

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

S[f (t); u] =

0Z

1

f (ut) e� t dt; u 2 (� � 1� 2): (2)

Ôóíêöèÿ f (t) ïðåäïîëàãàåòñÿ, â îáùåì, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé. Ìû

çäåñü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà íåïðåðûâíàÿ è èìååò äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî-

ðÿäêà � , 0 < � < 1; íî íå èìååò ïðîèçâîäíûõ öåëîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðåîáðàçîâàíèå (2) òåðÿåò ñìûñëè è ïðèõîäèòñÿ ââåñòè äðîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ñóìóäó. Ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ââåäåíî â [2] ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííûõ

äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðà-

âåíñòâà

S� [f (t)] =

1Z

0

E � (� t � ) f (ut) (dt)� ; (3)

ãäå ôóíêöèÿ f (x) ðàâíà íóëþ ïðè t < 0, u 2 C, E � (x) � ôóíêöèÿ Ìèòòàãà-

Ëèôôëåðà, èíòåãðàë ïî (dt)�
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî

ïîðÿäêà

dy = f (x) (dx)� :

2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ èìïóëñ-

íûìè âîçäåéñòâèÿìè è ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà

y(� ) (x) + y(x) = f (x); x 6= x i ;

� yjx= x i = y(x i + 0) � y(x i ) = ai y(x i ) + bi ;

y(0) = y0;

(4)

ãäå ai , bi , x0 , y0 � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, f (x) � êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ.
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Ôóíêöèÿ Ãðèíà G� (x; x 0) ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4) èìå-

åò âèä

G� (x; x 0) = E � ((x0 � x i )� )
Y

x0<x � <x i

(1 + ai )E2((x � � 1 � x � )� ):

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (4) � (5) èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

y(x; x 0) = G� (x; x 0)y0 +

xZ

x0

G� (x; t ) f (t) dt +
X

x0<x i <x

G� (x; x i ) bi :

Ëèòåðàòóðà

1. Watugala G. K. Sumudu trausform: a new integral transform to solve di�erential equations

and control engineering problems // International J. of Math. Education in Sci. and

Technology.�1993.�Vol. 24, • 1.�P. 35�43.

2. Kilicman A. Eltayeb H. and Agarwal P. R. On Sumudu transform and system of di�erential

equations // Abstract and Appl. Analysis.�2010.�Vol. 2010.�11 p.�(Article ID 598702).

3. Ñàìîéëåíêî À. Ì., Èëîëîâ Ì. Íåîäíîðîäíûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñíûìè

âîçäåéñòâèÿìè // Óêð. ìàò. æóðí.�1992.�Ò. 44, • 1.� Ñ. 93�100.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÂÛÑØÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ ÐÅØÅÍÈß

ËÈÍÅÉÍÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÄÅØÅÂÛÌÈ

ÓÏÐÀÂËÅÍÈßÌÈ ÐÀÇÍÎÉ ÖÅÍÛ

Ì. À. Êàëàøíèêîâà

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÃÓ)

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âèäà

J
� (1)

v ;
(2)
v

�
=

1
2

TZ

0

�


z; W(t; " )z

�
+

2X

k=1

"2k
D(k)

v ;
(k)
R (t; " )

(k)
v

E�
dt ! min;

dz
dt

= A(t; " )z + C(t; " )v; t 2 [0; T]; z(0; " ) = z0;

ãäå

(k)
v (t; " ) 2 Rnk

, z(t; " ) 2 Rn
, ìàòðèöû W (t; " ) ,

(k)
R (t; " ) , A(t; " ) , C(t; " ) ïðåäïî-

ëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, ïðè÷åì W (t; " ) ,

(k)
R (t; " ) �

ñèììåòðè÷íû, W (t; 0),

(k)
R (t; 0) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, k = 1 ; 2, n = n1+ n2 ,

à ìàòðèöà C(t; 0) îáðàòèìà ïðè âñåõ t 2 [0; T], â [1] ïîëó÷åíî ïðèáëèæåíèå ïåð-

âîãî ïîðÿäêà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ðåãóëÿðíûõ è ïîãðà-

íè÷íûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ÷åòûðåõ âèäîâ. Îñîáåííîñòü çàäà÷è

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè " = 0 óïðàâëåíèå íå âûðàæàåòñÿ èç ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà ÷åðåç ïåðåìåííóþ ñîñòîÿíèÿ è ñîïðÿæåííóþ ïåðåìåí-

íóþ.

Êàê ïîêàçàíî â [1], ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

(k)
u (t; " ) = "k (k)

v (t; " );
(k)
y (t; " ) =

tZ

0

(k)
v (s; ") ds;

y(t; " ) =
� (1)

y (t; " )0;
(2)
y (t; " )0

� 0
; x(t; " ) = z(t; " ) � C(t; " )y(t; " );

w(t; " ) =
�
x(t; " )0; y(t; " )0� 0; u(t; " ) =

� (1)
u (t; " )0;

(2)
u (t; " )0

� 0

èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òðåõòåìïîâîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷å îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå. Ìåòîäîì ïðÿìîé ñõåìû, çàêëþ-

÷àþùèìñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêå ïîñòóëèðóåìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî

ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ èç ïÿòè êîìïîíåíò â óñëîâèå ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è è
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ïîñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ ñåðèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè, ïîñòðîåíî ïðèáëèæåíèå n -ãî ïîðÿäêà àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ äëÿ èñ-

õîäíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå n -ãî ïîðÿäêà, äîêàçàíû àñèìï-

òîòè÷åñêèå îöåíêè áëèçîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó è íåâîçðàñòàíèå

çíà÷åíèé ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè èñïîëüçîâàíèè íîâîãî ïðèáëèæå-

íèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Êàëàøíèêîâà Ì. À., Êóðèíà Ã. À. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ

çàäà÷ ñ äåøåâûìè óïðàâëåíèÿìè ðàçíîé öåíû // Òð. ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ.�2016.�Ò. 22,

• 1.�Ñ. 124�139.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÂÛÑÎÊÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

1

Ë. Ë. Êàðàøåâà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

D �
0t u(x; t ) + ( � 1)n @2nu

@x2n = f (x; t ); (1)

ãäå n 2 N , D �
0t � îïåðàòîð äðîáíîãî (â ñìûñëå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ) èíòåãðî-

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà � , 0 < � < 1 [1].

Ïðè � = 1 â ðàáîòå [2] äëÿ óðàâíåíèÿ (1) äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè â êëàññå ôóíêöèé áûñòðîãî ðîñòà. Ïðè n = 1 äëÿ óðàâíåíèÿ (1)

â ðàáîòå [3] ïîñòðîåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, äàíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè è

äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ àíàëîãó

óñëîâèÿ À. Í. Òèõîíîâà. Â ðàáîòå [4] íàéäåíî ðåøåíèå äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ðåãóëÿðèçîâàííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðå-

ìåíè. Äëÿ äðîáíîãî äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàáîòå [5] íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòðîåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå,

ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå åãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èçó÷åíû åãî ñâîéñòâà, ïîñòðîåíî ðåøå-

íèå çàäà÷è Êîøè è äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â êëàññå ôóíêöèé

áûñòðîãî ðîñòà.

Ëèòåðàòóðà

1. Íàõóøåâ À. Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè.�Ì.: Âûñø. øê., 1995.�301 ñ.

2. Ëàäûæåíñêàÿ Î. À. Î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî ïàðàáîëè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Ìàò. ñá.�1950.�Ò. 27 (69), • 2.� C. 175�184.

3. Ïñõó À. Â. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïî-

ðÿäêà // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàò.�2009.�Ò. 73, • 2.�C. 141�182.

4. Agrawal O. P. A general solution for a fourth-order fractional di�usion-wave equation de�ned

in a b ounded domain // Computers and Structures.�2001.�Vol. 79.�P. 1497�1501.

5. Kilbas A. A., Srivastava H. M., Trujillo J. J. Theory and Applications of Fractional Dif-

ferential Equations. North-Holland Mathematics Studies.�Vol. 204.�Amsterdam: Elsevier,

2006.

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò • 16-01-00462 À.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÝÐÄÅÉÈ � ÊÎÁÅÐÀ Ê ÐÅØÅÍÈÞ

ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÎËÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÁÅÑÑÅËß

Ø. Ò. Êàðèìîâ

(Óçáåêèñòàí, Ôåðãàíà; ÔåðÃÓ)

Íà âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà âèäà L m u = 0 ,

m = 1; 2; : : : ; óêàçàë À. Â. Áèöàäçå [1], ãäå L � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, à L m = L m� 1L � m -ÿ êîìïîçèöèÿ ýòîãî îïåðàòîðà.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ïîëèïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ò. å.

óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà âèäà

�
@
@t

� B x



� m

u(x; t ) = 0 ; x > 0; t > 0; (1)

ãäå B x

 � x � 2
 � 1 @

@xx
2
 +1 @

@x = @2

@x2 + 2
 +1
x

@
@x � ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð Áåññåëÿ, 
 2 R; j
 j < 1=2; m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èññëåäîâà-

íà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(x; t ) óðàâíåíèÿ (1),

óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì

@ku
@tk

�
�
�
�
t=0

= ' k (x); x > 0; k = 0 ; 1; : : : ; m � 1; (2)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

@2k+1 u
@x2k+1

�
�
�
�
x=0

= 0 ; t > 0; k = 0 ; 1; : : : ; m � 1; (3)

çäåñü ' k (x) , k = 0 ; 1; : : : ; m � 1; � çàäàííûå ãëàäêèå ôóíêöèè.

Ñèíãóëÿðíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ îòíîñÿòñÿ ê

êëàññó óðàâíåíèé, âûðîæäàþùèõñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íà ãðà-

íèöå îáëàñòè, è îíè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ

òåïëîïåðåíîñà â íåïîäâèæíîé ñðåäå (òâåðäîì òåëå), â çàäà÷àõ äèôôóçèîííî-

ãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, â çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ïðè çàêà÷êå ãîðÿ÷åé

æèäêîñòè â íåôòÿíîé ïëàñò è â äðóãèõ ðàçäåëàõ íàóêè è òåõíèêè.

Âûðîæäàþùèåñÿ óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç âàæíûõ ðàçäåëîâ

ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

è ÷èñëî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå âåñüìà çíà÷èòåëüíî. Îäíàêî,

íà÷àëüíûå è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïîëèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ èçó÷åíû ñðàâíèòåëüíî ìàëî.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî â çàäà÷àõ îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñîäåðæàùèõ ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì

îïåðàòîð Áåññåëÿ, îñíîâíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå

èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � Áåññåëÿ.
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Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðè-

ìåíèì îïåðàòîð Ýðäåéè � Êîáåðà äðîáíîãî ïîðÿäêà [2]

I �;� f (x) =
2x � 2(� + � )

�( � )

xZ

0

�
x2 � � 2� � � 1� 2� +1 f (� ) d�; (4)

ãäå �; � 2 R , � > 0, � > � (1=2), f (x) 2 L 1(0; b) , b > 0, �( � ) � ãàììà-ôóíêöèÿ

Ýéëåðà.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (4) ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2].

Ïóñòü [B x
� ]0 = E , E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, [B x

� ]m = [ B x
� ]m� 1[B x

� ] =
[B x

� ][B x
� ] : : : [B x

� ] � m -ÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Áåññåëÿ. Ôóíêöèÿ u(x; t ) íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìà âêëþ÷èòåëüíî äî ïîðÿäêà 2m ïî ïåðåìåííîé x è ïîðÿäêà

íå ìåíüøå, ÷åì m ïî t . L � íå çàâèñÿùèé îò x ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé t .

Â ðàáîòå [3] äîêàçàíî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü � > 0, � > � (1=2), x2� +1 [B x
� ]ku(x; t ) èíòåãðèðóåìû ïðè

x ! 0 è

lim
x! 0

x2� +1 @
@x

[B x
� ]ku(x; t ) = 0 ; k = 0 ; 1; : : : ; m � 1:

Òîãäà �
L � B x

� + �

� m I x
�;� u(x; t ) = I x

�;�

�
L � B x

�

� mu(x; t );

çäåñü âåðõíèé èíäåêñ x â îïåðàòîðå îçíà÷àåò ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé äåéñòâóåò

ýòîò îïåðàòîð.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, íàéäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è

â âèäå

u(x; t ) =
x � 


2t

m� 1X

k=0

tk

k!

+ 1Z

0

f k(s)s
 +1 exp
�

�
x2 + s2

4t

�
I 


� xs
2t

�
ds;

ãäå f k(x) =
P k

j =0 (� 1)j C j
k [B x


 ]j ' k� j (x) , C j
k = k!=[j !(k � j )!] � áèíîìèàëüíûå

êîýôôèöèåíòû, I v(z) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ.

Äîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êëàññè÷åñêèì

ðåøåíèåì èññëåäóåìîé çàäà÷è (1)�(3).

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ìåòîä ñ òàêèì æå óñïåõîì ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ ìíî-

ãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïîëèïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, äåéñòâó-

þùèì ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:
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INTEGRABILITY OF MINIMIZERS OF ANISOTROPIC

VARIATIONAL PROBLEMS

A. A. Kovalevsky

(Russia, Ekaterinburg; IMM UrB RAS)

In this talk, we present a general result on the improved integrability of

minimizers of variational problems for a class of integral functionals whose integrands

satisfy an anisotropic growth and co ercivity condition.

Let 
 b e a b ounded op en set of Rn
( n > 2), and let, for every i 2 f 1; : : : ; ng,

pi 2 (1; + 1 ) . We assume that

P n
i =1

1
pi

> 1 and de�ne p by

1
p = 1

n

P n
i =1

1
pi

. In

addition, we de�ne p� = np
n� p , pm = max 16 i 6 n pi ,

W 1;(pi )(
) =
n

v 2 W 1;1(
) : D i v 2 L pi (
) ; i = 1 ; : : : ; n
o

;

W 1;(pi )
0 (
) =

n
v 2 W 1;1

0 (
) : D i v 2 L pi (
) ; i = 1 ; : : : ; n
o

:

Let c1; c2 > 0 and g1; g2 2 L 1(
) , g1; g2 > 0 in 
 . Let F : 
 � Rn ! R b e a

Carath�eo dory function such that, for almost every x 2 
 and for every � 2 Rn
,

c1

nX

i =1

j� i jpi � g1(x) 6 F (x; � ) 6 c2

nX

i =1

j� i jpi + g2(x): (1)

Let F : W 1;(pi )(
) ! R b e the functional such that

8 v 2 W 1;(pi ) (
) ; F (v) =
Z




F (x; r v) dx;

and let g 2 W 1;(pi )(
) .

We note that if, in addition to (1), for almost every x 2 
 , the function F (x; �)
is convex in Rn

, and if U is a nonempty sequentially weakly closed set in W 1;(pi )
0 (
) ,

then there exists a minimizer of the functional F on the set g + U .

Let, for every k > 0, Tk : R ! R b e the function such that Tk (s) = s if jsj 6 k
and Tk (s) = k signs if jsj > k .

We recall that, for every � > 0, the weak Leb esgue space L �
weak

(
) is de�ned as

the set of all measurable functions v : 
 ! R such that sups> 0 s� measfj vj > sg <
+ 1 .

Theorem. Let U b e a nonempty set in W 1;(pi )
0 (
) . Let � > 1 and g1; g2 2 L � (
) .

Let h 2 g + W 1;1
0 (
) , and let, for every i 2 f 1; : : : ; ng, D i h 2 L �p i (
) . Let k0 > 0,

and let the following condition b e satis�ed:

if v 2 g + U and k > k 0; then h + Tk (v � h) 2 g + U: (2)
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Finally, let u b e a minimizer of the functional F on the set g+ U . Then the following

assertions hold:

(i) if � < n
p , then u � h 2 L np�= (n� p� )

weak

(
);

(ii) if � = n
p , then there exists � > 0 such that e� ju� hj 2 L 1(
);

(iii) if � > n
p , then u � h 2 L 1 (
) .

For every q 2 Rn
such that qi 2 (pi ; + 1 ) , i = 1 ; : : : ; n , we set

q� = min
16 i 6 n

qi

pi
; � (q) = min

16 i 6 n

�
1 �

pi

qi

�
:

Corollary 1. Let U b e a nonempty set in W 1;(pi )
0 (
) . Let q 2 Rn

, and let,

for every i 2 f 1; : : : ; ng, qi 2 (pi ; + 1 ) and D i g 2 L qi (
) . Let g1; g2 2 L q� (
) . Let

k0 > 0, and let the following condition b e satis�ed:

if v 2 U and k > k 0; then Tk (v) 2 U: (3)

Finally, let u b e a minimizer of the functional F on the set g+ U . Then the following

assertions hold:

(i) if � (q) < p
p� , then u � g 2 L t

weak

(
) , where t = p p�

p� � (q)p� ;

(ii) if � (q) = p
p� , then there exists � > 0 such that e� ju� gj 2 L 1(
);

(iii) if � (q) > p
p� , then u � g 2 L 1 (
) .

Corollary 2. Let q 2 Rn
, and let, for every i 2 f 1; : : : ; ng, qi 2 (pi ; + 1 ) and

D i g 2 L qi (
) . Let g1; g2 2 L q� (
) . Let u b e a minimizer of the functional F on the

set g + W 1;(pi )
0 (
) . Then u � g 2 L t

weak

(
) , where t = p p�

p� bp� and b is any p ositive

numb er such that b < p
p� and b 6 � (q) .

As far as conditions (2) and (3) are concerned, we note that if condition (3)

is satis�ed, then condition (2) is satis�ed (with h = g). Some examples show that

the converse is not true. We also note that conditions (2) and (3) are satis�ed, for

instance, for sets de�ned by unilateral and bilateral obstacles and by some integral

constraints.

The results presented in the talk were published in [1].
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÝÍÒÐÎÏÈÉÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ë. Ì. Êîæåâíèêîâà

(Ðîññèÿ, Ñòåðëèòàìàê; ÑÔ ÁàøÃÓ)

Ïóñòü 
 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn = f x = ( x1; x2; : : : ; xn )g,

n > 2. Äëÿ àíèçîòðîïíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

Äèðèõëå

nX

i =1

(ai (x; u; r u))x i = a0(x; u); x 2 
; (1)

u(x)
�
�
@
 =  (x)

�
�
@
 : (2)

Â ðàáîòå [1] äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñòåïåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè ñ

L 1 -ïðàâîé ÷àñòüþ áûëî ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-

ðèõëå c íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì è äîêàçàíû åãî ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-

ñòâåííîñòü â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè 
 . Èçó÷åíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ýíòðîïèéíûõ

ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåñòåïåííûìè íåëè-

íåéíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ L 1 -ïðàâîé ÷àñòüþ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 ïî-

ñâÿùåíà ñòàòüÿ [2]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíîíñèðîâàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (1), (2) â àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå

Ñîáîëåâà � Îðëè÷à äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 , 
 ( R n
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè a(x; s0; s) = ( a1(x; s0; s); : : : ; an (x; s0; s)) ,

a0(x; s0) , x 2 
 , s0 2 R , s 2 Rn
êàðàòåîäîðèåâû. Ôóíêöèÿ a0(x; s0) íåóáûâàþùàÿ

ïî s0 2 R . Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè � (x) ; �(x) 2 L 1(
) , ïî-

ëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ba(k) è ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà a òàêèå,

÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

B(a(x ; s0; s)) 6 ba(k)(�(x) + B(s)) ; B(a) =
nX

i =1

B i (ai ); B(s) =
nX

i =1

B i (si ); (3)

(a(x; s0; s) � a(x; s0; t)) � (s � t) > 0 (4)

ïðè ï. â. x 2 
 è ëþáûõ s0 2 [� k; k], s; t 2 Rn
, s 6= t . Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

a(x; s0; s) � (s � r  ) > �aB(s) � � (x) (5)

ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì ïðè ï. â. x 2 
 è âñåõ s0 2 R , s 2 Rn
.

Ôóíêöèè ai (x , s0 , s), i = 1 ; : : : ; n , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî ïå-

ðåìåííîé s0 , à èìåííî, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

bA(R; � ) è � 2 (0; 1)
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x 2 
( R) = f x 2 
 : jxj < R g, s0; t0 2 R , js0j < � , jt0j < � ,

s 2 Rn
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

B i

�
jai (x; s0; s) � ai (x; t0; s)j

js0 � t0j�

�
6 bA(R; � )B(s); i = 1 ; : : : ; n: (6)
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Çäåñü s � t � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn
. B1(z); : : : ; Bn (z) � N -ôóíêöèè,

B 1(z); : : : ; B n (z) � äîïîëíèòåëüíûå ê íèì, äëÿ âñåõ ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåí-

íûì � 2 -óñëîâèå.

Ïîëîæèì a0(x; s0) = a0(x;  ) + b(x; s0) , ñ÷èòàåì, ÷òî

a0(x;  ) 2 L 1(
) ; sup
js0 j6 k

jb(x; s0)j = Gk (x) 2 L 1;loc(
) : (7)

Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì ñóùåñòâîâàíèå � 0 > 0 òàêîãî, ÷òî

b(x;  � � 0) 2 L 1(
) : (8)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà � Îðëè÷à

�H 1
B (
) êàê ïîïîëíåíèå C1

0 (
)
ïî íîðìå kvk �H 1

B (
) =
P n

i =1 kvx i kB i ; ãäå k � kB i � íîðìà Ëþêñåìáóðãà â ïðî-

ñòðàíñòâå Îðëè÷à L B i (
) ; i = 1 ; : : : ; n . ×åðåç LB (
) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî

L B 1 (
) � � � � � L B n (
) ñ íîðìîé

kvkB = kv1kB 1 + � � � + kvn kB n ; v = ( v1; : : : ; vn ) 2 LB (
) :

Ñ÷èòàåì, ÷òî  (x) 2 L 1 (
) , r  (x) 2 LB(
) .

Îáîçíà÷èì h(� ) =
� Q n

i =1 B � 1
i (� )=�

� 1=n
, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

1Z

0

h(� )
�

d� < 1 ;

1Z

1

h(� )
�

d� = 1 : (9)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tk (r ) = sign r min( jr j; k) , ïîëîæèì huvi =
R


 uvdx .

Îïðåäåëåíèå. Ýíòðîïèéíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåòñÿ èçìåðè-

ìàÿ ôóíêöèÿ u : 
 ! R òàêàÿ, ÷òî

A0(x) = a0(x; u) 2 L 1(
); ïðè âñåõ k > 0 Tk(u �  ) 2 �H 1
B(
)

è ïðè ëþáûõ k > 0, � (x) 2 C1
0(
) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî



a0(x; u)Tk (u �  � � )

�
+



a(x; u; r u) � r Tk(u �  � � )

�
6 0:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) � (9) , òîãäà ýíòðîïèéíîå ðåøåíèå

çàäà÷è (1) , (2) ñóùåñòâóåò.
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ON ASYMPTOTICS OF SOLUTIONS FOR A CLASS OF DIFFERENTIAL

INCLUSIONS WITH A REGULAR RIGHT-HAND PART

1

S. Kornev

(Russia, Voronezh; VSPU)

The metho d of guiding functions, whose foundations were laid by M. A. Krasno-

sel'skii and A. I. Perov (see, for example, [1]) was extended to differential inclusions

and demonstrated its e�ectiveness to the study of p erio dic problems (see, e. g., [2�4]).

It should b e mentioned that the role of di�erential inclusions in the description of

problems in mathematical control theory and optimization is well known (see, e. g.,

[3�6]). In the present pap er we de�ne a guiding function for a di�erential inclusion

with nonconvex-valued right-hand part and apply it to the study of the asymptotic

b ehavior of its solutions.

Recall some notions from the theory of multivalued maps (see, e. g., [2, 3, 5]).

Let (X; d X ) and (Y; dY ) b e metric spaces. By the symb ol K (Y) we will denote

the collection of all nonempty compact subsets of the space Y . If Y is a normed

space, the symb ol Kv (Y ) will denote the collection of all nonempty convex compact

subsets of Y .

A multivalued map (multimap) F : X ! K (Y ) is called upper semicontinuous

( u. s. c. ) at a point x0 2 X if for every " > 0 there exists � > 0 such that dX (x0; x) < �
implies F (x) � U" (F (x0)) , where the symb ol U" denotes " -neighb orho o d of a set.

A multimap F : X ! K (Y ) is called u. s. c. if it is u. s. c. at each p oint x 2 X:
A multimap F : X ! P(Y ) is called lower semicontinuous ( l. s. c. ) at a point

x 2 X; if for each op en set V � Y such that F (x) \ V 6= ? there exists � > 0 such

that dX (x; x 0) < � implies F (x0) \ V 6= ? .

A multimap F : X ! P(Y ) is called l. s. c. if it is l. s. c. at each p oint x 2 X:
Let I b e a closed subset of R; endowed with the Leb esgue measure; Y a Banach

space. A multifunction F : I ! K (Y ) is called measurable if for each op en set

W � Y; its pre-image F � 1(W ) = f t 2 I : F (t) � Yg is a measurable subset of I .

A multimap F : I � Rn ! Kv (Rn ) is called the upper ( lower ) Carath�eodory

multimap if

(i ) for each x 2 Rn
the multifunction F (�; x) : I ! Kv (Rn ) is measurable;

(ii ) for a. e. t 2 I the multimap F (t; �) : Rn ! Kv (Rn ) is u. s. c. (l. s. c.).

A multimap F : I � Rn ! Kv (Rn ) satis�es the sublinear growth condition

if there exists a p ositive Leb esgue integrable function � (�) such that kF (t; x )k :=
maxy2 F (t;x ) kyk 6 � (t)(1 + kxk) a. e. t 2 I:

A multimap F : I � X ! K (Y ) is called almost lower semicontinuous if there

exists a sequence of disjoint compact sets f I ng; I n � I; such that

1

This research is supp orted by the joint Taiwan NSC�Russia RFBR grant 14-01-92004 and

the RFBR grants 14-01-00468, 16-01-00386, as well as RSF grant 14-21-00066 (in Voronezh State

University).
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(i) � (I n
S

n I n ) = 0 ; where � is the Leb esgue measure;

(ii) the restriction of F to each set Jn = I n � Y is a l. s. c. multimap.

A b ounded multimap R : I � Rn ! P(Rn ) is called regular if there exists a

multimap F : I � Rn ! Kv (Rn ); called a regular quasi-selection of the multimap R;
satisfying:

(i ) the multimap F is an upp er Carath�eo dory multimap, satisfying the sublinear

growth condition;

(ii ) F (t; x ) \ R(t; x ) 6= ? for all t 2 I , x 2 Rn
;

(iii ) every solution x : I ! Rn
of the di�erential inclusion x0(t) 2 F (t; x (t)) is a

solution of the di�erential inclusion x0(t) 2 R(t; x (t)) :
Every b ounded almost l. s. c. multimap F : I � Rn ! K (Rn ) is a regular

multimap.

Let us consider the Cauchy problem for a di�erential inclusion of the form:

x0(t) 2 R(t; x (t)) a. e. t 2 R; (1)

x(0) = x0; (2)

under assumption that the right-hand part R : R � Rn ! K (Rn) is a regular

multimap satisfying the sublinear growth condition.

By a solution of problem (1) , (2) we mean an absolutely continuous function

x : R ! Rn ; satisfying condition (2) and inclusion (1) for a. e. t 2 R .

Denote by V the collection of all C1
-functions V : Rn ! R satisfying the

co ercivity condition lim kxk! + 1 V(x) = �1 : Now, let g : R ! R b e a given even

C1
-function such that inf f g(t); t 2 Rg > 1:

Let us give the following de�nition (cf. [7, 8]).

Definition. A function V 2 V is called a guiding function for inclusion (1)

along the function g if there exists r0 > 0 such that condition g(t)kxk > r0 , t 2 R ,

implies for all y 2 R(t; x ) the estimates:



r V (x); g0(t)x + g(t)y

�
> 0; if t > 0;



r V (x); g0(t)x + g(t)y

�
6 0; if t < 0:

Theorem. If V 2 V is a guiding function for inclusion (1) along the function g
then there exists at least one solution to Cauchy problem (1) , (2) satisfying for some

k0 > 0 the estimate

kx(t)k 6 k0 �
1

g(t)
; t 2 R:
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÂÏÎËÍÅ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÌ ÂËÎÆÅÍÈÈ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ì. Â. Êóêóøêèí

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Íàâåðíîå îäíà èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ òåîðåì î âïîëíå íåïðåðûâíîì âëî-

æåíèè � ýòî òåîðåìà Ðåëëèõà â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî îãðà-

íè÷åííîå â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå Ëåáå-

ãà ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé. Êàê èçâåñòíî èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 111]), òåîðåìà

î âïîëíå íåïðåðûâíîì âëîæåíèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîðîæäåííîãî

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî äàåò âîçìîæ-

íîñòü, ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ, îöåíèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-

ðà ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà áîëåå ïðîñòîãî òèïà (öåëåñîîáðàçíîñòü

äàííîãî ïîäõîäà èñõîäèò èç òîãî, ÷òî åñòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà áîëåå ïðîñòîãî òèïà). Â ðàáîòå [2] 2015 ã. äîêàçàíà

ïîëóîãðàíè÷åííîñòü ñíèçó îïåðàòîðà äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåéñòâóþ-

ùåãî â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé. Ââèäó

÷åãî ïðèîáðåòàåò àêòóàëüíîñòü âîïðîñ ïåðåíîñà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ òåî-

ðèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ, íà ñëó÷àé ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñíè-

çó îïåðàòîðà. Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò âîïðîñ î âïîëíå íåïðåðûâíîì âëîæåíèè

ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîðîæäåííîãî îïåðàòîðîì äðîáíîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ â èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà î âïîëíå

íåïðåðûâíîì âëîæåíèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîðîæäåííîãî ïîëóîãðà-

íè÷åííûì ñíèçó îïåðàòîðîì äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Áóäåì ïîëaãàòü: � 2 (0; 1), (a; b) = 
 � R , èíòåãðèðîâàíèå ïîíèìàåòñÿ

â ñìûñëå Ëåáåãà. Ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåííîå îïåðàòîðîì äðîá-

íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: N �;c (L � (
)) ; â [2] îïðåäåëåíî êàê ïîïîëíåíèå ñëåäó-

þùåãî óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

eN �;c (L � (
)) :=
n

u : u 2 I �
a+ (L � (
)) ; kuk eN �;c (L � (
)) = hD �

ax u; ui 1=2
L 2 (
 ;c)

o
;

c ïðåäïîëîæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè

c(x) 2 I �
b� (L q(
)) + ;

2
�

+
1
q

6 1 + 2�; �; q > 1:

Äëÿ áåçâåñîâîãî ñëó÷àÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîðîæäåííîãî îïåðàòî-

ðîì äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî N �; 1(L 2(
)) âïîëíå íåïðåðûâíî âëîæåíî â L 2(
) :
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ÎN SOME DISCRETE SINGULARLY

PERTURBED CONTROL PROBLEMS

G. A. Kurina

(Russia, Voronezh; VSU)

This talk is dedicated

to the 90-th anniversary

of A. B. Vasil'eva

Many problems from applied sciences lead to dynamical systems, where the state

space variables have certain comp onents which vary rapidly, and other which vary

relatively slowly in time. Usually, such problems are studied within the framework of

singular p erturbations and integral manifolds. The most part of publications devoted

to singularly p erturb ed control problems deals with continuous systems while a

lot of problems in economics, so ciology, biology is describ ed by discrete mo dels.

The another source of app earing discrete mo dels is digital simulation of continuous

systems where the di�erential equations are approximated by the corresp onding

di�erence equations. The study of sampled-data control systems and computer-based

adaptive control systems leads in a natural way to the third source of discrete-

time mo dels. The control theory for discrete-time systems and sampled systems

are receiving growing attention since the controllers are implemented by digital

computers. If a dynamic system exhibits b oth continuous and discrete dynamic

b ehavior, then it is called a hybrid system.

A. B. Vasil'eva was p erhaps the �rst (1967) to study solutions of discrete

singularly p erturb ed dynamical systems using the asymptotic metho d of b oundary-

layer functions that has proved to b e an e�ective to ol in the analysis of singularly

p erturb ed systems of ordinary di�erential equations.

Discrete singularly p erturb ed control problems have b een the topic for the

intensive research since the ending of the seventies of the last century. Two approaches

are p ossible for constructing asymptotic solution of optimal control problems with a

small parameter. In the �rst approach b oundary value problems following from the

control optimality conditions are used. This metho d is mostly applied. The second

approach called the direct scheme consists of immediate substituting a p ostulated

asymptotic expansion into a problem conditions and determining problems series for

�nding asymptotic terms. For linear-quadratic optimal control problems, asymptotic

solution can also b e constructed using the presentation of an optimal control in a

feedback form and asymptotic solution of an appropriate discrete Riccati equations.

When a small parameter in a singularly p erturb ed state equation is equal to zero,

we can sometimes obtain the system which is not resolved with resp ect to a state

variable in a future time moment, so-called descriptor system.

The review of the publications where asymptotic solutions of discrete optimal

control problems have either the form of expansions of b oundary-layer typ e or regular
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expansions with resp ect to non-negative p owers of a small parameter will b e given.

Metho ds of decoupling motions into pure-slow and fast ones are also considered.

Besides, the publications devoted to the stabilization of discrete systems, control

problems by discrete systems with a small step, descriptor and sto chastic systems,

game problems, and applications in various �elds are reviewed.
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Î ÐÅØÅÍÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ ÕÅÌÎÒÀÊÑÈÑÀ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Õ. Ñ. Êó÷àêøîåâ

(Òàäæèêèñòàí, Äóøàíáå; Ôèëèàë ÌÃÓ â Äóøàíáå)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû õåìîòàêñèñà äðîáíîãî ïîðÿäêà

8
><

>:

D �
t u = uxx � � (uvx )x ; x 2 R; t > 0; � = const; 0 < � < 1;

vxx = � u; x 2 R; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); x 2 R;

(1)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Êàïóòî, ò. å.

D �
t f (t) =

1
�(1 � � )

tZ

0

f 0(� )
(t � � )� d�:

Ðåøåíèå çàäà÷è (1) áóäåì èñêàòü â âèäå

(
u(x; t ) = X (x)T(t); u0(x) = T(0)X (x);

v(x; t ) = H (x)�( t):

Â ñëó÷àå � = 1 èç (1) ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ ïðîèçâîäíûìè öåëîãî ïîðÿäêà,

êîòîðàÿ èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü õåìîòàêñèñà [1].

Äëÿ çàäà÷è (1) â ñëó÷àå � = 1 , x 2 R , â ðàáîòå [2] íàéäåíû ðåøåíèÿ òèïà

¾áåãóùåé âîëíû¿ è â ðàáîòå [3] ïîñòðîåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Â ðàáîòàõ [4] è [5],

äëÿ ñëó÷àÿ � = 1 , x 2 Rn
, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åíû àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ è

ðåøåíèÿ òèïà ìãíîâåííîé òî÷å÷íîé êîíöåíòðàöèè ìàññû çàäà÷è (1).

Â äàííîé ðàáîòå òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), ïðè

ýòîì ïðîèçâîäíàÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ãðþíâàëüäà � Ëåò-

íèêîâà [6].

Ëèòåðàòóðà

1. Perthame B. PDE mo dels for chemotactic movements: parab olic, hyp erb olic and kinetic //

Appl. Math.�2004.�Vol. 49, • 6.�P. 539�564.

2. Êó÷àêøîåâ Õ. Ñ. Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ òèïà ¾áåãóùåé âîëíû¿ è íåêîòîðûå ÷àñòíûå

ðåøåíèÿ ñèñòåìû Êåëëåðà � Ñèäæåëà // Äîêë. ÀÍ ÐÒ.�2011.�Ò. 54, • 8.�Ñ. 610�617.

3. Êó÷àêøîåâ Õ. Ñ. Ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå ñèñòåìû õåìîòàêñèñà // Äîêë.

ÀÍ ÐÒ.�2009.�Ò. 52, • 11.�Ñ. 838�847.

4. Êó÷àêøîåâ Õ. Ñ. Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Êåëëåðà � Ñèäæåëà //

Äîêë. ÀÍ ÐÒ.�2010.�Ò. 53, • 6.�Ñ. 424�431.

5. Èëîëîâ Ì., Êó÷àêøîåâ Õ. Ñ. Íåëèíåéíàÿ äèôôóçèÿ è õåìîòàêñè÷åñêèé êîëëàïñ //

Äîêë. ÀÍ ÐÒ.�2011.�Ò. 54, • 11.�Ñ. 873�880.

6. Ó÷àéêèí Â. Â. Ìåòîä äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ.�Óëüÿíîâñê: Àðòèøîê, 2008.�512 ñ.

124



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÂÛÑØÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ËßÏÓÍÎÂÀ

Â ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ ×ÀÑÒÈ×ÍÎÉ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ

Ñ ×ÀÑÒÈ×ÍÎ ÊÎÍÒÐÎËÈÐÓÅÌÛÌÈ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Ê. Ñ. Ëàïèí

(Ðîññèÿ, Ñàðàíñê; ÌÃÏÈ)

Â ðàáîòå Yoshizawa [1] íà îñíîâå ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà áûëà ðàçâèòà

òåîðèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èññëå-

äîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

áûëè ïðîâåäåíû Â. Â. Ðóìÿíöåâûì è À. Ñ. Îçèðàíåðîì [2]. Â ðàáîòå Â. È. Âîðîò-

íèêîâà [3] áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî íîâîìó íàïðàâëåíèþ â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè

ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, à èìåííî � òåîðèè ÷àñòè÷íîé

óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ó êîòîðîãî ÷àñòü êîîðäèíàò êîíòðîëèðó-

åòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, èìåÿ â âèäó èçâåñòíûå ïàðàëëåëè ìåæäó òåîðèåé óñòîé-

÷èâîñòè è òåîðèåé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé, âîçíèêëà çàäà÷à ðàçâèòèÿ òåîðèè

÷àñòè÷íîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñ êîíòðîëèðóåìîé ÷àñòüþ íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé. Â ðàáîòàõ [4�7] íà îñíîâå ìåòîäîâ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è âåêòîð-ôóíêöèé

Ëÿïóíîâà áûëè ðàçðàáîòàíû ñïîñîáû èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ÷àñòè÷íîé

îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñ ÷àñòè÷íî êîíòðîëèðóåìûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìîíîãðàôèÿõ [8] è [9] áûëè ñîçäàíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé, èñïîëüçóþùèå âûñøèå

ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìû. Ýòè ìåòîäû îáîáùàþò êëàñ-

ñè÷åñêèé ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è îáëàäàþò, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäíèì, ãî-

ðàçäî áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè. Â ñâåòå óêàçàííûõ âûøå ïàðàëëåëåé âîçíèêàåò

èíòåðåñíûé è àêòóàëüíûé âîïðîñ î ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷íîé

îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñ êîíòðîëèðóåìîé ÷àñòüþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, èñïîëü-

çóþùèõ âûñøèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìû.

Â ðàáîòå ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ÷àñòè÷íîé îãðàíè÷åí-

íîñòè ðåøåíèé ñ ÷àñòè÷íî êîíòðîëèðóåìûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îñíîâàí-

íûé íà èñïîëüçîâàíèè âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìû.

Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íîé ýêâèîãðàíè÷åííîñòè, ÷àñòè÷íîé ýêâèîãðàíè÷åííî-

ñòè â ïðåäåëå è ÷àñòè÷íîé ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè â ïðåäåëå ðåøåíèé ñ

÷àñòè÷íî êîíòðîëèðóåìûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â îáùåì ñëó÷àå ïî ñðàâíå-

íèþ ñ [5]. Äàëåå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ÷àñòè÷íîé ýêâèîãðàíè÷åííîñòè

ðåøåíèé, ÷àñòè÷íîé ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè â ïðåäåëå è ÷àñòè÷íîé ýêâèî-

ãðàíè÷åííîñòè â ïðåäåëå ðåøåíèé ñ ÷àñòè÷íî êîíòðîëèðóåìûìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè, êîòîðûå îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé

Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìû.
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ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ È ÍÅÉÌÀÍÀ ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÞÙÈÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ

1

Ì. Ã. Ìàæãèõîâà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

@�
0t u(t) � �u (t) � �H (t � � )u(t � � ) = f (t); 0 < t < 1; (1)

ãäå @�
0t u(t) = D � � 2

0t u
00
(t) , n � 1< � 6 n , � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî [1, c. 11],

D �
0t � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ðèìàíà � Ëè-

óâèëëÿ [1, c. 9], H (t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, 1 < � 6 2, � , � � ïðîèçâîëüíûå

ïîñòîÿííûå, � � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà÷àëüíàÿ çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [2]. Ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ îïåðàòîðîì Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ âûïèñàíî â

ðàáîòå [3]. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (1).

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçîâåì ôóíêöèþ u = u(t); èìåþùóþ

àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [0; 1] è óäî-

âëåòâîðÿþùóþ ýòîìó óðàâíåíèþ.

Çàäà÷à 1. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u(t) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì

u(0) = a; u(1) = b; (2)

ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Òåîðåìà 1. 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f (t) 2 C(0; 1) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f (t) = D � � 2
0t g(t); g(t) 2 L [0; 1];

à òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå

W2(1) 6= 1 : (3)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) , (2) , êîòîðîå èìååò âèä

u(t) = aD � � 1
1� G(t; � )

�
�
� =0 � bD� � 1

1� G(t; � )
�
�
� =1 +

1Z

0

f (� ) G(t; � ) d�;

ãäå

G(t; � ) = H (t � � )W� (t � � ) �
W2(t)
W2(1)

W� (1 � � )

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò • 16-01-00462-a.
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� ôóíêöèÿ Ãðèíà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) , (2) ,

W� (t) = W�;� (t; � ; �; � ) �

�
1X

m=0

� m (t � m� )�m + � � 1
+ E m+1

�;�m + � (� (t � m� )�
+ ); � 2 R;

(4)

E �
�;� (z) =

P 1
k=0

(� )k zk

�( �k + � )k! � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [4], (� )k �

ñèìâîë Ïîõãàììåðà, �( z) � Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà,

(t � m� )�
+ =

(
(t � m� )� ; t � m� > 0;

0; t � m� 6 0:

2) Ðåøåíèå çàäà÷è (1) , (2) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íåíî óñëîâèå (3) .

Çàäà÷à 2. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u(t) óðàâíåíèÿ (1) , óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì

u0(0) = c; u0(1) = d; (5)

ãäå c è d � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Òåîðåìà 2. 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f (t) 2 C(0; 1) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f (t) = D � � 2
0t g(t); g(t) 2 L [0; 1];

à òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå

W0(1) 6= 1 : (6)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) , (5) , êîòîðîå èìååò âèä

u(t) = cD � � 2
1� G(t; � )

�
�
� =0 � dD � � 2

1� G(t; � )
�
�
� =1 +

1Z

0

f (� ) G(t; � ) d�;

ãäå

G(t; � ) = H (t � � )W� (t � � ) �
W1(t)
W0(1)

W� � 1(1 � � )

� ôóíêöèÿ Ãðèíà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) , (5) , W� (t) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøå-

íèÿ (4) .

Çàìå÷àíèå. Ïðè âñåõ

� > 0; � > 0 (7)

ôóíêöèÿ W� (t) , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (4), ïîëîæèòåëüíà. Çíà÷èò, óñëî-

âèå (7) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (3) è (6).
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HALF-PLANE PROBLEMS

FOR DIFFERENTIAL-DIFFERENCE ELLIPTIC EQUATIONS

1

A. B. Muravnik

(Russia, Voronezh, JSC �Concern �Sozvezdie�; Moscow, PFUR)

The equation

uxx +
mX

k=1

ak uxx (x + hk ; y) + uyy = 0 ; x 2 (�1 ; + 1 ); y > 0; (1)

where ak and hk , k = 1 ; : : : ; m , are real parameters, and the b oundary-value

condition

uj y=0 = u0(x); x 2 (�1 ; + 1 ); (2)

where u0 is a b ounded continuous function, are considered.

Assuming that there exists a p ositive C such that 1 +
P m

k=1 ak coshk � > C for

any real x (this guarantees the strong ellipticity of equation (1) in the sense of [1]),

we intro duce the function

u(x; y) =
1
�

+ 1Z

�1

E(x � �; y ) u0(� ) d�; (3)

where

E(x; y) =

1Z

0

e� yG1 (� ) cos [x� � yG2(� )] d�;

Gf 1
2g

(� ) = �

r
' (� ) � acosh� � 1

2
; ' (� ) =

p
a2(� ) + b2(� ) + 2 a(� ) + 1 ;

a(� ) =
mX

k=1

ak coshk �; b(� ) =
mX

k=1

ak sinhk �;

and prove that function (3) is a solution of problem (1)�(2) in the sense of generalized

functions and is a classical solution of equation (1) in the half-plane (�1 ; + 1 ) �
(0; + 1 ) .

References

1. Skubachevskii A. L. Elliptic Functional Di�erential Equations and Applications.�Basel�

Boston�Berlin: Birkh�auser, 1997.

1

This work was �nancially supp orted by the Ministry of Eduction and Science of Russian

Federation on the program to improve the comp etitiveness of People's Friendship University (RUDN

University) among the world's leading research and education centers in the 2016�2020, by the

president grant for government supp ort of the leading scienti�c scho ols of the Russian Federation,

• 4479.2014.1, and by the RFBR, grant • 14-01-00265.

130



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÀß ÔÎÐÌÓËÀ ÄËß ÈÍÒÅÃÐÀËÀ ÒÈÏÀ ÊÎØÈ

ÍÀ ÎÒÐÅÇÊÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß

Ë. Þ. Ïëèåâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâàç; ÞÌÈ)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà

�( z) =
1

2�i

1Z

� 1

r
1 + t
1 � t

' (t)
t � z

dt: (1)

Ïóñòü f xkg è f �xkg íóëè ìíîãî÷ëåíîâ [1]

Cn (t) =
cos

� 2n+1
2 �

�

cos �
2

; Cn+1 (t) =
cos

� 2n+3
2 �

�

cos �
2

;

� = arccost:

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ âûðàæåíèÿ âèäà

�
Cn (t)Cn+1 (t)

� 0
t= xk

=
2n + 1

2
(� 1)k

cos2 (2k� 1)�
2(2n+1)

;

�
Cn (t)Cn+1 (t)

� 0
t=�xk

=
2n + 3

2
(� 1)k� 1

cos2 (2k� 1)�
2(2n+3)

;

k = 1 ; : : : ; n:

(2)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (2), ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå èíòåðïî-

ëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà L 2n ('; t ) äëÿ ïëîòíîñòè ' (t) :

L 2n ('; t ) = Cn(t)Cn+1 (t)
2

2n + 1

nX

k=1

(� 1)k ' (xk )
(t � xk)

cos2
(2k � 1)�
2(2n + 1)

+

+ Cn(t)Cn+1 (t)
2

2n + 3

n+1X

k=1

(� 1)k� 1' (�xk )
(t � �xk )

cos2
(2k � 1)�
2(2n + 3)

:

(3)

Ïîäñòàâèì â èíòåãðàë (1) âìåñòî ïëîòíîñòè ' (t) åå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíî-

ãî÷ëåí (3), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó

� n(z) =
1

i (2n + 1)

nX

k=1

(� 1)k ' (xk )
(xk � z)

cos2
(2k � 1)�
2(2n + 1)

�
1 + U2n+1 (xk ) + A(z)

�
+

+
1

i (2n + 3)

nX

k=1

(� 1)k� 1' (�xk )
( �xk � z)

cos2
(2k � 1)�
2(2n + 3)

�
1 + U2n+1 (�xk ) + A(z)

�
;

A(z) =
z �

p
z2 � 1 +

�
z �

p
z2 � 1

� 2n+2

p
z2 � 1

; Un (t) =
sin((n + 1) arccost)

p
1 � t2

:

(4)
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ãäå

p
z2 � 1 � îäíîçíà÷íàÿ â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì [� 1; 1] è ïðèíèìàþùàÿ íà

îòðåçêå (1; 1 ) äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ âåòâü ýòîé ôóíêöèè, z =2 [� 1; 1].
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ÀËÃÅÁÐÀ ËÈ ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÊÈËËÈÍÃÀ

È ÅÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÀß ÏÎÄÀËÃÅÁÐÀ

Â. À. Ïîïîâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè g âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà íà ðèìàíîâîì

àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M è åå ñòàöèîíàðíóþ ïîäàëãåáðó h. Äëÿ ôèêñè-

ðîâàííîé òî÷êè p 2 M X 2 h () X (p) = 0 . Àëãåáðà g ïîðîæäàåò ëîêàëüíóþ

ãðóïïó ëîêàëüíûõ èçîìåòðèé íà M , îäíàêî, àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýòèõ

èçîìåòðèé äî èçîìåòðèé êàêîãî-íèáóäü ðèìàíîâà àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ,

ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîãî M , âîçìîæíî íå âñåãäà. Ïðèíöèïèàëüíûì ïðåïÿòñòâè-

åì ñëóæèò âîçìîæíàÿ íåçàìêíóòîñòü ïîäãðóïïû Ëè H , ïîðîæäåííîé ïîäàëãåá-

ðîé h, â îäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëè G , ïîðîæäåííîé àëãåáðîé g. Óêàæåì ñâîéñòâà

àëãåáð g è h, âûïîëíåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî â ñëó÷àå íåçàìêíóòîñòè H â G .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà íà ðè-

ìàíîâîì âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M , h � åå ñòàöèîíàðíàÿ ïî-

äàëãåáðà â íåêîòîðîé òî÷êå p 2 M , G � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ àëãåáðîé g, è H �

ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðîé h. Åñëè H íå çàìêíóòà â G , òî àëãåáðû

Ëè g è h � g îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1: g èìååò íåíóëåâîé öåíòð z.

2: dim(h\ (z+[ g; g])) > dim(h\ [g; g]) , ãäå z+[ g; g] � ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ

öåíòðîì z è êîììóòàíòîì [g; g].

Ïðèâåäåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå H ãðóïïû

H â G è ïîäàëãåáðó Ëè h � g ïîäãðóïïû H � G . Ïîäàëãåáðà h ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû h [1]. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóï-

ïó ht 2 H , ht =2 H . Òîãäà âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì x 7! htxh � 1
t , x 2 G , ÿâëÿþòñÿ

ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ x 7! hnxh
� 1
n , hn 2 H .

Òàê êàê âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû x 7! hnxh � 1
n îïðåäåëÿþò èçîìåòðèè x 7! hnx

øàðà B � M , òî âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì îïðåäåëÿåò èçîìåòðèþ x 7! htxh
� 1
t

øàðà B . Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t îïðåäåëåíà ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ

x 7! htx è, ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ x 7! xht . Òàêèì îáðàçîì, óìíî-

æåíèÿ ñïðàâà íà ýëåìåíòû ëîêàëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ht ïîðîæ-

äàåò âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà, êîììóòèðóþùåå ñî âñåìè ýëåìåíòàìè àëãåáðû g.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ãðóïïà G ñîäåðæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîä-

ãðóïïó zt óìíîæåíèé ñïðàâà íà ht 2 G � Aut G . Êàê ïîêàçàíî âûøå zt 2 H . Èç-

âåñòíî, ÷òî ht ïðèíàäëåæèò êîìïàêòíîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G è, ñëåäîâàòåëüíî,

ht 2 (G; G) [1]. Òîãäà zt =2 (G; G) (àâòîìîðôèçì, ïîðîæäåííûé óìíîæåíèåì ñïðà-

âà, íå ìîæåò áûòü ðàâíûì àâòîìîðôèçìó, ïîðîæäåííîìó óìíîæåíèåì ñëåâà), è

ht z
� 1
t =2 (G; G) . Íî ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ ãðóïïà ht z

� 1
t ïîðîæäåíà âíóòðåííèì

àâòîìîðôèçìîì x 7! ht xh
� 1
t è, ïîýòîìó ht z� 1

t 2 H . Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîå

ïîëå Êèëëèíãà, ïîðîæäåííîå ëîêàëüíîé ãðóïïîé èçîìåòðèé ht z
� 1
t ïðèíàäëåæèò

z+ [ g; g], íî íå ïðèíàäëåæèò [g; g].

133



Ëèòåðàòóðà

1. Mal'tsev A. I. On the theory of Lie groups in the large // Mat. Sb.�1945.�Vol. 16 (38).�

P. 163�190.

2. Ïîïîâ Â. À. Ïðîäîëæàåìîñòü ëîêàëüíûõ ãðóïï èçîìåòðèé // Ìàò. ñá.�1988.�

Ò. 135 (177), • 1.�Ñ. 45�64.

134



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÑÂßÇÜ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÁÓØÌÀÍÀ � ÝÐÄÅÉÈ

Ñ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ ÕÀÐÄÈ È ÈÕ ÎÁÎÁÙÅÍÈßÌÈ

C. Ì. Ñèòíèê

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÈ ÌÂÄ)

Ìåòîäû òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñîâðå-

ìåííîé òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [1]. Â íåñêîëüêèõ íåäàâíèõ

ðàáîòàõ íàéäåíû ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî ñäâèíóòûå îïåðàòîðû

Õàðäè [2�3] ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè â ïðîñòðàíñòâå L 2(0; 1 )

H1f = f (x) �
1
x

xZ

0

f (y) dy; H2f = f (x) �

1Z

x

f (y)
y

dy: (1)

Íà ñàìîì äåëå ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé óíèòàðíîñòè áîëåå îáùèõ îïåðàòîðîâ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè â ÿäðàõ, ïîëó÷åííûõ ðàíåå àâòî-

ðîì [4�5] â ïîèñêàõ óíèòàðíûõ îáîáùåíèé èçâåñòíûõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ñîíèíà è Ïóàññîíà (èëè èñòîðè÷åñêè òî÷íåå Ñîíèíà � Ïóàññîíà � Äåëüñàðòà).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ââåäåííûå àâòîðîì â [4�5] îïåðàòî-

ðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà � Ýðäåéè ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ ïîëåçíûìè

îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Õàðäè.

Îïðåäåëåíèå. Ââåäåì îïåðàòîðû Áóøìàíà � Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà

ãëàäêîñòè ïî ôîðìóëàì

S1f =
d

dx

xZ

0

P�

� x
t

�
f (t) dt; S2f =

�
�

d
dx

� 1Z

x

P�

� x
t

�
f (t) dt; (2)

P1f =

xZ

0

P�

�
t
x

�
df (t)

dt
dt; P2f =

1Z

x

P�

�
t
x

� �
�

df (t)
dt

�
dt; (3)

ãäå P� (z) = P0
� (z) � ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ óíèòàðíîñòè â L 2(0; 1 ) îïåðàòîðîâ Áóøìàíà � Ýðäåéè

íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè (2) � (3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëî �
áûëî öåëûì.

Ïðè çíà÷åíèÿõ � = 1 ; 2; 3 ïîëó÷àåòñÿ

Ñëåäñòâèå. Ñëåäóþùèå îïåðàòîðû óíèòàðíû è ïîïàðíî âçàèìíî îáðàòíû

â L 2(0; 1 ) , èõ ñïåêòð ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ:

H1f = f (x) �
1
x

xZ

0

f (y) dy; H2f = f (x) �

1Z

x

f (y)
y

dy; H3f = f +

xZ

0

f (y)
dy
y

;
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H4f = f +
1
x

1Z

x

f (y) dy; H5f = f + 3x

xZ

0

f (y)
dy
y2 ; H6f = f �

3
x2

xZ

0

yf (y) dy;

H7f = f +
3
x2

1Z

x

yf (y) dy; H8f = f � 3x

1Z

x

f (y)
dy
y2 ;

H9f = f +
1
2

xZ

0

�
15x2

y3 �
3
y

�
f (y) dy;

H10f = f +
1
2

1Z

x

�
15y2

x3 �
3
x

�
f (y) dy:

Ïðèâåäåííûé ñïèñîê óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ ïðîñòîãî âèäà ìîæíî ðàñøè-

ðèòü. Â [4�5] àâòîðîì ïîñòðîåíû îáîáùåííûå îïåðàòîðû Áóøìàíà � Ýðäåéè, êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè óæå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ � , èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ

îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíàäëåæèò Â. Â. Êàòðàõîâó, êîòîðûé ïîëó÷èë èõ

â íåñêîëüêî óñëîæíåííîì âèäå, âûðàçèâ ÿäðà ÷åðåç îáùèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÃÈÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ I ÐÎÄÀ

Ø. Ñ. Õóáåæòû

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ, ÑÎÃÓ)

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáçîð ðàáîò ïî ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ãèïåð-

ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé I ðîäà, âûïîëíåííûõ â îòäåëå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ Þæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ôèëèàëà ÂÍÖ ÐÀÍ â òå÷åíèå

ïîñëåäíåãî ãîäà.

Ââåäåíèå. Òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èç-çà ìíîãî÷èñ-

ëåííûõ ïðèëîæåíèé ïåðåæèâàåò áóðíîå ðàçâèòèå. Ýòèì óðàâíåíèÿì ïîñâÿùåíû

ôóíäàìåíòàëüíûå òðóäû øèðîêî èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ: Ä. Ãèëüáåðòà, À. Ïó-

àíêàðå, Â. Êàðëåìàíà, Í. È. Ìóñõåëèøâèëè, Ñ. Ã. Ìèõëèíà, Ñ. Ïðåñäîðôà è

äð.

Îäíàêî ðåøåíèå ñèíãóëÿðíûõ è ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

âîçìîæíî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ è îñíîâíûì àïïàðàòîì â ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Â ýòîì íàïðàâëåíèè äîëæåí îòìå-

òèòü òðóäû Â. Â. Èâàíîâà, È. Ê. Ëèôàíîâà, Á. Ã. Ãàáäóëõàåâà, Ä. Ã. Ñàíèêèäçå,

È. Â. Áîéêîâà è äð.

Ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå I ðîäà èìååò âèä [1]

K' 0 �
1
�

1Z

� 1

' 0(t)
(t � x)p dt +

1
�

1Z

� 1

k(x; t )' 0(t) dt = f (x); (1)

ãäå � 1 < x < 1, k(x; t ) , f (x; t ) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè,

' 0(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë

H (' 0; x) =

1Z

� 1

' 0(t)
(t � x)p dt; p > 2; (2)

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå êîíå÷íîìåðíîé ÷àñòè ïî Àäàìàðó [2]

H (' 0; x) = lim
" ! 0+

0

@
x� "Z

� 1

' 0(t)
(t � x)p dt +

1Z

x+ "

' 0(t)
(t � x)p dt �

 (x)
"p� 1

1

A ; (3)

ãäå

 (x) =
p� 2X

k=0

' (k)
0 (x)
k!

"k [1 + ( � 1)p� k ]
p � k � 1

:
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé p = 2 . Òîãäà

1Z

� 1

' 0(t)
(t � x)2 dt = lim

" ! 0+

0

@
x� "Z

� 1

' 0(t)
(t � x)2 dt +

1Z

x+ "

' 0(t)
(t � x)2 dt �

2' 0(x)
"

1

A : (4)

Â çàäà÷àõ ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àé, êî-

ãäà ' 0(t) èìååòñÿ â âèäå [1�3]

' 0(t) =
p

1 � t2 ' (t); ' 0(t) =
1

p
1 � t2

' (t);

' 0(t) =

r
1 + t
1 � t

' (t); ' 0(t) =

r
1 � t
1 + t

' (t);
(5)

ãäå ' (t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [� 1; 1].

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû è âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî

äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè p = 2 ìåòîäîì êâàäðàòóð, îñîáîå

çíà÷åíèå èìååò àïïðîêñèìàöèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî è ðåãóëÿðíîãî èíòåãðàëîâ,

ò. å. êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû. Ñ ó÷åòîì (5) ïîñòðîåíû ñëåäóþùèå êâàäðàòóðíûå

ôîðìóëû [4]:

1
�

1Z

� 1

p
1 � t2 ' (t)

(t � x)2 dt �
1

n + 1

nX

k=1

(� 1)k� 1(1 � x2
k )

(x � xk)2 �

�
�

� Tn+1 (xk ) + Tn+1 (x) � (n + 1)( x � xk )Un (x)
�
' (xk );

xk = cos
k�

n + 1
(k = 1 ; 2; : : : ; n);

(6)

1
�

1Z

� 1

1
p

1 � t2

' (t)
(t � x)2 dt �

1
n

nX

k=1

(� 1)k� 1
q

1 � x2
k

(x � xk )2 �

�
�
Un� 1(xk ) � Un� 1(x) + ( x � xk )

xUn� 1(x) � nTn (x)
1 � x2

�
' (xk );

xk = cos
(2k � 1)�

2n
(k = 1 ; 2; : : : ; n):

(7)

Un (x) = sin(n+1) arccos xp
1� x2 , Tn (x) = cos n arccosx � ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà.

Ïðèìåíÿÿ (6)�(7) è êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà [5�6], ïîñòðîåíû ñëåäóþ-

ùèå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû:

1
n+1

nX

k=1 ;
k6= j

(� 1)k� 1(1� x2
k )

(x j � xk )2

�
� Tn+1 (xk )+ Tn+1 (x j ) � (n+1)( x j � xk )Un (x j )

�
�

� ' (xk ) �
n + 1

2
' (x j ) +

1
n + 1

nX

k=1

(1 � x2
k )k(x j ; xk )' (xk ) = f (x j );

x j = cos
j�

n + 1
(j = 1 ; 2; : : : ; n);

(8)
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1
n

nX

k=1 ;
k6= j

(� 1)k� 1
q

1� x2
k

(x j � xk)2

�
� Un� 1(xk )+ Un� 1(x j )+( x j � xk)

x j Un� 1(x j ) � nTn(x j )
1� x2

j

�
�

� ' (xk ) +
� (n2 � 1)(1 � x2

j ) + 3 x2
j

2n(1 � x2
j )2 ' (x j ) +

1
n

nX

k=1

k(x j ; xk )' (xk ) = f (x j );

x j = cos
2j � 1

2n
� (j = 1 ; 2; : : : ; n):

(9)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü îïåðàòîð K èìååò îáðàòíûé. Ôóíêöèè k(x; t ) , f (x) ïðèíàä-

ëåæàò êëàññó H r (� ) . Òîãäà ïðè n òàêèõ, ÷òî

Cn�



 K � 1




 �

E
x
n (k(x; t )) + E

t
n (k(x; t ))

�
ln n < 1;

ñèñòåìà óðàâíåíèé (8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ñïðàâåäëèâà îöåíêà




 ' �

0 � ' �
0n




 6 O

�
ln n

nr + � � �

�
; 0 < � < �;

ãäå ' �
0 è ' �

0n � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) è (8) ,

' �
0n (t) =

nX

k=1

Un (t)
(t � xk)U0

n (xk )
' (xk ):

Ëèòåðàòóðà

1. Ìóñõåëèøâèëè Í. È. Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.�Ì.: Íàóêà, 1966.�720 ñ.

2. Ëèôàíîâ È. Ê. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûé ýêñïåðè-

ìåíò.�Ì.: ÒÎÎ ßíóñ, 1995.�520 ñ.

3. Áîéêîâ È. Â., Áîéêîâà À. È., Ñ�åìîâ Ì. À. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé I ðîäà // Èçâ. âóçîâ. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. Ôèç.-ìàò. íàóêè.�

2015.�• 3 (35).�Ñ. 11�27.

4. Ïëèåâà Ë. Þ. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà äëÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëîâ íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ // Ñèá. æóðí. âû÷èñëèò. ìàò.�2016.�Ò. 19, • 4.�

Ñ. 413�422.

5. Õóáåæòû Ø. Ñ. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ è íåêîòîðûå èõ

ïðèìåíåíèÿ.�Âëàäèêàâêàç, 2011.�235 ñ.

6. Êðûëîâ Â. È. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ.�Ì.: Íàóêà, 1967.�500 ñ.

139



Ñåêöèÿ I I I

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÎÑÖÈËËßÒÎÐ ÄÓÔÔÈÍÃÀ

À. À. Àëèâåðäèåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Â. Ä. Áåéáàëàåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Ð. Ð. Ìåéëàíîâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÈÏÃ ÄÍÖ ÐÀÍ) ,

Ì. À. Íàçàðàëèåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ)

Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ãäå ðå-

àëèçóþòñÿ èäåè äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà è ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè îáóñëîâ-

ëåí òåì, ÷òî çàêîíîìåðíîñòè òàêèõ ñèñòåì ñòàíîâÿòñÿ áàçîâûìè äëÿ óñòàíîâëå-

íèÿ ñóùíîñòè øèðîêîãî êðóãà ÿâëåíèé, îõâàòûâàÿ íå òîëüêî ôèçè÷åñêèå, íî è

õèìè÷åñêèå, ãåîôèçè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå, ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå ñèñòåìû.

Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ, íå òîëüêî õàðàêòåðíûå

äëÿ òàêèõ ñèñòåì, íî è íåñòàíäàðòíûå [4].

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ íåëèíåéíûì

óðàâíåíèåì ñ îïåðàòîðàìè äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Caputo [1] âèäà:

@�
0t (@

�
0t x(t)) + k� � @�

0t x(t) + f (x) = P(t); (1)

ãäå k � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, f (x) � íåëèíåéíàÿ âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà,

P(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà T .

Ïåðèîäè÷åñêèå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, îïèñàííûå ýòèì óðàâíåíèåì, ïðå-

äîñòàâëÿþò øèðîêèé ñïåêòð èíòåðåñíûõ ÿâëåíèé, êîòîðûå õàðàêòåðíû äëÿ ïî-

âåäåíèÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêèå êàê ðåãóëÿðíîå è õàîòè÷åñêîå

äâèæåíèå, ñîñóùåñòâóþùèå àòòðàêòîðû, ðåãóëÿðíûå è ôðàêòàëüíûå ãðàíèöû

îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ, à òàêæå ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ áèôóðêàöèÿ.

Óðàâíåíèå (1) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé íåàâòîíîìíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû

(
@�

0t x(t) = X (t; x; y );

@�
0t y(t) = Y (t; x; y );

(2)

ãäå X (t; x; y ) è Y(t; x; y ) � íåïðåðûâíûå â çàäàííîé îáëàñòè ôóíêöèè, îáå ïåðè-

îäè÷íû ïî t ñ ïåðèîäîì T .

Â ðàáîòå èññëåäîâàëè ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (1):

@�
0t (@

�
0t x(t)) + k� � @�

0t x(t) + � � � x + x3 = B � cos(t): (3)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3) â âèäå ñèñòåìû

(
@�

0t x(t) = y;

@�
0t y(t) = � k� � y � � � x � x3 + B � cos(t):

(4)

Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçàííàÿ ñ åãî èíâàðèàíòíîñòüþ ïðè ïîäñòàíîâêå

� x �! x , � y �! y , t + � �! t îçíà÷àåò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ òàêæå
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ñèììåòðè÷íà ñàìà ñåáå ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïëîñêîñòè Oxy . Â ñëó-

÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ýòîò ïðèíöèï íàðóøàåòñÿ,

ò. å. ïðè èçìåíåíèè çíàêà âðåìåíè t �! � t , â ñëó÷àå äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ñî-

ñòîèò â çàìåíå (� t)� �! t � � (cos(� � � ) + i � sin(� � � )) :
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê äðîáíûì ïðîèçâîäíûì ïî âðåìåíè ÷àñòü ïðî-

öåññà ñîîòâåòñòâóåò îáðàòèìûì, äðóãàÿ ÷àñòü íåîáðàòèìûì ïðîöåññàì. Òàêîå

ñî÷åòàíèå îáðàòèìûõ è íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò âîçìîæ-

íîñòü îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ ïðè ïåðåõîäå ê äðîáíûì ïðîèçâîäíûì.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (4) íàøëè ÷èñëåííûì ìåòîäîì ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìó-

ëàì [2]

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

x1 = x0 + �(2 � � ) � � � � y0;

xn+1 = xn � � � � 1
n� 1P

k=0
(xk+1 � xk)

�
t1� �
n� k+1 � t1� �

n� k

�
+ �(2 � � )� � yn ;

y1 = y0 + �(2 � � )� �
�
� k� y0 + � � x0 � x3

0 + B cos(t0)
�

;

yn+1 = yn � � � � 1
n� 1P

k=0
(yk+1 � yk )

�
t1� �
n� k+1 � t1� �

n� k

�
+

+ �(2 � � )� �
�
� k� yn + � � xn � x3

n + B cos(tn )
�

; n = 1 ; 2: : :

(5)

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê äðîáíûì ïðîèçâîäíûì ïðîèñõîäèò òîïîëî-

ãè÷åñêîå èçìåíåíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì â ôàçîâîé ïëîñêîñòè èìååòñÿ

óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ïðè � = 0 :75.

Âûâîäû: Íàëè÷èå óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïî-

êàçûâàåò, ÷òî â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå óñòàíîâèëèñü íåçàòóõàþùèå ïåðèîäè÷å-

ñêèå êîëåáàíèÿ. Àìïëèòóäà è ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ

íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-

ðîâ ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ è

ïîêàçàòåëü äðîáíîé ïðîèçâîäíîé.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÑÅÄÀÍÈß ÃÐÓÍÒÎÂÛÕ ÂÎÄ

ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÏÎËÓÏÐÎÍÈÖÀÅÌÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ

È ÄÐÅÍÀÆÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

È. Â. Àôàíàñêèíà (Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ) ,

Â. È. Äîðîôååâà (Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ) ,

Ê. Ã. ×èñòÿêîâà (Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó îá îäíîâðåìåííîé ôèëüòðàöèè äâóõ æèäêî-

ñòåé â ïîðèñòîé ñðåäå â ïîñòàíîâêå Ëåéáåíçîíà � Ìàñêåòà ïðè íàëè÷èè äðåíàæ-

íîãî óñòðîéñòâà è îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîëóïðîíèöàåìûõ âêëþ÷åíèé ïðîèç-

âîëüíîé ôîðìû [1]. Ïðè ïðåíåáðåæåíèè âÿçêîñòüþ è ïëîòíîñòüþ âíåøíåé æèä-

êîñòè ïîëó÷àåì ñèñòåìó èíòåãðàëüíîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé, êî-

òîðàÿ îïèñûâàåò îïóñêàíèå ãðóíòîâûõ âîä ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è ïðè

íàëè÷èè äðåíàæíîãî óñòðîéñòâà äëÿ îòêà÷êè âîäû è îäíîãî ïîëóïðîíèöàåìîãî

âêëþ÷åíèÿ â ïëàñòå ãðóíòà:

gt (�x; t ) � 2
X

k= S1 ;t

G[gk ; L k ](�x; t ) = � 2�(� x)K 1 + 2 � 0;

gS1 (�x; t ) � 2� S1

X

k= S1 ;t

G[gk ; L k ](�x; t ) = 0 ;

ãäå

G[gk ; L k ](�x; t ) =
Z

L k

gk (�y) 
(� x; �y) dly ;


(� x; �y) =
@� 1(�x; �y)

@ny
; � S1 =

(K (�x) � K 1(�x))
(K (�x) + K 1(�x))

;

� 1(�x; �y) � ôóíêöèÿ Ãðèíà � ïîòåíöèàë ñòîêà ñ ïîëíûì ðàñõîäîì, ðàâíûì � 1,

�(� x) = � x2 � ïîòåíöèàë ñèëû òÿæåñòè, K (�x) � ïðîíèöàåìîñòü âíå çàìêíóòîãî

êîíòóðà L S1 , K 1(�x) � ïðîíèöàåìîñòü âíóòðè çàìêíóòîãî êîíòóðà L S1 , ãðàíèöû

L S1 è L t âõîäÿò â îáëàñòü ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ ãðàíèöû L t :

@�x
@t

= V0 +
X

k= S1 ;t

V [gk ; L k ](�x) íà L t :

Çäåñü V0 = Kgrad � 0 � ñêîðîñòü êâàçèïîòåíöèàëà íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ � 0 .

Îáëàñòü ñîâìåñòíîé ôèëüòðàöèè æèäêîñòåé îãðàíè÷åííà íåïðîíèöàåìîé

ïðÿìîé L I , ðàçäåëÿþùåé ãðóíò è íåïðîíèöàåìûå ïîðîäû. Çàäà÷à èññëåäîâà-

ëàñü ïðè íàëè÷èè îäíîãî âêëþ÷åíèÿ ïðè � S1 = 0 :6. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ âûñîòà

áóãðà H0 = 1 :35. Íà ðèñ. 1 ïîñòðîåíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîëîæåíèÿ ïîäâèæ-

íîé ãðàíèöû L t ïðè n = 700 , q = 1 :5 â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0; 1
3T ; 2

3T ; T , ãäå

T = 2 :55 � âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ñòîêà, à íà ðèñ. 2 � ïîëå ñêîðîñòåé â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 .
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Ðèñ. 1. Ïðîöåññ îñåäàíèÿ ãðóíòîâûõ âîä â îäíîðîäíîì ñëîå

ïðè n = 700 , dt = 0 :005, � S1 = 0 :6, q = 1 :5.

Ðèñ. 2. Ïîëå ñêîðîñòåé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
ïðè n = 700 , q = 1 :5, � S1 = 0 :6.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëü-

íîé ôîðìû ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçìåùåíèè âêëþ÷åíèé è äðåíàæíîãî óñòðîéñòâà

â îáëàñòè ïðîöåññà.
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ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÃÐÀÍÈÖÛ

ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÑÒÈ ÏÎ ÈÇÌÅÐÅÍÈßÌ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎËß

1

Ã. Á. Áàêàíîâ (Êàçàõñòàí, Òóðêåñòàí; ÌÊÒÓ) ,

À. Ñ. Êàñûìáåêîâ (Êàçàõñòàí, Òóðêåñòàí; ÌÊÒÓ) ,

Ì. À. Ñóëòàíîâ (Êàçàõñòàí, Òóðêåñòàí; ÌÊÒÓ) ,

Á. Á. Óñòåìèðîâà (Êàçàõñòàí, Òóðêåñòàí; ÌÊÒÓ)

Çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòè ïî èçìåðåíèÿì àêóñòè÷å-

ñêîãî ïîëÿ âîçíèêàåò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ àêóñòèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè. Ïðè ýòîì

ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

ýòèõ çàäà÷ [3, 4]. Äëÿ áîëüøèíñòâà ñëó÷àåâ íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå

òàêèõ çàäà÷, ïîýòîìó áîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèëîæåíèé

èìååò ñîçäàíèå ÷èñëåííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ãðàíè-

öû ðàññåèâàþùåé íåîäíîðîäíîñòè ïî èçìåðåíèÿì ñêàëÿðíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ,

âîçáóæäàåìîãî íåêîòîðûì èñòî÷íèêîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü ðàñïîëîæå-

íèÿ èñòî÷íèêîâ Q è ðàññåÿííàÿ íåîäíîðîäíîñòüþ îáëàñòü èçìåðåíèÿ ïîëÿ P íå

ïåðåñåêàþòñÿ ñ îáëàñòüþ 
 , ñîäåðæàùåé ðàññåèâàòåëü. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ

â âîëíîâîì ïðèáëèæåíèè, à ðåøåíèå èùåòñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3
.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñðåäà îäíîðîäíà âíå ñôåðû äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà

è ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé îïèñûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì âèäà

exp(� i!t ) , ïîëó÷èì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà:

� u(r; q; ! ) + k0u(r; q; ! ) = f (! )� (r � q); r âíå 
 ;

� u(r; q; ! ) + k2(r; ! )u(r; q; ! ) = 0 ; r â 
 ;
�
u(r; q; ! )

�
= 0 ;

�
@u(r; q; ! )

@jr j

�
= 0 ; r 2 @
 ;

u(r; q; ! ) = O
�

1
jr j

�
;

@u(r; q; ! )
@jr j

� ik 0u(r; q; ! ) = o
�

1
jr j

�
; r ! 1 :

(1)

Çäåñü ! � ÷àñòîòà àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, f (! )� (r � q) îïèñûâàåò âîçìóùåíèå

ñðåäû òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå q, [ ] îçíà÷àåò ðàçðûâ

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä, à ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ â (1) �

óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà k(r; ! ) âî âòîðîì

óðàâíåíèè ñèñòåìû (1), êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò íåèçâåñòíóþ íåîäíî-

ðîäíîñòü. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíà â çàäà÷àõ àêóñòè-

÷åñêîé òîìîãðàôèè [2, 5].

1

Ðàáîòà îñóùåñòâëåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðåñ-

ïóáëèêè Êàçàõñòàí, ïðîåêò • 0115PK00681.
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Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðåøåíà ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ íåîäíîðîäíî-

ñòè, èìåþùèé ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê íåëèíåéíîìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ, ÷èñ-

ëåííîå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðîâîäèëîñü íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ðåãóëÿðèçèðó-

þùåãî àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà � Ãàóññà [1].
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ON THE DYNAMICS OF HIV-AIDS AND CRYPTOSPORIDIOSIS

E. Bonya (Ghana, Kumasi; Kumasi Polytechnique) ,

K. O. Okosun (South Africa, Vanderbijlpark; VUT)

In this pap er a mathematical mo del for HIV-cryptosp oridium co-infection dy-

namics is investigated to give a theoretical mathematical account of the impact of

cryptosp oridiosis on HIV/AIDS dynamics. The mo del steady states are analyzed.

The disease-free equilibrium is shown to b e lo cally asymptotically stable when the

associated epidemic basic repro duction numb er for the mo del is less than unity.

The HIV/AIDS mo del only and the cryptosp oridiosis only mo del are each found to

exhibit transcritical and backward bifurcation phenomena resp ectively. While the co-

infection mo del exhibits the p ossibility of multiple endemic equilibria. Furthermore,

the e�ect of the presence of each infection on the endemicity of the other is

investigated and presented numerically.
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CASCADES AND MIXING IN STRATIFIED FLUIDS

C. Brouzet (France, Lyon; ENS de Lyon) ,

T. Dauxois (France, Lyon; ENS de Lyon) ,

E. V. Ermanyuk (Russia, Novosibirsk; LIH SB RAS) ,

I. Sibgatullin (Russia, Moscow; MSU)

Intro duction

In contrast to the atmosphere of the Earth, the driving force of the Ocean is

not a heat engine. Vertical mechanisms of energy transfer due to thermal pro cesses

and wind play signi�cant role mostly in the vicinity of the surface of the Ocean.

Meanwhile the global dynamics of the Ocean is greatly a�ected by deep water

pro cesses and mixing, which are studied in much a lesser extent, exp erimentally

as well theoretically.

Internal waves in strati�ed media give an imp ortant class of energy transfer

in the Ocean. They may form due to tidal motions or �ows past orography. In

1995 Leo Maas discovered an amazing feature of internal gravity waves: in some

geometries of the containers the waves, emitted by mono chromatic source may after

multiple re�ections from b oundaries form certain pathways. These pathways, which

were named internal waves attractors , accumulate almost all the energy of the wave

motions in the containers. The works by Leo Maas were followed by a great amount

of works devoted to formation and b ehavior of the attractors, so now we have

conventional theory for the app earance of small amplitude internal wave attractors.

This is why the principal fo cus of researches is now on the nonlinear prop erties

of large amplitude internal wave attractors. For such cases the motion can not b e

describ ed with the help of linearised equations. Internal wave attractors may b ecome

unstable, turbulent, they may change structure with time, change background

strati�cation and manifest other nonlinear prop erties.

In recent years in ENS de Lyon a numb er of metho ds for analysis of exp erimental

results have b een develop ed.

Despite remarkable success in exp erimental study of wave attractors there are

signi�cant intrinsic constraints in convectional exp erimental approaches like PIV

or Schlieren. These constraints can b e overcomed by direct numerical simulation,

provided that it is reliable. The exp erimental setup p ossess very large scales interval

b ecause of very high Prandtl�Schmidt numb er. This is why till recently such

numerical research were not p ossible, and numerical mo delling dealt with linear or

weakly nonlinear mo des only. In these works �nite volume metho d was used for

numerical simulation, and realisation of �nite volume metho d was based on MIT

co de of general circulation mo del. These pap ers supp orted the theory of formation of

internal wave attractors. At the same time the authors confessed that their numerical

approach could only give insight on formation of the attractor but it is not reliable on

large time intervals or in strongly nonlinear mo des due to high numerical viscosity.
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Only recently careful 3D direct numerical simulation was carried out, and for the

�rst time hydro dynamical �elds of the exp eriments and direct numerical simulation

were in corresp ondence within 10% for linear, as well for nonlinear mo des.

Numerical Setup and Results

The mathematical mo del closely follow the exp eriments b eing carried out at Ecole

Normal Sup erior de Lyon [1, 2].

In the nonlinear regime, 3D numerical simulations correctly repro duce the

dynamics of the exp erimentally observed triadic resonance in terms of spatial and

temp oral parameters of primary and secondary waves (frequencies, wave numb ers).

The measurements of the �ne parameters of the calculated internal wave patterns

are p erformed by applying exactly the same technique as in exp eriments, with a

systematic use of the Hilb ert transform. This yields very strong quantitative evidence

that, b oth numerically and exp erimentally, we observe exactly the same scenario of

triadic resonance. Recent 2D calculations of the nonlinear instability in rotating

�uids are qualitatively similar but less conclusive quantitatively due to the lack of

comparison with the exp erimental data.

The problem presents a complete cascade of triadic interactions transferring

energy from large-scale mono chromatic input to multi-scale internal-wave motion,

and subsequent cascade to mixing. So we can supp ose presence of interesting

signatures of discrete wave turbulence in a strati�ed idealized �uid problem.

Moreover, we have shown how extreme vorticity events lead to mixing that o ccurs

in the bulk of the �uid.

Direct numerical simulation of large amplitude internal wave attractors have

shown the presence of folding structures in the wall regions of the container.

They app ear as a result of oscillating wave-like rotating motions of �uid near the

b oundaries. Since the b oundaries are imp ermeable for salt and ratio of di�usion

of motion and of concentration is very high ( Sm = 700 ), these folding structures

are not quickly dissipated and propagate to the interior of the domain, where they

interact with the background �ow and in�uence mean strati�cation on long time

p erio ds. Since the precess is highly nonlinear and application conventional numerical

metho ds is often criticized, careful exp erimental investigation is now needed fully

describ e this phenomena.

References
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Ê ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÞ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÕ

ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ Â ÝËÅÊÒÐÎÓÏÐÓÃÈÕ ÒÅËÀÕ

1

À. Î. Âàòóëüÿí (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ ÐÀÍ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ) ,

Â. Â. Äóäàðåâ (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ ÐÀÍ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ) ,

Ð. Ä. Íåäèí (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÂÍÖ ÐÀÍ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

Òåîðèè ëèíåàðèçîâàííûõ ìîäåëåé óïðóãèõ è ýëåêòðîóïðóãèõ òåë ïðè íàëè-

÷èè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî íà÷àëîñü ñ íà÷àëà ÕÕ âå-

êà, êîãäà â 1913 ã. Ð. Â. Ñàóñâåëë ïîëó÷èë ñîîòíîøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé

òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äëÿ îäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ äîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà

ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ. Âïîñëåäñòâèè ýòà òåîðèÿ áûëà äîðàáîòàíà è ðàçâèòà

Ê. Â. Áèöåíî, Õ. Ãåíêè, Ì. À. Áèî, Å. Òðåôôòöåì è Õ. Íåéáåðîì, À. Å. Ãðèíîì,

Ð. Ñ. Ðèâëèíîì è Ð. Ò. Øèëäîì. Ïîëó÷åííûå èìè ìîäåëè áûëè âïîñëåäñòâèå

äîïîëíåíû è èñïîëüçîâàíû Â. Â. Íîâîæèëîâûì, Ê. Òðóñäåëëîì, À. È. Ëóðüå,

Ë. Ì. Çóáîâûì, Ê. Âàñèäçó, À. Í. Ãóçåì, À. Õîãåð, ×.-C. Ìàíîì, Ë. Ðîáåðòñîíîì,

Î. Ç. Êðàâ÷èøèíûì è Â. Ô. ×åêóðèíûì è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Çàìåòèì,

÷òî ÷àñòî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÏÍ) èñïîëüçóåò-

ñÿ ìîäåëü îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé, â òî æå âðåìÿ ïî÷òè âñåãäà â

ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ, âêëþ÷àÿ ïüåçîýëåêòðèêè, ÏÍÄÑ ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîä-

íûì è çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñ òî÷êè

çðåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ÏÍÄÑ â òåëàõ, íà

ñåãîäíÿøíèé äåíü â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå íàáëþäàåòñÿ íåõâàòêà îáçîðíûõ ñòàòåé

èëè ìîíîãðàôèé ïî ýòîé òåìå. Îäèí èç íàèáîëåå ïîëíûõ îáçîðîâ ïî ýòîé òåìå

áûë ñîñòàâëåí Æ.-Á. Êóàíãà [1], â êîòîðîì ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ìîäåëü ÏÍ äëÿ

çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè. Â òî æå âðåìÿ âîïðîñ î òîì, êàêèå èìåííî ìîäåëè

àäåêâàòíî îïèñûâàþò íàëè÷èå ÏÍ â óïðóãèõ è ýëåêòðîóïðóãèõ òåëàõ, ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé âàæíóþ ïðîáëåìó ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Íåîá-

õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé ðàçðàáîòêå ìîäåëåé è ðàñ÷åòó

ñòåðæíåé è ïëàñòèí ñ ó÷åòîì ÏÍÄÑ è ñâÿçàííûõ ïîëåé, îòíîñèòåëüíî ìàëî.

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåé ðåêîíñòðóêöèè ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðå-

ìåííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Çà÷àñòóþ ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë îäíîðîäåí, è åãî ñâîéñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì

ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ. Â òî æå âðåìÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ãèïîòåçà îä-

íîðîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåàäåêâàòíîé, è ñâîéñòâà èññëåäóåìîãî îáúåêòà íåîáõî-

äèìî ìîäåëèðîâàòü ñ çàâèñèìîñòüþ îò êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèñóùå

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ñòðà-

òåãè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ • 1 ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëå-

ìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿ (114072870112) ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîä-

íîðîäíûõ è ìíîãîôàçíûõ ñòðóêòóð¿, Ïðîåêòà ÌèíÎáðÍàóêè ÐÔ, • 9.665.2014/K, Ãðàíòà

Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ÌÊ-5440.2016.1, Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêòû • 16-01-00354, • 16-38-60157 ìîë_à_äê.
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êîíñòðóêöèÿì, âûïîëíåííûõ èç íåîäíîðîäíûõ ïüåçîàêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ, òà-

êèõ êàê ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ïüåçîýëåêòðèêè (ÔÃÏÝ), ñâîéñòâà êîòî-

ðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì ôóíêöèé; âèä ýòèõ ôóíêöèé óñòàíàâëèâàåòñÿ èç

ýêñïåðèìåíòîâ, à îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ

àïïàðàòà êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî

ñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðîáëåìó. Çíàíèå ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíî-

ðîäíîãî ïüåçîýëåìåíòà ïîçâîëÿåò îöåíèòü åãî ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà è âîç-

ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â êîíêðåòíîì ïðèáîðå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà î êîëå-

áàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî òåëà, ïîçâîëÿþùàÿ ìî-

äåëèðîâàòü ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ ïðî-

èçâîëüíûì òèïîì ìàòåðèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè; â ÷àñòíîñòè, ñ åå ïîìîùüþ

ìîæíî îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ÔÃÏÝ, çàäàâàÿ íåîäíîðîäíûå çàêîíû

èçìåíåíèÿ óïðóãèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ìîäóëåé, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ýôôåêòèâíûõ

õàðàêòåðèñòèê. Ñôîðìóëèðîâàíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îáùåé ñëàáîé ïîñòàíîâ-

êè èñõîäíîé çàäà÷è. Íà îñíîâå îäíîé èç ïîñòðîåííûõ ôîðì ñëàáûõ ïîñòàíîâîê

ñôîðìóëèðîâàí îáùèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ïüåçîóïðóãîãî íåîäíîðîäíî-

ãî òåëà â óñëîâèÿõ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Íà áàçå ïîñòðîåííûõ îáùèõ ñëàáûõ è âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê ìîæíî ïîëó-

÷àòü ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿ-

æåííûõ ýëåêòðîóïðóãèõ òåë, ïðèíÿâ ñîîòâåòñòâóþùèå óïðîùàþùèå ãèïîòåçû.

Òàêæå ýòè ïîñòàíîâêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ñîîò-

íîøåíèé âçàèìíîñòè, îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ

ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïî èäåíòèôèêàöèè ôàêòîðîâ ïðåäâàðè-

òåëüíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èëè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ îáùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ

ñôîðìóëèðîâàíû ïîñòàíîâêè çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíè-

ÿõ ïüåçîóïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ñòåðæíÿ è îá

óñòàíîâèâøèõñÿ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ïüåçîóïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî òîíêîãî

äèñêà.

Ëèòåðàòóðà

1. Kuang Z. B. Theory of Electro elasticity.�Heidelb erg�N. Y.: Springer, 2014.�431 p.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÀÝÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ

ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÃÎÐÎÄÑÊÎÉ ÇÀÑÒÐÎÉÊÈ

Ì. Â. Âîëèê

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò, ÞÌÈ)

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àýðîäèíàìèêè ýëåìåíòà

ãîðîäñêîé çàñòðîéêè â ôîðìå êóáà, èìèòèðóþùåãî îäèíî÷íûé äîì. Èñïîëüçî-

âàëèñü ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå Op enFoam è óäà-

ëåííûé äîñòóï ê ñóïåðêîìïüþòåðó Web-ëàáîðàòîðèè UniHUB ( www.unihub.ru )

ïî ïðîãðàììå ¾Óíèâåðñèòåòñêèé êëàñòåð¿ ( www.uniclaster.ru ).

Ðåøàåìàÿ â Op enFoam çàäà÷à îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò: íà÷àëüíûå è ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ; ðàñ÷åòíóþ ñåòêó è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà; ïàðàìåòðû èíòåãðèðî-

âàíèÿ óðàâíåíèé. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äâèæóùèéñÿ âîçäóõ ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòüþ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ

ñòàíäàðòíûé ðåøàòåëü pimpleFoam äëÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé âêëþ÷àëà óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ

èìïóëüñà. Òóðáóëåíòíîñòü ìîäåëèðîâàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé K -

ýïñèëîí ìîäåëè, äëÿ êîòîðîé ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

òóðáóëåíòíîñòè è ñêîðîñòè åå äèññèïàöèè [1, 2].

Ðàçìåðû ýëåìåíòà ãîðîäñêîé çàñòðîéêè â ôîðìå êóáà, èìèòèðóþùåãî îäè-

íî÷íûé äîì, ñîñòàâèëè 20ì � 20ì � 20ì. Ðàññòîÿíèå îò âõîäíîé ãðàíèöû äî ïðå-

ïÿòñòâèÿ âûáèðàëîñü ðàâíûì äåñÿòè åãî âûñîòàì, ðàññòîÿíèå îò ïðåïÿòñòâèÿ äî

âûõîäíîé ãðàíèöû � äâàäöàòè âûñîòàì, ðàññòîÿíèå îò íèæíåé ãðàíèöû ðàñ÷åò-

íîé îáëàñòè äî âåðõíåé � ïÿòè âûñîòàì, ðàññòîÿíèå îò ïðåïÿòñòâèÿ äî áîêîâûõ

ãðàíèö � äâóì âûñîòàì. Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ìîäåëèðîâàëñÿ ïîòîê âîçäóõà ñëå-

âà íàïðàâî.

Ïîëó÷åíî, ÷òî ïîòîê âîçäóõà îáòåêàåò ïðåïÿòñòâèå ñâåðõó, çàòÿãèâàåòñÿ âíèç

òàêèì îáðàçîì, ÷òî âáëèçè ïîäâåòðåííîé ñòîðîíû äîìà îáðàçóåòñÿ äâà ñèììåò-

ðè÷íûõ âèõðÿ ïî îáå ñòîðîíû îò ñåðåäèíû äîìà âäîëü îñíîâíîãî ïîòîêà. Ñáîêó

îò äîìà îáðàçóåòñÿ íåáîëüøîé âèõðü, êîòîðûé ïðèæèìàåòñÿ îñíîâíûì ïîòîêîì

ê áîêîâûì ñòåíêàì äîìà.

Â ñëåäå çà ïðåïÿòñòâèåì ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ íàáëþäàåòñÿ ïî öåí-

òðó. Âîçäóõ â ñèììåòðè÷íûõ âèõðÿõ ó íèæíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïåðå-

ìåùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì â ñëåäå

ïî öåíòðó ïðåïÿòñòâèÿ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíî, ÷òî íà ðàññòîÿíèè 5 ì îò ïîäâåò-

ðåííîé ñòîðîíû äîìà ñêîðîñòü âîçäóõà íèæå, ÷åì íà ðàññòîÿíèè 10 ì. Çàòåì, ïî

ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò äîìà âäîëü íèæíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

áîëåå, ÷åì íà 10 ì, ñêîðîñòü ïîòîêà âîçäóõà ñíèæàåòñÿ.

Êðîìå òîãî, íà óðîâíå êðûøè äîìà ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò ïîäâåòðåí-

íîé ñòîðîíû ïðåïÿòñòâèÿ ñêîðîñòü áîëüøå, ÷åì âáëèçè íèæíåé ãðàíèöû ðàñ÷åò-

íîé îáëàñòè.

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ êàðòèíà òå÷åíèÿ âîçäóõà äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáðàçóþùàÿñÿ âèõðåâàÿ
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ñòðóêòóðà ìîæåò ïðèâåñòè ê áûñòðîìó ïåðåíîñó ãàçîîáðàçíûõ çàãðÿçíÿþùèõ

âåùåñòâ íà óðîâíå êðûøè äîìà è, íàîáîðîò, èõ íàêîïëåíèþ â îáëàñòè íèæíåé

ãðàíèöû íà ïîäâåòðåííîé ñòîðîíå äîìà.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

ÊÀÊ ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÎÂ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈß

ÏÐÈÍÈÌÀÅÌÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÏÎ ÂÛÁÎÐÓ ÎÁÚÅÌÎÂ ÂÛÏÓÑÊÀ

ÇÀÃÎÒÎÂÎÊ È ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÌÎÄÅÐÍÈÇÀÖÈÈ

ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ñ. È. Ãðà÷åâ (Ðîññèÿ, Ñàìàðà; Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò) ,

À. Ñ. Êëåíòàê (Ðîññèÿ, Ñàìàðà; Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò)

Â óñëîâèÿõ âûñîêîé êîíêóðåíöèè â òàêèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè êàê ìà-

øèíîñòðîåíèå ïðîèçâîäèòåëè ïîñòîÿííî áîðþòñÿ çà ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ,

÷òî çàñòàâëÿåò èõ ñîâåðøåíñòâîâàòü ïîäõîäû ê îðãàíèçàöèè è óïðàâëåíèþ ïðî-

èçâîäñòâîì. Ïðàêòèêà îðãàíèçàöèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íà ìàøèíîñòðîèòåëüíîì

ïðåäïðèÿòèè ïîêàçûâàåò íàëè÷èå çíà÷èòåëüíûõ ðåçåðâîâ â ïîâûøåíèè ýôôåê-

òèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ýíåðãîðåñóðñîâ. Ñîâåðøåíñòâîâàíèå îð-

ãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà â îáëàñòè ïîâûøåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè

ìîæåò îáåñïå÷èòü ñîêðàùåíèå ïîòåðü ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ è ïîâûñèòü îá-

ùóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðîèçâîäñòâà.

Âìåñòå ñ òåì ñëîæèâøèåñÿ ïîäõîäû ê îðãàíèçàöèè è óïðàâëåíèþ ïðîèçâîä-

ñòâîì è âûïîëíåíèþ ïðîèçâîäñòâåííîé ïðîãðàììû íå âñåãäà ó÷èòûâàþò ðåçåð-

âû ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ. Îäíîé

èç ïðè÷èí ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ìîäåëåé è ìåòîäèê ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà äëÿ ïðèîðèòåòíîãî âûáîðà

ïðîâåäåíèÿ íà íèõ ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ìåðîïðèÿòèé ñ ó÷åòîì ýêñåðãåòè÷åñêîãî

ìåòîäà.

Ëèòåéíûõ öåõ, íàõîäÿñü íà ñòàðòå ïðîèçâîäñòâåííî-òåõíîëîãè÷åñêîãî öèêëà

ìàøèíîñòðîèòåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ, îïðåäåëÿåò ñîáîé ðàáîòó âñåãî ïðåäïðèÿ-

òèÿ â öåëîì. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà ÿâëÿåòñÿ îáåñ-

ïå÷åíèå ðèòìè÷íîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè â óñòàíîâëåííîì îáúåìå è íîìåíêëàòó-

ðå ïðè ðàöèîíàëüíîì ïîòðåáëåíèè ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëà

ðàçðàáîòàíà ìîäåëü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âûïóñêà îáúåìîâ èçäåëèé ëèòåéíîãî

öåõà ìàøèíîñòðîèòåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñ ñåðèéíûì òèïîì ïðîèçâîäñòâà.

Â îòëè÷èå îò ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, öåëåâàÿ ôóíê-

öèÿ äàííîé ìîäåëè ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ � îáùåãî èçìåíåíèÿ ôàêòè-

÷åñêîé ñåáåñòîèìîñòè (óñëîâíî ïåðåìåííûõ çàòðàò) íà âûïóñêå çàãîòîâîê êàæ-

äîãî âèäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàíîâîé ñåáåñòîèìîñòüþ. Èñïîëüçîâàíèå òàêîé öåëå-

âîé ôóíêöèè îòðàæàåò ðåàëüíî ñóùåñòâóþùóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü ëèòåéíîãî

ïðîèçâîäñòâà â ñíèæåíèè çàòðàò íà âûïóñê çàãîòîâîê è âëèÿíèå ðàáîòû ëèòåé-

íîãî öåõà íà äðóãèå öåõà � ïîòðåáèòåëè çàãîòîâîê è ïðåäïðèÿòèÿ â öåëîì ïî

ðåàëèçàöèè èìåþùèõñÿ çàêàçîâ.

Êðîìå òîãî, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ñôîðìèðîâàíà ìîäåëü

ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ òåõ-

íîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ëèòåéíîãî ïðîèçâîäñòâà ìàøèíîñòðîèòåëüíîãî ïðåäïðè-

ÿòèÿ äëÿ ïðèîðèòåòíîãî âûáîðà ïðîâåäåíèÿ íà íèõ ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ìåðîïðè-

ÿòèé, íàïðàâëåííûõ íà ïîâûøåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè.
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Öåëåâîé ôóíêöèåé â ïîëó÷åííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöè-

àë ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè ýëåìåíòà òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåñ-

ñà ëèòåéíîãî öåõà.

Òàêæå äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïðîâåäåíèè ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ìåðîïðèÿ-

òèé âàæíûì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ îöåíêà çàòðàò, êîòîðûå íåñåò ïðåäïðèÿòèå íà

äàííîì ó÷àñòêå. Ïîýòîìó â ìîäåëü áûëà ââåäåíà çàòðàòíàÿ ôóíêöèÿ, êàê ñóììà

çàòðàò íà ýíåðãîðåñóðñû è ýêîëîãè÷åñêèå ïëàòåæè íà ðàññìàòðèâàåìîì òåõíî-

ëîãè÷åñêîì ïîòîêå ìàøèíîñòðîèòåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ.
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ÎÁ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÏÐÅÄÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ

Â ÝËÅÊÒÐÎÓÏÐÓÃÎÌ ÄÈÑÊÅ

1

Â. Â. Äóäàðåâ (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ) ,

Ð. Ì. Ìíóõèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ (ÏÍ) � íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ

â îáúåêòå ïðè îòñóòñòâèè íàáëþäàåìûõ íàãðóçîê. Â ýëåêòðîóïðóãèõ òåëàõ îíè

ìîãóò âîçíèêàòü êàê â ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà, òàê è â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ñêðû-

òûõ íàãðóçîê. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíà çàäà÷à îá óñòàíî-

âèâøèõñÿ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãîãî äèñêà ïîëÿðèçîâàííîãî ïî

òîëùèíå. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ïëîñêîå íåîäíîðîäíîå ïîëå ÏÍ, ñî-

çäàííîå äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ ïóòåì ïî-

äà÷è ïåðåìåííîé ðàçíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà ýëåêòðîäèðîâàííûå

òîðöû äèñêà. Íà îñíîâå ñîâðåìåííîé ìîäåëè ýëåêòðîóïðóãîãî ïðåäâàðèòåëüíî

íàïðÿæåííîãî òåëà [1] ñôîðìóëèðîâàíû óðàâíåíèå êîëåáàíèé è ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ. Ó÷èòûâàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðîâå-

äåíî îñðåäíåíèå ïî òîëùèíå äèñêà. Äëÿ îáùíîñòè ðàññìîòðåíèÿ îñóùåñòâëåíî

îáåçðàçìåðèâàíèå çàäà÷è. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ñìåùåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåîä-

íîðîäíîñòè ïîëÿ ÏÍ ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííî íà îñíîâå ìåòîäà ïðèñòðåëêè. Äàíà

îöåíêà òî÷íîñòè ñîñòàâëåííîé ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîñòîÿí-

íûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ïðîâåäåí

àíàëèç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ñìåùåíèÿ, àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàê-

òåðèñòèêè äèñêà, èçìåðåííîé íà âíåøíåé ãðàíèöå, à òàêæå ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ

÷àñòîò â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ ÏÍ. Ñôîðìóëèðîâàíà îáðàòíàÿ êîýôôèöèåíò-

íàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïîëÿ ÏÍ ïî äàííûì îá èçìåíåíèè àêóñòè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðèñòèê ýëåêòðîóïðóãîãî äèñêà. Íà îñíîâå ìåòîäîâ, àïðîáèðîâàííûõ äëÿ

óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ïðåäëîæåíû ïîäõîäû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ïðîôåññîðà À. Î. Âàòóëüÿíà çà ïðåäëîæåííóþ çàäà÷ó.

Ëèòåðàòóðà

1. Kuang Z. B. Theory of Electro elasticity.�N. Y.: Springer, 2014.�431 p.

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß

ÏÀÑÑÈÂÍÎÉ ÏÐÈÌÅÑÈ Â ÐÓÑËÎÂÎÌ ÏÎÒÎÊÅ

È. Â. Æèëÿåâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÍÖ ÐÀÍ) ,

Ê. À. Íàäîëèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Äëÿ ðàñ÷åòîâ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âîäîòîêîâ òàêèõ, êàê ñêî-

ðîñòü è ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ, êîíöåíòðàöèÿ âçâåøåííûõ íàíîñîâ è çàãðÿçíÿþùèõ

âåùåñòâ, ïðèìåíÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçíûõ òèïîâ, ñðåäè êîòîðûõ

íàèáîëåå òî÷íûìè ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïîëíûõ óðàâ-

íåíèÿõ ãèäðîäèíàìèêè òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé [1, 2]. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïî-

ëó÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ìîãóò îáåñïå÷èòü òàêèå 3D

ìîäåëè, íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó äàííûå ðåàëüíûõ ãèäðîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé

íå èìåþò òðåáóåìîé òî÷íîñòè çíà÷åíèé ãèäðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå

èíôîðìàöèè î íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êðîìå òîãî, ñëîæíîñòü è òðóäîåìêîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ íà îñíîâå ïîëíûõ 3D ìîäåëåé óñóãóáëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè, ñèëüíî âûòÿíóòîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè. Âûøåñêàçàííîå îáúÿñ-

íÿåò èíòåðåñ ê 2D è ðåäóöèðîâàííûì 3D ìîäåëÿì ðóñëîâûõ ïîòîêîâ, ñëîæíîñòü

êîòîðûõ àäåêâàòíà òî÷íîñòè èìåþùèõñÿ ãèäðîëîãè÷åñêèõ äàííûõ.

Îñîáåííîñòüþ åñòåñòâåííûõ âîäîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ïðîòÿæåí-

íîñòü è ìàëàÿ ãëóáèíà ïîòîêà ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî øèðèíîé: îòíîøåíèå ìåæäó

õàðàêòåðíîé ãëóáèíîé è õàðàêòåðíîé øèðèíîé ðå÷íîãî ðóñëà ðàâíèííûõ ðåê

êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.1 äî 0.005. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ â [3] äëÿ ïîëó÷åíèÿ

íà îñíîâå ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà óïðîùåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèä-

ðîäèíàìèêè è ïàññèâíîãî ìàññîïåðåíîñà â ñïîêîéíûõ è ñëàáî èñêðèâëåííûõ

ïîòîêàõ.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïàññèâíîãî

ïåðåíîñà âåùåñòâà ñ ó÷åòîì ïðîöåññîâ åãî äèôôóçèè è ðàñïàäà â ðàìêàõ îäíîé

èç ïðåäëîæåííûõ â [3] ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàññîïåðåíîñà áåçíàïîðíûì ïî-

òîêîì â íåäåôîðìèðóåìîì ðóñëå, à èìåííî ðåäóöèðîâàííîé òðåõìåðíîé ìîäåëè

ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ïàññèâíîñòè ïðèìåñè

íåèçâåñòíîå ïîëå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû, êîòîðóþ

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü àíàëèòè÷åñêè. Óðàâíåíèå äëÿ

êîíöåíòðàöèè ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî. Çàìåòèì, ÷òî â èñïîëüçóåìîé ìî-

äåëè ó÷èòûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçó÷èòü

âëèÿíèå òàêèõ âíåøíèõ ôàêòîðîâ, êàê íàïðèìåð, âîçäåéñòâèå âåòðà, à òàêæå

èçìåíåíèå ôîðìû ðóñëà è áåðåãîâîé ëèíèè íà îñîáåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåùå-

ñòâà â ïîòîêå.

Äëÿ ó÷åòà òóðáóëåíòíîñòè â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåäóöèðîâàííûõ ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ìîæåò óñïåøíî èñïîëüçîâàòüñÿ ãèïîòåçà Áóññèíåñêà,

êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âÿçêîñòü æèäêîñòè â çàäàííîé òî÷êå ïîòîêà çàâèñèò

íå îò ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, à îò êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþùèõ ðàññòîÿíèå äî òâåðäîãî

157



äíà ðóñëà. Ïðè ýòîì ¾ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè¿ ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ âûáî-

ðîì íåêîòîðîé ôóíêöèè � (x; y; z) .

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå � = h2 � t(h � � hh� 1)z � ëèíåéíîé ïî z ôóíêöèè,

ôîðìóëà äëÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè èìååò âèä

u = fRe
h2

� h � h2

��
h3

� h � h2 + �
�

ln
�
� h

+ ( h � z)
�

+ Fx (h � z) ;

� h = 0 :001
�

Sx

S0

� 6

h(x; y):

(1)

Çäåñü S0 è Sx � ïëîùàäü æèâîãî ñå÷åíèÿ â íà÷àëüíîì ñòâîðå ( x = 0 ) è â òî÷êå ñ

êîîðäèíàòîé x , ñîîòâåòñòâåííî; ôóíêöèÿ h(x; y) çàäàåò ôîðìó äíà, à � (x; y; t ) �

ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà;

fRe � ìîäèôèöèðîâàííîå ÷èñëî Ðåéíîëüä-

ñà; Fx � ïàðàìåòð âåòðîâîãî âîçäåéñòâèÿ â íàïðàâëåíèè âäîëü ïîòîêà.

Äëÿ âåðèôèêàöèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ðåäóöèðîâàííîé ìîäå-

ëè, áûëî ïðîâåäåíî ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êàê òå÷åíèÿ, òàê è ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè â ïîòîêå íà îñíîâå ïîëíûõ ìîäåëåé, ðåàëèçîâàííûõ â

êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå COMSOL [4]. Áûëè ðàññìîòðåíû

êàê ëàìèíàðíûå, òàê è òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâî-

ëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ 3D ìîäåëü ìàññîïåðåíîñà

àäåêâàòíî îïèñûâàåò ãèäðîäèíàìèêó è ïåðåíîñ âåùåñòâà â ìåëêîì ïðîòÿæåííîì

è ñëàáî èñêðèâëåííîì âîäîòîêå ìàëîé ìóòíîñòè.

Ëèòåðàòóðà
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ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÐÝËÅß Ñ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉ

À. Â. Êàçàðíèêîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ) ,

Ñ. Â. Ðåâèíà (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà Ðýëåÿ ñ äèôôóçèåé

(
vt = � 1� v + w;

wt = � 2� w � v + w � w3

ãäå v = v(x; t ) , w = w(x; t ) , x 2 D , t > 0, D � R n

� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü,

� 2 R � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, � 1; � 2 > 0 � êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 < � 1 6 � 2 è íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíû îäíîðîäíûå êðàåâûå

óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ: Äèðèõëå, Íåéìàíà èëè ñìåøàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû Ôèòöõüþ � Íàãóìî � êëàñ-

ñè÷åñêîé ñèñòåìû ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ êóá÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ.

Íàéäåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � , ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò áè-

ôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ öèêëà èëè âîçíèêíîâåíèå íîâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ.

Ïðè ýòîì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ Äþôôèíãà. Ìåòîäîì Ëÿïóíîâà � Øìèäòà â ôîðìå, ðàçâèòîé

Â. È. Þäîâè÷åì [1], ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ýòèõ âòîðè÷íûõ ðåøåíèé. Ïîêàçà-

íî, ÷òî ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îáùåãî

÷ëåíà àñèìïòîòèêè [2, 3].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ îáùåé ñõåìû ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ: êî-

ãäà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå èëè â ïðÿìîóãîëüíèêå.

Â ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü ñèñòåìû íà íåêîòîðûõ áåñ-

êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû, óêàçàíû äî-

ïîëíèòåëüíûå ñèììåòðèè, èçó÷åíû áèôóðêàöèè è èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ðå-

øåíèé íà èâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

×èñëåííî èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ öèêëîâ è ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè áîëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì, êîã-

äà êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ðàâíû íóëþ.

Ëèòåðàòóðà
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Î ÌÅÒÎÄÀÕ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÊÀÍÀÒÎÂ.

ÇÀÄÀ×À ÐÀÑÒßÆÅÍÈß-ÑÆÀÒÈß

Í. Â. Êóðáàòîâà (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ) ,

Å. Ïîðòíîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ) ,

Þ. À. Óñòèíîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïîä êàíàòîì ïîíèìàåòñÿ ¾ñêðó÷åííûé ïó÷îê¿ òîíêèõ äåôîðìèðóåìûõ ýëå-

ìåíòîâ, òàê, ÷òî âñå ýëåìåíòû, êðîìå öåíòðàëüíîãî, ïðèîáðåòàþò ôîðìó ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ñïèðàëè. Êàíàò, ó êîòîðîãî ýëåìåíòû ìåòàëëè÷åñêèå (îáû÷íî

ñòàëüíûå), ïðèíÿòî íàçûâàòü òðîñîì. Â áîëüøèíñòâå òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæå-

íèé êàíàò ðàáîòàåò íà ðàñòÿæåíèå. Îäíàêî, â ñèëó ìåõàíè÷åñêîé ñòðóêòóðû,

ïðè ðàñòÿæåíèè êàíàò ïîìèìî ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè èñïûòûâàåò è êðóòèëü-

íóþ. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êàíàòîâ îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïðåäåëåíèþ

åãî ìàòðèöû æåñòêîñòåé. Ñóùåñòâóåò ðÿä ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêîé èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè óïðóãèõ ñâîéñòâ êàíàòà.

Îáçîð ýòèõ èññëåäîâàíèé ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ðàáîò àâòîðîâ. Ïðè ëþáîì

èç ýòèõ ïîäõîäîâ ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) Pz , M z (ïðîäîëüíîé ñèëîé, êðóòÿùèì ìî-

ìåíòîì) è " , ' (ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé, îòíîñèòåëüíûì óãëîì çàêðó÷èâàíèÿ)

èìååò âèä

d11" + d12' = Pz ; d12" + d22' = M z: (1)

Â ýòîé æå ðàáîòå íà ïåðâîì ýòàïå êàíàò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê öèëèíäð èç

êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì íàìîòêè óïðóãèõ íèòåé íà

öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ìàëîãî ðàäèóñà òàê, ÷òî øàã âèíòîâûõ ñïèðàëåé h
è êðóòêà � = 2 �=h íå çàâèñÿò îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Ïðîöåññ íàìîòêè ñî-

ïðîâîæäàåòñÿ ïîêðûòèåì ñëîåì íèòåé ïîëèìåðíûì ñâÿçóþùèì. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåòñÿ âîëîêíèñòûé êîìïîçèò. Äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëó÷åííîãî

êîìïîçèòà èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îñðåäíåíèÿ, íà èõ îñíîâå ïîëó÷àþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðè-

àëà, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèíòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò è ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãîå ðàâíîâåñèå êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ âèíòîâîé

àíèçîòðîïèåé. Òàêîé ïîäõîä ñâîäèò ïðîáëåìó îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

æåñòêîñòåé dij â (1) ê êðàåâîé çàäà÷å

L(@; �)u = 0 ; N (@; �)u = 0 ; @=
@
@z

; (2)

ãäå u � âåêòîð ñìåùåíèé, L � ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâíî-

âåñèÿ òåîðèè óïðóãîñòè, N � îïåðàòîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñèìâîëèçèðóþùèé

âåêòîð íàïðÿæåíèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Îòûñêèâàÿ ðåøåíèå â âèäå

u = a(r; � ) ei�z ;
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ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (2) íà ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè öèëèíäðà

L(i� )a = 0 ; N (i� )a = 0 : (3)

Îòíîñèòåëüíî (3) óñòàíîâëåíî, ÷òî � 0 = 0 , � +
1 = � , � �

1 = � � ÿâëÿþòñÿ

÷åòûðåõêðàòíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à îòâå÷àþùèå èì ýëåìåíòàðíûå

ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ïåðåìåùåíèÿ öèëèíäðà êàê òâåðäîãî òåëà è ðåøåíèÿ Ñåí-

Âåíàíà çàäà÷ ðàñòÿæåíèÿ öèëèíäðà îñåâûìè óñèëèÿìè, ÷èñòîãî èçãèáà è èçãèáà

ïîïåðå÷íûìè ñèëàìè.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòåé dij îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõî-

äà â ðåøåíèè Ñåí-Âåíàíà çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè ìîäóëåé çàïîëíè-

òåëÿ ê íóëþ.

Ïðèâåäåì çäåñü âûðàæåíèå d11 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óãëà íàìîòêè:

d11 = �a 2E 0ln(1 + kt2)
kt2 ; k =

1
4

(1 + � ); t = tg �

Çäåñü a � âíåøíèé ðàäèóñ öèëèíäðà; E 0 = kE , E , � � ìîäóëü Þíãà è

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà âèíòîâûõ ñïèðàëåé, � � óãîë ìåæäó îñüþ

öèëèíäðà è êàñàòåëüíîé ê íèì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êàíàòà, k � êîýôôèöèåíò

óïàêîâêè ýëåìåíòîâ (çàâèñèò îò ïðîôèëÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýëåìåíòà, äëÿ

êðóãîâîãî ïðîôèëÿ k = P i=4).
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÐÀÁÎÒÀ ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÉ ÑÊÂÀÆÈÍÛ Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ

ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÌ ÏËÀÑÒÅ ÃÐÓÍÒÀ

Ä. Ã. Ëåêîìöåâ

(Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâà ðåàëüíûõ íåôòåíîñíûõ (âîäîíîñíûõ)

ïëàñòîâ ñèëüíî çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ [1]. Â óñëîâèÿõ ââîäà â ýêñïëóàòàöèþ

êðóïíûõ ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ, îáëàäàþùèõ ñëîæíûì ãåîëîãè÷åñêèì

ñòðîåíèåì, èññëåäîâàíèå ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé â àíèçîòðîïíûõ ïëàñòàõ ïðè-

îáðåòàåò îñîáóþ àêòóàëüíîñòü.

Ñîâåðøåííàÿ ýêñïëóàòàöèîííàÿ ñêâàæèíà äåáèòà Q ðàñïîëîæåíà â ãîðè-

çîíòàëüíîì ïëàñòå ïîñòîÿííîé òîëùèíû. Òå÷åíèå ïðîèñõîäèò â îáëàñòÿõ D1

è D2 ïëîñêîñòè z = x + iy . Ãðóíò ïëàñòà, íåäåôîðìèðóåìûé àíèçîòðîïíûé è

êóñî÷íî-îäíîðîäíûé, õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîíèöàåìîñòè K 1 è K 2

( K � = k� K , k� > 0 � ïîñòîÿííûå, � = 1 ; 2). K � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà (âîîáùå

ãîâîðÿ, íåñèììåòðè÷íûé). Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ

çàäà÷à î ôèëüòðàöèè â àíèçîòðîïíîé ñðåäå [2], â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðèì

ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ çàäà÷ó K = ( K ij ) , i; j = 1 ; 2. Êîìïîíåíòû (K ij ) � ïîñòîÿí-

íûå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âêëàäà â äåáèò ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ââåäåì

êîýôôèöèåíòû � = K 22=K11 , � = ( K 12 + K 21)=(2K 11) , 
 = ( K 12 � K 21)=(2K 11) ,

� 2 < � . Êîýôôèöèåíò � îòðàæàåò ñîîòíîøåíèå êîìïîíåíòîâ òåíçîðà, ðàñïîëî-

æåííûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à êîýôôèöèåíòû � è 
 � îòíîøåíèå ñèììåò-

ðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòåé òåíçîðà K ê åãî êîìïîíåíòå K 11 . Êîíòóð

ñêâàæèíû � îêðóæíîñòü � C ðàäèóñà RC , ïëàñò íå îãðàíè÷åí ïî ïðîñòèðàíèþ.

Ïðÿìàÿ � � ðàçäåëÿåò ôèçè÷åñêóþ ïëîñêîñòü z íà îáëàñòè D1 è D2 .

Ïîëàãàåì, ÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ è åå òå÷åíèå ñòàöèîíàðíîå. Îáîáùåí-

íûé ïîòåíöèàë ' (M ) = � (p + � �) =� ( � � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû � ñèëû

òÿæåñòè, p � äàâëåíèå, � è � � âÿçêîñòü è ïëîòíîñòü æèäêîñòè) è ñêîðîñòü

ôèëüòðàöèè ~v òå÷åíèÿ, êàê ôóíêöèè òî÷êè M = ( x; y) , óäîâëåòâîðÿþò âñþäó â

îáëàñòè D1 [ D2 (çà èñêëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ' (M ) ) óðàâíå-

íèþ [3]

r � (K � ' (z)) = 0 ; z 2 D1 [ D2: (1)

Óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó ïðè óñëîâèè K 11 > 0
(K 22 > 0), D(K S) = K 11K 22 � (K 12 + K 21)2=4. Çäåñü D(K S) � îïðåäåëèòåëü

ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè K S = ( K + K T )=2 òåíçîðà K ( K T = ( K j i ) � òðàíñïîíèðî-

âàííûé òåíçîð). Óðàâíåíèå (1) çàïèñàíî â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ. Íàïîðíàÿ

ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè ê ñêâàæèíå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ðàçíîñòè äàâëå-

íèé, çàäàííûõ íà êîíòóðå ñêâàæèíû � C è êîíòóðå ïèòàíèÿ, óäàëåííîì â áåñêî-

íå÷íîñòü (äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Ïîëàãàåì, ÷òî äàâëåíèÿ

íà ýòèõ êîíòóðàõ ïîñòîÿííûå, ðàâíûå, ñîîòâåòñòâåííî, C = 1 è C0 = 0 .

Òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îáóñëîâëåíà ñëîæíûì âèäîì óðàâ-

íåíèÿ (1). Ðåøåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïåðåéòè íà âñïîìîãàòåëüíóþ
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ïëîñêîñòü O�� , èñïîëüçóÿ ãîìåîìîðôíûå (àôôèííûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäè-

íàò (ïðÿìîå è îáðàòíîå) [4]. Ðàçìåðû êîíòóðà � C íåçíà÷èòåëüíû â ñðàâíåíèè ñ

õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì îáëàñòè ôèëüòðàöèè. Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ àíèçî-

òðîïèè ãðóíòà íà äåáèò ââåäåì âåëè÷èíó � = Q=Q0 � 1, õàðàêòåðèçóþùóþ îò-

íîñèòåëüíûé äåáèò [5]. Q � äåáèò ñêâàæèíû â àíèçîòðîïíîé ñðåäå, Q0 � äåáèò

ñêâàæèíû âáëèçè ïðÿìîëèíåéíîãî áåñêîíå÷íîãî êîíòóðà ïèòàíèÿ â èçîòðîïíîé

ñðåäå, ðàññ÷èòûâàåìûé ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå (ñì., íàïðèìåð, [6]). Â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå k2 � k1 ãðàíèöà � � ðàçäåëà îáëàñòåé D1 è D2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíèþ

ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ, ò. å. êîíòóð ïèòàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü D2 ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé áàññåéí ñâîáîäíîé æèäêîñòè, à D1 � îáëàñòü ôèëüòðàöèè. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîäåëü îòðàæàåò ðàáîòó îäèíî÷íîé ñîâåðøåííîé ñêâàæèíû ñ ïðÿìîëè-

íåéíûì êîíòóðîì ïèòàíèÿ â àíèçîòðîïíîì ïëàñòå ãðóíòà, ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò

ñ [5, 7]. Àíèçîòðîïèÿ ãðóíòà ìîæåò ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà äåáèòå Q (ìîæåò åãî

óâåëè÷èâàòü èëè óìåíüøàòü ïî îòíîøåíèþ ê Q0 ). Âëèÿíèå àíòèñèììåòðè÷íîé

÷àñòè òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè (êîýôôèöèåíò 
 ) íåçíà÷èòåëüíî, îñíîâíîå âëèÿ-

íèå íà äåáèò ñêâàæèíû îêàçûâàþò äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû (êîýôôèöèåíò � )

òåíçîðà K [8].
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5. Ïèâåíü Â. Ô., Ëåêîìöåâ Ä. Ã. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû ñîâåðøåííîé ñêâà-

æèíû ñ ïðÿìîëèíåéíûì êîíòóðîì ïèòàíèÿ â àíèçîòðîïíîì ïëàñòå ãðóíòà // Ó÷åí. çà-

ïèñêè ÎÃÓ.�2012.�Ò. 47, • 3.�Ñ. 69�74.

6. ×àðíûé È. À. Ïîäçåìíàÿ ãèäðîãàçîäèíàìèêà.�Ì: Ãîñ. íàó÷.-òåõ. èçä-âî íåôòÿíîé è

ãîðíî-òîïëèâíîé ëèò-ðû, 1963.�397 ñ.

7. Ëåêîìöåâ Ä. Ã. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû áàòàðåè ñîâåðøåííûõ ñêâàæèí â

àíèçîòðîïíîì ãðóíòå // Âåñòí. Ìîñê. ãîñ. îáë. óí-òà. Ñåð. Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà.�2015.�

• 1.�Ñ. 94�102.

8. Ïèâåíü Â. Ô., Ëåêîìöåâ Ä. Ã. Èññëåäîâàíèå ðàáîòû ñîâåðøåííîé ñêâàæèíû â àíèçî-
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÀÂÒÎÐÑÊÎÃÎ ÑÒÈËß ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎ-ÌÎÐÔÎËÎÃ È×Å ÑÊÎÃ Î ÀÍÀËÈÇÀ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ

Â. Å. Ìåøêîâ (Ðîññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÈÒ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ) ,

Å. Â. Ìåøêîâà (Ðîññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÈÒ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ)

Àâòîìàòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ òåêñòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-

íîé ñîâðåìåííîé çàäà÷åé è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, îäíî èç

êîòîðûõ � îïðåäåëåíèå àâòîðñêîãî ñòèëÿ. Îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ âîïðîñîâ

ïðè àíàëèçå òåêñòà � ÷òî ñ÷èòàòü ïðèçíàêàìè òåêñòà?

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ àâòîðñêîãî ñòèëÿ, ïîñêîëü-

êó çà÷àñòóþ ÿâíûå äëÿ ÷åëîâåêà ïðèçíàêè ñëîæíî ôîðìàëèçîâàòü. Ê òîìó æå

íà âîñïðèÿòèå òåêñòà âëèÿåò íå òîëüêî àâòîðñêèé ñòèëü, íî è íþàíñû ñóáúåê-

òèâíîãî âîñïðèÿòèÿ ÷èòàþùåãî. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíû ëèíãâèñòè÷åñêèå ìåòî-

äû, ïîñêîëüêó èìåííî îíè îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷. Îäíàêî,

ðåàëèçàöèÿ ëèíãâèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà òðåáóåò âåñüìà çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ çàòðàò.

Â äàííîé ðàáîòå îáúåäèíåíû äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ àâòîðñêîãî ñòèëÿ:

ñòàòèñòè÷åñêèé è ëèíãâèñòè÷åñêèé (ìåòîä ìîðôîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà). Ìîðôî-

ëîãè÷åñêèé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâëÿþùèì ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ, äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ãðàììàòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñëîâ, òàêèõ êàê ÷àñòü ðå÷è, ðîä, ÷èñëî è

ò. ä. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè ñòèëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëè÷åñòâåí-

íûé ñîñòàâ è ñîîòíîøåíèå ÷àñòåé ðå÷è â òåêñòå.

Ñ ïîìîùüþ ñîçäàííîé àâòîðàìè ïðîãðàììû äëÿ ìîðôîëîãè÷åñêîãî àíàëè-

çà áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû íàáîðû òåêñòîâ ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ. Ïðîãðàììà èñ-

ïîëüçóåò ìîðôîëîãè÷åñêèå ìîäóëè îò ðàáî÷åé ãðóïïû ÀÎÒ ( www.aot.ru ). Èñ-

ñëåäîâàëèñü ðàáîòû òîëüêî ðóññêîÿçû÷íûõ àâòîðîâ, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåâîäå ñ

äðóãîãî ÿçûêà òåðÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíûé àâòîðñêèé ñòèëü, è ïðîèçâåäåíèÿ ñèëü-

íî çàâèñÿò îò èíòåðïðåòàöèè ïåðåâîä÷èêà.

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ïîëó÷åíû îïðåäåëåííûå çàêîíîìåðíîñòè â ñîîòíîøå-

íèè èñïîëüçóåìûõ àâòîðàìè ÷àñòåé ðå÷è. Â êà÷åñòâå ýêñïåðèìåíòà èññëåäîâà-

ëèñü ðàçëè÷íûå ãðóïïû ïèñàòåëåé, áûëè ïîëó÷åíû èíäèâèäóàëüíûå õàðàêòåðè-

ñòèêè êàæäîãî ïèñàòåëÿ â âèäå âåêòîðà çíà÷åíèé ìîðôîëîãè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ

(àáñîëþòíûå è îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ÷àñòåé ðå÷è). Ïî ïîëó÷åííûì

äàííûì ðàññ÷èòàíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî âñåì ðàññìîòðåííûì ïðîèçâåäåíèÿì è

ïîñòðîåíû äèàãðàììû ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòåé ðå÷è, à òàêæå ñâîäíûå äèàãðàììû

ïî àâòîðàì.

Â ñðåäíåì èññëåäîâàëèñü 3�4 ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷åíû äàííûå ïî ñëåäóþ-

ùèì àâòîðàì: Ô. Ì. Äîñòîåâñêèé, Í. Â. Ãîãîëü, À. È. Êóïðèí, À. Í. Òîëñòîé,

Ë. Í. Òîëñòîé. Òàêæå èññëåäîâàëèñü ñîâðåìåííûå àâòîðû: Â. Çàêðóòêèí, Â. Çû-

êîâ, Ç. Ïðèëåïèí, Íèê Ïåðóìîâ, Ô. Àáðàìîâ, áðàòüÿ Ñòðóãàöêèå, À. Ïåõîâ,

Á. Àêóíèí, Â. Ãëóõîâñêèé, À. Êàëèíèí è äð. Ïî êàæäîìó òàêæå ïîëó÷åíû ñðåä-

íèå ïîêàçàòåëè.
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Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäå-

ëåíèþ àâòîðñòâà. Â êà÷åñòâå âåêòîðà ïðèçíàêîâ âçÿòû ïîëó÷åííûå íà îñíîâå

ñòàòèñòè÷åñêî-ìîðôîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñðåäíèå äàííûå ïî àâòîðàì. Äàëåå

äëÿ êàæäîãî èç àâòîðîâ áûëî âçÿòî ïðîèçâåäåíèå, ðàíåå íå âîøåäøåå â âû-

áîðêó, è ïîëó÷åí âåêòîð ïîêàçàòåëåé ïî íåìó. Ïðîâåðÿëàñü ãèïîòåçà ñ ïîìî-

ùüþ: êëàñòåðíîãî àíàëèçà (ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà); Åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ;

Ìàíõýòòåíñêîãî ðàññòîÿíèÿ è ðàññòîÿíèÿ ×åáûøåâà. Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òî÷íîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñîñòàâëÿåò

85�88.

Ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè. Íàèëó÷øèé

ðåçóëüòàò ìåòîäèêà äàåò íà êðóïíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, à òàêæå ïðè îáúåäèíåíèè

ñòàòèñòèêè êðóïíûõ ïðîèçâåäåíèé è ðàññêàçîâ. Îäíàêî, äëÿ íåñêîëüêèõ ïèñàòå-

ëåé ìåòîäèêà ïîêàçûâàåò ñáîéíûå èçìåðåíèÿ. Âîçìîæíî, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñòèëè-

ñòè÷åñêîé áëèçîñòüþ ñòèëåé àâòîðîâ. Ëó÷øå âñåãî îíà ðàáîòàåò äëÿ ïèñàòåëåé

19 âåêà � ïðàêòè÷åñêè áåçîøèáî÷íîå îïðåäåëåíèå àâòîðñòâà êàê ïðîçàèêîâ, òàê

è ïîýòîâ.

Íà äàííûé ìîìåíò ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäèêà ïåðñïåêòèâíà è ðàáîòîñïî-

ñîáíà. Òàêæå ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî åñòü íåêîòîðàÿ ïîãðåøíîñòü â ðàáîòå ïðî-

ãðàììû, ñâÿçàííàÿ ñ íåêîððåêòíûì îïðåäåëåíèåì íîðìàëüíîé ôîðìû ñëîâà,

íà îñíîâå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ åå ìîðôîëîãè÷åñêèå ïðèçíàêè. Ýòî ïðîèñõî-

äèò èç-çà íåâîçìîæíîñòè îïðåäåëèòü ôîðìó ñëîâà áåç ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà

ïðåäëîæåíèÿ (¾åëè¿ ìîæåò áûòü ãëàãîëîì è ñóùåñòâèòåëüíûì). Õîòÿ îòíîñè-

òåëüíî îáùåãî êîëè÷åñòâà ñëîâ â ïðîèçâåäåíèÿõ òàêàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòàòî÷íî

íåâåëèêà, îíà ìîæåò îêàçûâàòü âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäèêè.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìåøêîâ Â. Å., Ìåøêîâà Å. Â., Êî÷êîâàÿ Í. Â. Âçàèìíàÿ êîíâåðñèÿ ñåìàíòè÷åñêîé è

íåéðîñåòåâîé ïàðàäèãì â çàäà÷àõ ôîðìèðîâàíèÿ ñìûñëîâûõ îáðàçîâ // Òð. Ìåæäóíàð.

íàó÷.-òåõ. êîíô. ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû¿ (AIS-10) è ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ÑÀÏÐ¿

(CAD-2010). Íàó÷. èçä. â 3-õ ò.�Ì.: Ôèçìàòëèò, 2010.�Ñ. 110�117.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ

ÌÅÒÀÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ ÍÀÍÎÐÀÇÌÅÐÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Ñ Ó×ÅÒÎÌ

ÍÅÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ

1

À. Â. Íàñåäêèí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ìåòàìàòåðèàëû � ýòî, êàê ïðàâèëî, êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû ðåãóëÿðíî-

ãî ñòðîåíèÿ, óíèêàëüíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ îáóñëîâëåíû íå ñòîëüêî ñâîéñòâàìè

ñîñòàâëÿþùèõ èõ ôàç, ñêîëüêî ñòðîåíèåì ñàìîé ñòðóêòóðû èõ ÿ÷ååê ïåðèîäè÷-

íîñòè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèÿì

ñàìûõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìàòåðèàëîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõôàçíûå ïåðèîäè÷åñêèå ìåòàìàòå-

ðèàëû, ñîñòîÿùèå èç ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ìàòðèöû è íàíîðàçìåðíûõ âêëþ÷å-

íèé èëè ïîð. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàíîðàçìåðíîñòè èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ïî-

âåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ Ãóðòèíà � Ìóðäîõà ñ îáîáùåíèåì íà ïüåçîýëåêòðè÷å-

ñêèå ñðåäû. Èìåííî, ïóñòü 
 c � ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè äâóõôàçíîãî ìàòåðèàëà;


 c = 
 (1)
c [ 
 (2)

c , 
 (1)
c � ÷àñòü ÿ÷åéêè, çàïîëíåííàÿ îñíîâíûì ìàòåðèàëîì ïåðâîé

ôàçû (ìàòðèöåé), 
 (2)
c � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñ ìàòåðèàëîì âòîðîé ôàçû (âêëþ-

÷åíèÿìè èëè ïîðàìè), � s
c � ãðàíèöà ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ôàçàìè

�
� s

c = 
 (1)
c \ 
 (2)

c
�

, n � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå, âíåøíåé ïî îòíîøå-

íèþ ê 
 (1)
c , ò. å. ê îáëàñòè, çàíèìàåìîé ìàòåðèàëîì ìàòðèöû, x = f x1; x2; x3g �

ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â îáúåìå 
 c âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ñòàòè÷å-

ñêîé ýëåêòðîóïðóãîñòè

r � � = 0 ; r � D = 0 ; (1)

� = cE � � " � e� � E; D = e � � " + � S � E; (2)

" =
�
r u + ( r u)� �

=2; E = �r '; (3)

ãäå � , " � òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, ñîîòâåòñòâåííî;

D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-

ñêîãî ïîëÿ; u � âåêòîð-ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé; ' � ôóíêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà; cE
� òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà óïðóãèõ æåñòêîñòåé, èçìåðåííûõ

ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; e � òåíçîð ïüåçîìîäóëåé òðåòüåãî ðàíãà;

� S
� òåíçîð âòîðîãî ðàíãà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, èçìåðåííûõ ïðè

ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèÿõ; (: : : )�
� îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ; (: : : ) � �(: : : ) �

äâîéíîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå; cE = cE (j )
, e = e(j )

, � S = � S(j )
ïðè x 2 
 (j )

c ,

j = 1 ; 2.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ îáîáùåíèåì ìîäåëè Ãóðòèíà � Ìóðäîõà äëÿ ïüåçîýëåêòðè-

÷åñêèõ ñðåä ïðèìåì [1], ÷òî íà íàíîðàçìåðíûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà ôàç âûïîëíÿ-

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, ïðîåêò • 15-

19-10008.
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þòñÿ íåñâÿçàííûå èíòåðôåéñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

n � [� ] = r s � � s; n � [D ] = r s � D s; x 2 � s
c; (4)

ãäå [� ] = � (1) � � (2)
, [D ] = D (1) � D (2)

, r s = r � n@=@r� ïîâåðõíîñòíûé

íàáëà-îïåðàòîð, r � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ ïî íîðìàëè ê � s
c , à âåðõíèé

èíäåêñ s âñþäó îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòíûå âåëè÷èíû. Ñ÷èòàåò-

ñÿ, ÷òî òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé � s
ñâÿçàí ñ òåíçîðîì ïîâåðõíîñòíûõ

äåôîðìàöèé " s
, à âåêòîð ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè D s

ñâÿçàí ñ

âåêòîðîì ïîâåðõíîñòíîé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Es
îïðåäåëÿþùè-

ìè ñîîòíîøåíèÿìè

� s = cs � � " s; D s = A � � s � A � Es; (5)

ãäå " s = ( r su � A + A � (r su)� )=2, Es = �r s' , cs
� òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàí-

ãà ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé, � s
� òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïîâåðõíîñòíûõ

äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, A = I � n 
 n , I � åäèíè÷íûé òåíçîð â R3
.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò íàíîðàçìåðíîñòè ñòðóêòóðû êîìïîçèòà çàêëþ÷àåòñÿ â

ïðèìåíåíèè èíòåðôåéñíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) ñ íåñâÿçàííûìè îïðåäåëÿþ-

ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (5) äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âåëè÷èí.

Â ñëó÷àå óïðóãèõ âêëþ÷åíèé èëè ïîð ìàòåðèàë âòîðîé ôàçû òàêæå ìîæíî

ñ÷èòàòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì, íî ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ïüåçîìîäóëÿìè (è ïðå-

íåáðåæèìî ìàëûìè óïðóãèìè æåñòêîñòÿìè â ñëó÷àå ïîð).

Äàëüíåéøàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ çàêëþ÷àëàñü â ñëåäóþùåì.

ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè 
 c òðàíñëèðîâàëàñü ïî òðåì êîîðäèíàòíûì îñÿì nc

ðàç. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà 
 ðàññìàòðèâàëèñü ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ ìåòîäà ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé [2, 3]. Ïîñëå ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà ñòàòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè â ïðåä-

ñòàâèòåëüíîì îáúåìå 
 îïðåäåëÿëèñü ýôôåêòèâíûå ìîäóëè àíàëîãè÷íî [2, 3].

Ïðè ýòîì îäíàêî, â îòëè÷èå îò [2, 3], ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ âåëè÷èí íóæíî

ó÷èòûâàòü êàê îñðåäíåíèÿ ïî îáúåìó 
 , òàê è ïî ñîâîêóïíîñòè ãðàíèö � s
c äëÿ

ïîâåðõíîñòíûõ âåëè÷èí.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îïðåäåëåí-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïîâåðõíîñòíûõ æåñòêîñòåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé

íàíîðàçìåðíîñòü ñòðóêòóðû êîìïîçèòà íà÷èíàåò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå çíà-

÷åíèå íà âåëè÷èíû ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ

ìåòàìàòåðèàëîâ.
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Íåäàâíî â [1] áûë ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ìåòîä òðàíñïîðòà ÷àñòèö ðàç-

ëè÷íûõ âåùåñòâ â ìèêðîïîðèñòûå ïüåçîêåðàìèêè, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ïî-

ðèñòûå ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû, âíóòðè êîòîðûõ íà ãðàíèöàõ êåðàìè÷å-

ñêîé ìàòðèöû ñ ïîðàìè îñàæåíû ìèêðî÷àñòèöû èç ìåòàëëà. Äëÿ ÷èñëåííîãî

îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ òàêèõ ìèêðîïîðèñòûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ

ìàòåðèàëîâ, àíàëîãè÷íî [2], ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, âêëþ÷àþùèé ìåòîä

ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé, ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ è êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîå ðåøåíèå íàáîðà ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà ñî

ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Èìåííî, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ñòàòè÷åñêîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå 
 êîìïîçèòà

L � (r ) � T = 0 ; r � D = 0 ; T = cE � S � e� � E; D = e � S + " S � E; (1)

S = L � u; E = �r '; L � (r ) =

2

4
@1 0 0 0 @3 @2

0 @2 0 @3 0 @1

0 0 @3 @2 @1 0

3

5 ; (2)

ãäå T = f � 11; � 22; � 33; � 23; � 13; � 12g � ìàññèâ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé � ij ;

D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; S = f "11 , "22 , "33 , 2"23 , 2"13 , 2"12g � ìàññèâ

êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé " ij ; E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ; u � âåêòîð-ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé; ' � ôóíêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-

öèàëà; cE
� 6 � 6 ìàòðèöà óïðóãèõ æåñòêîñòåé, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì

ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; e � 3 � 6 ìàòðèöà ïüåçîìîäóëåé; " S
� 3 � 3 ìàòðèöà äè-

ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèÿõ; x �

âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò; (: : : )�
� îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Íà âíåøíåé ãðàíèöå � = @
 ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïðèìåì óñëîâèÿ

u = L � (x) � S0; ' = � x � E0; x 2 � ; (3)

ãäå S0 è E0 � ïîñòîÿííûå ìàññèâû (âåêòîðû) ðàçìåðíîñòè 6 è 3, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè íà ãðàíèöàõ � pi ïîð è ìàòðèöû äîëæ-

íû âûïîëíÿòüñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ

n � D = 0 ; x 2 � pi ; i = 1 ; 2; : : : Np; (4)

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò • 16-01-00785.
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ãäå n � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè, Np � ÷èñëî ïîð. Îäíàêî ïðè ïîëíîé

ìåòàëëèçàöèè ãðàíèö ïîð � pi íóæíî ñ÷èòàòü ýêâèïîòåíöèàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿ-

ìè, è äëÿ íèõ âìåñòî (4) íóæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîäîâ

' = � i ; x 2 � pi ;
Z

� pi

n � D d� = 0 ; (5)

ãäå � i � íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà, åäèíîå äëÿ ëþáûõ x 2 � pi .

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò çàäà÷è ñ îáû÷íîé ïîðèñòîñòüþ ê çàäà÷å ñ ìåòàë-

ëèçàöèåé ãðàíèö ïîð ñîñòîèò â çàìåíå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) äëÿ íåýëåêòðî-

äèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé íà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5). Â ñëó÷àå ïîðèñòîé ïüåçî-

êåðàìèêè êëàññà 6mm , ÷òîáû îïðåäåëèòü äåñÿòü åå íåçàâèñèìûõ ýôôåêòèâíûõ

êîíñòàíò ( cE
11 , cE

12 , cE
13 , cE

33 , cE
44 , e31 , e33 , e15 , "S

11 , "S
33 ), äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïÿòü

ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ (1)�(4) èëè (1)�(3), (5), ïîëîæèâ, êàê óêàçàíî â [2], â êðàåâûõ

óñëîâèÿõ (3) îäíó èç êîìïîíåíò S0� èëè E0i îòëè÷íîé îò íóëÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà

â íåîäíîðîäíîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå ïðèìåíÿëñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîì-

ïëåêñ ANSYS. Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì ñîçäàâàëñÿ â âèäå êóáè÷åñêîé ðåøåòêè

èç îäèíàêîâûõ êóáè÷åñêèõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê. Êàæäàÿ èç ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê

â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîÿëà èç 27 ãåêñàýäðàëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ ñ öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî ñåðåäèíå. Äàëåå ñðåäè öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ

äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûáèðàëèñü òå ýëåìåíòû, ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà

êîòîðûõ ìîäèôèöèðîâàëèñü íà ñâîéñòâà ïîð. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëñÿ ïðåäñòà-

âèòåëüíûé îáúåì 
 ïîðèñòîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ çàìêíóòîé ïî-

ðèñòîñòüþ (ïîðèñòîñòüþ 3�0) ÷àñòè÷íî ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Êàê áûëî îáíàðóæåíî, çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ æåñòêîñòåé óáûâàþò ñ ðî-

ñòîì ïîðèñòîñòè p, êàê äëÿ îáû÷íîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, òàê è äëÿ êîìïîçèòà

ñ ìåòàëëèçàöèåé ïîð. Ìåæäó òåì, ýôôåêòèâíûå äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìî-

ñòè îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè óáûâàþò ñ ðîñòîì p, íî ýôôåêòèâíûå

äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ñ ìåòàëëèçèðîâàííû-

ìè ïîðàìè, íàîáîðîò, âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì p. Åùå áîëåå èíòåðåñíî ïîâåäåíèå

ïüåçîìîäóëåé. Òàê, ïüåçîìîäóëè e33 , e15 è je31j äëÿ îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêå-

ðàìèêè óáûâàþò ñ ðîñòîì p. Îäíàêî, äëÿ ïüåçîêåðàìèêè ñ ìåòàëëèçèðîâàííûìè

ïîâåðõíîñòÿìè ïîð ïüåçîìîäóëè e33 è e15 òàêæå óáûâàþò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè,

â òî âðåìÿ êàê ïüåçîìîäóëü je31j ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì p. Äëÿ ïüåçî-

ìîäóëÿ d33 îáû÷íîé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè èçâåñòíî åãî íåîáû÷íîå ñâîéñòâî

ñëàáîé çàâèñèìîñòè îò ïîðèñòîñòè, õîòÿ çíà÷åíèÿ ïüåçîìîäóëÿ jd31j óáûâàþò

ñ ðîñòîì p. Äëÿ ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ñ ìåòàëëèçèðîâàííûìè ïîðàìè îáà

çíà÷åíèÿ ïüåçîìîäóëåé d33 è jd31j âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ìèêðîïîðèñòàÿ ïüåçîêåðà-

ìèêà ñ ìåòàëëèçèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïîð èìååò öåëûé ðÿä íåîáû÷íûõ

ñâîéñòâ, ïåðñïåêòèâíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé.
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À. Å. ×èñòÿêîâ (Ðîññèÿ, Òàãàíðîã; ÍÈÈ ÌÂÑ ÞÔÓ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè âîäíîé ýêîëîãèè ïðèâëåêàþò âñå

áîëüøåå âíèìàíèå ó÷åíûõ. Ðåøåíèå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì äèíàìèêè

÷èñëåííîñòè îñíîâíûõ áèîðåñóðñîâ Àçîâñêîãî ìîðÿ, îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàáîòå ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ è ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ðåàëèçî-

âàííûõ íà ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå (ÌÂÑ).

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìíîãîâèäîâàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ôèòî- è çîîïëàíê-

òîíà, ó÷èòûâàþùàÿ ôàêòîðû, îêàçûâàþùèå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êà÷åñòâî

âîä ìåëêîâîäíûõ âîäîåìîâ.

Ïðîâåäåíà äèñêðåòèçàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà

áàëàíñà è íåÿâíîé ñõåìû ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè, à òàêæå ÷àñòè÷íîé çà-

ïîëíåííîñòè ÿ÷ååê [1]. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ìîäåëü-

íîé çàäà÷è, èñïîëüçóþùèé ìîäèôèöèðîâàííûé ïîïåðåìåííî-òðåóãîëüíûé ìå-

òîä äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå äèñêðåòèçàöèè ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé,

èìååò áîëüøóþ îáùíîñòü è ïðèãîäåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âîäíîé ýêîëîãèè, òàê

êàê ïîçâîëÿåò íàèáîëåå êîððåêòíî êîíñòðóèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû

íà ãðàíèöàõ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ðàçäåëà ñðåä. Îäíîé èç çàäà÷ ðàáîòû

ÿâëÿëîñü ñîêðàùåíèå âðåìåíè âû÷èñëåíèé ïðè ñîõðàíåíèè òî÷íîñòè ðåçóëüòà-

òîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïðè ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà

ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ÌÂÑ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè áûëè

ðàçðàáîòàíû äâà àëãîðèòìà, â òîì ÷èñëå àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäà k -means,

îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñóììàðíîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè

ðàçáðîñà ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè ïîäîáëàñòåé, ïîçâîëÿþùèé

ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çà-

äà÷è äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè áèîðåñóðñîâ ìåëêîâîäíîãî âîäîåìà. Èñïîëüçîâàíèå

ÌÂÑ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïðè ñîõðàíåíèè òî÷-

íîñòè ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è [2, 3], ÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëåå áûñòðóþ è êà-

÷åñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ ãèäðîáèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ [4, 5].

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Çàäàíèÿ • 2014/174 â ðàìêàõ

áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè, à òàêæå ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàí-

ñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû • 15-01-08619,

• 15-07-08626, • 15-07-08408, • 16-37-00129.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ MAPLE ÄËß ÏÎÈÑÊÀ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÕ

ÌÅÒÐÈÊ ÝÉÍØÒÅÉÍÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ËÅÄÆÅÐÀ � ÎÁÀÒÛ

Þ. Â. Íèêîíîðîâà

(Ðîññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÂÈÒÈ ÍÈßÓ ÌÈÔÈ)

Ýòîò äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòå [4], êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèÿ èíâàðè-

àíòíûõ ìåòðèê Ýéíøòíåéíà íà ïðîñòðàíñòâàõ Ëåäæåðà � Îáàòû F n=diag(F ) ,

ãäå F � ïðîñòàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, n > 2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàñ-

ñèôèêàöèÿ èíâàðèàíòûõ ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê íà çàäàííîì îäíîðîäíîì ïðî-

ñòðàíñòâå G=H ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðîé ïîëèíî-

ìèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ â êîòîðîé

ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ èíâàðèàíòûõ ìåòðèê íà G=H . Ñëîæíîñòü íàõîæäå-

íèÿ âñåõ ðåøåíèé òàêîé ñèñòåìû ðàñòåò âìåñòå ñ òàêîé ðàçìåðíîñòüþ. Áîëåå

ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî óçíàòü èç êíèã [1, 2] è îáçîðîâ [5, 6].

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ïðîñòðàíñòâå

Ëåäæåðà � Îáàòû F n=diag(F ) ðàâíà n(n � 1)=2. Ïðè n = 2 ïîëó÷àåì îäíîïàðà-

ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìåòðèê (áóäó÷è ñèììåòðè÷åñêèìè, âñå îíè ýéøòåéíîâû).

Ïðè n = 3 ïðîñòðàíñòâî ìåòðèê òðåõìåðíî, ñðåäè íèõ ñóùåñòâóåò ðîâíî 3 ìåò-

ðèêè Ýéíøòåéíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ [3].

Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàåò ñëó÷àé n = 4 , êîãäà ïðîñòðàíñòâî ìåòðèê øåñòè-

ìåðíî: îêàçàëîñü âîçìîæíûì íàéòè âñå ìåòðèêè Ýéíøòåéíà (èõ 29 ñ òî÷íîñòüþ

äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû êîìïüòåðíûõ âû÷èñëåíèé

Maple è áàçèñîâ Ãðåáíåðà [4]. Îáñóæäåíèþ äåòàëåé ñîîòâåòñòâóþùåãî èññëåäî-

âàíèÿ è ïîñâÿùåí íàñòîÿùèé äîêëàä.

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé (ñì. ïîäðîáíîñòè â [4]):

íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè

eS = x2 + y2 + z2 � u2(ux � y)2 � 2u2(vx � wy)2 �

� w2(wy � z)2 �
�
v2x � w2uy + ( wu � v)z

� 2
;

ãäå

x; y; z > 0; xyz = 1 ; u; v; w 2 R:

Îòìåòèì, ÷òî

eS ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ x , y , z . Â ÷àñòíîñòè,

@eS
@x

x +
@eS
@y

y +
@eS
@z

z = 2 eS:

Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

@eS
@x

x =
@eS
@y

y =
@eS
@z

z = 2 ;
@eS
@u

=
@eS
@v

=
@eS
@w

= 0:

173



Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ïîëèíîìèàëüíûé èäå-

àë J , ïîðîæäàåìûé ìíîãî÷ëåíàìè

@eS
@x

x � 2;
@eS
@y

y � 2;
@eS
@z

z � 2;
@eS
@u

;
@eS
@v

;
@eS
@w

:

Ïîñêîëüêó ýòè ïîëèíîìû çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x , y , z , u , v , w , òî J �
K[x; y; z; u; v; w]. Èñïîëüçóÿ êîìàíäó EliminationIdeal (êîòîðàÿ èñêëþ÷àåò ïå-

ðåìåííûå èç èäåàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëåíèé ñ áàçèñàìè Ãðåáíåðà) ñèñòå-

ìû Maple, ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü èäåàëû

J1 := J \ K[x]; J2 := J \ K[x; y]; J3 := J \ K[x; y; z]:

Îòìåòèì, ÷òî J1 ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì

f (x) = ( x2 � 1)(2x2 � 1)(3x2 � 1)(9x2 � 8)2(10x2 � 9)(19x2 � 9)(85x4 � 144x2 + 64) :

Óðàâíåíèå f (x) = 0 èìååò 6 ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé x1; : : : ; x6 . Âû-

áèðàÿ x i è çàìåíÿÿ x íà x i â èäåàëå J2 , ìû ïîëó÷àåì èäåàë, ïîðîæäàåìûé íåêî-

òîðûì ïîëèíîìîì f i (y) , çàâèñÿùèì ëèøü îò y . Ðåøàÿ óðàâíåíèå f i (y) = 0 , ïîëó-

÷àåì âñå âîçìîæíûå ïàðû ( x > 0, y > 0), çàíóëÿþùèå èäåàë J2 . Ïðîäåëûâàÿ ýòî

äëÿ i = 1 ; : : : ; 6 ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå 13 òàêèõ ïàð. Òåïåðü, çàìåíÿÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíî (x; y) íà êàæäóþ òàêóþ ïàðó â J3 , ìû ëåãêî ïîëó÷àåì âñå ïîäõîäÿùèå

çíà÷åíèÿ z . Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ïîäõîäÿùåå z > 0 äëÿ êàæäîé

ïàðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì 13 òðîåê ( x > 0, y > 0, z > 0), êîòîðûå

çàíóëÿþò èäåàë J3 . Íàêîíåö, çàìåíÿÿ (x; y; z) ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäîé èç ýòèõ

òðîåê â J , ìû ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíûå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ u ,

v , w , êîòîðûå ëåãêî ðåøàþòñÿ.
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ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÐÅÆÈÌÎÂ ÂÈÁÐÎÊÈÏÅÍÈß

1

Í. Ñ. Îðëîâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Â ïðåäûäóøèõ ðàáîòàõ â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ [1]

áûëî îáíàðóæåíî ïîÿâëåíèå âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà,

à òàêæå ïîÿâëåíèå âñïëåñêîâ, íàïîìèíàþùèõ ôîíòàíèðóþùèå êàíàëû. Äëÿ òåî-

ðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ýôôåêòîâ íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå òðåõìåðíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â äèàïàçîíå çíà÷åíèé àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êî-

ëåáàíèé, à òàêæå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñëîÿ.

Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðåæèìîâ âèáðîêèïåíèÿ â áîëåå øèðîêîì äèà-

ïàçîíå çíà÷åíèé ÷àñòîòû êîëåáàíèé (10�80 Ãö) ïðè çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ñëîÿ

çàñûïêè 50 è 100 ìì. Èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé â äèà-

ïàçîíå 1.5�9 ìì. Â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ìîíîäèñïåðñíûå ÷àñòèöû ñòåêëà

äèàìåòðîì 0.3 ìì.

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [1�5] ïî èññëåäîâàíèþ ðåæèìîâ âèáðîêèïåíèÿ áû-

ëî îáíàðóæåíî, ÷òî â òðåõìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàåòñÿ

âîëíîîáðàçíàÿ ïîâåðõíîñòü ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà. Ñ óâåëè÷åíèåì àì-

ïëèòóäû è ÷àñòîòû âèáðàöèè ñëîé ÷àñòèö òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è îáðàçóþòñÿ

âñïëåñêè ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà.

Ïðè àìïëèòóäå âèáðàöèè 1.5�2 ìì è ÷àñòîòå âèáðàöèè ìåíåå 20 Ãö íàáëþäà-

åòñÿ âîëíîîáðàçíàÿ ïîâåðõíîñòü ñëîÿ ìàòåðèàëà, íî âñïëåñêè íå âèçóàëèçèðóþò-

ñÿ. Ïðè ÷àñòîòå 10 Ãö è àìïëèòóäå 1.5 ìì âîëíû íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ïðàêòè÷å-

ñêè íå íàáëþäàþòñÿ, è ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ (îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé âûñîòû

âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ê åãî íà÷àëüíîé âûñîòå) ìàëà. Íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ íàáëþ-

äàþòñÿ ñòðóêòóðû â âèäå êðóãîâ.

Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû êîëåáàíèé ( > 20 Ãö) ïîâåðõíîñòü âèáðîêèïÿùåãî

ñëîÿ ñòàíîâèòñÿ âîëíîîáðàçíîé. Åñëè óâåëè÷èâàòü ïðè ýòîì àìïëèòóäó êîëå-

áàíèé, òî àìïëèòóäà âîëí ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà âîçðàñòàåò, ÷òî ñïîñîá-

ñòâóåò ðàñøèðåíèþ âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ. Íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ íàáëþäàþòñÿ îò-

äåëüíûå âñïëåñêè ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà.

Ïðè àìïëèòóäå 9 ìì íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå ôîíòàíèðóþùèõ êàíàëîâ. Ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö â ñëîå âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì àì-

ïëèòóäû êîëåáàíèé. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ìîæåò ïðåïÿòñòâîâàòü

îäíîðîäíîìó îæèæåíèþ (êèïåíèþ) ìàòåðèàëà.

Ñ äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû

( > 3 ìì) íåóñòîé÷èâîñòü ñëîÿ ïåðåõîäèò â äðóãîé ðåæèì, êîãäà ñëîé ÷àñòèö

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ I.33 Ï ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðî-

áëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ôàêòîðèçàöèîííûõ ìå-

òîäîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Àëãîðèòìû è ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ñèñòåì ñâåðõâûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè¿.
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ñèëüíåå îòðûâàåòñÿ îò êîëåáëþùåéñÿ ïîëêè è çíà÷èòåëüíåå óïëîòíÿåòñÿ, à

âñïëåñêè ïðàêòè÷åñêè íå âèçóàëèçèðóþòñÿ. Ïðè ýòîì ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ñêî-

øåííàÿ ïîâåðõíîñòü ñëîÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû âèáðàöèè, íà÷èíàÿ ñ 30 Ãö,

ìåæäó íèæíåé ÷àñòüþ ñëîÿ è ïîëêîé (íà êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ ìàòåðèàë) îá-

ðàçóåòñÿ çàçîð. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû (1.5 ìì) íåáîëüøîé çàçîð (âû-

ñîòîé îêîëî 5 ìì) îáðàçóåòñÿ òîëüêî ïðè ÷àñòîòå 80 Ãö. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àìïëèòóäû (áîëüøå 3 ìì) çàçîð îáðàçóåòñÿ óæå ïðè ÷àñòîòå 30 Ãö. Ïðè àìïëè-

òóäå 6�9 ìì çàçîð äîñòèãàåò 10�15 ìì. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ñëîÿ

ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû âèáðàöèè, òàê êàê ñëîé ÷àñòèö

óïëîòíÿåòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà ñëîÿ çàñûïêè áîëüøå è ðàâíà

100 ìì, ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ìåíüøå [2, 5], âîëíîîáðàçíàÿ

ïîâåðõíîñòü ñëîÿ âîçíèêàåò ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êî-

ëåáàíèé. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîé êëàññèôèêàöèè íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå èñ-

ñëåäîâàíèå ðåæèìîâ âèáðîêèïåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñëîÿ.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÌÎÄÅËÜ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÎÊÎËÅÍÈÉ

Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÜÞ ÐÎÑÒÀ Â ÐÀÍÍÅÌ ÎÍÒÎÃÅÍÅÇÅ

1

À. Þ. Ïåðåâàðþõà

(Ðîññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ÑÏÈÈÐÀÍ)

Âíóòðèïîïóëÿöèîííûì ìåõàíèçìîì ðåãóëÿöèè, âëèÿþùèì íà äèíàìèêó ïî-

ïóëÿöèé îñåòðîâûõ ðûá è ëîñîñåâûõ, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó

íåðåñòóþùèì íà îãðàíè÷åííûõ ðóñëîâûõ ó÷àñòêàõ ñ ïðèãîäíûì ãðóíòîì çàïà-

ñîì è ôîðìèðóþùèìñÿ îò íåãî íîâûì ïîêîëåíèåì. Â èõòèîëîãèè ïðåäëàãàëèñü

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ôîðìàëèçàöèè çàâèñèìîñòè ïîïîëíåíèÿ R îò çàïà-

ñà S (sto ck�recruitment), â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíà ìîäåëü Ó. Ðèêåðà:

R = aSe� bR;

ãäå a � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðåïðîäóêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîïóëÿöèè;

b � îòðàæàåò âëèÿíèå ëèìèòèðóþùèõ çàâèñÿùèõ îò ïëîòíîñòè ôàêòîðîâ. Ðè-

êåð îáîñíîâàë íà áîãàòîì ôàêòè÷åñêîì ìàòåðèàëå òåîðèþ ôîðìèðîâàíèÿ ïî-

ïîëíåíèÿ ïîïóëÿöèé ðûá. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè íà ïðàêòèêå îêàçàëîñü

ñâÿçàíî ñ ïðîòèâîðå÷èâûìè ðåçóëüòàòàìè.

Ïðîáëåìà íåñîîòâåòñòâèÿ ïðîãíîçîâ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íå àíàëèçèðîâàëèñü

ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû M h
 ; t;  i , ãäå îïåðàòîð ýâîëþöèè  (R; a) åñòü

ôîðìàëèçàöèÿ íåêîòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó îñíîâíûìè âå-

ëè÷èíàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèîííîãî ïðîöåññà, è â ñëó÷àå

èòåðàöèé ìîäåëè Ðèêåðà Rn+1 = aRn exp(� bRn ) äëÿ M íàáëþäàåòñÿ âîçíèê-

íîâåíèå òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. Óñëîâèå ïåðâîãî

ìåòàìîðôîçà ïîâåäåíèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ â íåïîäâèæ-

íîé òî÷êå x �
ïåðåñòàíåò óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòè j 0(x � )j < 1. Äëÿ

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé  : I ! I êëàññà ãëàäêîñòè C2

ñ óñëîâèÿìè  0
x (x � ) = v(a) ,  0(x) 6= 0 , åñëè x 6= c,  00(c) 6= 0 ïðè a = �a òà-

êîì, ÷òî  0(x � ) = � 1, íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ  2(x) â òåðÿþùåé

óñòîé÷èâîñòü x �
:

d 2(x � )
dx

= 1 ;

d2 2(x)
dx2 =  00( (x))(  0(x))2 +  0( (x))  00(x);

(1)

d2 2(x � )
dx2 = 0 : (2)

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêòû • 15-07-01230, • 14-07-00066.
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Ñëåäîâàòåëüíî, d 2(x)=dx ïðè a = �a èìååò â x �
ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, êîòîðûé

ïðè âûïîëíåíèè d3 2(x)=dx3 < 0 áóäåò ìàêñèìóìîì, è òîãäà c ïîÿâëåíèåì äâóõ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê x �
1 , x �

2 äëÿ  2(x) âîçíèêàåò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèî-

äà. Õàîòèçàöèÿ � èñêëþ÷èòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîå ñâîéñòâî è ãîâîðèòü î ðîëè

ïîâûøåíèè ðåïðîäóêòèâíîãî ïîòåíöèàëà â íåñòàáèëüíîñòè ýêîñèñòåì íà îñíîâå

ìîäåëåé ïðåæäåâðåìåííî. Äåéñòâèòåëüíî, òðóäíî ñîîòíåñòè ñîâåðøåííîå êàíòî-

ðîâñêîå ìíîæåñòâî, îáðàçóþùååñÿ â ìîìåíò íàêîïëåíèÿ êàñêàäà áèôóðêàöèé, è

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îñîáåé, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèîëîãè÷åñêàÿ ïîïóëÿ-

öèÿ. Ïðèìåíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â çàäà÷àõ ïîïóëÿöèîííîé äèíà-

ìèêè, ìû äîëæíû ïîíèìàòü, ÷òî ãäå-òî çàêàí÷èâàþòñÿ ïîíÿòèÿ î áåñêîíå÷íî

ìàëûõ âåëè÷èíàõ è íà÷èíàþòñÿ ïðèâû÷íûå äëÿ ýêîëîãîâ åäèíèöû èçìåðåíèÿ.

Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ N (t) èñõîäèò èç ïðîïîðöèîíàëü-

íîé ñìåðòíîñòè è çàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ êðèâóþ óáûëè ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

dN
dt

= � zN; N (t) = N0e� zt :

Äëÿ ðàçíûõ âèäîâ ðûá òåìï óáûëè äîëæåí âàðüèðîâàòüñÿ ïî ìåðå ðàçâèòèÿ

îñîáåé, íàèáîëåå ðåçêî âûðàæàòüñÿ ó ìîëîäè êîðîòêîöèêëîâûõ ïåëàãè÷åñêèõ

ðûá, ïîäâåðæåííûõ áèîòè÷åñêîìó ïðåññó íà âñåì æèçíåííîì öèêëå.

Îñíîâûâàÿñü íà äàííûõ íàáëþäåíèé çà ¾ïîêàòíîé¿ ìèãðàöèåé ìîëîäè âîëæ-

ñêèõ îñåòðîâûõ ðûá â ãîäû ñ ðàçëè÷íûì îáúåìîì ñòîêà âîäû â ïîëîâîäüå è îò-

ìåòèâ ñäâèãè ïèêà ïðîõîæäåíèÿ ìèãðèðóþùåé ê ìîðþ ìîëîäè, ìû ïðåäëîæèëè

ìîäåëü ñ äâóìÿ ìãíîâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñìåðòíîñòè â óðàâíåíèè óáûëè:

8
>><

>>:

dN
dt = �

�
�w (t)N (t) + � (S)�

�
N (t);

dw
dt = g

N + � ; � (S) = 1
1� exp(� cS) ;

dg
dt = rg � rg 2

G � �N (t);

(3)

ãäå S � âåëè÷èíà íåðåñòîâîãî çàïàñà; w(t) îòðàæàåò óðîâåíü ðàçìåðíîãî ðàç-

âèòèÿ ïîêîëåíèÿ, âëèÿþùèé íà óâåëè÷åíèå ïèùåâûõ ïîòðåáíîñòåé; â òðåòüåì

óðàâíåíèè g îïèñûâàåò äèíàìèêó êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ êîðìîâûõ îáúåêòîâ ñî-

ãëàñíî óðàâíåíèþ Ôåðõþëüñòà � Ïèðëà ñ ó÷åòîì âûåäàíèÿ êîðìà �N (t) ; óáû-

âàþùàÿ ôóíêöèÿ � (S) ! 1 ïðè S ! 1 ñëàáî âëèÿåò íà âû÷èñëåíèå èòîãîâî-

ãî ïîïîëíåíèÿ N (T) , åñëè ÷èñëåííîñòü çàïàñà äîñòàòî÷íî âåëèêà. Ôóíêöèîíàë

ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåçêîãî ñíèæåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèç-

âîäñòâà ïðè äåãðàäàöèè ïîïóëÿöèè, âàæíîãî äëÿ áëàãîïîëó÷èÿ îñåòðîâûõ; � �

ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åíèå òåìïîâ ðàçâèòèÿ, íå çàâèñÿùèå îò ÷èñëåí-

íîñòè; c � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü âûðàæåííîñòè ýôôåêòà Îëëè;

� � ìãíîâåííûé êîýôôèöèåíò êîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè; � � ìãíîâåííûé

êîýôôèöèåíò äåêîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè; t 2 [0; T] � ñïåöèôè÷íûé äëÿ

áèîëîãè÷åñêîãî âèäà èíòåðâàë óÿçâèìîñòè. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûé

ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ âñåõ S 2 Z+
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè w(0) = w0 , g(0) = 0 :5G , N (0) = �S , ãäå � � ñðåäíÿÿ ïëîäîâèòîñòü îñîáåé,

ïðåäñòàâëÿåò óíèìîäàëüíóþ êðèâóþ ñ óìåíüøàþùèìñÿ íàêëîíîì íèñïàäàþùåé

ïðàâîé âåòâè (ïðè � = 0 :8 � 10� 14
, ïî ñðåäíåé ïëîäîâèòîñòè âîëæñêîé ñåâðþãè

çà âðåìÿ íàáëþäåíèé � = 227 � 103
, c = 2 :5 � 10� 3

, G = 125000, T = 55 cóò.).
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ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÌ ÄÈÀÌÅÒÐÎÌ

1

Í. Â. Ðàññêàçîâà

(Ðîññèÿ, Ðóáöîâñê; ÐÈÈ ÀëòÃÒÓ)

Âåñüìà åñòåñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè íà ìíîæåñòâå âûïóêëûõ òåë â k -

ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëû ïîïåðå÷íûõ ìåð Ìèí-

êîâñêîãî Wi , i = 0 ; 1; : : : ; k (ñì., íàïðèìåð, [6, ï. 6.1.6]). Ïóñòü A � âûïóêëîå

òåëî, ò. å. çàìêíóòîå è âûïóêëîå òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå E3
. Åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ïîïåðå÷íûõ

ìåð Ìèíêîâñêîãî: W0(A) = V(A) � îáúåì, W1(A) = F (A)=3, W2(A) = M (A)=3,

W3(A) = const = 4 �= 3, ãäå F (A) � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, à M (A) � èíòåãðàë

ñðåäíåé êðèâèçíû.

Â [6] äàíî îáîñíîâàíèå òîãî ôàêòà, ÷òî èíòåãðàë ïîïåðå÷íîé ìåðû Ìèíêîâ-

ñêîãî Wi (A) ÿâëÿåòñÿ D -èíâàðèàíòíûì, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì, ìîíî-

òîííûì, îãðàíè÷åííûì, îäíîðîäíûì (ñòåïåíè k � i ), íåïðåðûâíûì è àääèòèâ-

íûì. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç Wi (A) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêæå

îáëàäàåò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè.

Íàïîìíèì çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ïîïåðå÷íûõ ìåð Ìèíêîâñêîãî äëÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P = ABCDA 0B 0C0D 0
â E3

ñ ðåáðàìè äëèíû

jAB j = a, jAD j = b, jAA 0j = c, ãäå 0 6 a 6 b 6 c. Îáùåèçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ

îáúåìà W0(P) = V(P) = abc è ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè F (P) = 2( ab+ ac + bc) =
3W1(P) äîïîëíÿþòñÿ ôîðìóëîé W3(P) = 4 �= 3 è M (P) = � (a + b + c) =
3W2(P) [5].

Äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäà P áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç @(P) ïîâåðõíîñòü ýòîãî ïà-

ðàëëåëåïèïåäà (åãî ãðàíèöó â åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü d(M; N ) � ãåîäåçè÷åñêîå (âíóòðåííåå) ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè M 2 @(P) è N 2 @(P) , ò. å. ìèíèìóì äëèí ëîìàíûõ, ëåæàùèõ â @(P)
è ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè M è N . ×åðåç D(P) îáîçíà÷èì ãåîäåçè÷åñêèé (âíóòðåí-

íèé, â äðóãîé òåðìèíîëîãèè) äèàìåòð ïàðàëëåëåïèïåäà P (òî÷íåå, åãî ïîâåðõíî-

ñòè) � ìàêñèìàëüíîå ãåîäåçè÷åñêîå (âíóòðåííåå) ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîé òî÷åê

íà ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíòåãðàëîâ

ïîïåðå÷íûõ ìåð Ìèíêîâñêîãî (çà èñêëþ÷åíèåì êîíñòàíòû) äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî

ïàðàëëåëåïèïåäà P

W (P) = C0W0(P) + C1W1(P) + C2W2(P)

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèé ó÷åíûõ è âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè, ãðàíò ÍØ-2263.2014.1.
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èëè

W (P) = C0 abc+
2C1

3
(ab+ bc+ ac) +

2C2�
3

(a + b+ c):

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: Íàéòè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèîíàëà W (P) íà ìíîæåñòâå âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ çàäàííûì ãåîäåçè-

÷åñêèì äèàìåòðîì.

Ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ áûëè ðåøåíû äëÿ îòäåëüíûõ èíòå-

ãðàëîâ ïîïåðå÷íûõ ìåð Ìèíêîâñêîãî. Íàïîìíèì óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè F (P) ïàðàëëåëåïèïåäà P
áûëè íàéäåíû Þ. Ã. Íèêîíîðîâûì è Þ. Â. Íèêîíîðîâîé â [7], ãäå áûëî äî-

êàçàíî, ÷òî ìàêñèìóì ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè äîñòèãàåòñÿ íà ïàðàëëåëåïèïåäå ñ

ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 1 : 1 :
p

2. Ìèíèìóì â äàííîì ñëó÷àå, î÷å-

âèäíî, ðàâåí 0 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà (âûðîæäåííûõ) ïàðàëëåëåïèïåäàõ

ñî ñâîéñòâîì a = b = 0 .

Äàëåå â [3] áûëè ïîëó÷åíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëà ñðåäíåé

êðèâèçíû M (P) . Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå M (P) äîñòèãàåòñÿ â òî÷-

íîñòè íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 0 : 1 : 1 ,

à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå � íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð

a : b : c = 0 : 0 : 1 .

È, íàêîíåö, â [4] áûëè ïîëó÷åíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ îáúåìà V(P) ïà-

ðàëëåëåïèïåäà. Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìóì ðàâåí 0 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà

(âûðîæäåííûõ) ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 0 : 1 : 1
( a : b : c = 0 : 0 : 1 ). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îáúåìà V(P) ñðåäè âñåõ ïðÿìî-

óãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ çàäàííûì ãåîäåçè÷åñêèì äèàìåòðîì äîñòèãàåòñÿ

â òî÷íîñòè íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 1 : 1 :
p

2.

Ïðåæäå, ÷åì ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ îáùóþ çàäà÷ó, ðàçáåðåì êîìáèíàöèè

ôóíêöèîíàëîâ èç äâóõ èíòåãðàëîâ ïîïåðå÷íûõ ìåð Ìèíêîâñêîãî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

åñëè ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ íà îäè-

íàêîâûõ ýëåìåíòàõ, òî íà ýòèõ æå ýëåìåíòàõ áóäåò äîñòèãàòüñÿ ýêñòðåìàëüíîå

çíà÷åíèå è äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èç ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ ñ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè, ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1) Îáúåì è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè: WV F (P) = C0 abc+ 2C1
3 (ab+ bc+ ac) . Ìàê-

ñèìóì WV F (P) äîñòèãàåòñÿ íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð

a : b : c = 1 : 1 :
p

2, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà (âûðîæäåííûõ) ïàðàë-

ëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 0 : 0 : 1 äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ

âåëè÷èí C0 , C1 .

2) Îáúåì è ñðåäíÿÿ êðèâèçíà: WV M (P) = C0 abc+ 2C2 �
3 (a + b + c) . Ìèíè-

ìóì WV M (P) äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà (âûðîæäåííûõ) ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ

ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 0 : 0 : 1 äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí

C0 , C2 .

3) Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è ñðåäíÿÿ êðèâèçíà: WF M (P) = 2C1
3 (ab+ bc+ ac) +

2C2 �
3 (a + b+ c) . Ìèíèìóì WF M (P) äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà (âûðîæäåííûõ)

ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 0 : 0 : 1 äëÿ íåîòðèöà-

òåëüíûõ âåëè÷èí C1 , C2 .
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÀ ÍÅÔÒÅÏÐÎÄÓÊÒÎÂ

1

À. À. Ñåìåíÿêèíà

(Ðîññèÿ, Òàãàíðîã; ÍÈÈ ÌÂÑ ÞÔÓ)

Àíàëèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è òðàíñïîðòà âåùåñòâ ïîêàçàë,

÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè âðåìåííûå çàòðàòû äëÿ ÿâíîé ñõå-

ìû ñóùåñòâåííî óìåíüøàþòñÿ [1]. Ìîäèôèêàöèÿ ÿâíîé ñõåìû � ââåäåíèå ðàç-

íîñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìíîæèòåëåì-ðåãóëÿðèçàòîðîì � ïîçâî-

ëÿåò ñóùåñòâåííî îñëàáèòü îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòèìóþ âåëè÷èíó øàãà ïî âðå-

ìåíè [2]. Êðîìå òîãî, ÿâíûå ðåãóëÿðèçîâàííûå ñõåìû ïîêàçàëè ïðåèìóùåñòâî

ïî ðåàëüíûì âðåìåííûì çàòðàòàì (10�15 ðàç è áîëåå) ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëü-

çîâàâøèìèñÿ ðàíåå òðàäèöèîííûìè íåÿâíûìè è íåðåãóëÿðèçîâàííûìè ÿâíûìè

ñõåìàìè [3].

Â ðàáîòå [4] áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ â ñëó÷àå ó÷å-

òà ¾çàïîëíåííîñòåé¿ êîíòðîëüíûõ îáëàñòåé. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà, ó÷èòûâàþùèé

÷àñòè÷íóþ ¾çàïîëíåííîñòü¿ ÿ÷ååê, ëèøåí íåäîñòàòêà, ñâÿçàííîãî ñî ñòóïåí÷à-

òûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðàíèöû îáëàñòè íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå. Ïðåäëîæåííûé

ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè [5]. Íà îñ-

íîâå äàííîé ìîäåëè âûïîëíåí ðàñ÷åò ïîëåé òå÷åíèé, êîòîðûå èñïîëüçîâàíû ïðè

ðàñ÷åòå òðàíñïîðòà íåôòåïðîäóêòîâ.

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòà íåôòåïðîäóêòîâ, îòëè÷àþ-

ùàÿñÿ îò èçâåñòíûõ ó÷åòîì: èñïàðåíèé ëåãêîé, íåéòðàëüíîé è íå èñïàðÿþùåéñÿ

ïñåâäîôðàêöèé íåôòÿíîãî ïÿòíà, ðàñòâîðåíèÿ è ðàñòåêàíèÿ íåôòÿíîãî ïÿòíà è

áèîðàçëîæåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíà ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñû-

âàåò âñå âûøå ïåðå÷èñëåííûå ïðîöåññû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òðàíñïîðòà íåôòå-

ïðîäóêòîâ èñïîëüçîâàíû ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíîé çàäà÷è äèôôóçèè óäàëîñü ïîâûñèòü òî÷íîñòü

â 66.7 ðàç, à äëÿ çàäà÷è äèôôóçèè-êîíâåêöèè � â 48:7 ðàç [6]. Íà áàçå ìíî-

ãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû áûëî ðàçðàáîòàíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå

ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ ýêîñèñòåì ìåëêîâîäíûõ âîäîåìîâ íà ïðèìå-

ðå Àçîâî-×åðíîìîðñêîãî áàññåéíà ïðè íåôòÿíûõ ðàçëèâàõ. Ïðè ïàðàëëåëüíîé

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Çàäàíèÿ •2014/174 â ðàìêàõ

áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè, à òàêæå ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàí-

ñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò • 16-37-00129.
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ðåàëèçàöèè áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû äåêîìïîçèöèè ñåòî÷íûõ îáëàñòåé äëÿ

âû÷èñëèòåëüíî òðóäîåìêèõ çàäà÷ äèôôóçèè-êîíâåêöèè, ó÷èòûâàþùèå àðõèòåê-

òóðó è ïàðàìåòðû ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Ìàêñèìàëüíîå

óñêîðåíèå äîñòèãàëîñü íà 512 âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ è ðàâíÿëîñü 228:36 ðàç.

Ê äîñòîèíñòâàì ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà òàêæå ñëåäóåò îòíå-

ñòè èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè, âêëþ÷àþùóþ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ïî òðåì êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì.
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈß

ËÈÍÅÀÐÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÀ ÍÀÍÎÑÎÂ

1

Â. Â. Ñèäîðÿêèíà (Ðîññèÿ, Òàãàíðîã; Ôèëèàë ÐÃÝÓ (ÐÈÍÕ)) ,

À. È. Ñóõèíîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÄÃÒÓ)

Â ðàáîòå äëÿ íåëèíåéíîé íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷è, îïèñûâàþùåé òðàíñïîðò

äîííûõ ìàòåðèàëîâ â ïðèáðåæíîé çîíå ìåëêîâîäíûõ âîäîåìîâ ïîñòðîåíà è èñ-

ñëåäîâàíà ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü. Ñëåäóÿ [1, 2], ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

òðàíñïîðòà íàíîñîâ, êîòîðîå â äèâåðãåíòíîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü

(1 � " )
@H
@t

+ div( k ~� b) = div
�

k
� bc

sin ' 0
gradH

�
; (1)

ãäå H = H (x; y; t ) � ãëóáèíà âîäîåìà; " � ïîðèñòîñòü äîííûõ ìàòåðèàëîâ; ~�b �

âåêòîð êàñàòåëüíîãî òàíãåíöèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà äíå âîäîåìà; � bc � êðè-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå òàíãåíöèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ; � bc = asin ' 0 , ' 0 � óãîë åñòå-

ñòâåííîãî îòêîñà ãðóíòà â âîäîåìå; k = k(H; x; y; t ) � êîýôôèöèåíò, íåëèíåéíûì

îáðàçîì çàâèñÿùèé îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì

ôóíêöèè H = H (x; y; t ) è îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

k �
A ~!d

(( � 1 � � 0)gd)�

�
�
�~�b �

� bc

sin ' 0
gradH

�
�
�
� � 1

;

� 1 , � 0 � ïëîòíîñòè ÷àñòèö äîííîãî ìàòåðèàëà è âîäíîé ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî;

g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè; ~! � ÷àñòîòà âîëíû; A è � � áåçðàçìåðíûå ïîñòî-

ÿííûå; d � õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ÷àñòèö ãðóíòà.

Óðàâíåíèå (1) äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

D(x; y) = f 0 < x < L x ; 0 < y < L yg.

Äîïîëíèì óðàâíåíèå (1) íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó ãëàäêîñòè:

H (x; y; 0) = H0(x; y); H0(x; y) 2 C2(D ) \ C( �D );

grad(x;y ) H0 2 C( �D ); (x; y) 2 �D:
(2)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé:

H (0; y; t) = H1(y; t); H (L x ; y; t) = H2(y; t); 0 6 y 6 L y ; (4)

H (x; L y ; t) = 0 ; H (x; 0; t) = H3(x); 0 6 x 6 L x : (5)

Äîïîëíèòåëüíî ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå óñëîâèé

èõ ãëàäêîñòè � grad(x;y ) H 2 C( �
Ö T ) \ C1( Ö T ) íà ãðàíèöå îáëàñòè.

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû • 15-01-08619, • 15-07-08626, è Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ

¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿.
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Ñ÷èòàåì ñîãëàñîâàííûìè ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à òàêæå âûïîë-

íåííûì óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà äèôôóçèè:

k > k0 = const > 0 (8 (x; y) 2 �D; 0 < t 6 T): (6)

Îñóùåñòâèì ëèíåàðèçàöèþ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(6), èñïîëüçóÿ ðàâ-

íîìåðíóþ âðåìåííóþ ñåòêó ! � = f tn = n�; n = 0 ; 1; : : : ; N; N � = Tg. Ëèíåàðè-

çàöèþ ÷ëåíà div(k ~� b) è êîýôôèöèåíòà k âûïîëíèì ïóòåì âûáîðà èõ çíà÷åíèé

â ìîìåíò âðåìåíè t = tn , n = 0 , 1; : : : ; N , è ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà âðå-

ìåííîì ïðîìåæóòêå tn� 1 < t 6 tn , n = 1 ; 2; : : : ; N . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

H (n) (x; y; t n� 1) = H (n� 1)(x; y; t n� 1) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì èçâåñòíû. Â êà÷åñòâå H (1) (x; y; t 0) äîñòàòî÷íî âçÿòü ôóíêöèþ

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ò. å. H (1) (x; y; t 0) = H0(x; y) .

Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèå (1) çàïèøåì â âèäå

(1 � " )
@H(n)

@t
= div

�
k(n� 1) � bc

sin ' 0
gradH (n)

�
� div

�
k(n� 1)~�b

�
; (7)

k(n� 1) =
�
H (n� 1) ; x; y; t n� 1

�
; tn� 1 < t 6 tn ; n = 1 ; 2; : : : ; N:

Àâòîðàìè äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ïîñòðîåííîé ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è ñó-

ùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé C2( Ö T ) \ C( �
Ö T ) .
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RS-ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÈ È ÏÀÐÀËËÅËÎÝÄÐÛ

Â. È. Ñóááîòèí

(Ðîññèÿ, Íîâî÷åðêàññê; ÞÐÃÏÓ (ÍÏÈ))

RS -ìíîãîãðàííèê � ýòî òàêîé çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â òðåõ-

ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé èìååò èçîëèðîâàííûå ñèììåòðè÷-

íûå ðîìáè÷åñêèå âåðøèíû [1]. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ãðàíü F , íå âõîäÿùàÿ â çâåçäó

ðîìáè÷åñêîé âåðøèíû, èìååò îñü âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ âðàùåíèÿ

çâåçäû F .

Â äîêëàäå íàéäåíû ïÿòü òèïîâ RS -ìíîãîãðàííèêîâ è äîêàçàíà ïîëíîòà ýòî-

ãî ñïèñêà. Êðîìå òîãî, óòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ïåðå÷èñëåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ

ñ òðåõìåðíûìè ïàðàëëåëîýäðàìè [2], à èìåííî, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîãî èç ïÿòè òðeõìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ ñóùåñòâóåò òà-

êîé RS -ìíîãîãðàííèê M , ÷òî äàííûé ïàðàëëåëîýäð ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ãåî-

ìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîãîãðàííèêà M .

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê âñå RS -ìíîãîãðàííèêè ïåðå÷èñëåíû, à óäëèíåííûé

ðîìáè÷åñêèé äîäåêàýäð ìîæíî îòíåñòè ê RS -ìíîãîãðàííèêàì (ïðè íåîáõîäèìî-

ñòè ìîæíî ïðèìåíèòü àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå), òî äëÿ õàðàêòåðèçàöèè óäëè-

íåííîãî äîäåêàýäðà íåîáõîäèìî òðåáîâàíèå 6-óãîëüíîñòè ãðàíè, íå âõîäÿùåé

â çâåçäó ðîìáè÷åñêîé âåðøèíû [1].
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ÄÂÅ ÌÎÄÅËÈ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ

Î ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ ÐßÄÀ

Â. À. Òåñòîâ (Ðîññèÿ, Âîëîãäà; ÂîÃÓ) ,

È. À. Øèëîâñêèé (Ðîññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; Êîíöåðí ¾Îêåàíïðèáîð¿)

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòîì âñåãî øêîëüíîãî è âóçîâñêîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. ×èñëî � îäíî èç óäèâèòåëüíåéøèõ è ïðåêðàñ-

íåéøèõ ñîçäàíèé ÷åëîâå÷åñêîãî äóõà, è ïîíÿòèå ÷èñëà çàñëóæèâàåò òîãî, ÷òî-

áû êàæäûé îáðàçîâàííûé ÷åëîâåê èìåë õîòÿ áû íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î òåõ

ãëóáèíàõ, êîòîðûå îíî â ñåáå ñîäåðæèò. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà âîçíèêëè èç ïîòðåá-

íîñòåé ñ÷åòà â ãëóáîêîé äðåâíîñòè. Êàê ïîêàçûâàåò èçó÷åíèå ïîíÿòèÿ ÷èñëà ó

ïåðâîáûòíûõ íàðîäîâ, íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñëóæèò öåëÿì ñ÷åòà è ðàçâèâàåòñÿ â

çàâèñèìîñòè îò óñëîæíåíèÿ çàäà÷ ñ÷åòà. Ïðîñòåéøèìè êîíêðåòíûìè ïðåäñòà-

âèòåëÿìè ýòèõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ðÿäû ÷åðòî÷åê: j , jj , jjj , jjjj , : : : Ïåðåñ÷èòûâàÿ

(êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ìû êàæäîìó îáúåêòó ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

íåêîòîðóþ ÷åðòî÷êó è, òàêèì îáðàçîì, óñòàíàâëèâàåì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó äàííûì ìíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì ÷åðòî÷åê. Îäíîâðåìåííî

ìû óïîðÿäî÷èâàåì ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó çàíóìåðîâûâàåì åãî ýëåìåíòû â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷åðòî÷åê êàê ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, â ñàìîì ïðîöåññå ñ÷åòà èìåþòñÿ äâå ðàçíûå ìîäåëè, äâà ðàç-

ëè÷íûõ àñïåêòà: óñòàíîâëåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ è óïîðÿäî÷åíèå. Îñíîâíûå

ñâîéñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîãóò áûòü îïèñàíû è èçó÷åíû ñ ïîìîùüþ ëþáîé

èç ýòèõ äâóõ ìîäåëåé, ïðè÷åì ïåðâàÿ ïðèâîäèò ê òåîðèè êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë â

òåîðèè ìíîæåñòâ, à âòîðàÿ � ê òåîðèè ïîðÿäêîâûõ (îðäèíàëüíûõ) ÷èñåë.

Ñîãëàñíî Ã. Êàíòîðó � ñîçäàòåëþ òåîðèè ìíîæåñòâ, êîíå÷íûå êàðäèíàëü-

íûå è êîíå÷íûå îðäèíàëüíûå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ îáúåêòàìè ðàçëè÷íîé ïðèðî-

äû. Ïðè ýòîì Êàíòîð íåñêîëüêî íåîïðåäåëåííî ãîâîðèò, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ïî

ñâîèì ñâîéñòâàì. Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ ñâîéñòâ êîíå÷íûõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë

Êàíòîð îáúÿâëÿåò, ÷òî òåì ñàìûì óêàçàí ñàìûé åñòåñòâåííûé ïóòü ïîñòðîåíèÿ

îáû÷íîé òðàäèöèîííîé àðèôìåòèêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàíòîð ìîã áû ñêàçàòü

òî æå ñàìîå è ïî ïîâîäó êîíå÷íûõ îðäèíàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïî÷òåíèå, îòäàí-

íîå Êàíòîðîì â ýòîì îòíîøåíèè êàðäèíàëüíûì ÷èñëàì, ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî

ïðîñòî òåì, ÷òî îíè áûëè ðàññìîòðåíû ïåðâûìè.

Äâîéñòâåííûé õàðàêòåð ïðèðîäû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò. å. ÷òî îíè îäíîâðå-

ìåííî ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâûìè è êîëè÷åñòâåííûìè ÷èñëàìè, ïðèâîäèò ê ìåòî-

äîëîãè÷åñêèì òðóäíîñòÿì ïðè ôîðìèðîâàíèè ýòîãî ïîíÿòèÿ. Â øêîëüíîé ìà-

òåìàòèêå òàêæå âîçìîæíû äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäõîäà, îñíîâàííûå íà ýòèõ

äâóõ ìîäåëÿõ íàòóðàëüíîãî ðÿäà: òåîðèÿõ êàðäèíàëüíûõ è îðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Øêîëüíàÿ äèäàêòèêà íàêîïèëà ìíîãîâåêîâîé îïûò ôîðìèðîâàíèÿ ó äåòåé ïî-

íÿòèÿ î íàòóðàëüíîì ÷èñëå íà îñíîâå ìîäåëè, èñïîëüçóþùåé ñ÷åò ïðåäìåòîâ,

ïåðâè÷íîñòü ïîðÿäêîâûõ ñâîéñòâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò è èñòîðè÷åñêîìó ïðîöåññó

ôîðìèðîâàíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ÷èòàòü, íåîáõîäèìî çàðàíåå èìåòü äîñòàòî÷íûé çàïàñ ÷èñåë.

×èñëà (áóäü òî ïàëüöû, ñóñòàâû èëè äðóãèå ñèñòåìû) äîëæíû îáëàäàòü íåêîòî-

ðûìè ñâîéñòâàìè, ÷òîáû ñëóæèòü îðóäèåì ñ÷åòà. Îíè äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â

îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, ïðè÷åì äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïåðâîå ÷èñëî è ò. ä. Ïðè

ýòîì ïåðâîìó îòìå÷åííîìó ïðåäìåòó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 1, à êàæ-

äîìó î÷åðåäíîìó ÷èñëó, íå îòìå÷åííîìó ðàíåå, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî,

ñëåäóþùåå çà ïîñëåäíèì èç óæå íàçâàííûõ.

Ïðîöåññ ñ÷åòà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò â ñâîåé îñíîâå ñëåäóþùèå ôàêòû

èç òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, ò. å. ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ çàäàíî

îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ¾ < ¿.

1) Âñÿêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæíî ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü, ò. å. ðàñïîëî-

æèòü â öåïî÷êó.

2) Âî âñÿêîì êîíå÷íîì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò

íàèìåíüøèé (íàèáîëüøèé) ýëåìåíò.

3) Ëþáîå êîíå÷íîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî X ïîðÿäêîâî èçî-

ìîðôíî íåêîòîðîìó îòðåçêó ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò. å. ìåæäó íèìè

ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê.

Èìåííî óñòàíîâëåíèå òàêîãî èçîìîðôèçìà è ìîæåò áûòü íàçâàíî ñ÷åòîì ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà X .

Â 60-70 ãã. XX ñòîëåòèÿ áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ââåñòè â øêîëüíóþ

ïðàêòèêó, îñíîâûâàÿñü íà ìíåíèè Êàíòîðà, ÷èñòî êîëè÷åñòâåííóþ ìîäåëü ôîð-

ìèðîâàíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ. Còîðîííèêè ýòîãî ïîäõîäà ïðè ýòîì îáû÷íî ññûëàþò-

ñÿ íà ðàáîòû Æ. Ïèàæå. Íî êàê ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ Æ. Ïèàæå è À. Øåìèí-

ñêîé, ôîðìèðîâàíèå ó ðåáåíêà ïîíÿòèé ïîðÿäêîâîãî è êîëè÷åñòâåííîãî ÷èñëà

èäåò îäíîâðåìåííî.

Ïåðåîöåíêà êîëè÷åñòâåííîãî àñïåêòà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, êàê îòìå÷àåò èç-

âåñòíûé ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê è ïåäàãîã Ã. Ôðîéäåíòàëü, íåäîïóñòèìà.

1. Ìíåíèå î òîì, ÷òî êîëè÷åñòâåííîå ÷èñëî, ò. å. ðàññìîòðåíèå, îñíîâàííîå íà

ïîíÿòèè ìîùíîñòè, äîñòàòî÷íî äëÿ îáîñíîâàíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ìàòåìàòè-

÷åñêè ëîæíî (ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè ìàòåìàòèêó ïîíèìàþò â îáû÷íîì ñìûñëå).

2. Êîëè÷åñòâåííûé àñïåêò öåëûõ ÷èñåë íåñóùåñòâåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðÿä-

êîâûì àñïåêòîì.

3. Êîëè÷åñòâåííûé àñïåêò íåäîñòàòî÷åí äëÿ äèäàêòèêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

[4, ñ. 110].

Ïî åãî ìíåíèþ, ¾ïîðÿäêîâîå ÷èñëî èãðàåò â ïðîèñõîæäåíèè ïîíÿòèÿ ÷èñëà

ïåðâóþ è âàæíåéøóþ ðîëü � ýòî ñëåäóåò ïðèçíàòü è ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçðàñò-

íîé ïñèõîëîãèè, è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåäàãîãèêè, à íèêàê íå îòðèöàòü ýòó ðîëü¿

[4, ñ. 119]. Ã. Ôðîéäåíòàëü ñ÷èòàåò íåäîïóñòèìûì äîãìàòè÷åñêîå îòðèöàíèå âå-

êàìè ñëîæèâøåãîñÿ îïûòà èçó÷åíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

À. Í. Êîëìîãîðîâ òàêæå îòìå÷àë âîçìîæíîñòü êîíôëèêòà ìåæäó òðåáîâà-

íèÿìè íàóêè è òðàäèöèÿìè, êîòîðàÿ íàìåòèëàñü ¾ïîòîìó, ÷òî íåêîòîðûå ìå-

òîäèñòû ñëèøêîì óâåðîâàëè â ëîãè÷åñêóþ îáÿçàòåëüíîñòü î÷åð÷åííîãî Êàíòî-

ðîì ïóòè, â êîòîðîì ÷åòêîå îôîðìëåíèå ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâ

ïðåäøåñòâóåò ñ÷åòó. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî íàóêà âîâñå íå òðåáóåò ïðèçíàíèÿ çà

êîíöåïöèåé, èäåíòèôèöèðóþùåé íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ êîíå÷íûìè ìîùíîñòÿìè,

êàêîãî-òî èñêëþ÷èòåëüíîãî è ïðåèìóùåñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ¿ [1, ñ. 246�247].
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Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â âóçàõ òàêæå âîçíèêàåò âîïðîñ,

êàêóþ ìîäåëü ýòîé òåîðèè ïðèíÿòü çà ïåðâè÷íóþ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëü-

øåå ÷èñëî ïðåïîäàâàòåëåé ñêëîíÿåòñÿ ê ìíåíèþ, ÷òî â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîãî íà-

äî áðàòü ïîðÿäêîâûé àñïåêò ýòîé òåîðèè. Ýòî â áîëüøåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóåò

ãåíåçèñó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âîçíèêøèõ â ïðîöåññå ñ÷åòà ïðåäìåòîâ, è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ñòðàòåãèè îáó÷åíèÿ íà ñîöèîêóëüòóðíîì îïûòå.

Ïðè ôîðìèðîâàíèè ïîíÿòèÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå îñíî-

âûâàòüñÿ íà àêñèîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè, ïðè÷åì íà òàêîì, êîòîðîå ïîçâîëÿëî

áû, îïèðàÿñü íà ñëîæèâøèåñÿ óæå ó ðåáåíêà ïîíÿòèå î âåëè÷èíå, ñðàâíèòåëü-

íî ðàíî ðàñêðûòü ïîíÿòèÿ íå òîëüêî ïîðÿäêîâîãî, íî è êîëè÷åñòâåííîãî ÷èñëà.

Íàèáîëåå èçâåñòíîå òàêîå àêñèîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îñ-

íîâàíî íà àêñèîìàõ, ïðåäëîæåííûõ èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì Äæóçåïïå Ïåà-

íî (1858�1932) â êîíöå XIX â. Îäíàêî ñðåäè àêñèîì Ïåàíî ñîäåðæèòñÿ àêñèîìà

èíäóêöèè, êîòîðóþ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, øêîëüíèêè ñïîñîáíû âîñïðèíÿòü íå

ðàíåå 8�9 êëàññà. Ïîýòîìó â îñíîâó íà÷àëüíîãî ïîñòðîåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë äîëæíî áûòü ïîëîæåíî êàêîå-òî äðóãîå àêñèîìàòè÷åñêîå èëè îïèñàòåëüíîå

îïðåäåëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Êîíå÷íî, íå èäåò ðå÷è î òîì, ÷òîáû â íà÷àëüíîé øêîëå çíàêîìèòü ó÷àùèõñÿ

ñ òàêèì îïðåäåëåíèåì. Îäíàêî ìëàäøèì øêîëüíèêàì âïîëíå ïî ñèëàì óñâî-

èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ôèãóðèðóþùèå

â ýòîì îïðåäåëåíèè:

1) íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñëåäóþò â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå îäíî çà äðóãèì, ò. å.

ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ðàñïîëîæèòü â öåïî÷êó ïî âîçðàñòàíèþ

(ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü);

2) ÷èñëà â íàòóðàëüíîì ðÿäó íå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, ò. å. êàæäîå ÷èñëî èìååò

òîëüêî îäíî ìåñòî;

3) ðÿä íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âñåãäà ìîæíî ïðîäîëæèòü, ò. å. çà êàæäûì ÷èñëîì

åñòü åùå ÷èñëà;

4) âñåãäà ìîæíî âûïèñàòü âñå ÷èñëà, ìåíüøèå íåêîòîðîãî äàííîãî íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà;

5) ëþáàÿ ÷àñòü íàòóðàëüíîãî ðÿäà (ïîäìíîæåñòâî) ñîäåðæèò íàèìåíüøåå

÷èñëî. Ýòî ïîñëåäíåå ñâîéñòâî â ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî íàçûâàþò ïðèí-

öèïîì íàèìåíüøåãî ÷èñëà. Îíî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

îáðûâà óáûâàþùèõ öåïî÷åê è óñëîâèþ èíäóêòèâíîñòè.

Â øêîëüíîì ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè íàèáîëåå áëèçêèé ïîäõîä ê ââåäåíèþ

÷èñëà êàê ýëåìåíòà óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâà âåëè÷èí) îñóùåñòâ-

ëåí â ïðîãðàììàõ è ó÷åáíèêàõ, ñîçäàííûõ ïî ñèñòåìå ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ

Ä. Á. Ýëüêîíèíà � Â. Â. Äàâûäîâà. Îäíàêî óïîð â íèõ ñäåëàí íà ôîðìèðîâàíèè

ïîíÿòèÿ ÷èñëà êàê îñîáîãî ñëó÷àÿ îòíîøåíèÿ âåëè÷èí, ò. å. ÷èñëî â íèõ âûñòó-

ïàåò êàê óíèâåðñàëüíîå ñðåäñòâî ñðàâíåíèÿ âåëè÷èí. Òàêîé ïîäõîä îïèðàåòñÿ íà

èäåþ À. Ëåáåãà, âûñêàçàííóþ èì åùå â íà÷àëå 30-õ ãã. XX ñòîëåòèÿ [2], ââîäèòü

ïîíÿòèå ÷èñëà íà îñíîâå èçìåðåíèÿ âåëè÷èí. Ýòî ïðåäëîæåíèå À. Ëåáåãà áûëî

ïîëîæèòåëüíî âîñïðèíÿòî À. Í. Êîëìîãîðîâûì, îäíàêî â ïðåäèñëîâèè ê ïåðåâî-

äó êíèãè Ëåáåãà îí îòìå÷àë, ÷òî ¾â íà÷àëüíîé è ñðåäíåé øêîëàõ, òàê æå êàê è â

èñòîðè÷åñêîì ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ÷åëîâå÷åñêèõ çíàíèé, ÷èñëî âûñòóïàåò â äâóõ

îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ: íàòóðàëüíîå (öåëîå ïîëîæèòåëüíîå) ÷èñëî � êàê îðóäèå
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ñ÷åòà ïðåäìåòîâ, ðàöèîíàëüíîå è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî � êàê îðóäèå èçìåðå-

íèÿ âåëè÷èí¿. Ïîñêîëüêó íàòóðàëüíîå ÷èñëî èìååò ñîâñåì äðóãóþ ôóíêöèþ, òî

ââîäèòü åãî íà îñíîâå èçìåðåíèÿ âåëè÷èí âðÿä ëè îïðàâäàíî.

Ïîñêîëüêó ïåðâè÷íûì äëÿ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïîðÿä-

êà, òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå áûëî áû ñòðîèòü òåîðèþ â äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ñíà÷àëà îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ïîðÿäêà, à çàòåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ. Òàêîå èçëîæåíèå òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà îñíîâå ââåäåíèÿ îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà â ñèñòåìå Ïåàíî íàøëî îòðàæåíèå â êíèãå [3]. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáî-

ëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ñèñòåìó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñàìîãî íà÷àëà îïðåäåëèòü,

êàê íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå òàêîå îïðåäå-

ëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìîé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî-

÷åííîå ìíîæåñòâî X , â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

i) ìíîæåñòâî X � áåñêîíå÷íîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå;

ii) âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî â X , èìåþùåå ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, êîíå÷íî.

Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ñèñòåìû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíûõ ïðîöå-

äóð. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òàêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

âûòåêàþò èç òåîðåìû î ïîñòðîåíèè ïî èíäóêöèè âî âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-

æåñòâàõ [3].
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Ïðè ðàññìîòðåíèè óïðóãèõ îáîëî÷åê ÷àñòî ââîäÿòñÿ ãèïîòåçû è óïðîùå-

íèÿ, óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðèáëèæåííî [1�3]. Ïðåäëàãàåò-

ñÿ ôîðìóëèðîâêà ëèøåííàÿ ýòîãî íåäîñòàòêà, èñïîëüçóåòñÿ åäèíñòâåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàìå êîìáèíàöèåé óïðóãèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî

è äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ êîíòèíóàëüíîãî îäíîñâÿçíîãî óïðóãîãî òåëà ñ ãëàäêîé ãðà-

íèöåé ïîñòîÿííîé øèðèíû. Ðàçðåøàþùåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî èç âûðàæåíèÿ

äëÿ êîíòèíóàëüíîãî òåëà ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ïîñòîÿííîé øèðèíû óñòðåìëåíèåì

âåëè÷èíû øèðèíû ê íóëþ. Ôîðìóëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì Ìåòîäà ãðà-

íè÷íîãî ýëåìåíòà [4, 5], ÿâëÿþùåãîñÿ îáîáùåíèåì Ìåòîäà ïîòåíöèàëà [6] â ìå-

õàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Â ïðåäëîæåííîé àïïðîêñèìàöèè ïåðåìåùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíè-

ÿì Ëàìå ñî ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïîãðåøíîñòüþ ïðè ñòðåìëåíèè øèðèíû ê íóëþ,

à íàïðÿæåíèÿ è óñèëèÿ òî÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ëàìå, òàê êàê

ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè íàïðÿæåíèé è óñèëèé îò óïðóãèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòî-

ãî è äâîéíîãî ñëîÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íûå óñèëèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷-

êè (èëè ëþáîé åå ÷àñòè) óðàâíîâåøåíû. Ïðè óìåíüøåíèè øèðèíû îáîëî÷êè

ýòè ãðàíè÷íûå óñèëèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèÿì íà ñðåäèííîé ïî-

âåðõíîñòè îáîëî÷êè òî÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ëàìå.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ òîíêîé óïðóãîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿ-

åò ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé è óñèëèé

ïî çàäàííûì ïåðåìåùåíèÿì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.

Íàõîæäåíèå ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïî çàäàííûì óñèëèÿì íå òðåáóåò

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, òàê êàê ïåðåìåùåíèÿ îò óñèëèé íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè

îáîëî÷êè íàõîäÿòñÿ âû÷èñëåíèåì óïðóãîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.
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Î ÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÎÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÅ, ÐÀÂÍÎÌ

ÊÎÍÑÒÀÍÒÅ ÂÍÓÒÐÈ ÎÄÍÎÑÂßÇÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ñ ÊÓÑÎ×ÍÎ ÃËÀÄÊÎÉ ÃÐÀÍÈÖÅÉ

Í. À. Òðóáàåâ
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Èçâåñòíî ñóùåñòâîâàíèå Íüþòîíîâñêãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ðàâíîãî

êîíñòàíòå âíóòðè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ýòîãî ïîòåíöèàëà

èãðàåò çàìåòíóþ ðîëü â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Àâòîð ïðèâîäèò ãåîìåòðè÷å-

ñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè äëÿ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû

â îáúåìíîì ñëó÷àå è îáîáùåíèå äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîì

ñëó÷àå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âïèñàííûõ â ðàññìàòðèâàåìóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü

øàðîâ, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ çàäàí Íüþòîíîâñêèé ïîòåíöèàë çàäàþùèé îä-

íó è òó æå êîíñòàíòó, ïîçâîëÿåò åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòü èñêîìóþ ôóíê-

öèþ ïëîòíîñòè. Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âìåñòî âïè-

ñàííûõ øàðîâ íóæíî ïðèìåíÿòü âïèñàííûå êðóãè.

Ñïîñîá ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñàìîñòîÿòåëüíî èëè êàê ÷àñòü ìîäèôèêà-

öèè Ìåòîäà ïîòåíöèàëà, ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïîñòàíîâêà êîòîðîãî ñôîðìóëèðîâàíà

äëÿ ãëàäêîé (Ëÿïóíîâñêîé) ãðàíèöû.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ' 0 Íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ðàâíîãî êîíñòàíòå â îä-

íîñâÿçíîé îáëàñòè ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ãëàä-

êèõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû.

2) ' 0 èìååò îñîáåííîñòü âáëèçè óãëîâîé èëè êîíè÷åñêîé òî÷êè, åñëè óãîë

âíåøíèé. Âèä îñîáåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ãåîìåòðèåé. Åñëè ëîêàëüíàÿ

ãåîìåòðèÿ � ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé èëè êîíóñ, òî îñîáåííîñòü âèäà:

c
r , ãäå

r � ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè, c � êîíñòàíòà.

3) ' 0 îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ âáëèçè óãëîâîé òî÷êè, åñëè óãîë âíóòðåííèé.

Ïðè ýòîì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ äâóõ ñòîðîí óãëà ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.

4) ' 0 îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ âáëèçè êîíè÷åñêîé òî÷êè, íåïðåðûâíî çàâèñÿ-

ùàÿ îò óãëà çàäàþùåãî ãëàäêóþ êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, åñëè óãîë âíóòðåííèé.

Òåðìèíû ¾âíóòðåííèé óãîë¿ è ¾âíåøíèé óãîë¿ ïîäðàçóìåâàþò òåëåñíûé

óãîë áîëüøå 2� è òåëåñíûé óãîë ìåíüøå 2� ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèâåäåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè Íüþòîíîâñêîãî ïîòåí-

öèàëà ðàâíîãî êîíñòàíòå â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé

è åãî îáîáùåíèå äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîì ñëó÷àå, ïîçâîëÿ-

åò ìîäåëèðîâàòü ñòðóè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è:

î ïàäåíèè êîñîé ñòðóè íà ïëîñêîñòü, î çàòîïëåííîé ñòðóå, îá îáòåêàíèè óãëîâîé

ñòåíêè ñ çàâèõðåííîé çîíîé âáëèçè âåðøèíû óãëà.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÃÐÀÍÈÖÛ

ÐÀÇÄÅËÀ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ

ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÌ ÑËÎÅ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÛ

Þ. Ñ. Ôåäÿåâ

(Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Còàöèîíàðíóþ ôèëüòðàöèþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íåäåôîðìèðóåìîì

àíèçîòðîïíîì íåîäíîðîäíîì ñëîå ïîðèñòîé ñðåäû îïèñûâàþò îáîáùåííûé ïî-

òåíöèàë ' è ôóíêöèÿ òîêà  . Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé [1]

Hvx = P11
@'
@x

+ P12
@'
@y

=
@ 
@y

;

Hvy = P21
@'
@x

+ P22
@'
@y

= �
@ 
@x

:
(1)

Çäåñü x , y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ñëîÿ, vx , vy � ïðîåê-

öèè ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè, H � òîëùèíà ñëîÿ, P = ( Pij ) � òåíçîð ïðîâîäèìîñòè

ñëîÿ ( Pij = HK ij ; i; j = 1 ; 2, K ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè).

Ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà � t ìåæäó ðàçëè÷íûìè æèäêîñòÿìè äåëèò îáëàñòü ôèëü-

òðàöèè íà ÷àñòè D1 è D2 . Â îáëàñòè D1 äâèæåòñÿ æèäêîñòü âÿçêîñòè � 1 è ïëîò-

íîñòè � 1 , à â îáëàñòè D2 � æèäêîñòü âÿçêîñòè � 2 è ïëîòíîñòè � 2 . Ïîëàãàåì, ÷òî

ïðè äâèæåíèè îäíà æèäêîñòü ïîëíîñòüþ çàìåùàåò äðóãóþ è íà ãðàíèöå ðàçäåëà

æèäêîñòåé êàïèëëÿðíûå ñèëû ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Òîãäà óñëîâèÿ íåïðåðûâíî-

ñòè äàâëåíèÿ è ðàñõîäà æèäêîñòè èìåþò âèä

� 1' + (z; t) � � 2' � (z; t) = ( � 2 � � 1)�( z; t);

 + (z; t) =  � (z; t); z 2 � t ;
(2)

ãäå z = x + iy , t � âðåìÿ, �( z; t) � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû. Ñèìâîë ¾ + ¿ (¾ � ¿)

çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöå ñî

ñòîðîíû (ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû) îðòà íîðìàëè ê íåé.

Îáëàñòü ôèëüòðàöèè D ìîæåò îãðàíè÷èâàòü ñèíãóëÿðíàÿ ãðàíèöà

� 0 = � 01 [ � 02 . Ïðîâîäèìîñòü ñëîÿ P îáðàùàåòñÿ íà � 01 â áåñêîíå÷íîñòü ( K = 1 ;
H � êîíå÷íà) è â íîëü íà � 02 ( K = 0 èëè/è H = 0 ). Íà ýòèõ ãðàíèöàõ âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ

' + (z; t) = 0 ; z 2 � 01;  + (z; t) = 0 ; z 2 � 02: (3)

Ðàçìåðû, ôîðìà è ïîëîæåíèå ãðàíèöû � 0 îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñèìîñòüþ îò êîîð-

äèíàòû òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïðîâîäèìîñòè P .

Åñëè îáîùåííûé ïîòåíöèàë ' (z; t) íå èìååò ñèíãóëÿðíîñòåé â áåñêîíå÷íîñòè,

òî äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè

' (z; t) = O
�
jzj� 1�

; jP(z) � r ' (z; t)j = O
�
jzj� 2�

; jzj ! 1 : (4)
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Ïîëîæåíèå ãðàíèöû � t íà ïëîñêîñòè z â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 îïè-

ñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì ( s � ïàðàìåòð)

z = z(t; s) (x = x(t; s); y = y(t; s)) ; z 2 � t : (5)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé

èçâåñòíî

z0 = z(0; s) (x0 = x(0; s); y0 = y(0; s)) ; z 2 � 0: (6)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû � t èìåþò âèä

dx
dt

=
v+

x (x; y; t ) + v�
x (x; y; t )

2
;

dy
dt

=
v+

y (x; y; t ) + v�
y (x; y; t )

2
;

(x; y) 2 � t :

(7)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíà îáëàñòü ôèëüòðàöèè D , òåíçîð ïðîâîäèìîñòè ñëîÿ

P = HK , ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû � , âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè æèäêîñòåé, íà-

÷àëüíîå ïîëîæåíèå ãðàíèöû � 0 . Íåîáõîäèìî íàéòè ïîëîæåíèå ãðàíèöû � t (5).

Ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (7) ñ ó÷åòîì

óñëîâèé (2)�(4) è (6).

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãðàíèöû � t . Ïîñòðîåí ÷èñëåííûé àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé [2]. Èññëå-

äîâàíà ýâîëþöèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ê ýêñïëóàòàöèîííîé ñêâàæèíå.

Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ãðàíèöåé � t ñêâàæèíû îò ïàðàìåò-

ðîâ çàäà÷è. Èçó÷åíî âëèÿíèå àíèçîòðîïèè ãðóíòà, ãðàíèö îáëàñòè ôèëüòðàöèè,

ðàçëè÷èÿ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ æèäêîñòåé íà äâèæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêî-

ñòåé [3].
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

1

À. Å. ×èñòÿêîâ

(Ðîññèÿ, Òàãàíðîã; ÍÈÈ ÌÂÑ ÞÔÓ)

Âñå ìåòîäû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òðè ãðóïïû: àñèìïòîòè÷åñêèå èëè ëó÷åâûå;

èíòåãðàëüíûå, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ïðèíöèï Ãþéãåíñà; ïðÿìûå ÷èñëåííûå

ìåòîäû. Ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðîèñõî-

äèò ïóòåì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîëí. Ðàñ÷åò âîë-

íîâîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò â íàáîðå áëèçêîðàñïîëîæåííûõ äèñêðåòíûõ óçëîâ ñåòêè

ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè è ðåêóðñèâíîãî ðå-

øåíèÿ ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà êîìïëåêñà ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ

äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ èçëó÷åíèÿ íà îñíîâå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìå-

òîäà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è: ðàçðàáî-

òàíà äèñêðåòíàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ çàïîëíåííîñòè ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê, ÷òî ãà-

ðàíòèðîâàëî âûïîëíåíèå îñíîâíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà äèñêðåòíîì óðîâíå;

ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè îò øàãà ïî

âðåìåííîé ïåðåìåííîé; ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òðåõñëîéíîé ðàçíîñò-

íîé ñõåìû; ðàññ÷èòàíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ïàðàìåòðà òðåõñëîé-

íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû; ðàçðàáîòàí âàðèàíò àäàïòèâíîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî

ïîïåðåìåííî-òðåóãîëüíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà âàðèàöèîííîãî òèïà, êîòîðûé

èìååò íàèëó÷øóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â êëàññå äâóõñëîéíûõ èòåðàöèîííûõ

ìåòîäîâ; ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

àêóñòè÷åñêèõ âîëí.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ [1, 2]. Äèñ-

êðåòíàÿ ìîäåëü áûëà ïîñòðîåíà ïðè ïîìîùè èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòî-

äà [3], ïðè ýòîì îñóùåñòâëÿëñÿ ó÷åò çàïîëíåííîñòè ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê [4, 5], ÷òî

ãàðàíòèðîâàëî âûïîëíåíèå îñíîâíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà äèñêðåòíîì óðîâíå.

Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ñõåìû îò åå âåñà è øàãà ïî âðåìåííîé ïå-

ðåìåííîé. Äëÿ ìîäåëüíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè

ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìû êîíå÷íûìè ñóììàìè ðÿäîâ

Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó áàçèñó, èññëåäîâàíà òî÷íîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà óçëîâ,

ïðèõîäÿùèõñÿ íà ïîëîâèíó äëèíû âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùåé íàèáîëåå âûñîêî÷à-

ñòîòíîé ãàðìîíèêå â êîíå÷íîé ñóììå ðÿäà Ôóðüå, íåîáõîäèìîé äëÿ îïèñàíèÿ

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Çàäàíèÿ • 2014/174 â ðàìêàõ

áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè, à òàêæå ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàí-

ñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû • 15-01-08619,

• 15-07-08626, • 15-07-08408, • 16-37-00129.

196



ïîâåäåíèÿ ðàñ÷åòíûõ îáúåêòîâ. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñè-

ìàöèè äèôôóçèîííûõ ñëàãàåìûõ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè îò êîëè÷åñòâà óçëîâ.

Ïîëó÷åííûå ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ ðåøåíû àäàïòèâíûì ìîäèôèöèðîâàííûì

ïîïåðåìåííî-òðåóãîëüíûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì âàðèàöèîííîãî òèïà, êîòî-

ðûé èìååò íàèëó÷øóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â êëàññå äâóõñëîéíûõ èòåðàöèîí-

íûõ ìåòîäîâ [6]. Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ àäàï-

òèâíîãî ÌÏÒÌ [7] áûë ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â îáëàñòÿõ, èìåþùèõ ñëîæíóþ ãåîìåò-

ðèþ.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

Î ÐÀÇÂÈÒÈÈ ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÛØËÅÍÈß

È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÎÌÏÅÒÅÍÒÍÎÑÒÈ Ó×ÈÒÅËß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Â. Ñ. Àáàòóðîâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ïîâûøåíèå ìåòîäè÷åñêîé êîìïåòåíòíîñòè ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ àê-

òóàëüíîé ïðîáëåìîé ñèñòåìû ïîäãîòîâêè, ïåðåïîäãîòîâêè è ïîâûøåíèÿ êâà-

ëèôèêàöèè ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ. Îñóùåñòâëÿåìûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïå-

ðåõîä îò ¾ñóáúåêò-îáúåêòíîé¿ ìîäåëè îáó÷åíèÿ ê äåÿòåëüíîñòíîé ¾ñóáúåêò-

ñóáúåêòíîé¿ ïàðàäèãìå òðåáóåò ðàçðàáîòêè è âíåäðåíèÿ íîâûõ ìåòîäèê è òåõ-

íîëîãèé âçàèìîäåéñòâèÿ ó÷èòåëÿ è ó÷àùåãîñÿ, íàïðàâëåííûõ íà àêòóàëèçàöèþ

è àêòèâèçàöèþ ïðåîáðàçóþùåé äåÿòåëüíîñòè.

Ïîñêîëüêó îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ó÷èòåëÿ ñâÿçàíà íåïîñðåäñòâåííî ñ ïðàê-

òè÷åñêîé ïðåîáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòüþ, íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì

èññëåäîâàíèå âîïðîñà ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ ìåòîäè÷åñêîé êîìïåòåíöèè ó÷èòå-

ëÿ, ðàçâèòèÿ åãî ïðàêòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ � ìûøëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî â õî-

äå ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè � è âëèÿíèÿ åãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ íà óñïåøíîñòü

ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Èññëåäîâàíèåì ïðàêòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ 1917 ãîäà, çàíèìàëèñü

Â. Ê�åëåð, Ñ. Ë. Ðóáèíøòåéí, Á. Ì. Òåïëîâ, Ð. Äæ. Ñòåðíáåðã, Ä. Í. Çàâàëèøè-

íà, Þ. Ê. Êîðíèëîâ è äðóãèå ïñèõîëîãè. Â ðàáîòå ¾Óì ïîëêîâîäöà¿ Á. Ì. Òåï-

ëîâ îòìå÷àåò: ¾Ðàáîòà òåîðåòè÷åñêîãî óìà ñîñðåäîòî÷åíà ïðåèìóùåñòâåííî íà

ïåðâîé ÷àñòè öåëîñòíîãî ïóòè ïîçíàíèÿ: íà ïåðåõîäå îò æèâîãî ñîçåðöàíèÿ ê

àáñòðàêòíîìó ìûøëåíèþ, íà (âðåìåííîì!) îòõîäå, îòñòóïëåíèè îò ïðàêòèêè.

Ðàáîòà ïðàêòè÷åñêîãî óìà ñîñðåäîòî÷åíà, ãëàâíûì îáðàçîì, íà âòîðîé ÷àñòè

ýòîãî ïóòè ïîçíàíèÿ: íà ïåðåõîäå îò àáñòðàêòíîãî ìûøëåíèÿ ê ïðàêòèêå, äëÿ

êîòîðîé è ïðîèçâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêèé îòõîä¿ [1].

Îïûò ðàáîòû ñ ó÷èòåëÿìè ìàòåìàòèêè Ðåñïóáëèêè Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-

Àëàíèÿ, âêëþ÷àþùèé ïðîâåäåíèå íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèõ ñåìèíàðîâ, ëåòíèõ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ øêîë, ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ çàíÿòèé â ðàìêàõ êóðñîâ ïîâûøåíèÿ

êâàëèôèêàöèè è èíäèâèäóàëüíûõ ìåòîäè÷åñêèõ êîíñóëüòàöèé, ïîêàçûâàåò, ÷òî

ôîðìû ðàáîòû ñ ó÷èòåëÿìè ïî ïîâûøåíèþ óðîâíÿ èõ ìåòîäè÷åñêîé êîìïåòåíò-

íîñòè ñ öåëüþ ðàçâèòèÿ èõ ïðàêòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ òðåáóþò ñîâåðøåíñòâîâà-

íèÿ. Íàìè ñîâìåñòíî ñ ä. ïåä. í., ïðîô. È. Å. Ìàëîâîé ðàçðàáàòûâàþòñÿ è àïðî-

áèðóþòñÿ íîâûå ôîðìû ðàáîòû ñ ó÷èòåëÿìè � ó÷åáíûå äåëîâûå èãðû, êîòîðûå

ïîçâîëÿþò âîâëå÷ü ó÷èòåëåé â ó÷åáíûé ïðîöåññ, âîçäåéñòâóÿ íà èõ ìîòèâàöè-

îííóþ ñôåðó è ôóíäèðóÿ (îáîáùàÿ è ïðåóìíîæàÿ) èõ ïðîøëûé ëè÷íîñòíûé

ìåòîäè÷åñêèé è ìàòåìàòè÷åñêèé îïûò [2]. Â ÷èñëå ðàçðàáîòàííûõ íàìè ó÷åá-

íûõ äåëîâûõ èãð: ¾Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäàíèé ñ ïîçèöèè ðåçóëüòàòîâ îáó-

÷åíèÿ¿, ¾Äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä è ëè÷íîñòíî-îðèåíòèðîâàííîå îáó÷åíèå ïðè

ðàáîòå ñ òåêñòîâîé çàäà÷åé¿ è äð.
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Ðàáîòà â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ èí-

íîâàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè øêîëüíîãî êëàñòåðà â ÐÑÎ-À, ðàçðàáîòàííîé ñîâ-

ìåñòíî ñ ä. ïåä. í., ïðîô. Å. È. Ñìèðíîâûì [3] â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè â ÐÑÎ-À â

2015�2020 ãã. Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè. Ïðîãðàììà íàïðàâëåíà íà ðàçâåðòûâàíèå â îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäå

ÐÑÎ-À ïèëîòíîãî ïðîåêòà èç 4 êëàñòåðîâ ðàçâèòèÿ, ñîñòîÿùèõ èç èíèöèàòèâ-

íûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé (3�4 ñðåäíèõ øêîëû, 8�10 èíèöèàòèâíûõ è

êîìïåòåíòíûõ ïåäàãîãîâ), ðåàëèçóþùèõ ýôôåêòèâíîå ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îáðàçîâàíèÿ â óñëîâèÿõ àêàäåìè÷åñêîé è àäìèíèñòðàòèâíîé ïîääåðæêè â

ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ:

� ïñèõîäèàãíîñòè÷åñêàÿ è ìåòîäè÷åñêàÿ êîìïåòåíòíîñòü ïåäàãîãà êàê âå-

äóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãîòîâíîñòè è óñïåøíîñòè óïðàâëåíèÿ îáðàçîâàòåëüíûì

ïðîöåññîì;

� íîâîå â ìàòåìàòèêå ñ ïðèëîæåíèÿìè êàê ñòèìóë ïðîåêòèðîâàíèÿ â øêîëü-

íîé ìàòåìàòèêå ýëåêòèâíûõ êóðñîâ, ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèé, èññëåäîâàòåëü-

ñêîé äåÿòåëüíîñòè ó÷åíèêîâ, è, ñàìîå ãëàâíîå, ïîâûøåíèÿ ó÷åáíîé ìîòèâàöèè

(ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è íå÷åòêèå ìíîæåñòâà, îáîáùåííûå êîíñòðóêòû øêîëü-

íîé ìàòåìàòèêè, èñòîðèîãåíåç ìàòåìàòè÷åñêèõ îòêðûòèé è ò. ï.);

� èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè è ñðåäñòâà êàê ýôôåêòèâ-

íûå èíñòðóìåíòû îñâîåíèÿ ìàòåìàòèêè (ñèñòåìû äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè è

êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå, ïåäàãîãè÷åñêèå ïðîãðàììíûå

ïðîäóêòû, ìàëûå ñðåäñòâà èíôîðìàòèçàöèè è ò. ï.);

� èíòåëëåêòóàëüíûå èãðû (øàõìàòû, ãî, æèïòî) � êàê ýôôåêòèâíûå ñðåä-

ñòâà ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ îïåðàöèé øêîëüíèêîâ è ïîâûøåíèÿ èíòåðåñà

ê ìàòåìàòèêå â êîíòåêñòå ïîýòàïíîãî âûÿâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíî-

ñòåé â èãðàõ.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

WEB-ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ ÊÀÊ ÑÐÅÄÑÒÂÎ ÏÎÂÛØÅÍÈß

ÏÐÎÔÅÑÑÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ

ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÒÅËÅÉ ÂÓÇÎÂ

Î. Ì. Àáðàìîâà

(Ðîññèÿ, Àðçàìàñ; ÀÔ ÍÍÃÓ)

Â äàííûõ óñëîâèÿõ îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàåò ïðîáëåìà ñîâåðøåí-

ñòâîâàíèÿ ñèñòåìû íåïðåðûâíîãî îáðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ îòðàæåíà â Êîíöåïöèè

äîëãîñðî÷íîãî ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äî

2020 ã. Ñîãëàñíî ýòîé êîíöåïöèè âåäóùèìè ïðèíöèïàìè â îáëàñòè ïîäãîòîâêè è

ïåðåïîäãîòîâêè ïðîôåññèîíàëüíûõ êàäðîâ äîëæíû ñòàòü îïåðåæàþùèé åå õà-

ðàêòåð è ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå äîëè ñàìîîáðàçîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ñåãîäíÿ íè

ó êîãî íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè, îñóùåñòâ-

ëÿåìîå äëÿ áîëüøèíñòâà ïåäàãîãîâ îäèí ðàç â ïÿòü ëåò, ÿâíî óæå íå äîñòàòî÷íî

äëÿ îâëàäåíèÿ íîâûìè çíàíèÿìè, óìåíèÿìè, íàâûêàìè äëÿ ýôôåêòèâíîãî îñó-

ùåñòâëåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç íàó÷íîé è ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðû ïîêàçûâàåò, ÷òî íà

ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ïðîöåññ ñàìîñòîÿòåëüíîãî è íåïðå-

ðûâíîãî ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè, âîçìîæíî, ðåàëèçîâàòü â ñðåäå íà áàçå

ñðåäñòâ Web-èíñòðóìåíòîâ.

Ìíîãîîáðàçèå Web-èíñòðóìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïðåïîäàâàòåëþ îñóùåñòâëÿòü

ñàìîîáðàçîâàíèå ñ ó÷åòîì âûñòðàèâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ òðàåêòîðèé â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïðîôåññèîíàëüíûìè ïîòðåáíîñòÿìè è èíòåðåñàìè, àäåêâàòíóþ åãî

ñïîñîáíîñòÿì è âîçìîæíîñòÿì. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Web-èíñòðóìåíòû ýòî ñâîåãî

ðîäà íåêîòîðûé ïàçë, ñîñòîÿùèé èç ìíîãîîáðàçíûõ ìîäóëåé, êîìïîíóÿ êîòîðîé,

ïðåïîäàâàòåëü â çàâèñèìîñòè îò ñâîèõ öåëåé è âîçìîæíîñòåé ìîæåò âûñòðîèòü

ñîáñòâåííûé êóðñ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ Web-èíñòðóìåíòîâ, èñ-

ïîëüçóåìûõ ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ðàáîòíèêîâ ñèñòåìû îáðàçîâà-

íèÿ. Îñòàíîâèìñÿ íà äèäàêòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòÿõ ñåðâèñîâ Web 2.0, êàê îäíîãî

èç ñðåäñòâ ïîâûøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíòíîñòè ïðåïîäàâàòåëÿ âóçà.

Ïîä ñåðâèñàìè Web 2.0 áóäåì ïîíèìàòü ïðîãðàììíûå ñðåäû, êîòîðûå èñïîëüçó-

þòñÿ äëÿ ñîâìåñòíîé îðãàíèçàöèè êîìôîðòíîé ñåòåâîé äåÿòåëüíîñòè, ïîçâîëÿ-

þùèå ïîëüçîâàòåëÿì íå òîëüêî ïóòåøåñòâîâàòü ïî ïðîñòîðàì ñåòè, íî è êîëëåê-

òèâíî ðàáîòàòü è ðàçìåùàòü â ñåòè òåêñòîâóþ è ìåäèà-èíôîðìàöèþ. Ïðè÷åì

ýòà ìåòîäèêà ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì, ñòàíîâèòñÿ òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå ëþ-

äåé èìè ïîëüçóþòñÿ, ïîñêîëüêó Web 2.0 àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ è óëó÷øàþòñÿ

ñàìèìè ïîëüçîâàòåëÿìè. Îñîáåííîñòüþ Web 2.0 ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ïðèâëå÷åíèÿ

ïîëüçîâàòåëåé ê íàïîëíåíèþ è ìíîãîêðàòíîé âûâåðêå èíôîðìàöèîííîãî ìàòå-

ðèàëà. Îäíàêî, ñåãîäíÿ âñå áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïîëó÷àþò Web 3.0, ïîòîìó

÷òî ýòî óæå ïëàòôîðìà íå ñòîëüêî òåõíîëîãè÷åñêàÿ, ñêîëüêî ñîöèîêóëüòóðíàÿ,

êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîôåññèîíàëàìè äëÿ ñîçäàíèÿ èíòåðåñíîãî, ïîëåçíîãî è
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êà÷åñòâåííîãî êîíòåíòà, êîòîðûé ïî ìåðå íàïîëíåíèÿ ïðèáåãàåò ê çàêðûòèþ íà

ðåäàêòèðîâàíèå íåîïûòíûìè ó÷àñòíèêàìè êà÷åñòâåííûõ ñòàòåé, ââîäèò ðåöåí-

çèðîâàíèå ñòàòåé ñèëàìè ïðîôåññèîíàëüíûõ ðåäàêòîðîâ.

Ñðåäè ñåðâèñîâ Web 2.0 âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ñåðâèñ Wiki. Wiki � âåá-ñàéò,

ïîëüçîâàòåëè êîòîðîãî íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íè ïðîñòðàíñòâîì, íè âðåìåíåì,

íî èìåþò âîçìîæíîñòü ñîîáùà èçìåíÿòü åãî ñòðóêòóðó è ñîäåðæèìîå, èñïîëüçóÿ

èíñòðóìåíòû, ïðåäîñòàâëÿåìûå ñàìèì ñàéòîì. Ýòà îñîáåííîñòü Wiki ÿâëÿåòñÿ

îòïðàâíûì ìîìåíòîì äëÿ åãî èñïîëüçîâàíèÿ â ïåäàãîãè÷åñêèõ öåëÿõ äëÿ îáó-

÷åíèÿ â ñîòðóäíè÷åñòâå. Ãëàâíàÿ èäåÿ îáó÷åíèÿ â ñîòðóäíè÷åñòâå � ó÷èòüñÿ

âìåñòå.

Îñíîâíûå èäåè, ðåàëèçóåìûå Wiki-òåõíîëîãèåé:

� âîçìîæíîñòü ðåäàêòèðîâàíèÿ Wiki-ñòàòåé ìíîæåñòâîì àâòîðîâ, êîëè÷åñòâî

êîòîðûõ ñîèçìåðèìî ñ êîëè÷åñòâîì ïîëüçîâàòåëåé Wiki-ðåñóðñîâ;

� ìîìåíòàëüíîå ïîÿâëåíèå âíåñåííûõ èçìåíåíèé;

� âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ ñ ìîìåíòà ñîçäàíèÿ âñåõ âåðñèé Wiki-ñòàòåé;

� ãèïåðòåêñòîâîñòü, ïðîñòàÿ è ê òîìó æå áûñòðàÿ ãåíåðàöèÿ ãèïåðññûëîê

ìåæäó äîêóìåíòàìè, à òàêæå ïîääåðæêà öåëîñòíîñòè ãèïåðññûëîê;

� ïðîñòîòà ÿçûêà Wiki-ðàçìåòêè: ïîçâîëÿåò áûñòðî è ëåãêî ðàçìå÷àòü â òåê-

ñòå ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû è ãèïåðññûëêè.

Åùå îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ïðå-

ïîäàâàòåëåé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ webinar � ðàçíîâèäíîñòü

âåá-êîíôåðåíöèè, ïðîâåäåíèå îíëàéí-âñòðå÷ èëè ïðåçåíòàöèé ÷åðåç Èíòåðíåò.

Âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ òàêèõ âåáèíàðîâ êàæäûé ó÷àñòíèê âûõîäèò íà ñâÿçü, íà-

õîäÿñü ó ñâîåãî êîìïüþòåðà, ïîäêëþ÷åííîãî ê Èíòåðíåòó ïîñðåäñòâîì çàãðó-

æàåìîãî ïðèëîæåíèÿ èëè ÷åðåç âåá-ïðèëîæåíèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ÷òîáû

ïðèñîåäèíèòüñÿ ê êîíôåðåíöèè íóæíî ïðîñòî ââåñòè URL (àäðåñ ñàéòà) â îêíå

áðàóçåðà.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò èñïîëüçîâàíèå web-

èíñòðóìåíòîâ ïðåïîäàâàòåëÿìè â ðàìêàõ ïðîôåññèîíàëüíîãî ñàìîîáðàçîâàíèÿ

ýòî íå ñòîëüêî îïöèîíàëüíàÿ âîçìîæíîñòü, ñêîëüêî óæå ïîâñåäíåâíàÿ íåîáõî-

äèìîñòü, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü è ïðèóìíîæèòü ïîêàçàòåëè êîíêóðåíòî-

ñïîñîáíîñòè ðàáîòíèêà îáðàçîâàíèÿ â ñîâðåìåííîé ýêîíîìèêå çíàíèÿ.

Ïîäâîäÿ èòîãè, õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî web-èíñòðóìåíòû, áåçóñëîâíî, ïî-

ìîãóò ñäåëàòü îáó÷åíèå ïðåïîäàâàòåëåé áîëåå äîñòóïíûì ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ è ïîçâîëèò óïðîñòèòü ïðîöåññ ïîâûøåíèÿ êîìïåòåíòíîñòè ñîòðóäíèêîâ

âóçà. Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìîå àâòîðîì ðåøåíèå èìååò ðÿä âî-

ïðîñîâ, òðåáóþùèõ äîðàáîòîê è äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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ÏÐÎÖÅÑÑ ÎÁÓ×ÅÍÈß ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈÞ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×,

ÍÀÏÐÀÂËÅÍÍÛÉ ÍÀ ÐÀÇÂÈÒÈÅ ÏÎÇÍÀÂÀÒÅËÜÍÛÕ ÓÌÅÍÈÉ

Ó×ÀÙÈÕÑß

Å. Å. Àëåêñååâà

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÀÑÎÓ)

Ñîñòàâëåíèå çàäà÷ â îáó÷åíèè ãåîìåòðèè � îäíî èç ñðåäñòâ ôîðìèðîâàíèÿ è

ðàçâèòèÿ ïîçíàâàòåëüíûõ óìåíèé, âõîäÿùèõ â ãðóïïó ìåòàïðåäìåòíûõ ðåçóëü-

òàòîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ÏÎÎÏ ÎÎÎ. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóåò-

ñÿ òåêñò çàäà÷íîé ñèòóàöèè, âêëþ÷àþùèé èçâåñòíûå êîìïîíåíòû, íàïîëíåííûå

ãåîìåòðè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì, çàäà÷íîé ñèñòåìû, â êîòîðîé óñëîâèå è/èëè òðå-

áîâàíèå íåèçâåñòíû.

Êîíñòðóèðîâàíèå òåêñòîâ çàäà÷íûõ ñèòóàöèé îñíîâàíî íà ñõåìàõ: ÄÐÎ x ,

x ÐÎÒ, ÄÐ xy , Ä x Î y , x ÐÎ y , x Ð y Ò, xy ÎÒ, Ä xyz , x Ð yz, xy Î z , xyz Ò, ãäå Ä � óñëî-

âèå; Ð � ðåøåíèå; Î � îáîñíîâàíèå âûâîäîâ ðåøåíèÿ; Ò � òðåáîâàíèå; x , y , z �

íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû [1], âûäåëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì Þ. Ì. Êî-

ëÿãèíà ê ñòðóêòóðå ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è [6]. Ïðè ñîñòàâëåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé

çàäà÷è è åå ïðîâåðêå ðåøåíèåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò òåêñòà çàäà÷íîé ñè-

òóàöèè ÷åðåç çàäà÷ó íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé óñëîâèå è òðåáîâàíèå

èçâåñòíû: Ä x ÎÒ, ÄÐ x Ò, Ä xy Ò, ê çàäà÷å ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû � ÄÐÎÒ, ñî-

äåðæàùåé âñå êîìïîíåíòû èçâåñòíûìè [1]. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òåêñòà çàäà÷-

íîé ñèòóàöèè èñïîëüçóþòñÿ ïîçíàâàòåëüíûå äåéñòâèÿ, ðåëåâàíòíûå ïðîöåññó

ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷. Íàïðèìåð, àíàëèç ïðåäëîæåííîãî òåêñòà çàäà÷íîé ñèòóàöèè

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà èçâåñòíûõ êîìïîíåíòîâ è ñîñòàâëåíèÿ ñõåìû; âçàèìîîá-

ðàòíûé ïåðåâîä êîìïîíåíòîâ ñ îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé; âûâåäåíèå ñëåäñòâèé

èç èçâåñòíûõ êîìïîíåíòîâ; ñðàâíåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ âûâîäîâ è óñëîâèé. Íà

îñíîâàíèè ýòèõ äåéñòâèé ñòðîÿòñÿ äåäóêòèâíûå óìîçàêëþ÷åíèÿ, âûäâèãàþòñÿ

ãèïîòåçû. Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñîñòàâëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ïîçíàâàòåëü-

íûå äåéñòâèÿ òðàíñôîðìèðóþòñÿ â óìåíèÿ [2, 4].

Îáó÷åíèå ñîñòàâëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðàâëåííîå íà ðàçâèòèå

ïîçíàâàòåëüíûõ óìåíèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Ï. ß. Ãàëüïåðèíà ñòà-

íîâëåíèÿ óìñòâåííîãî äåéñòâèÿ [5] îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîýòàïíî. Ìîòèâàöèîííî-

ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï íàïðàâëåí íà îñîçíàíèå ó÷àùèìèñÿ öåëè îáó÷åíèÿ ñî-

ñòàâëåíèþ çàäà÷. Íà ýòîì ýòàïå ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ ó÷åáíûõ çàäà÷

ó÷àùèìèñÿ ¾îòêðûâàþòñÿ¿ íîâûå çíàíèÿ, ïðèîáðåòàþòñÿ óìåíèÿ, íåîáõîäèìûå

äëÿ ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷. Íàïðèìåð, ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ êîððåêòíîé çàäà÷è, ìåòðè-

÷åñêîé îïðåäåëåííîñòè ôèãóð íà ïëîñêîñòè; ôîðìèðóþòñÿ óìåíèÿ ïîñòðîåíèÿ

äåäóêòèâíûõ óìîçàêëþ÷åíèé, âûâåäåíèÿ ñëåäñòâèé èç èçâåñòíûõ êîìïîíåíòîâ,

îáîáùåíèÿ ïðîöåññà ðàáîòû è äð. Íà îïåðàöèîííî-ïîçíàâàòåëüíîì ýòàïå ïðîèñ-

õîäèò îòêðûòèå ïðèåìîâ ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷, ôîðìèðóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ ïîçíà-

âàòåëüíûå óìåíèÿ â åäèíñòâå ñ óìåíèÿìè ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷. Íà êîððåêöèîííî-

êîíòðîëèðóþùåì � îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíòðîëü ñôîðìèðîâàííûõ ïîçíàâàòåëüíûõ
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óìåíèé ïðè ñîñòàâëåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Îáó÷åíèå ñîñòàâëåíèþ çàäà÷,

íàïðàâëåííîå íà ôîðìèðîâàíèå è ðàçâèòèå ïîçíàâàòåëüíûõ óìåíèé ó÷àùèõñÿ

7�9 êëàññîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà óðîêàõ îñíîâíîãî êóðñà ãåîìåòðèè èëè â ðàìêàõ

ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîãî ó÷åáíîãî ìîäóëÿ [3].

Âêëþ÷åíèå ñîñòàâëåíèÿ çàäà÷ â îáó÷åíèå ãåîìåòðèè ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü

áàçîâîå è óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ó÷åáíîãî ïðåäìåòà íà îñíîâíîé ñòóïåíè îáùåãî

îáðàçîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ÏÎÎÏ ÎÎÎ è ïðåäîñòàâèòü âîçìîæíîñòü êàæ-

äîìó ó÷àùåìóñÿ äîñòèæåíèÿ ëè÷íîñòíûõ, ìåòàïðåäìåòíûõ è ïðåäìåòíûõ ðå-

çóëüòàòîâ ïî ñïîñîáíîñòÿì è ïîòðåáíîñòÿì ïðè ðåàëèçàöèè Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèè.
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ÄËß ÏÎÄÃÎÒÎÂÊÈ ÊÐÀÒÊÎÑÐÎ×ÍÛÕ ÏÐÎÃÍÎÇÎÂ

Ñ. Ý. Àíäèåâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñó èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé äëÿ

ïîäãîòîâêè êðàòêîñðî÷íûõ ïðîãíîçîâ íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ èçìåíåíèÿ ñî

âðåìåíåì ïîêàçàòåëÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðåñïóáëèêè Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-

Àëàíèÿ.

Ðåñïóáëèêà Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-Àëàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ãóñòîíàñå-

ëåííûõ ñóáúåêòîâ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ïî ïðåäâàðèòåëüíûì äàííûì Ðîññòà-

òà ÷èñëåííîñòü ïîñòîÿííîãî íàñåëåíèÿ ðåñïóáëèêè íà 1 ÿíâàðÿ 2016 ã. ñîñòàâèëà

703 745 ÷åëîâåê. Ñðåäíåå çà 2015 ã. çíà÷åíèå ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ñîñòàâèëî

704 507 ÷åëîâåê.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êðàòêîñðî÷íîãî ïðîãíîçà ñðåäíåãî çíà-

÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðåñïóáëèêè Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-Àëàíèÿ íà 2016 ã.,

êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ [1�4].

Ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñðåäíåãî íà 2015 ã. ïîêà-

çàòåëÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ðåñïóáëèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ýêñïîíåí-

öèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ è ìåòîäà ñðåäíèõ. Ðåçóëüòàòû ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåíû â

ðàáîòàõ [2�4]. Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñðåäíåãî íà 2016 ã. ïîêàçàòåëÿ ÷èñëåííîñòè

íàñåëåíèÿ ðåñïóáëèêè òàêæå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîä ñðåäíèõ è ìåòîä ýêñïîíåí-

öèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ, à òàêæå ìåòîä Õîëòà. Äàííûå ïîêàçàòåëÿ ÷èñëåííîñòè

íàñåëåíèÿ ÐÑÎ-Àëàíèÿ áûëè âçÿòû çà ïåðèîä ñ 2000 ïî 2015 ãã. íà îôèöèàëüíîì

ñàéòå Ôåäåðàëüíîé ñëóæáû ãîñóäàðñòâåííîé ñòàòèñòèêè ( www.gks.ru ).

Ðàñ÷åòû îñóùåñòâëÿëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà Microsoft O�ce Excel 2010.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíû òðè êðèâûå,

îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ðåñïóáëèêè.

Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ÐÑÎ-Àëàíèÿ íà 2016 ã.,

ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ ïðè çíà-

÷åíèè êîýôôèöèåíòà ñãëàæèâàíèÿ 0:9, ìåòîäà ñðåäíèõ íà îñíîâå ñðåäíåãî àðèô-

ìåòè÷åñêîãî, íàéäåííîãî ïî òðåì çíà÷åíèÿì, ìåòîäà Õîëòà ïðè êîýôôèöèåíòàõ

A = 0 :1 è B = 0 :9 [2, 4], êîëè÷åñòâåííî ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Íî â öåëîì ïðî-

ãíîçû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ

è ìåòîäà Õîëòà ïðè óêàçàííûõ âûøå ïàðàìåòðàõ, ëó÷øå îïèñûâàþò äèíàìèêó

ôàêòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé â ïåðèîä ñ 2001 ïî 2015 ãã.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î òîì, ÷òî äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äàí-

íîãî êîíêðåòíîãî ïîêàçàòåëÿ (÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ÐÑÎ-Àëàíèÿ) ëó÷øå èñ-

ïîëüçîâàòü ìåòîä ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ ïðè êîýôôèöèåíòå ñãëàæè-

âàíèÿ 0:9 èëè ìåòîä Õîëòà ïðè ïàðàìåòðàõ A = 0 :1 è B = 0 :9. Ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî ïðîãíîç ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ íà 2016 ã., ïîëó÷åí-

íûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ìåòîäîâ ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ è
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ïàðàìåòðîâ (ïî ìåòîäó ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ ïîëó÷åíî çíà÷åíèå 703

999, ïî ìåòîäó Õîëòà � 704 100), áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí è áóäåò ëó÷øå ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ôàêòè÷åñêîìó ïîêàçàòåëþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãíîçàìè, ïîëó÷åííûìè

ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ è ïàðàìåòðîâ.

Ëèòåðàòóðà
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ñòàòèñòèêà, 1986.�133 ñ.

2. Àíäèåâà Ñ. Ý., Îðëîâà Í. Ñ. Ïðîãíîçèðîâàíèå ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðåñïóáëèêè Ñå-
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âåðíàÿ Îñåòèÿ-Àëàíèÿ // Ìàòåðèàëû VI Ìåæäóíàð. íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíô. ¾Ìî-

ëîäûå ó÷åíûå â ðåøåíèè àêòóàëüíûõ ïðîáëåì íàóêè¿ (19 èþíÿ 2015 ã., Âëàäèêàâêàç).�
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4. Äçåáîåâà Ë.Â., Àíäèåâà Ñ. Ý., Îðëîâà Í. Ñ. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñðåäíèõ äëÿ êðàò-

êîñðî÷íîãî ïðîãíîçà ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðåñïóáëèêè Ñåâåðíàÿ Îñåòèÿ-Àëàíèÿ //

Ìàòåðèàëû VI Ìåæäóíàð. íàó÷. ñòóäåí÷åñêîãî êîíãðåññà íà òåìó: ¾Ãðàæäàíñêîå îáùå-
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òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÈÍÒÅÐÀÊÒÈÂÍÛÅ ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

ÏÐÈ ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Â ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎ-ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÎ É ÑÐÅÄÅ ÂÓÇÀ

Ì. Ñ. Àðòþõèíà

(Ðîññèÿ, Àðçàìàñ; ÀÔ ÍÍÃÓ)

Èíòåðàêòèâíîå îáó÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíóþ ôîðìó îðãàíèçà-

öèè ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè, ÷åðåç àêòèâíîå äèàëîãîâîå âçàèìîäåéñòâèå

âñåõ ñóáúåêòîâ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà ìåæäó ñîáîé è èíôîðìàöèîííî-

îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäîé. Èíòåðàêòèâíîå îáó÷åíèå íàïðàâëåíî íà ðàçâèòèå ëè÷-

íîñòè îáó÷àþùåãîñÿ, êîòîðîå ïðîÿâëÿåòñÿ, â òîì ÷èñëå âûðàæåííîñòüþ êîì-

ìóíèêàòèâíîãî, ñàìîñòîÿòåëüíîãî, èññëåäîâàòåëüñêîãî è òâîð÷åñêîãî âèäîâ äå-

ÿòåëüíîñòè.

Èíòåðàêòèâíûå ìîäåëè îáó÷åíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îòëè÷àþòñÿ îò òðà-

äèöèîííûõ. Àêòèâíîñòü îáó÷àþùåãî óñòóïàåò ìåñòî àêòèâíîñòè îáó÷àþùèõñÿ,

åãî çàäà÷åé ñòàíîâèòñÿ ñîçäàíèå óñëîâèé äëÿ èõ àêòèâíîñòè è èíèöèàòèâû. Ïå-

äàãîã äîëæåí ïîáóæäàòü îáó÷àþùèõñÿ ê ñàìîñòîÿòåëüíîìó ïîèñêó çíàíèé, ãäå

îïûò îáó÷àþùèõñÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì. Îáó÷àþùèìñÿ, îïèðàÿñü íà ñâîè èìå-

þùèåñÿ çíàíèÿ è îïûò, íåîáõîäèìî âëèòüñÿ â ïðîöåññ ïîçíàíèÿ è ïîñòîÿííî

ðåôëåêñèðîâàòü ïî ïîâîäó òîãî, ÷òî îíè çíàþ, óìåþò è äóìàþò. Âñå îáó÷àþùè-

åñÿ äîëæíû áûòü âîâëå÷åíû â ó÷åáíûé ïðîöåññ, èõ ñîâìåñòíàÿ äåÿòåëüíîñòü â

ïðîöåññå óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëåíà êàê îáìåí çíàíèÿìè, èäå-

ÿìè è ñïîñîáàìè äåÿòåëüíîñòè. Êàæäûé îáó÷àþùèéñÿ íà îñíîâå ñâîåãî îïûòà

âíîñèò ñâîé èíäèâèäóàëüíûé âêëàä â ïðîöåññå ïîçíàíèÿ. Ðîëü ïåäàãîãà ñîçäàòü

áëàãîïðèÿòíóþ, äîáðîæåëàòåëüíóþ àòìîñôåðó, ïîìî÷ü âûñòðîèòü îòíîøåíèÿ

âçàèìíîé ïîääåðæêè è ñîòðóäíè÷åñòâà. Îí íàðàâíå ñ äðóãèìè ÷ëåíàìè ó÷åá-

íîãî ïðîöåññà, ÿâëÿåòñÿ ïîìîùíèêîì â ðàáîòå è èñòî÷íèêîì çíàíèé. Çäåñü íà

ïåðâûé ïëàí âûõîäèò íå îòäåëüíûé îáó÷àþùèéñÿ, à ãðóïïà âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ îáó÷àþùèõñÿ, êîòîðûå àêòèâèçèðóþò äðóã äðóãà. Ïàññèâíîå ïîòðåáëåíèå

è çàó÷èâàíèå ó÷åáíîé èíôîðìàöèè îáó÷àþùèìèñÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîèçâîäñòâî

çíàíèé, òâîð÷åñêîå îñìûñëåíèå ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè è ïðèìåíåíèå íîâûõ

çíàíèé â ðåàëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ. Äåÿòåëüíîñòü îáó÷àþùèõñÿ, íà

ðàçíûõ ñòàäèÿõ èíòåðàêòèâíîãî îáó÷åíèÿ, èìååò ëèáî ðåïðîäóêòèâíûé èëè ïî-

èñêîâûé õàðàêòåð, ëèáî òâîð÷åñêèé. Îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè èíòåðàêòèâíîãî

îáó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ: äèàëîãè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå; ðàáîòà â ìàëûõ ãðóïïàõ íà

îñíîâå êîîïåðàöèè è ñîòðóäíè÷åñòâà; àêòèâíî-ðîëåâàÿ (èãðîâàÿ) äåÿòåëüíîñòü;

òðåíèíãîâàÿ îðãàíèçàöèÿ îáó÷åíèÿ. Òàêèå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ïîëó-

÷àòü è çàêðåïëÿòü íîâûå çíàíèÿ, íî è ðàçâèâàòü ïîçíàâàòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü,

ïîâûøàòü ìîòèâàöèþ è èíòåðåñ, ïåðåâîäèòü èõ íà áîëåå âûñîêèå ôîðìû âçàè-

ìîäåéñòâèÿ.

Ðàññìàòðèâàÿ àñïåêòû èíòåðàêòèâíûõ ôîðì îáó÷åíèÿ, ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ïîíÿòèå ôîðìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê õàðàêòåð êîììóíèêàòèâíîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñóáúåêòàìè ó÷åáíîãî ïðîöåññà (èíäèâèäóàëüíûå, ïàðíûå,
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ãðóïïîâûå, ôðîíòàëüíûå), òàê è âèä çàíÿòèÿ, ò. å. ôîðìû îðãàíèçàöèè îáó÷å-

íèÿ. Èíòåðàêòèâíûå ôîðìû ñòðîÿòñÿ íà ïñèõîëîãè÷åñêèõ ìåõàíèçìàõ óñèëå-

íèÿ âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ îñâîåíèÿ êàæäûì ó÷àñòíèêîì îïûòà âçàèìîäåéñòâèÿ è

âçàèìîîáó÷åíèÿ. Îíè îïðåäåëÿåòñÿ çàäà÷àìè ïî ðàçâèòèþ ëè÷íîñòè è ïðîôåñ-

ñèîíàëüíûìè óìåíèÿìè. Ïëàíèðîâàíèå ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñîâìåñòíî ñ îáó÷àþùèìèñÿ. Ó÷åáíàÿ äåÿòåëüíîñòü ñòóäåíòîâ îðèåíòèðîâàíà íà

ïîèñê íîâûõ çíàíèé íà îñíîâå îïûòà. Îöåíêà äåÿòåëüíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîâ-

ìåñòíî ñ îáó÷àþùèìèñÿ, ãäå îïðåäåëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ ñàìîîöåíêà è âçàèìîêîí-

òðîëü. Èíòåðàêòèâíûå ôîðìû ïðåäïîëàãàþò êîìáèíèðîâàíèå êîëëåêòèâíîãî,

ãðóïïîâîãî, ïàðíîãî, ìàëûìè ãðóïïàìè è èíäèâèäóàëüíîãî ñïîñîáà îáó÷åíèÿ.

Ïîñòîÿííîå ñî÷åòàíèå â ïðàêòèêå îáó÷åíèÿ ïîçíàâàòåëüíîé è ýìîöèîíàëüíîé

ñôåð, ñèòóàöèÿ äèàëîãà è îòêðûòèÿ íîâîãî çíàíèÿ. Íà çàíÿòèÿõ ïðåèìóùåñòâåí-

íî ñóáúåêò-ñóáúåêòíûå îòíîøåíèÿ (ñòóäåíò�ïðåïîäàâàòåëü�ñòóäåíò).

Èíòåãðàöèÿ èíòåðàêòèâíûõ òåõíîëîãèé è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå

ïðåäïîëàãàåò êîìïëåêñíîå âíåäðåíèå êîíòåêñòíîãî îáó÷åíèÿ, e-learning îáó÷å-

íèÿ, ìåòîäîâ íàãëÿäíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èíòåðàêòèâíûõ ôîðì îáó÷åíèÿ.

Îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíûõ çàíÿòèé ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå, èíòåðàêòèâíûõ

ôîðì è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå, íàïðèìåð:

� ïðîáëåìíûå ëåêöèè ñ ïðåîáëàäàíèåì íàãëÿäíûõ ìîäåëåé;

� îáðàçîâàòåëüíûå Web-êâåñòû íà áàçå îáëà÷íûõ òåõíîëîãèé;

� èññëåäîâàòåëüñêèå çàäàíèÿ íà îñíîâå ìåòîäîâ case-stady ñ ïðèìåíåíèåì

ñåòåâûõ ðåñóðñîâ;

� êîìïüþòåðíûå ó÷åáíî-äåëîâûå èãðû ïî ìàòåìàòèêå;

� ýëåêòðîííîå ïîðòôîëèî ó÷åáíûõ äîñòèæåíèé.

Ïðîâåäåííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðàáîòà ïîêàçàëà ÷òî, èíòåãðàöèÿ èíòåðàê-

òèâíûõ òåõíîëîãèé è ìåòîäîâ è ðàçðàáîòàííîå ìåòîäè÷åñêîå ñîïðîâîæäåíèå â

ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íà ãóìàíèòàðíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïîäãîòîâêè, ïî-

âûøàåò êà÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ñïîñîáñòâóåò ëè÷íîñòíîìó ðî-

ñòó îáó÷àþùèõñÿ. ×òî íàøëî ïîäòâåðæäåíèå, â óâåëè÷åíèè ïîêàçàòåëåé ñôîð-

ìèðîâàííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé êîìïåòåíòíîñòè è èíôîðìàöèîííîé ãðàìîòíîñòè,

ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè è èíòåðåñà ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêå, à òàê æå ïîâûøåíèÿ

êîììóíèêàòèâíûõ ñïîñîáíîñòåé è òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îáó÷àþùèõñÿ.
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òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß Ó×ÅÁÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÎÍÀÓ×ÍÎÃÎ ÖÈÊËÀ Ñ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅÌ

ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÕ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ

Î. È. Àðòþõèí

(Ðîññèÿ, Àðçàìàñ; ÀÔ ÍÍÃÓ)

Âíåäðåíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ó÷åáíûé ïðîöåññ äîëæíî áûòü

ìåòîäè÷åñêè îïðàâäàííî, à íå íîñèòü ìåõàíè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðàêòèêà ïîêà-

çûâàåò, ÷òî çà÷àñòóþ èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé

â îáó÷åíèè çàòðóäíÿåò ó÷åáíûé ïðîöåññ. Ïîýòîìó ñëåäóåò óäåëèòü çíà÷èòåëüíîå

âíèìàíèå îòáîðó ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ãäå íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî

ïðèìåíåíèå òîé èëè èíîé òåõíîëîãèè.

Â ïåäàãîãè÷åñêîé íàóêå íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò íåò îäíîçíà÷íîãî êàê êà÷å-

ñòâåííîãî, òàê è êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòàâà êðèòåðèåâ îòáîðà ñîäåðæàíèÿ. Ïðå-

îáëàäàåò òî÷êà çðåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé êðèòåðèè îòáîðà ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîé

äèñöèïëèíû îñíîâûâàþòñÿ íà äèäàêòè÷åñêèõ è ìåòîäè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ. Ïî-

ñêîëüêó ìåòîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáó÷åíèÿ ëþáîé äèñöèïëèíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñîâîêóïíîñòü ïÿòè èåðàðõè÷åñêè âçàèìîñâÿçàííûõ êîìïîíåíòîâ: öåëåé, ñîäåð-

æàíèÿ,ìåòîäîâ, ñðåäñòâ è îðãàíèçàöèîííûõ ôîðì îáó÷åíèÿ, óòî÷íèì îñîáåí-

íîñòè ìåòîäè÷åñêîé ñèñòåìû îáó÷åíèÿ â êîíòåêñòå èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Çäåñü ñîäåðæàíèå îáó÷åíèÿ çàâèñèò îò äèäàêòè-

÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ è îïðåäåëÿåò ìåòîäû è ôîðìû ïðîâåäå-

íèÿ çàíÿòèé. Òàê, â çàâèñèìîñòè îò èìåþùèõñÿ â ó÷åáíîì ó÷ðåæäåíèè ñðåäñòâ

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ïåäàãîã ìîæåò âàðüèðîâàòü ñîäåðæàíèå (îáû÷íî

â ñòîðîíó ðàñøèðåíèÿ è óãëóáëåíèÿ) â ðàìêàõ, îïðåäåëÿåìûõ îáðàçîâàòåëüíûì

ñòàíäàðòîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáó÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâ

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ìàêñèìàëüíîå èñïîëüçîâà-

íèå èõ äèäàêòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé, âèäîèçìåíèòñÿ â îáëàñòè ìåòîäè÷åñêîãî

îáåñïå÷åíèÿ.

Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïëàíèðîâàíèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà äèäàêòè÷å-

ñêèå âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ ñðåäñòâ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ëèáî ó÷è-

òûâàþòñÿ íåïîëíî, ëèáî ñîâñåì íå ó÷èòûâàþòñÿ. Èìåííî ó÷åò äèäàêòè÷åñêèõ

âîçìîæíîñòåé è ïîëíàÿ èõ ðåàëèçàöèÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà

ÿâëÿþòñÿ ñêðûòûì ðåçåðâîì ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà è ýôôåêòèâíîñòè ó÷åáíîãî

ïðîöåññà. Âûäåëèì îñíîâíûå ýòàïû îòáîðà ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ, ãäå ïëàíèðó-

åòñÿ èñïîëüçîâàòü íîâîå ñðåäñòâî èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ýòî ìîæåò áûòü

ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, ýëåêòðîííûé îáðàçîâàòåëüíûé

ðåñóðñ). Äëÿ ýòîãî íà ïåðâîì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîãî

ïðåäìåòà, íàïðèìåð ¾Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè¿ äëÿ áà-

êàëàâðèàòà íàïðàâëåíèÿ ¾Ïåäàãîãè÷åñêîå îáðàçîâàíèå¿, ãäå ïëàíèðóåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå íîâîé èíôîðìàöèîííîé òåõíîëîãèè è åå äèäàêòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé.

209



Çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ ïåðå÷åíü òåì, ãäå ýòè òåõíîëîãèè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-

âàòü è îæèäàåòñÿ ïåäàãîãè÷åñêèé ýôôåêò. Íà îñíîâàíèè ýòîãî àíàëèçà ðàçðàáà-

òûâàþòñÿ ìåòîäè÷åñêèå ìàòåðèàëû ïî âûäåëåííûì òåìàì. Çàòåì îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ àïðîáàöèÿ â ðåàëüíîé ïðàêòèêå îáó÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäè÷åñêèõ

ìàòåðèàëîâ, â õîäå êîòîðîé ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ïðàâèëüíî ëè áûëè âûáðàíû

òåìû, ïðè èçó÷åíèè êîòîðûõ ïðèìåíÿëàñü íîâàÿ òåõíîëîãèÿ, ñëåäóåò ëè äîïîë-

íèòü ñïèñîê òåì, èñêëþ÷èòü êàêèå-òî òåìû èç ñïèñêà, êàêèå òåìû ðàñêðûòû

íå ïîëíîñòüþ â øêîëüíîì êóðñå è ãäå íîâàÿ òåõíîëîãèÿ ïîçâîëèò ðàñøèðèòü è

óãëóáèòü ñîäåðæàíèå êóðñà áåç ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ ó÷åáíîãî âðåìåíè,ãäå

èìåþòñÿ èíûå ñêðûòûå ðåçåðâû ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà è ýôôåêòèâíîñòè îáó÷å-

íèÿ. Äàííûé ïðîöåññ íîñèò èòåðàöèîííûé õàðàêòåð è ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Ïîñëå íåñêîëüêèõ èòåðàöèé äîëæíî ñôîðìèðîâàòüñÿ ðàöèîíàëüíîå ñîäåðæàíèå

îáó÷åíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ó÷èòûâàþùåå äèäàêòè-

÷åñêèå âîçìîæíîñòè ýòèõ òåõíîëîãèé è îðèåíòèðîâàííîå íà èõ ýôôåêòèâíîå

ïðèìåíåíèå.

Îòáîð ñîäåðæàíèÿ ìàòåðèàëà äèñöèïëèí, ãäå àêòèâíî âíåäðÿþòñÿ è ïðèìå-

íÿþòñÿ ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå

ñëåäóþùèõ êîíöåïòóàëüíûõ ïîëîæåíèé.

1. Ôîðìèðîâàíèå íàâûêè ðàáîòû ñ íîâîé òåõíîëîãèåé äîëæåí îñóùåñòâëÿòü-

ñÿ â êóðñàõ èíôîðìàòèêè, íàïðèìåð ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿.

2. Íåîáõîäèìî îñóùåñòâëåíèå êîìïëåêñà îðãàíèçàöèîííî-ìåòîäè÷åñêè õ ìåð,

íàïðàâëåííûõ íà àïðîáàöèþ, äîðàáîòêó è âíåäðåíèå íîâîãî êîìïëåêñà ìåòîäè-

÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå, ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è ðÿäó äèñ-

öèïëèí åñòåñòâåííîíàó÷íîãî ïðîôèëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ èíôîðìà-

öèîííûõ òåõíîëîãèé; ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé â îáëàñòè ìåòîäèêè

ïðèìåíåíèÿ ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â êîíêðåòíûõ øêîëüíûõ

ó÷åáíûõ ïðåäìåòàõ; îñâåùåíèå îïûòà â ïåðèîäè÷åñêîé ïåäàãîãè÷åñêîé ïå÷àòè.

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûì êîíöåïòóàëüíûì ïîëîæåíèÿì ïðèìåíåíèÿ ñîâðå-

ìåííûõ ñðåäñòâ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, îáó÷åíèå ðàáîòå ñ íîâûì ñðåä-

ñòâîì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ â êóðñå èíôîðìà-

òèêè è íîñèòü îïåðåæàþùèé õàðàêòåð ïî îòíîøåíèþ ê ñîäåðæàíèþ äðóãèõ ó÷åá-

íûõ ïðåäìåòîâ(ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, à òàêæå è ñàìîé èíôîðìàòèêè). Â ýòîì

ñëó÷àå îòáîð ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîé òåõíîëîãèè äîëæåí

îõâàòûâàòü äâà íàïðàâëåíèÿ: îáó÷åíèå ðàáîòå ñ ñàìîé òåõíîëîãèåé è ïðèìåíå-

íèå ýòîé òåõíîëîãèè â îáó÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåé äèñöèïëèíå.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÑÈÍÅÐÃÈÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÆÞËÈÀ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ×ÅÁÛØÅÂÀ

Áàáåíêî À. Ñ. (Ðîññèÿ, Êîñòðîìà; ÊÃÓ èì. Í. À. Íåêðàñîâà) ,

Åëêèí Ä. Â. (Ðîññèÿ, Êîñòðîìà; ÊÃÓ èì. Í. À. Íåêðàñîâà) ,

Ïèãóçîâ À. À. (Ðîññèÿ, Êîñòðîìà; ÊÃÓ èì. Í. À. Íåêðàñîâà) ,

Ñåêîâàíîâ Â. Ñ. (Ðîññèÿ, Êîñòðîìà; ÊÃÓ èì. Í. À. Íåêðàñîâà) ,

Ñìèðíîâ Å. È. (Ðîññèÿ, ßðîñëàâëü; ßÃÏÓ)

Îñîáûé èíòåðåñ â èññëåäîâàíèè ôðàêòàëîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èñòî-

ðè÷åñêè âûçûâàþò ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà Æþëèà è ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà

ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé. Ïðè ýòîì âèçóàëüíî íàáëþäàåòñÿ

ýôôåêò ñàìîîðãàíèçàöèè ñëîæíîãî îáúåêòà ïðè èññëåäîâàíèè èòåðàöèé ôóíê-

öèè w = z2+ c â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì. [1]). Ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâ-

ëÿåòñÿ âûÿâëåíèå ìíîæåñòâ Æþëèà ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà,

êîòîðûå èíîãäà ñîâïàäàþò ñ îòðåçêîì è ïîñòðîåíèå äàííûõ ìíîæåñòâ ñ ïîìî-

ùüþ èíôîðìàöèîííûõ è êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ÈÊÒ). Â ðàçëè÷íûõ

ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ è ìîíîãðàôèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèåé, ÷àñòî

óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà Æþëèà ÿâëÿþòñÿ ôðàêòàëàìè. Îäíàêî äàííûé òå-

çèñ íå âñåãäà èìååò ìåñòî, ÷òî ïîäòâåðæäàþò ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè, ãäå

ïîñòðîåí óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì âûÿâëåíèÿ ãëàäêèõ ìíîæåñòâ Æþëèà (îò-

ðåçêîâ) îò ìíîãî÷ëåíîâ (ïîäîáíûõ ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà íà îòðåçêå [� 1; 1]) è

â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Æþëèà äëÿ ìíîãî÷ëåíà ×åáûøå-

âà ïÿòîé ñòåïåíè f (z) = z5 � 5z3 + 5z åñòü îòðåçîê [� 2; 2]. Òàêîé ïîäõîä äàåò

âîçìîæíîñòü áàêàëàâðàì, ìàãèñòðàì è àñïèðàíòàì ãëóáæå ïðîíèêíóòü â òàéíû

ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè, íàõîäÿùåé ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ íàóêè.

Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

P0(z) = 2 , P1(z) = z , P2(z) = z2 � 2; : : : ; Pn+1 (z) = zPn (z) � Pn� 1(z): Çàìå÷àåì,

÷òî P3(z) = z(z2 � 2) � z = z3 � 3z; P4(z) = z(z3 � 3z) � (z2 � 2) = z4 � 4z2 + 2 ;
P5(z) = z(z4 � 4z2 + 2) � (z3 � 3z) = z5 � 5z3 + 5z . Â äàííîé ðàáîòå ìû èñ-

ñëåäóåì îðáèòû òî÷åê êîìïëåêñíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà Æþëèà; îðáèòà òî÷êè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ èòå-

ðàöèîííûìè ïðîöåññàìè. Ìû äîëæíû èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè îïåðàöèè èòåðèðî-

âàíèÿ ôóíêöèè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé ñòàíîâèòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèè - ÿâëÿþùåéñÿ âòîðîé èòåðàöèåé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå âêëþ-

÷åíèÿ: E(f (z)) � D (f (2) (z)) . Îïèøåì ôóíêöèþ ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà ×åáûøå-

âà (âîçìîæíî ëþáîé ñòåïåíè) è ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâîì Æþëèà ôóíêöèè

f (z) = z5 � 5z3 + 5z áóäåò îòðåçîê [� 2; 2]. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà: ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèå h(w) = w + 1
w . Çàìåòèì, ÷òî z = h(w) îòîáðàæàåò åäèíè÷íóþ

îêðóæíîñòü S ðàäèóñà l ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (|w|=1) íà îòðåçîê [� 2; 2].

Òàêèì îáðàçîì, f (h(w)) = h(w5) . Äàëåå ðàññìîòðèì îðáèòó òî÷êè z = h(w) .

Èìååì f (2) (h(w)) = f (f (h(w))) = f (h(w5)) = h(w52
): Àíàëîãè÷íî ïðîäîëæàÿ
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äàííûé ïðîöåññ, ïîëó÷èì f (n)(h(w)) = f (f (n� 1)(h(w))) = w5n
+ 1

w5n è ò. ä. Ïî-

ýòîìó, åñëè z =2 [� 2; 2], òî

lim
n!1

(f (n) (h(w))) = lim
n!1

�
w5n

+
1

w5n

�
:

Ïîñêîëüêó f ([� 2; 2]) � [� 2; 2] òî äëÿ êàæäîãî z =2 [� 2; 2] îðáèòà òî÷êè z = h(w)
îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì j (f ) = @(z 2 C : f (n) (z) ! 1 ; n ! 1 ) = [ � 2; 2]:
Ò. å. ìíîæåñòâîì Æþëèà äëÿ ôóíêöèè f (z) = z5 � 5z3 + 5z ÿâëÿåòñÿ îòðå-

çîê [� 2; 2]. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Æþëèà j (f ) = @(z 2 C : f (n)(z) ! 1 ; n !
1 ) = [ � 2; 2] íå ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëîì è çàïîëíÿþùèì ìíîæåñòâîì Æþëèà ôóíê-

öèè f (z) = z5 � 5z3 + 5z òàêæå áóäåò îòðåçîê [� 2; 2]. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ìíîæåñòâ Æþëèà ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ñëåäóþùèé: ïóñòü ìû èìååì f (z) �

ïîëèíîì ×åáûøåâà; íàõîäèì åãî n -þ èòåðàöèþ f (n)(z) (îáû÷íî äîñòàòî÷íî âçÿòü

n = 20 ); íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (åå èìèòèðóåò ìîíèòîð êîìïüþòåðà) òî÷êà z
îòìå÷àåòñÿ ÷åðíûì öâåòîì, åñëè åå îðáèòà z ! z1 ! z2 ! : : : ! zn ! : : : îãðàíè-

÷åíà (äëÿ îãðàíè÷åííîñòè îðáèòû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî jzj 6 4) â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå äàííàÿ òî÷êà ïðîïóñêàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè). Äàííûé ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ òîãäà, êîãäà áóäåò èññëåäîâàíà îðáè-

òà êàæäîé òî÷êè âèäèìîé ÷àñòè ýêðàíà êîìïüþòåðà. Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî

Æþëèà çàêðàñèòñÿ â ÷åðíûé öâåò è áóäåò îòðåçêîì [� 2; 2]. Â çàêëþ÷åíèå îò-

ìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ ìíîæåñòâ Æþëèà îò ïîëèíîìîâ

×åáûøåâà äàåò âîçìîæíîñòü îáó÷àåìûì ïîçíàòü èíòåãðàöèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ ñ èíôîðìàöèîííûìè è êîììóíèêàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè, ÷òî ïîçè-

òèâíî âëèÿåò íà èõ ìîòèâàöèþ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, ðàçâè-

âàåò êðåàòèâíîñòü è èññëåäîâàòåëüñêèå êîìïåòåíöèè.
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ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂßÇÈ Â ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Å. À. Áëàãîâåùåíñêàÿ

(Ðîññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ÏÃÓÏÑ)

Îäíîé èç çíà÷èìûõ ÷åðò õîðîøåãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îùóùåíèå åãî öå-

ëîñòíîñòè. Èìååòñÿ â âèäó íàëè÷èå àññîöèàòèâíûõ ñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè

îáëàñòÿìè çíàíèé. Ôîðìèðîâàíèå ëè÷íîñòè óñïåøíîãî ñòóäåíòà ïðîèñõîäèò íà

ïåðâîì è âòîðîì êóðñàõ óíèâåðñèòåòà, êàê ðàç â ïåðèîä ïðåïîäàâàíèÿ îáùåãî

êóðñà ìàòåìàòèêè êàê îñíîâû ïîñëåäóþùèõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ. Âàæíî íå óïó-

ñòèòü ýòî âðåìÿ íàèáîëüøåé çàèíòåðåñîâàííîñòè ìîëîäûõ ëþäåé â ñàìîñîâåð-

øåíñòâîâàíèè êàñàòåëüíî âûáðàííîé ïðîôåññèè è ëè÷íîñòíîé ñîñòîÿòåëüíîñòè,

âåäü èìåííî ñ ýòîé öåëüþ îíè òîëüêî íåäàâíî ïðîõîäèëè ïðîöåäóðó ïîñòóïëå-

íèÿ â ÂÓÇ. Íà ýòîì ýòàïå â÷åðàøíèå øêîëüíèêè âëàäåþò îñíîâàìè ðàçëè÷íûõ

äèñöèïëèí â îáúåìå ñðåäíåé øêîëû, à ÷àñòü èç íèõ òàêæå îáó÷àëàñü â ìóçû-

êàëüíîé øêîëå, õóäîæåñòâåííîé øêîëå, â äîìàõ äåòñêîãî òâîð÷åñòâà è äðóãèõ

ó÷ðåæäåíèÿõ äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Îíè ïîäãîòîâëåíû ê âîñïðèÿòèþ

ðàçëè÷íûõ ôîðì, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû äîñòèæåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà,

êàê åäèíîãî öåëîãî.

Îñîáûé ñëó÷àé ïðèñóòñòâèÿ îáùèõ ÷åðò â ñîâåðøåííî, íà ïåðâûé âçãëÿä,

ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, äàåò ñî÷åòàíèå ìóçûêè è ìàòåìàòè-

êè, ðàññìàòðèâàåìîå êàê íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü òâîð÷åñòâà îòäåëüíî âçÿòîé ëè÷-

íîñòè, òàê è êîìáèíàöèÿ äèñöèïëèí, äîïóñêàþùèõ ïðåïîäàâàíèå âî âçàèìîñâÿ-

çè. Ê ñîæàëåíèþ, â òåõíè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ ìóçûêà íå âõîäèò â ÷èñëî ïðå-

ïîäàâàåìûõ ïðåäìåòîâ. Çàòî îíà íåçðèìî ïðèñóòñòâóåò â æèçíè êàæäîãî ÷åëî-

âåêà, äàæå íå èìåþùåãî ìóçûêàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, è áîëüøèíñòâî èñïûòûâàåò

ðàäîñòü ïðè ïðîñëóøèâàíèè ãàðìîíè÷íûõ, íðàâÿùèõñÿ ìóçûêàëüíûõ ïðîèçâå-

äåíèé. ×òî êàñàåòñÿ ïðåäìåòà ìàòåìàòèêè, òî îí, çà÷àñòóþ, ïðèíîñèò îãîð÷åíèÿ

ñëóøàòåëÿì ââèäó ñëîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè ãëóáîêîãî ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóòü,

÷òîáû íàó÷èòüñÿ ïðèìåíÿòü çíàíèÿ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Óìåñòíî

âñïîìíèòü ñëîâà Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà î òîì, ÷òî íàñòîÿùàÿ íàóêà è íàñòîÿùàÿ

ìóçûêà òðåáóþò îäíîðîäíîãî ìûñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Òàê íå ïîïðîáîâàòü ëè

ïðèâíåñòè â ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè ýëåìåíò ýìîöèîíàëüíîñòè, êîòîðàÿ áåñ-

ñïîðíî ïðèñóùà ìóçûêàëüíûì ïðîèçâåäåíèÿì, íî ðåäêî ðàñêðûâàåòñÿ â ìàòåìà-

òè÷åñêèõ âûêëàäêàõ íåïîäãîòîâëåííîìó ãëàçó? Õîòÿ ìíîãèå ïðîôåññèîíàëüíûå

ìàòåìàòèêè ðàññìàòðèâàþò ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êàê äðàìàòè÷å-

ñêèé è êðàéíå çàõâàòûâàþùèé ïðîöåññ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå ñòðóêòóð-

íûõ ñâÿçåé â òåîðèè ìóçûêè, ëåãêî îáúÿñíèìûõ ñ ïîçèöèè àëãåáðû, ñîñòàâëÿåò

îñíîâó ãàðìîíèè â íåé.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ïîñâÿòèòü íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå âðåìÿ â ïðî-

ãðàììå îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ îáñóæäåíèþ ìíîãî÷èñëåííûõ ãëóáîêèõ ñâÿçåé ìó-

çûêè è ìàòåìàòèêè íà ñïåöèàëüíûõ ëåêöèÿõ èëè ñåìèíàðàõ, æåëàòåëüíî, ñ ïðî-

ñëóøèâàíèåì ìóçûêàëüíûõ ôðàãìåíòîâ â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè. Ñóùåñòâóþò
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è äðóãèå âçàèìîñâÿçè íàóêè è èñêóññòâà, êîòîðûå çàñëóæèâàþò âûÿâëåíèÿ è ïî-

ñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ õóäîæåñòâåííûõ îáðàçîâ è âûðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ

èñêóññòâà â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà íàãëÿäíîñòè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëåí-

íûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ òî÷íûõ íàóê. Òàêîé ïîäõîä, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ñïî-

ñîáñòâóåò ïîëó÷åíèþ òâîð÷åñêîé ðàäîñòè â ïðîöåññå ïîçíàíèÿ è ôîðìèðîâàíèþ

ãàðìîíè÷íî ðàçâèòîé ëè÷íîñòè îáó÷àþùåãîñÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ôàêòîðîì

àäàïòàöèè áóäóùåãî ñïåöèàëèñòà â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ.
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Â. Â. Áîãóí

(Ðîññèÿ, ßðîñëàâëü; ßÃÏÓ)

Ïî ñîñòîÿíèþ íà íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçëè÷íûå âèäû èíôîðìàöèîííî-

êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâå-

äåíèÿõ ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ äèñöèïëèíàì åñòåñòâåí-

íîíàó÷íîãî öèêëà. Èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíûõ èííîâàöèé ïîëîæèòåëüíûì îáðà-

çîì ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ èíòåðåñà è ìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ ê îáðàçîâàòåëüíîé

äåÿòåëüíîñòè, ôîðìèðîâàíèþ òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàêòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ îáó-

÷àåìûõ, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ óñïåøíîå ðåøåíèÿ ó÷åáíûõ, ïðèêëàäíûõ,

ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ [1�3].

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ äèñòàíöèîííûå ó÷åáíûå òåõíîëîãèè, êî-

òîðûå ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü äîñòóï ê îáðàçîâàòåëüíûì ðåñóðñàì êàæäîìó ñòó-

äåíòó â íåçàâèñèìîñòè îò åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ, ïðè

ýòîì çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ ó÷àùèìèñÿ òåîðåòè÷åñêèõ

çíàíèé, ïðàêòè÷åñêèõ óìåíèé è íàâûêîâ.

Ïðè èçó÷åíèè äèñöèïëèí åñòåñòâåííîíàó÷íîãî öèêëà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîìå-

æóòî÷íîãî è èòîãîâîãî êîíòðîëÿ çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ îáó÷àþùèõñÿ öå-

ëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü äèíàìè÷åñêèå ðàñ÷åòíûå ïðîåêòû è òåñòîâûå çàäàíèÿ ñ

ôîðìèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîãî èëè ìàëåíüêîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé

èñõîäíûõ äàííûõ è íåîáõîäèìûõ äëÿ óêàçàíèÿ îáó÷àåìûì çíà÷åíèé ðåçóëüòàòîâ

âû÷èñëåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, èìåþùèåñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèñòåìû äèñòàíöèîí-

íîãî îáó÷åíèÿ íå ìîãóò îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ïîäîáíûõ çàäàíèé.

Ðàçðàáîòàííàÿ Â. Â. Áîãóíîì äèñòàíöèîííàÿ ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åò-

íûõ ïðîåêòîâ ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü äèñòàíöèîííóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó

ñòóäåíòîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè ðàñ÷åòíûõ ïðîåêòîâ, ñóòü êîòîðûõ ñîñòîèò

â àâòîìàòè÷åñêîé ãåíåðàöèè îáó÷àåìûìè çíà÷åíèé èñõîäíûõ äàííûõ, âûïîëíå-

íèè ñòóäåíòàìè íåîáõîäèìûõ ðàñ÷åòíûõ àëãîðèòìîâ, óêàçàíèè ó÷àùèìèñÿ çíà-

÷åíèé ðåçóëüòàòîâ ñ âîçìîæíîñòüþ èõ ìíîãîêðàòíîé ïðîâåðêè èíôîðìàöèîííîé

ñèñòåìîé è ðåäàêòèðîâàíèÿ, à òàêæå âîçìîæíîñòÿìè ïîëíîöåííîãî àâòîìàòèçè-

ðîâàííîãî ìîíèòîðèíãà âûïîëíÿåìûõ ñòóäåíòàìè ðàñ÷åòíûõ ïðîåêòîâ ïðåïîäà-

âàòåëåì è ó÷àùèìèñÿ [3�5].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äàííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà óñïåøíî ïðèìåíÿåò-

ñÿ àâòîðîì ïðè îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ ïî äèñöèïëèíàì ¾Ìàòåìàòèêà¿ è ¾Âûñøàÿ

ìàòåìàòèêà¿ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì áàêàëàâðèàòà, ïðè ýòîì ñòóäåíòû âû-

ïîëíÿþò ñëåäóþùèå äèíàìè÷åñêèå ðàñ÷åòíûå ïðîåêòû: ¾Àðèôìåòè÷åñêèå îïå-

ðàöèè íàä ìàòðèöàìè¿, ¾Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé¿,

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÍÔ ¾Ñèíåðãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â øêîëå

è âóçå íà îñíîâå àäàïòàöèè ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèé â íàóêå¿.
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¾Íàõîæäåíèå ïàðàìåòðîâ òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè¿, ¾Íàõîæäåíèå ïðåäåëîâ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé¿, ¾Ðåøåíèå

àëãåáðàè÷åñêèõ è òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé¿, ¾Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèé îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ¿, ¾Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà¿.

Ëèòåðàòóðà
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íîé ñðåäû äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ // Èíôîðìàòèêà
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Âûñøåå îáðàçîâàíèå â Ðîññèè.�2013.�• 5.�Ñ. 114�119.

4. Áîãóí Â. Â. Èíôîðìàöèîííûå îñîáåííîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà äèñòàí-

öèîííûõ ðàñ÷åòíûõ ïðîåêòîâ // ßðîñëàâ. ïåä. âåñòí.�2011.�• 1.�Ñ. 185�193.

5. Áîãóí Â. Â. Äèñòàíöèîííûå äèíàìè÷åñêèå ðàñ÷åòíûå ïðîåêòû ïî èññëåäîâàíèþ ôóíê-

öèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî.�ßðîñëàâëü: Èçä-âî ¾Êàíöëåð¿, 2014.�84 c.
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ÀÍÀÇÈÇ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß Ó×ÅÁÍÈÊÎÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÏÎ ÈÇÓ×ÅÍÈÞ

ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Â ÑÐÅÄÍÅÉ ØÊÎËÅ

Í. Â. Âàñèëèøèíà

(Ðîññèÿ, Êðàñíîäàð; ÈÐÎ Êðàñíîäàðñêîãî êðàÿ)

Ìîäåëèðîâàíèå ñóùåñòâóåò òàêæå äàâíî, êàê è ìûøëåíèå, è òàêæå äàâíî

ñîïðîâîæäàåò ïðîöåññû ó÷åíèÿ. Íî êàê ìåòîä îáó÷åíèÿ ìîäåëèðîâàíèå ñòàëî

îñîçíàâàòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, íàó÷íîå ïîíÿòèå ìîäåëè è ìîäåëèðîâàíèÿ

åùå íåäîñòàòî÷íî ïðîíèêëî â ìåòîäèêó ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå. Ïîêà

åùå íå óÿñíåíû íåêîòîðûå ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ, èìåþòñÿ ðàñõîæäåíèÿ

â òðàêòîâêå è ïîíèìàíèè ðÿäà ôèëîñîôñêèõ âîïðîñîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,

çàäåðæèâàåò ïðîíèêíîâåíèå ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ â øêîëó.

Èòàê, â îäíîì ñëó÷àå ïðè îáúÿñíåíèè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íàãëÿäíà îäíà

ìîäåëü, â äðóãîì � äðóãàÿ. Íî â êàæäîé ìîäåëè óæå çàëîæåíû âîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ äðóãîé ìîäåëè íà åå îñíîâå. Òîãäà îáúÿñíåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî, è ÷àùå âñåãî òàê è áûâàåò, öåïî÷êîé ìîäåëåé, ãäå âñå ìîäåëè îáúåäèíåíû

ãëàâíûì èçîìîðôíûì îòíîøåíèåì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòðîåíèå, èññëåäîâàíèå è ïðèëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ, ìîæíî ñêàçàòü, îñíîâíûì ïðåäìåòîì äåÿòåëüíîñòè ìàòåìà-

òèêîâ.

Ïîýòîìó è â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè, ïðåæäå âñåãî ïðè ðåøåíèè ó÷åá-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ (ÓÌÇ), ìîäåëèðîâàíèþ, îñîáåííî àëãåáðàè÷åñêîìó

è àíàëèòè÷åñêîìó, ñëåäóåò óäåëèòü äîëæíîå âíèìàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòåìà-

òè÷åñêèå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ (èëè õîòÿ áû îáëåã÷åíèÿ ðåøåíèÿ)

ÓÌÇ. Êðîìå òîãî, ñîñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è, ïåðåâîä çàäà÷è

íà ÿçûê ìàòåìàòèêè èñïîäâîëü ãîòîâèò ó÷àùèõñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ ðåàëüíûõ

ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé â èõ áóäóùåé äåÿòåëüíîñòè.

Ïðè ðåøåíèè ó÷åáíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâûõ çàäà÷ îñîáåííî ÷àñòî èñ-

ïîëüçóþòñÿ èõ àëãåáðàè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè. Òàêîé ìîäåëüþ ìîæåò

áûòü ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ÿâëåíèå èëè ïðîöåññ, óðàâíåíèå, ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé, íåðàâåíñòâî, ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, ñèñòåìà óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ è äð.

Ïðè ñîñòàâëåíèè ìîäåëè çàäà÷à, òàêèì îáðàçîì, ïåðåâîäèòñÿ íà ÿçûê àëãåáðû

èëè àíàëèçà.

Ìîæíî óñëîâíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå äèäàêòè÷åñêèå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

� ïîçíàâàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ;

� ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ äåÿòåëüíîñòüþ ó÷àùèõñÿ;

� èíòåðïðåòàöèîííàÿ ôóíêöèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñïîñîáñòâóåò

íàèáîëåå ïëîäîòâîðíîìó ìûøëåíèþ ó÷àùåãîñÿ, òàê êàê åãî âíèìàíèå ëåãêî è
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ñâîåâðåìåííî ïåðåêëþ÷àåòñÿ ñ ìîäåëè íà ïîëó÷åííóþ ñ åå ïîìîùüþ èíôîðìà-

öèþ îá îáúåêòå è îáðàòíî. Òàêîå ïåðåêëþ÷åíèå ñâîäèò ê ìèíèìóìó îòâëå÷åíèå

óìñòâåííûõ óñèëèé ó÷àùèõñÿ îò ïðåäìåòà èõ äåÿòåëüíîñòè [1, 2].

Ïðîàíàëèçèðóåì ó÷åáíèêè Ì. ß. Ïðàòóñåâè÷à [1] è Ø. À. Àëèìîâà [2] ñ

òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ

çàäà÷àõ.

Ïðîâåäåì ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç òåìû ¾Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíå-

íèÿ¿ â ðàçëè÷íûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ. Ñ ýòîé öåëüþ âûÿñíèì:

� êàêèå íîâûå ïîíÿòèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ, äàþòñÿ ëè èì îïðåäåëåíèÿ;

� êàêèå íîâûå óòâåðæäåíèÿ èçó÷àþòñÿ, ÷òî îíè îòðàæàþò, êàêîâû îñíîâíûå

èäåè äîêàçàòåëüñòâ;

� êàêèå íîâûå âèäû çàäà÷ è ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáúÿñíèòåëüíîì

òåêñòå, êàêîâî èõ íàçíà÷åíèå, ïðèâîäÿòñÿ ëè àëãîðèòìû èõ ðåøåíèÿ;

� êàêèå çàäà÷è ïðèâîäÿòñÿ â çàäà÷íîì ìàòåðèàëå ïóíêòà.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ó÷åáíèêàõ èññëåäóåìîé òåìå îòâîäèòñÿ ðàçíîå ìåñòî.

Ëèòåðàòóðà
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ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈß Â ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÎ-ÍÀÓ×ÍÎÌ

ØÊÎËÜÍÎÌ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ

Ï. Â. Âåëèêîðóññîâ

(Ðîññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ÑÏáÃÓ)

Â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå íà áàçå Àêàäåìè÷å-

ñêîé ãèìíàçèè ïðåäëàãàåòñÿ èíèöèàòèâíûé ïðîåêò ïî ñîçäàíèþ íîâîé îáðàçî-

âàòåëüíîé ïðîãðàììû äëÿ îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ 8�11 êëàññà, îñíîâàííûé íà

ìåæäèñöèïëèíàðíîì è ïðîåêòèâíî-òåõíîëîãè÷åñêîì ïîäõîäå ê îáó÷åíèþ.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè øêîëüíèê, ïîñòóïàÿ â 9-å èëè 10-å êëàññû, ìîã âû-

áðàòü ëèøü ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïðîôèëè, òàêèå êàê ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé,

õèìèêî-áèîëîãè÷åñêèé, ìàòåìàòèêî-êèáåðíåòè÷åñêèé. Îäíàêî, ñîâðåìåííîìó

îáùåñòâó óæå íóæíû ñïåöèàëèñòû øèðîêîãî ïðîôèëÿ, áîëüøåãî êðóãîçîðà, ñïî-

ñîáíûå âèäåòü òåõíè÷åñêóþ çàäà÷ó â öåëîì è ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ. Âåäü ñà-

ìûå óäèâèòåëüíûå è ïðîðûâíûå îòêðûòèÿ ïîñëåäíèõ ëåò ïðîèñõîäÿò íà ñòûêå

ðàçíûõ íàóê � ôèçèêè è ìåäèöèíû, èíôîðìàòèêè è áèîëîãèè. ×òîáû óñïåø-

íî ïðîâîäèòü ñëîæíûå ìåæäèñöèïëèíàðíûå èññëåäîâàíèÿ, íóæíû ñïåöèàëè-

ñòû íîâîãî òèïà, ñïåöèàëèñòû ñ ôóíäàìåíòàëüíûì (êëàññè÷åñêèì) ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçîâàíèåì, à òàêæå ñ óãëóáëåííûì ïîíèìàíèåì áèîëîãè-

÷åñêèõ ïðîöåññîâ, çàêîíîâ õèìèè, ñ óìåíèåì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è

íàâûêàìè âûïîëíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàäà÷ è âëàäåíèåì, êàê ìåòîäèêàìè

ðàçëè÷íûõ èçìåðåíèé, òàê è òåõíè÷åñêîé ãðàìîòíîñòüþ.

Çà äâà ãîäà îáó÷åíèÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ íåâîçìîæíî â ïîëíîé ìåðå è ãëóáî-

êî îõâàòèòü òàêîé îáúåì íîâîãî ìàòåðèàëà. Ñîçäàâàåìûé êëàññ êîíâåðãåíöèè è

íàóêîåìêèõ òåõíîëîãèé ïðåäóñìàòðèâàåò íàáîð â 8-é êëàññ, ïîñëåäóþùåå íåïðå-

ðûâíîå îáðàçîâàíèå äî îêîí÷àíèÿ øêîëû è ëîãè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå îáðàçîâà-

íèÿ â ÑÏáÃÓ.

Âàæíî îðãàíèçîâàòü ãîðèçîíòàëüíûå ñâÿçè ïî âñåì ïðåäìåòàì åñòåñòâåííî-

íàó÷íîãî öèêëà. Íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ ñòèðàíèÿ ñòåðåîòèïà ãðàíèö ìåæäó ðàç-

íûìè øêîëüíûìè ïðåäìåòàìè. Åñëè ó÷åíèê âõîäèò â êëàññ ãåîãðàôèè, ýòî íå

çíà÷èò, ÷òî âñå îñòàëüíûå ïðåäìåòû íå èìåþò ê ãåîãðàôèè íèêàêîãî îòíîøåíèÿ.

Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ìîäóëüíîñòüþ ïðîãðàìì îáó÷åíèÿ è ïîäñòðîéêîé ñõîæèõ

òåì óðîêîâ. Íàïðèìåð, åñëè ïî ãåîãðàôèè ó÷åíèêè ïðîõîäÿò òåìó ìóññîíîâ è

ïàññàòîâ, òî ïî ôèçèêå â ýòîò ìîìåíò ðàññêàçûâàþò ïðî ñèëó Êîðèîëèñà; åñëè

ïî õèìèè ïðîõîäÿò ñòðîåíèå àòîìîâ, òî ïî ôèçèêå äàþò ðåàêöèè àëüôà, áåòà è

ãàììà ðàñïàäà. Òåì ñàìûì è äîñòèãàåòñÿ êîíâåðãåíöèÿ ïðåäìåòîâ.

Â ðåçóëüòàòå ââåäåíèÿ òàêîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìîäåëè â Àêàäåìè÷å-

ñêîé ãèìíàçèè áóäåò ïîëîæåíî íà÷àëî ôîðìèðîâàíèÿ íîâîé îáðàçîâàòåëüíî-

ïðîìûøëåííîé ìîäåëè (êëàñòåðà): øêîëà�âóç�ðàáîòîäàòåëü, â ðàìêàõ êîòîðîãî

ìîæíî ñîçäàâàòü ýëèòíûå êàäðû äëÿ íàóêè è íàóêîåìêèõ ïðåäïðèÿòèé; ïîâû-

øàòü êà÷åñòâî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ; ñôîðìèðîâàòü ïîëîæèòåëüíîå

îáùåñòâåííîå ìíåíèå î ïðåñòèæíîñòè ïðîôåññèè ó÷åíîãî è ò. ä.
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Îñíîâíûå ïðåäìåòû äëÿ èçó÷åíèÿ: ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, áèîëîãèÿ, õèìèÿ,

èíòåãðèðîâàííûå ñ èíôîðìàòèêîé è ïðîãðàììèðîâàíèåì, èíîñòðàííûé ÿçûê.

Òàêæå ïðåäìåòû, ðåøàþùèå çàäà÷ó ïîääåðæêè è ðàñøèðåíèÿ ïðîôèëüíîé ñïå-

öèàëèçàöèè: ðîáîòîòåõíèêà è êîíñòðóèðîâàíèå, ïðîãðàììèðîâàíèå â ðàçëè÷íûõ

ñðåäàõ, ïðîåêòíàÿ è èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ âîâëå÷å-

íèå â ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíûé ïðîöåññ ïåðåäîâûõ íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííûõ êîì-

ïëåêñîâ, ïîòåíöèàë ÑÏáÃÓ, íàó÷íûõ îðãàíèçàöèé è èíñòèòóòîâ Ðîññèè, à òàêæå

ïðåäñòàâèòåëåé ðåàëüíûõ íàóêîåìêèõ è âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ êîìïàíèé îò íà-

÷èíàþùèõ ñòàðòàïîâ äî ãîñóäàðñòâåííûõ êîðïîðàöèé.
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òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÎÁ ÀÑÏÅÊÒÀÕ ÏÐÎÔÅÑÑÈÎÍÀËÜÍÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐ ÎÂÀÍÍÎ ÃÎ

ÎÁÓ×ÅÍÈß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÏÎ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÞ

¾ÁÈÇÍÅÑ-ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ¿

Ì. Â. Âîëèê

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Â ñîâðåìåííîì ìèðå âûñøåå ïðîôåññèîíàëüíîå îáðàçîâàíèå íàöåëåíî íà ïîä-

ãîòîâêó âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ, ñïîñîáíûõ ê ïðîôåññèîíàëü-

íîé ìîáèëüíîñòè â óñëîâèÿõ èíôîðìàòèçàöèè îáùåñòâà. Ðîññèéñêîå îáðàçîâàíèå

ïðèçâàíî îáåñïå÷èòü ïîâûøåíèå êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ñîâðåìåííîãî ñïåöèà-

ëèñòà íà ðûíêå òðóäà è ñâîáîäíîå âëàäåíèå ñâîåé ïðîôåññèåé íà óðîâíå ìåæäó-

íàðîäíûõ ñòàíäàðòîâ [1, 2].

Â ñâÿçè ñ ýòèì íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûìè è ïåðñïåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ

ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè, êîòîðûå ïîç-

âîëÿþò îðãàíèçîâûâàòü ó÷åáíûé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì ïðîôåññèîíàëüíîé ñïåöèàëè-

çàöèè, à òàêæå ñ îðèåíòàöèåé íà ëè÷íîñòü îáó÷àþùåãîñÿ, åãî èíòåðåñû, ñêëîí-

íîñòè è ñïîñîáíîñòè, ñòðåìëåíèå ê ñàìîàêòóàëèçàöèè è ñàìîðåàëèçàöèè [3].

Äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ ñî-

âðåìåííûé ïðåïîäàâàòåëü äîëæåí áûòü ãîòîâ êàê ê òâîð÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ

íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé [4�7], òàê è ê îáåñïå÷åíèþ

ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ óñëîâèé ó÷åáíîãî òðóäà è êîìôîðòíîñòü â ïðîöåññå

îáó÷åíèÿ è îñâîåíèÿ ïåðâè÷íûõ íàâûêîâ [1].

Ñîâðåìåííîå îáùåñòâî òðåáóåò íîâûõ ïîäõîäîâ ê ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ

â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè. Íàïðàâëåíèå ¾Áèçíåñ-èíôîðìàòèêà¿ îäíî

èç ñîâðåìåííûõ è ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè. Áàêàëàâð áèçíåñ-

èíôîðìàòèêè � ýòî ñïåöèàëèñò â òàêèõ îáëàñòÿõ êàê èíôîðìàöèîííûå òåõ-

íîëîãèè, ñèñòåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ýêîíîìèêà, ìåíåäæìåíò è ïðàâî. Ñôå-

ðà äåÿòåëüíîñòè âûïóñêíèêîâ îõâàòûâàåò çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ðàçíûõ îáëàñòåé

äåÿòåëüíîñòè: ñïåöèàëèñò ïî èíôîðìàöèîííûì ðåñóðñàì, ñèñòåìíûé àíàëèòèê,

ìåíåäæåðû èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Web-àäìèíèñòðàòîð, Web-äèçàéíåð,

ïðîãðàììèñò, áèçíåñ-êîíñóëüòàíò â èíôîðìàöèîííîé ñôåðå è ò. ä. Ïîýòîìó ñî-

äåðæàíèå îáó÷åíèÿ äîëæíî áûòü ïðîôåññèîíàëüíî è êîììóíèêàòèâíî íàïðàâ-

ëåííûì. Íåîáõîäèìî ÷åòêî îïðåäåëÿòü öåëè îáó÷åíèÿ, ðàçâèâàòü ïðåäñòàâëåíèå

ñòóäåíòîâ î ïåðñïåêòèâàõ èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ çíàíèé, êîãäà ýòè çíàíèÿ

è óìåíèÿ â áóäóùåì ñìîãóò ïîâûñèòü èõ øàíñû íà óñïåõ â ëþáîì âèäå äåÿòåëü-

íîñòè.

Ïðîôåññèîíàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü îáó÷åíèÿ òðåáóåò èíòåãðàöèè ïðîôèëü-

íûõ äèñöèïëèí, òùàòåëüíîãî îòáîðà ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ, îðèåíòà-

öèþ íà ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ó÷åáíûå ìàòåðèàëû äîëæíû áûòü îðèåí-

òèðîâàíû íà ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â òîé èëè èíîé ñôåðå äåÿòåëüíîñòè, ñâîåâðå-

ìåííî îòðàæàòü íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ èíòåðå-

ñîâ îáó÷àþùèõñÿ, äàâàòü èì âîçìîæíîñòü äëÿ ïðîôåññèîíàëüíîãî ðîñòà. Êðîìå
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òîãî, íåîáõîäèìî ìàêñèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäèê ñ èñïîëüçî-

âàíèåì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ðàñ÷åòíî-àíàëèòè÷åñêèå ðàáîòû, äåëîâûå

èãðû, òåëåêîíôåðåíöèè è ò. ä.)
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÎÄÃÎÒÎÂÊÀ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ

ÈÍÑÒÈÒÓÒÀ ÈÍÆÅÍÅÐÎÂ ÏÓÒÅÉ ÑÎÎÁÙÅÍÈß

Â XIX È XX ÂÅÊÀÕ

Ì. Ì. Âîðîíèíà

(Ðîññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ÏÃÓÏÑ)

Èíñòèòóò Êîðïóñà èíæåíåðîâ ïóòåé ñîîáùåíèÿ áûë îñíîâàí â 1809 ã. â Ïåòåð-

áóðãå. Çàíÿòèÿ íà÷àëèñü â 1810 ã. Ó÷åáíûé ïðîöåññ áàçèðîâàëñÿ íà òùàòåëüíîì

èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî îáðàçöó, áëèçêî âîñïðîèçâîäÿùåìó Ïàðèæ-

ñêóþ ïîëèòåõíè÷åñêóþ øêîëó. Ëåêöèè ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå íà÷àëè ÷èòàòü

ñ îêòÿáðÿ 1811 ã. � ðîâíî 205 ëåò òîìó íàçàä. Íåäàðîì â ¾Âîåííîì æóðíàëå¿

çà 1811 ñêàçàíî, ÷òî âûñøåé ìàòåìàòèêå ¾ó íàñ â Ðîññèè ó÷àò òîëüêî â îäíîì

ó÷èëèùå ïóòåé ñîîáùåíèÿ¿.

Ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì â èíñòèòóòå âñåãäà óäåëÿëîñü ñàìîå ïðèñòàëüíîå

âíèìàíèå. Îá ýòîì ìîæíî ñóäèòü è ïî êîëè÷åñòâó áàëëîâ çà ñäàííûå ýêçàìåíû

ïî ìàòåìàòèêå � îíè óòðàèâàëèñü, è ïî òîìó, ÷òî ïðàâî Ãëàâíîãî ýêçàìåíàòîðà

ïðèíàäëåæàëî ïðîôåññîðàì, ïðåïîäàþùèì ýòè íàóêè. Â 1834 ã. íà Êîíôåðåíöèè

(Ñîâåòå) èíñòèòóòà ïîñòàíîâèëè: ¾Âûñøóþ ìàòåìàòèêó îòíåñòè ê ïåðâîìó ðàç-

ðÿäó íàóê¿, ò. å. ê íàóêàì, íåîáõîäèìûì êàæäîìó èíæåíåðó. Â 1843 ã. äàæå áûëî

ïðèíÿòî ïîëîæåíèå: ¾Òåõ èíæåíåðîâ, êîòîðûå íå îñèëÿò âûñøóþ ìàòåìàòèêó,

èíæåíåðàìè íå âûïóñêàòü � òîëüêî àðõèòåêòîðàìè¿.

Çà âñå ãîäû ñóùåñòâîâàíèÿ èíñòèòóòà ïðîãðàììà ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå áû-

ëà îáøèðíîé. Êðîìå òîãî, ÷èòàëèñü ôàêóëüòàòèâíûå êóðñû, äîïîëíèòåëüíûå

îòêðûòûå ëåêöèè. Ýêçàìåíû ïðîõîäèëè ñòðîãî, îáû÷íî îêîëî òðåòè ó÷àùèõñÿ

íå ìîãëè ñ ïåðâîãî ðàçà ñäàòü ýêçàìåí.

Ðóêîâîäñòâî èíñòèòóòà ñ÷èòàëî, ÷òî èìåííî èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ðàçâèâàåò ó áóäóùèõ èíæåíåðîâ ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå, ñòðåìëåíèå àíàëèçèðî-

âàòü ïðîáëåìû. Ýòî ïîçâîëÿåò èì îòâåòñòâåííî ïîäõîäèòü ê ïîðó÷åííîìó äåëó,

ïðèíèìàòü âçâåøåííûå ðåøåíèÿ, äîñòîéíî âûõîäèòü èç ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðîíèêíîâåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ â èíæåíåðíûå

íàóêè íà÷àëîñü â XIX âåêå â ñòåíàõ âûñøèõ òåõíè÷åñêèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé,

â ïåðâóþ î÷åðåäü â ÈÊÈÏÑ � ïåðâîì âûñøèì òðàíñïîðòíûì è ñòðîèòåëüíûì

ó÷åáíûì çàâåäåíèåì Ðîññèè. Íàïðèìåð, åãî ïðîôåññîðà è âûïóñêíèêè ïðîâîäè-

ëè ðàñ÷åòû êîíñòðóêöèé ìîñòîâ, êóïîëîâ, ïåðåêðûòèé, äàìá è ò. ï.

Â èíñòèòóò ïóòåé ñîîáùåíèÿ âñåãäà ïðèãëàøàëèñü ëó÷øèå ïðåïîäàâàòåëè

ïî ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì. Ñíà÷àëà ðóññêèå àêàäåìèêè � Â. È. Âèñêîâàòîâ,

Ñ. Å. Ãóðüåâ, Ä. Ñ. ×èæîâ, çàòåì ôðàíöóçñêèå èíæåíåðû � Ï. Áàçåí, Ã. Ëàìå,

Á. Êëàïåéðîí, íà÷èíàÿ ñ 30-õ ãã. XIX âåêà Ì. Â. Îñòðîãðàäñêèé, Â. ß. Áóíÿ-

êîâñêèé, Î. È. Ñîìîâ, Í. Ì. Ãþíòåð. Ê. À. Ïîññå è äðóãèå. Ïîñëå Îêòÿáðüñêîé

ðåâîëþöèè â íåì ðàáîòàëè Â. È. Ñìèðíîâ, Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüö, ß. Ä. Òàìàðêèí,

ß. Â. Óñïåíñêèé, Ì. Ô. Ñóááîòèí. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû èíñòèòóò îñòàâàëñÿ îä-

íèì èõ ëó÷øèõ òåõíè÷åñêèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ñòðàíû.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ

ÏÐÎÔÅÑÑÈÎÍÀËÜÍÛÕ È ÏÐÈÊËÀÄÍÛÕ ÏÐÎÁËÅÌ ÊÀÊ

ÂÀÆÍÅÉØÅÅ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÈÍÒÅÃÐÀÒÈÂÍÛÕ ÊÓÐÑÎÂ

1

Ñ. Í. Äâîðÿòêèíà (Ðîññèÿ, Åëåö; ÅÃÓ èì. È.À. Áóíèíà) ,

Ñ. À. Ðîçàíîâà (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÒÓ ÌÈÐÝÀ)

Äëÿ ñîâðåìåííîé ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ âñå áîëåå àêòóàëüíà èäåÿ ãåíåðàöèè

çíàíèÿ â öåëÿõ ëè÷íîãî è ïðîôåññèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ, îâëàäåíèÿ øèðîêîïðî-

ôèëüíîé êâàëèôèêàöèåé è ñîîòâåòñòâèÿ ïðåäëîæåíèþ è ñïðîñó íà âûñîêîêâà-

ëèôèöèðîâàííûå êàäðû. Òàêàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ñòðàòåãèÿ îòðàæàåò ïðèðîäó

ìåæäèñöèïëèíàðíîãî çíàíèÿ, ñïîñîáñòâóåò êîíñòðóêòèâíîìó ìåæäèñöèïëèíàð-

íîìó äèàëîãó. Îäíèì èç ïóòåé ìîäåðíèçàöèè âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðà-

çîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå ÿâëÿåòñÿ âíåäðåíèå èíòåãðàòèâíûõ êóð-

ñîâ è ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ïðîãðàìì, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò âçàèìîîáîãàùàþ-

ùåìó ñèíòåçó ðåçóëüòàòîâ ðàçíûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí ïðè ðåøåíèè êîìïëåêñ-

íûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ ïðîáëåì, êîíñòðóêòèâíîìó äèàëîãó ïðåäñòàâèòåëåé ðàç-

íûõ íàó÷íûõ îáëàñòåé.

Ïîä èíòåãðèðîâàííûìè êóðñàìè ìû ïîíèìàåì ó÷åáíûå äèñöèïëèíû, ñî-

äåðæàíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçüþ íåñêîëüêèõ áàçîâûõ íàó÷íûõ

äèñöèïëèí è ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé, ãèáêîé ëîãèêîé èçëîæåíèÿ, âûñîêîé ñòå-

ïåíüþ ñâîáîäû â âûáîðå ôîðì è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðåàëèçàöèþ

ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ñòðóêòóðíûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ ñâÿçåé.

Ñòðóêòóðà èíòåãðèðîâàííûõ êóðñîâ âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

öåëåâîé, ñîäåðæàòåëüíûé è îöåíî÷íûé. Öåëåâûìè óñòàíîâêàìè èíòåãðàòèâíûõ

êóðñîâ ÿâëÿþòñÿ: çàêðåïëåíèå ñôîðìèðîâàííûõ â ðàìêàõ èçó÷åíèÿ ïðåäøåñòâó-

þùèõ äèñöèïëèí çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ â ïðîöåññå ó÷åáíîé è èññëåäîâàòåëü-

ñêîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ ïî ðåøåíèþ ïðîôåññèîíàëüíî çíà÷èìûõ ïðîáëåì;

óïîðÿäî÷èâàíèå è ñèñòåìàòèçàöèÿ ñîäåðæàíèÿ èçó÷åííûõ äèñöèïëèí, ñîçäàíèå

øèðîêîãî ïðîôåññèîíàëüíîãî êðóãîçîðà. Ïðèìåðíîå ñîäåðæàíèå èíòåãðèðîâàí-

íîãî êóðñà äîëæíî âêëþ÷àòü ó÷åáíûé ìàòåðèàë èç ðàçíûõ îáëàñòåé çíàíèÿ,

êîòîðûé íåîáõîäèì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé. Îöå-

íî÷íàÿ ÷àñòü ñòðóêòóðû èíòåãðèðîâàííûõ êóðñîâ ñîäåðæèò èòîãîâûå ìåæäèñ-

öèïëèíàðíûå ïðîåêòû, îïèñàíèå ïîðÿäêà èõ âûïîëíåíèÿ, êðèòåðèè è ðåêîìåí-

äàöèè ïî êîððåêöèè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óíè-

âåðñàëüíûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. ßâ-

ëÿÿñü èíòåëëåêòóàëüíûì ÿäðîì ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé è âûïîëíÿÿ èíòåãðà-

òèâíóþ ôóíêöèþ, îí â ïîëíîé ìåðå ïîçâîëÿåò àêòèâèçèðîâàòü ìåæäèñöèïëè-

íàðíûå ñâÿçè ñ äîñòèæåíèåì ó îáó÷àåìûõ òðåáóåìîãî ñîâðåìåííûì îáùåñòâîì

1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò • 16-18-10304.
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óðîâíÿ ïðîôåññèîíàëèçìà. Â ñòðóêòóðå èíòåãðàòèâíûõ êóðñîâ ðåøåíèþ ïðî-

ôåññèîíàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

îòâîäèòñÿ çíà÷èìîå ìåñòî. Âêëþ÷åíèå ïðîôåññèîíàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â

ñòðóêòóðó èíòåãðàòèâíûõ êóðñîâ îáåñïå÷èâàåò åìó ëîãè÷åñêóþ çàâåðøåííîñòü.

Çàìåíà ðåàëüíîãî îáúåêòà, ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëüþ � ìàòåìàòè÷åñêèì ¾îáðàçîì¿, ñîñòîÿùèì èç àëãîðèòìè÷åñêè ïðåäñòàâëåí-

íûõ çàêîíîìåðíîñòåé, îïèñûâàþùèõ íà ÿçûêå ôîðìóë îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

èçó÷àåìîãî ïðîöåññà (ÿâëåíèÿ), � ñîñòàâëÿåò ñóòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ.

Ââåäÿ êëàññèôèêàöèþ ïðîôåññèîíàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïî ÷åòûðåì

óðîâíÿì ñëîæíîñòè, â äîêëàäå àâòîðàìè áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâàíà ãëóáèíà ïðè-

ìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.

Ðàññìàòðèâàåìûå ïðèêëàäíûå è ïðîôåññèîíàëüíûå çàäà÷è âêëþ÷åíû â èíòå-

ãðèðîâàííûé êóðñ äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ïîäãîòîâêè

¾Ýëåêòðîíèêà è íàíîýëåêòðîíèêà¿, ¾Ðàäèîòåõíèêà¿. Î÷åâèäíî, ÷åì òî÷íåå ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, òåì øèðå îáëàñòü åå ïðèìåíåíèÿ è òåì áîëüøèé êðóã ïðî-

ôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ îíà ïîçâîëÿåò ðåøèòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ

òèïîâ ñèãíàëîâ è íåîáõîäèìîñòü èõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè

ñëåäóþùèõ ïðîôåññèîíàëüíî âàæíûõ ïðîáëåì: ðàäèîñèãíàëû ïðè èäåíòèôèêà-

öèè îáúåêòîâ íàáëþäåíèÿ, îòêëèêè ãåîäåçè÷åñêîãî çîíäà ïðè îáíàðóæåíèè ïî-

ëåçíûõ èñêîïàåìûõ, ðàäèîñèãíàëû â îïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòèê çàëåæåé, ñèã-

íàëû ýëåêòðîêàðäèîãðàììû ïðè äèàãíîñòèêå çàáîëåâàíèÿ ñåðäöà è äð.
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ÈÍÒÅÐÍÅÒ-ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ Â ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

ÁÈÇÍÅÑ-ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ì. Ì. Çàãàëîâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Â ñîâðåìåííîì ìèðå ñóùåñòâóåò ïðàêòèêà ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

îðãàíèçàöèåé, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê èõ ôîðìèðîâàíèþ.

Íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû, ïîñòðîåííûå íà óïðàâëåíèè

ôóíêöèÿìè è óïðàâëåíèè áèçíåñ-ïðîöåññàìè îðãàíèçàöèè.

Áèçíåñ-ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé (ïîäïðî-

öåññîâ), íàïðàâëåííàÿ íà ïîëó÷åíèå çàäàííîãî ðåçóëüòàòà, íåîáõîäèìîãî îðãà-

íèçàöèè.

Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ïîñòðîåííûå íà ïðèíöèïàõ óïðàâëåíèÿ ôóíêöèÿìè,

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èåðàðõè÷åñêóþ ïèðàìèäàëüíóþ ñòðóêòóðó ïîäðàçäåëåíèé,

ñãðóïïèðîâàííûõ ïî âûïîëíÿåìûì ôóíêöèÿì.

Äðóãèì ïîäõîäîì ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå ïî-

òîêàìè ðàáîò èëè ïðîöåññàìè, ñîñòàâëÿþùèìè äåÿòåëüíîñòü îðãàíèçàöèè. Ïðî-

öåññíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äåÿòåëüíîñòü îðãàíèçàöèè êàê ñâÿ-

çàííóþ ñèñòåìó áèçíåñ-ïðîöåññîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðîòåêàåò âî âçàèìî-

ñâÿçè ñ äðóãèìè áèçíåñ-ïðîöåññàìè èëè âíåøíåé ñðåäîé. Êëþ÷åâûìè ïîíÿòè-

ÿìè ïðîöåññíîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàò áèçíåñ-ïðîöåññà, âëàäåëåö áèçíåñ-

ïðîöåññà, èñïîëíèòåëè áèçíåñ-ïðîöåññà, âõîäû áèçíåñ-ïðîöåññà [1].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíåíèå ïðîöåññíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì

óñëîâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ Ñèñòåìû ìåíåäæìåíòà êà÷åñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðå-

áîâàíèÿìè ñòàíäàðòà ISO 9001. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ,

ïîñòðîåííàÿ íà ïðèíöèïàõ ïðîöåññíîãî óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâ-

íîé è ðåçóëüòàòèâíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîé åé ïî ìàñøòàáó ôóíêöèîíàëüíîé

ñèñòåìîé [1].

Èíòåðíåò êàê îäèí èç âèäîâ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé îáåñïå÷èâàåò âîç-

ìîæíîñòü îáùåíèÿ è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ìåæäó ïîëüçîâàòåëÿìè (êîìïüþ-

òåðàìè) ïî âñåìó ìèðó. Â ñîâðåìåííîé æèçíè è ãëîáàëüíîì èíôîðìàöèîííîì

îáùåñòâå ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì âåäåíèå äåÿòåëüíîñòè â ëþáîé îòðàñëè áåç

äîñòóïà ê âñåìèðíîé ñåòè Èíòåðíåò [2].

Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ Èíòåðíåò-òåõíîëîãèé äëÿ ðåèíæèíèðèíãà

áèçíåñ-ïðîöåññîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî òàêîé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàäè-

êàëüíûì è íàïðàâëåí íà êîðåííîå ðåôîðìèðîâàíèå äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ.

Íàïðèìåð, ðåàëèçàöèÿ òàêîãî áèçíåñ-ïðîöåññà êàê ìîíèòîðèíã ðûíêà ñ ïðè-

ìåíåíèåì Èíòåðíåò-òåõíîëîãèé, ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî è â êðàò÷àéøèå ñðîêè

ñîáðàòü íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ, îáðàùàÿñü ê ýëåêòðîííûì èñòî÷íèêàì äàí-

íûõ (ïîèñêîâûå ñèñòåìû, èíôîðìàöèîííûå ïîðòàëû, îôèöèàëüíûå web-ñàéòû).

Ñîáðàííóþ èíôîðìàöèþ ëåãêî àíàëèçèðîâàòü, âåäü íåîáõîäèìûå äàííûå ìîæíî

ïîëó÷àòü â ðåàëüíîì ðåæèìå (on-line) è ñîîòâåòñòâåííî â öèôðîâîì ôîðìàòå.
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Ñâÿçàâ ñâîè áèçíåñ-ïðèëîæåíèÿ ñ åäèíîé èíôîðìàöèîííîé ñðåäîé Èíòåðíåò,

ëþáàÿ îðãàíèçàöèÿ ñðàçó æå ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü ðàáîòû ñî âñåìè Èíòåðíåò-

êîíòàêòàìè íåçàâèñèìî îò èõ ÷èñëà, ÷òî ïîçâîëÿåò â êðàò÷àéøèå ñðîêè è ñ ìè-

íèìàëüíûìè çàòðàòàìè äîñòèãíóòü ïîñòàâëåííûõ öåëåé.
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ÂËÈßÍÈÅ ÐÅÉÒÈÍÃÎÂÎÉ ÍÀÊÎÏÈÒÅËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß ÍÀ ÄÎÑÒÈÆÅÍÈß ÎÁÓ×ÀÞÙÈÕÑß

Å. Ç. Çàéòîâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ñîâðåìåííîãî ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàí-

íîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâî ïîäãîòîâêè áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ, ñïîñîá-

íûõ ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñòîÿííî èçìåíÿþùèìñÿ òðåáîâàíèÿì îáùåñòâà, ãîñóäàð-

ñòâà è ëè÷íîñòè. Ôåäåðàëüíûå ãîñóäàðñòâåííûå îáðàçîâàòåëüíûå ñòàíäàðòû ñî-

äåðæàò òðåáîâàíèÿ ãîñóäàðñòâà ê êà÷åñòâó îáðàçîâàíèÿ è ïîäãîòîâêå êîìïåòåíò-

íîãî ñïåöèàëèñòà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ó÷åáíûì çàâåäåíèÿì íå òîëüêî ïðåäîñòàâ-

ëåíà ñàìîñòîÿòåëüíîñòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ îáðàçîâàíèÿ, íî è óâåëè-

÷åíà èõ îòâåòñòâåííîñòü çà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü â ñîâåðøåíñòâîâàíèè ñèñòåìû îöåíêè êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ.

Îöåíêà äîñòèæåíèé îáó÷àþùèõñÿ îêàçûâàåò áîëüøîå âëèÿíèå íà èõ ìîòè-

âàöèþ ê îáó÷åíèþ è áóäóùóþ êàðüåðó. Ñèñòåìà èçìåðåíèÿ êà÷åñòâà îñâîåíèÿ

ñòóäåíòàìè ïîëó÷åííûõ çíàíèé è íàâûêîâ äîëæíà âêëþ÷àòü îáúåêòèâíûå, ëåã-

êî ïðèìåíèìûå, ïðîñòûå è ïîíÿòíûå êðèòåðèè è ïîêàçàòåëè. Â ýòîì ñëó÷àå

ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ áóäåò íå òîëüêî îáåñïå÷èâàòü ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè îá

ó÷åáíûõ äîñòèæåíèÿõ ñòóäåíòîâ äëÿ ïðèíÿòèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé, íî è

ñïîñîáñòâîâàòü ïîâûøåíèþ ìîòèâàöèè îáó÷àþùèõñÿ, òàê êàê ðåçóëüòàòû êîí-

òðîëÿ ïîçâîëÿþò ñòóäåíòó îïðåäåëÿòü óðîâåíü ñâîèõ äîñòèæåíèé è êîððåêòè-

ðîâàòü ó÷åáíóþ äåÿòåëüíîñòü äëÿ ïðåîäîëåíèÿ âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîïóëÿðíîé òåõíîëîãèåé îöåíêè êà÷åñòâà óñâîåíèÿ ó÷åá-

íûõ äèñöèïëèí ÿâëÿåòñÿ íàêîïèòåëüíàÿ áàëëüíî-ðåéòèíãîâàÿ ñèñòåìà � èíäè-

âèäóàëüíûé ÷èñëîâîé ïîêàçàòåëü îöåíèâàíèÿ çíàíèé îáó÷àþùèõñÿ.

Èñïîëüçîâàíèå áàëëüíî-ðåéòèíãîâîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò íåìíîãî èçìåíèòü

ìåòîäèêó ïðåïîäàâàíèÿ ó÷åáíûõ äèñöèïëèí ïóòåì óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà çàäà-

íèé äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî âûïîëíåíèÿ. Ñëåäóåò îæèäàòü âîçðàñòàíèÿ ó÷åáíîé

àêòèâíîñòè ñòóäåíòîâ, óëó÷øåíèÿ ïîñåùàåìîñòè çàíÿòèé, ïîâûøåíèÿ óñïåâàå-

ìîñòè, ñòèìóëèðîâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, ïîâûøåíèÿ

ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ. Êðîìå òîãî, âîçðàñòàåò îáúåêòèâíîñòü îöåíèâàíèÿ óðîâ-

íÿ îñâîåíèÿ äèñöèïëèí, ñíèæåíèå íàãðóçêè íà ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé âî

âðåìÿ ñåññèè. Îðãàíèçàöèÿ ðåãóëÿðíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ðåçóëüòàòàì ðåéòèíãà

ïîçâîëÿåò ñâîåâðåìåííî îïðåäåëÿòü ïðîáëåìû îáó÷àåìûõ è êîððåêòèðîâàòü èõ

äåÿòåëüíîñòü â òå÷åíèå ñåìåñòðà, à íå òîëüêî âî âðåìÿ ñåññèè [1].

Íåñîìíåííî, äëÿ óñïåøíîãî âíåäðåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ðåéòèíãîâîé ñèñòå-

ìû íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ìåòîäè÷åñêèå è îðãàíèçàöèîííûå ìåðîïðèÿòèÿ: ðàçðà-

áîòàòü îöåíî÷íóþ øêàëó ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé ê çíàíèÿì, óìåíèÿì è íàâûêàì;

îçíàêîìèòü ñ îöåíî÷íîé øêàëîé è ñóììîé áàëëîâ îáó÷àþùèõñÿ; ñâîåâðåìåííî

ôèêñèðîâàòü ðåçóëüòàòû è ïîäâîäèòü èòîãè; îïîâåùàòü îáó÷àþùèõñÿ î ïîëó-

÷åííûõ è íàêîïëåííûõ áàëëàõ.

228



Ïðè ðàçðàáîòêå îöåíî÷íîé øêàëû öåëåñîîáðàçíî ó÷èòûâàòü ðàçíîîáðàçèå

äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ è ïðèìåíÿòü ðàçíûå âèäû ðåéòèíãà. Íàïðèìåð, ñòàð-

òîâûé ðåéòèíã ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà÷àëüíûé óðîâåíü çíàíèé; òåêóùèé ðåé-

òèíã âêëþ÷àåò îöåíêó âî âðåìÿ çàíÿòèé; äèñöèïëèíàðíûé ðåéòèíã âêëþ÷àåò

òåêóùèé, ïðîìåæóòî÷íûé, èòîãîâûé êîíòðîëü; òâîð÷åñêèé ðåéòèíã îöåíèâàåò

ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó âî âíåóðî÷íîå âðåìÿ.

Êîíå÷íî æå, ñóùåñòâóþò äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ðåéòèíãîâîé íàêîïèòåëü-

íîé ñèñòåìû îöåíèâàíèÿ. Îäíàêî, òàêàÿ ñèñòåìà êîíòðîëÿ êà÷åñòâà çíàíèé ïîç-

âîëÿåò àêòèâèçèðîâàòü ðàáîòó ñòóäåíòîâ â òå÷åíèè âñåãî ñåìåñòðà, ñèñòåìàòè-

÷åñêè ñòèìóëèðîâàòü èõ ê ðåãóëÿðíîé ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèÿì, ïîâûñèòü îòâåò-

ñòâåííîñòü çà ñâîþ ó÷åáíóþ äåÿòåëüíîñòü.

Ëèòåðàòóðà

1. Çàéòîâà Å. Ç., Âîëèê Ì. Â. Ïðèìåíåíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â îðãàíèçàöèè ñà-

ìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ // Ýêîíîìèêà Ðîññèè â óñëîâèÿõ ãëîáàëèçàöèè: âûçîâû

è âîçìîæíîñòè ðàçâèòèÿ. Ñá. íàó÷. òð. ïî ìàòåðèàëàì ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (â ðàì-

êàõ VI Ìåæäóíàð. íàó÷íîãî ñòóäåí÷åñêîãî êîíãðåññà íà òåìó: ¾Ãðàæäàíñêîå îáùåñòâî

Ðîññèè: ñòàíîâëåíèå è ïóòè ðàçâèòèÿ¿).�Âëàäèêàâêàç, 2015.�Ñ. 258�262.

229



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÎÒ ÈÄÅÈ Ê ÎÏÛÒÓ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß

ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ Ó×ÅÁÍÎÃÎ ÏÎÐÒÔÎËÈÎ

Ô. Â. Ãðå÷íèêîâ (Ðîññèÿ, Ñàìàðà; ÑàìÍÖ ÐÀÍ) ,

Ë. Ñ. Êëåíòàê (Ðîññèÿ, Ñàìàðà; Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò)

Ñîöèàëüíûì çàêàçîì íà âûïóñêíèêîâ âóçîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ êîí-

êóðåíòîñïîñîáíàÿ ëè÷íîñòü, ò. å. ëè÷íîñòü, îáëàäàþùàÿ ãëóáîêèìè ïðîôåññèî-

íàëüíûìè çíàíèÿìè, ñïîñîáíàÿ îñóùåñòâëÿòü âûáîð, àíàëèçèðîâàòü ñîáñòâåí-

íûå äåéñòâèÿ è, åñòåñòâåííî, óìåòü âûñòðàèâàòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíóþ îáðàçî-

âàòåëüíóþ òðàåêòîðèþ óæå â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ [1]. Èìåííî òàêîé ïîäõîä äåêëà-

ðèðîâàí â íîâûõ ôåäåðàëüíûõ ãîñóäàðñòâåííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòàõ

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ (ÔÃÎÑ ÂÎ) [2], íà êîòîðûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïåðåõîäÿò

âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ è â êîòîðûõ ââåäåíû òðåáîâàíèÿ îáÿçàòåëüíîãî ôîð-

ìèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîãî ïîðòôîëèî îáó÷àþùåãîñÿ, ÷òî ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî

àêòèâèçèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ (ÑÐÑ) � îñíîâó ãëóáîêîãî

îñìûñëåííîãî èçó÷åíèÿ è îñâîåíèÿ äèñöèïëèí [3].

Ïîðòôîëèî ïîìîãàåò óâèäåòü äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äå-

ÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ, çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ ìîòèâàöèÿ îáó÷åíèÿ, à ñëåäîâà-

òåëüíî è óðîâåíü çíàíèé ñòóäåíòîâ. Ïðåäëîæåííàÿ ñòðóêòóðà îáîáùåííîãî ïîðò-

ôîëèî ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü ýòàïû ðàçâèòèÿ ñòóäåíòà êàê ëè÷íîñòè. Èñïîëüçî-

âàíèå ëè÷íîñòíî-îðèåíòèðîâàííîé òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ ïîçâîëèò ñâîåâðåìåííî

îêàçûâàòü ïîìîùü ñòóäåíòàì ïðè ïðîäâèæåíèè ê áîëåå âûñîêîìó óðîâíþ ïîçíà-

íèÿ ïðè âîçíèêíîâåíèè îïðåäåëåííûõ òðóäíîñòåé, ôèêñèðóÿ åå â ïîðòôîëèî.

Âëàäåÿ ìåòîäîì ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôîëèî ñòóäåíò íå óâåëè÷èâàåò íàïðÿ-

æåííîñòü òðóäà, à èíòåíñèôèöèðóåò ÑÐÑ, îïòèìèçèðóÿ ïðîöåññ èñïîëüçîâàíèÿ

âðåìåíè, ò. å. ðåøàåòñÿ àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà èíòåíñèôèêàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåñ-

ñà.
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÈÍÒÅÐÍÅÒ-ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ

ÂÎ ÂÍÅÓÐÎ×ÍÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Ä. Ð. Êàñàåâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñòóäåíòû íå òîëüêî ôîðìèðóþò íîâûå íàâûêè (ðàáîòà

ñ êíèãîé, êîìïüþòåðîì, ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðîé è áèáëèîãðàôè÷åñêèì àïïà-

ðàòîì), íî è ñîâåðøåíñòâóþò îðãàíèçàöèþ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Ê îáó÷àþ-

ùèìñÿ â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ ïðåäúÿâëÿþòñÿ íîâûå òðåáîâàíèÿ: óìåòü

ðàöèîíàëüíî ðàñïðåäåëÿòü è ïëàíèðîâàòü ñâîå âðåìÿ, îðãàíèçîâàòü ñâîå ðàáî÷åå

ìåñòî, ðàáîòàòü ñ äîñòóïíûìè ðåñóðñàìè è èíôîðìàöèåé. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ

íîâûõ ó÷åáíûõ óìåíèé íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü â ýëåêòðîííîé áèáëèî-

òåêå è ñàìîñòîÿòåëüíî èñêàòü èíôîðìàöèþ, ïîíèìàòü ïðî÷èòàííîå, âûäåëÿòü

ãëàâíîå, ñîñòàâëÿòü êîíñïåêò è ðàáîòàòü íàä óñâîåíèåì âûäåëåííîãî ñîäåðæà-

íèÿ.

Â óñëîâèÿõ áûñòðîãî ðàçâèòèÿ íîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, äëÿ áî-

ëåå êà÷åñòâåííîé îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ, öåëåñîîáðàç-

íî êàê ìîæíî øèðå èñïîëüçîâàòü òåëåêîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè, Èíòåðíåò

è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îáó÷åíèåì. Ãëîáàëüíàÿ êîìïüþòåðíàÿ ñâÿçü îòêðûâàåò

ðåàëüíûå âîçìîæíîñòè ïîâñåäíåâíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ìåæäó îáó÷àåìûìè è ïðå-

ïîäàâàòåëÿìè, ñòèìóëèðóåò ââåäåíèå â ïðàêòèêó íîâûõ àêòèâíûõ ìåòîäîâ ðàáî-

òû, ñïîñîáñòâóåò îñâîåíèþ íàâûêîâ ïðîäóêòèâíîé ñîâìåñòíîé äåÿòåëüíîñòè ïî

äîñòèæåíèþ îáùåé öåëè. Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå ñåãîäíÿ ïðèîáðåòàåò îñîáóþ

àêòóàëüíîñòü, ïîñêîëüêó ñ ðàçâèòèåì Èíòåðíåòà è îáåñïå÷åííîñòüþ ñòóäåíòîâ

ïåðñîíàëüíûìè êîìïüþòåðàìè óëó÷øàåòñÿ îáìåí èíôîðìàöèåé êàê ìåæäó ïðå-

ïîäàâàòåëåì è ñòóäåíòàìè, òàê è ñòóäåíòîâ ìåæäó ñîáîé [1].

Â õîäå ó÷åáíîãî ïðîöåññà âñå áîëåå ïîïóëÿðíûì ñòàíîâèòñÿ ïðîâåäåíèå òåëå-

êîíôåðåíöèé, ïîäðàçóìåâàþùèõ àêòèâíóþ ôîðìó îáó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì èíòåðåñîâ

îáó÷àþùèõñÿ, ïîâûøåíèå èíòåíñèâíîñòè òðóäà, îáó÷åíèå íàâûêàì àíàëèçà ìà-

òåðèàëîâ è ñàìîñòîÿòåëüíîãî ôîðìóëèðîâàíèÿ âûâîäîâ, âûíåñåíèå íà îáùèé ñóä

ñâîèõ ñóæäåíèé, îòñòàèâàíèÿ ñâîåãî ìíåíèÿ è óìåíèÿ äèñêóòèðîâàòü [2].

Ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ è ñîöèàëüíîå îáó÷åíèå � Èíòåðíåò-òåõíîëîãèè è

ñîöèàëüíûå ñåòè. Ñòóäåíòîâ î÷åíü òðóäíî ïðèó÷èòü ê èñïîëüçîâàíèþ ó÷åáíîãî

ñàéòà. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà, àêòèâè-

çèðóþùåãî äåÿòåëüíîñòü âî âíåóðî÷íîå âðåìÿ, óæå ñîçäàííûå, ðàáîòàþùèå è

èíòóèòèâíî ïîíÿòíûå ñîöèàëüíûå ñåòè.

Ïðèìåíåíèå â âèðòóàëüíûõ ó÷åáíûõ ãðóïïàõ òåõíîëîãèé ôîðóìîâ ïîçâîëÿ-

åò âñåì ó÷àñòíèêàì ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ñîâìåñòíî ñîçäàâàòü ñåòåâîé ó÷åáíûé

êîíòåíò, ÷òî ñòèìóëèðóåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ ïîçíàâàòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü. Îá-

ùåå äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ó÷åáíîãî ïðîöåññà êîììóíèêàòèâíîå ïðîñòðàíñòâî äàåò

âîçìîæíîñòü êîëëåêòèâíîé îöåíêè ïðîöåññîâ è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, íàáëþäåíèÿ
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çà ðàçâèòèåì êàæäîãî ó÷àñòíèêà è îöåíêè åãî âêëàäà â êîëëåêòèâíîå òâîð÷å-

ñòâî. Âûñîêèé óðîâåíü âçàèìîäåéñòâèÿ îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü ó÷åáíîãî

ïðîöåññà, âûõîäÿùåãî çà ðàìêè àóäèòîðíûõ çàíÿòèé [3].

Îñîáîå çíà÷åíèå â íîâîé îáðàçîâàòåëüíîé ñèñòåìå èìåþò ìàòåðèàëû äëÿ

ñàìîîáó÷åíèÿ, ïåðåäàâàåìûå ñ ïîìîùüþ òåëåêîììóíèêàöèé. Ó÷åáíûå òåëåêîí-

ôåðåíöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûì èíòåðåñíûì ñðåäñòâîì îáó÷åíèÿ, ñïîñîáñòâóþùèì

óñïåøíîìó ðåøåíèþ íåêîòîðûõ ïðîáëåì â îáó÷åíèè. Ïîíÿòíîñòü èäåîëîãèè è

èíòåðôåéñà ñîöèàëüíûõ ñåòåé áîëüøåé ÷àñòè Èíòåðíåò-àóäèòîðèè ïîçâîëÿåò

ñýêîíîìèòü âðåìÿ, ìèíóÿ ýòàï àäàïòàöèè îáó÷àþùèõñÿ ê íîâîìó êîììóíèêà-

òèâíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ìóëüòèìåäèéíîñòü êîììóíèêàòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðå-

äåëüíî îáëåã÷àåò çàãðóçêó è ïðîñìîòð â âèðòóàëüíîé ó÷åáíîé ãðóïïå ó÷åáíûõ

ìàòåðèàëîâ ðàçíûõ ôîðìàòîâ, èíòåðàêòèâíûõ ïðèëîæåíèé.
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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

ÄËß ÏÐÎÄÀÆÈ ÑÒÐÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÄÓÊÒÎÂ

È. Â. Êàóëüêî

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Â ñîâðåìåííîì ìèðå ñåòåâûå òåõíîëîãèè îõâàòûâàþò âñå íîâûå è íîâûå îá-

ëàñòè íàóêè, òåõíèêè è, îñîáåííî, ýêîíîìèêè. Â óñëîâèÿõ ñòðåìèòåëüíî âîçðàñ-

òàþùåé êîíêóðåíöèè ñî ñòîðîíû ñòðàõîâàòåëåé è îðãàíîâ ñòðàõîâîãî íàäçîðà,

ñòðàõîâîé ðûíîê áåçóñëîâíî çàíèìàåò ëèäèðóþùåå ìåñòî â îáëàñòè òåõíîëîãè-

÷åñêîãî ïðîãðåññà. Ñïåöèôèêà ñòðàõîâîãî áèçíåñà îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûå ïóòè

ðàçâèòèÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé è ñâÿçàííûå ñ ýòèì çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ äëÿ

êðóïíîé ñîâðåìåííîé ôèðìû íåâîçìîæíî áåç ïðèìåíåíèÿ ñåòåâûõ òåõíîëîãèé.

Íàáèðàþò ïîïóëÿðíîñòü íîâûå êàíàëû ïðîäàæ. Ðàñòåò ÷èñëî êëèåíòîâ, êîòîðûå

ïðèîáðåòàþò ôèíàíñîâûå óñëóãè, èñïîëüçóÿ òåëåôîí èëè ìîáèëüíûå ïðèëîæå-

íèÿ.

Àâòîìàòèçàöèÿ îñíîâíûõ ôóíêöèé è ïðîöåññîâ â äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé

êîìïàíèè ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïîâûñèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ïåðñîíàëà

è îñâîáîäèòü âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ îò âûïîëíåíèÿ ìíîãèõ

ðóòèííûõ îïåðàöèé, íî è ñîçäàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ øèðîêîãî âíåäðå-

íèÿ ìàðêåòèíãîâîãî èíñòðóìåíòàðèÿ â èíòåðåñàõ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ áèç-

íåñà. Â ñòðàõîâîé îðãàíèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ìàðêåòèíãîâûõ çàäà÷ ðàçëè÷íûõ

êëàññîâ è ñòåïåíåé ñëîæíîñòè òðåáóþòñÿ ðàçíûå èíôîðìàöèîííûå èíñòðóìåíòû

è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Îäíàêî ýòîò ïåðåõîä ñîïðÿæåí ñî çíà÷èòåëüíûìè

èçìåíåíèÿìè â àðõèòåêòóðå áèçíåñà è ïîòðåáíîñòüþ â ïîñòîÿííûõ èíâåñòèöèÿõ

â òåõíîëîãèè. Èìåííî ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ òî, ÷òî ìíîãèå, äàæå êðóïíûå ñòðàõîâ-

ùèêè ïîêà íå ãîòîâû äâèãàòüñÿ ïî ýòîìó ïóòè, ÷àñòî îãðàíè÷èâàÿñü ïðîåêòíûìè

ðåøåíèÿìè.

Âî âñåì ìèðå, â òîì ÷èñëå è â Ðîññèè, ñòðàõîâûå êîìïàíèè ïîñòîÿííî ñòàë-

êèâàþòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ âíåäðåíèÿ íîâûõ ïðîäóêòîâ è óñëóã äëÿ ñâîèõ êëè-

åíòîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, è îïåðàòèâíîãî ðåàãèðîâàíèÿ íà ïðåäëîæåíèÿ êîíêó-

ðåíòîâ, ñ äðóãîé, ÷òîáû óäåðæèâàòü è óâåëè÷èâàòü ñâîþ ñîáñòâåííóþ äîëþ íà

ðûíêå. Ýòî âëå÷åò çà ñîáîé áûñòðîå èçìåíåíèå è ñîâåðøåíñòâîâàíèå áèçíåñ-

ïðîöåññîâ.

Áîëüøèå îáúåìû èíôîðìàöèè, âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè è äîñòîâåð-

íîñòè, íåîáõîäèìîñòü ýôôåêòèâíîãî àíàëèçà ôèíàíñîâîãî ñîñòîÿíèÿ êëèåíòóðû

è ôèðìû � ýòî îñíîâíûå ïðè÷èíû, ïðåäîïðåäåëÿþùèå ñòðåìèòåëüíûé ðîñò ñî-

âðåìåííûõ ñåòåâûõ òåõíîëîãèé â ñôåðå ñòðàõîâàíèÿ.

Âèäèìîå óñèëåíèå êîíêóðåíòíîé áîðüáû íà ðûíêå ñòðàõîâàíèÿ âûíóæäà-

åò ñòðàõîâûå îðãàíèçàöèè èñêàòü íîâûå ïîäõîäû äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ âíèìàíèÿ

êëèåíòîâ. Â öåëÿõ ýêîíîìèè âðåìåíè äëÿ ñòðàõîâàòåëåé è ñíèæåíèÿ çàòðàò ñî

ñòîðîíû ïðîôåññèîíàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ ñòðàõîâûõ ïðàâîîòíîøåíèé íà ðûíêå

ïîÿâèëàñü íîâàÿ óñëóãà � ïðîäàæà ñòðàõîâûõ ïîëèñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-

ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïîìîùüþ ñåòè Èíòåðíåò.
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Âíåäðåíèå ñåòåâûõ òåõíîëîãèé äëÿ ïðîäâèæåíèÿ ñòðàõîâûõ ïðîäóêòîâ è

óñëóã äîëæíî îáåñïå÷èâàòü ïîëîæèòåëüíóþ ìîòèâàöèþ è óäîâëåòâîðåííîñòü

ïîëüçîâàòåëåé îò àâòîìàòèçàöèè ðàáîòû ñ èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìîé. Ýòî ìî-

æåò áûòü ðåàëèçîâàíî ïðè ïëàíîìåðíîì âíåäðåíèè èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû,

îáó÷åíèè ïîëüçîâàòåëåé, ñîîòâåòñòâèè òåìïîâ è îáúåìîâ âíåäðåíèÿ èõ âîçìîæ-

íîñòÿì è ïîòðåáíîñòÿì.
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ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ È ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÍÀ ÇÀÍßÒÈßÕ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Í. È. Ëîáàíîâà

(Ðîññèÿ, Çåëåíîêóìñê; ÌÓÄÎ ¾ÖÂÐ¿)

Â ñâÿçè ñ ýêîíîìè÷åñêèì êðèçèñîì, êîììåðöèàëèçàöèåé âûñøåãî îáðàçîâà-

íèÿ è ÷àñòè÷íî ñðåäíåãî, âñå â áîëüøåé ñòåïåíè ñòàëè âîçíèêàòü ïðîòèâîðå÷èÿ

ìåæäó òðåáîâàíèÿìè è ïîòðåáíîñòÿìè âóçà è âîçìîæíîñòÿìè øêîë â ðåàëèçà-

öèè êà÷åñòâåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè âûïóñêíèêîâ.

Â äîïîëíèòåëüíîì îáðàçîâàíèè èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè ïðåäóñìàòðèâàåò, êàê

ïîëó÷åíèå îáó÷àþùèìèñÿ óãëóáëåííîãî è ðàñøèðåííîãî îáúåìà çíàíèé, òåõíè-

êè âëàäåíèÿ ïðåäìåòîì, òàê è âûÿâëåíèå, ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíî-

ñòåé, ôîðìèðîâàíèå ó îáó÷àþùèõñÿ óñòîé÷èâîãî èíòåðåñà ê ïðåäìåòó, âûðàáîò-

êó îðèåíòàöèè íà ïðîôåññèè, ñâÿçàííûå ñ ìàòåìàòèêîé. Ðåàëèçàöèÿ ýòèõ çàäà÷

âíîâü äåëàåò àêòóàëüíîé ïðîáëåìó ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Âêëþ÷åíèå â ïðîãðàììó ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ âûñøåé ìàòåìàòèêè íå âñåãäà öå-

ëåñîîáðàçíî. Îòñóòñòâóåò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè äëÿ ðàññìîòðåíèÿ

ýòèõ ðàçäåëîâ â íåîáõîäèìîì îáúåìå, íå äîñòèãàåòñÿ äîëæíàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñòðî-

ãîñòü èçëîæåíèÿ â ñèëó îáúåêòèâíûõ òðóäíîñòåé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò äëÿ

îáó÷àþùèõñÿ òå èëè èíûå ìåòîäû ìûøëåíèÿ, âîçðàñòíûå è ïñèõè÷åñêèå îñî-

áåííîñòè [1].

Ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ èç êóðñà àëãåáðû è íà÷àë àíàëèçà îáëåã÷àåòñÿ, åñëè

èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íîñòü óñëîâèÿ çàäà÷è, ïðèìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, ÷åòíîñòü èëè íå÷åòíîñòü ôóíêöèé, ðàçíîãî ðîäà ñõîäñòâî ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ñèììåòðèÿ è åå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî â çàäà÷àõ íà ðåøåíèå

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, èððàöèîíàëüíûõ, àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ

è èõ ñèñòåì, â íåêîòîðûõ ãðàôè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Äàííàÿ òåìà ëèøü âñêîëüçü

èçó÷àåòñÿ â øêîëüíîì êóðñå, ïðè÷åì â äîâîëüíî ðàçðîçíåííûõ ãëàâàõ, à çàäà÷è

òàêîãî òèïà, âñòðå÷àþòñÿ â ÅÃÝ, â îëèìïèàäàõ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ. Âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü è öåëåñîîáðàçíîñòü îáó÷åíèÿ øêîëüíèêîâ ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ â

ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, ïîñêîëüêó â ðàìêàõ îáÿçàòåëüíîãî ñðåä-

íåãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ ýòîãî íå õâàòàåò âðåìåíè [2].

Ëèòåðàòóðà

1. Òàáà÷êîâà Ì. Þ. Ñèììåòðèè è èõ ïðèìåíåíèÿ â óãëóáëåííîì êóðñå àëãåáðû è íà÷àë

àíàëèçà: Äèñ. . . . êàíä. ïåä. íàóê.�Ñàðàíñê, 2002.�176 ñ.

2. Àììîñîâà Í. Â., Ëîáàíîâà Í. È. Ðåøåíèå íåîïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè ñ

äâóìÿ íåèçâåñòíûìè â ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ // Ñèá. ïåä. æóðí.�2016.�

• 2.�Ñ. 24�31.

235



Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀÐÈÉ ÂÈÇÓÀËÜÍÎÃÎ

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÇÀÄÀ× ÍÀ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Ì. Ä. Ìàêàðåíêî

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ, ÑÎÃÓ)

Â îñíîâó ðàçðàáîòêè îáðàçîâàòåëüíîãî ñòàíäàðòà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ ïîëî-

æåíà èäåÿ îáåñïå÷åíèÿ è ðåàëèçàöèè óñëîâèé äëÿ ñîçíàòåëüíîãî è àêòèâíîãî

óñâîåíèÿ ó÷àùèìèñÿ íîâûõ çíàíèé. Èäåò àêòèâíûé ïðîöåññ ïî ñîçäàíèþ ýëåê-

òðîííûõ ôîðì ó÷åáíèêîâ, ÷òî äîëæíî ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ äîëè ñàìîñòî-

ÿòåëüíîé ðàáîòû ó÷åíèêà. Îäíàêî, ïðåîáëàäàþùåå áîëüøèíñòâî ýëåêòðîííûõ

ó÷åáíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ýëåêòðîííîé âåðñèåé òåêñòîâîãî ó÷åáíèêà, âîçìîæíî

îñíàùåííîãî òåñòàìè äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ. Ðàçâèòèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé

ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ó÷åíèêîì, íà ïðèíöèïèàëüíî íî-

âîì óðîâíå, ïðèó÷àÿ åãî ê ýëåìåíòàì ñèñòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ è àíàëèçà.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàíèå èíòåðàêòèâíîãî ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ, âîâëåêàþ-

ùåãî ó÷åíèêà â ó÷åáíûé ïðîöåññ, ïîçâîëÿþùåãî ó÷åíèêó â àâòîíîìíîì ðåæèìå

ïðîâåñòè àíàëèç çàäà÷è íà ïðèìåðå çàäà÷ íà ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå.

Âàæíåéøèì ýòàïîì ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèÿ óñëîâèÿ,

êîòîðàÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå íàçûâàåòñÿ êðàòêîé çàïèñüþ. Äëÿ ìíîãèõ òèïîâ çà-

äà÷, â òîì ÷èñëå è íà äâèæåíèå, ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå óñëîâèÿ, ò. å. èçîáðàæåíèå íà ïðÿìîé âñåõ ïóíêòîâ è îáúåêòîâ äâèæåíèÿ.

Äëÿ çàäà÷ íà äâèæåíèå ñóùåñòâóåò ìåòîä òàáëèö, êîòîðûé ïîçâîëÿåò òàê æå

ïðîàíàëèçèðîâàòü äàííûå çàäà÷è è ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé âîïðîñ çà-

äàíèÿ.

Ðàçðàáàòûâàåìîå ïðèëîæåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äâà ïîñëåäíèõ ñïîñî-

áà îïèñàíèÿ çàäà÷è ó÷àùèõñÿ â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå. Íà îñíîâå äåéñòâèé ó÷å-

íèêà ïî çàïîëíåíèþ òàáëèöû äàííûõ è ïîñòðîåíèÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ñòðîèòñÿ ìîäåëü çàäà÷è, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ ñèñòåìîé íà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü è

ïîëíîòó. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ñâîéñòâ ó÷àùèéñÿ èìååò âîçìîæíîñòü çàïóñòèòü

àíèìàöèþ ïîñòðîåííîé ìîäåëè, ÷òîáû íàãëÿäíî óâèäåòü, âñå ïðîöåññû, ïðîèñõî-

äÿùèå â ñèñòåìå. Ïðè íàëè÷èè îøèáîê â ìîäåëè, íà îñíîâå ïîäñêàçîê, ó÷àùèéñÿ

èìååò âîçìîæíîñòü äîáàâèòü íåäîñòàþùèå äàííûå èëè èñïðàâèòü ïðîòèâîðå÷èÿ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëüçîâàòåëÿ ñ ñèñòåìîé, êî-

òîðûé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Ñîçäàòü âñå îáúåêòû î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â çàäà÷å.

2. Óñòàíîâèòü âñå èõ ñâîéñòâà.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü âñå âçàèìîñâÿçè.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü çàäàíèå, ò. å. êàêóþ âåëè÷èíó íåîáõîäèìî íàéòè.

5. Çàïóñòèòü àíèìàöèþ ìîäåëè êàê êðèòåðèé âåðíîãî åå ïîñòðîåíèÿ.

6. Ñðàâíèòü ìîäåëü ñ òåêóùåé çàäà÷åé.

7. Ìîäèôèöèðîâàòü ìîäåëü ïðè åå íåñîîòâåòñòâèè.

8. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è è ïðîâåðèòü åãî íà ïîñòðîåííîé ìîäåëè.
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå îïèñàííûå âûøå øàãè. Îáû÷íî â çàäà÷àõ íà äâèæå-

íèå ñóùåñòâóåò äâà âèäà îáúåêòîâ. Òî÷êè (ïóíêòû) ñòàðòà, çàâåðøåíèÿ äâèæå-

íèÿ, ìåñòî âñòðå÷è è òîìó ïîäîáíîå. Íàçîâåì èõ ïóíêòàìè. Êðîìå òîãî, èìå-

þòñÿ äâèæóùèåñÿ îáúåêòû, ïåøåõîäû, âåëîñèïåäèñòû è ïðî÷åå. Ïóíêòû èìåþò

ñâîéñòâà ïîëîæåíèÿ: ëåâåå, ïðàâåå, êîîðäèíàòû, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè è òî-

ìó ïîäîáíîå. Äâèæóùèåñÿ îáúåêòû, êðîìå ïîëîæåíèÿ, ïðèâÿçàííîãî ê ïóíêòàì,

èìåþò ñâîéñòâî ñêîðîñòè. Ñîçäàíèå îáúåêòîâ ñîñòîèò â ðàññòàíîâêå êàðòèíîê,

ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è íà ëèíèè äâèæåíèÿ. Ìîäåëü çàäà÷è íà äâè-

æåíèå ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ S = V t . Ïîñêîëüêó äâè-

æóùèõñÿ îáúåêòîâ â çàäà÷å ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, ìîäåëü áóäåò ïðåäñòàâëåíà

íåñêîëüêèìè ôðåéìàìè, ñîäåðæàùèõ ÷åòûðå ñëîòà: îáúåêò äâèæåíèÿ, èíòåð-

âàë äâèæåíèÿ (äëèíà îòðåçêà ïóòè, ïðîéäåííûé îáúåêòîì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-

ñòüþ), âðåìÿ äâèæåíèÿ, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ. Øàã äâà ñîñòîèò â ñîïîñòàâëåíèè

èçâåñòíûõ çíà÷åíèé (êîíñòàíò) èç óñëîâèÿ çàäà÷è è ñîçäàííûõ îáúåêòîâ. Òðå-

òèé øàã ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ øêîëüíèêîâ è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ ÿâíî íåçàäàííûìè â óñëîâèè. Íàïðèìåð,

¾äâà âåëîñèïåäèñòà âûåõàëè îäíîâðåìåííî è âñòðåòèëèñü â ïóíêòå B ¿. Íåÿâíî

â çàäà÷å çàäàíî ðàâåíñòâî ñëîòîâ âðåìåíè äëÿ äâóõ ôðåéìîâ, îáúåêòàìè äâèæå-

íèÿ â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåëîñèïåäèñòû. Ïîñëå çàïîëíåíèÿ ôðåéìîâ, íåêîòîðûå

ñëîòû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïóñòûìè, âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåòåíäåíòàìè íà ãëàâíûé

âîïðîñ çàäà÷è, ÷òî íàäî íàéòè. Çàäà÷à ïîëüçîâàòåëÿ óêàçàòü ñëîò, ÿâëÿþùèéñÿ

îñíîâíûì âîïðîñîâ çàäà÷è. Ïîñëå ýòîãî ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïîïðîáîâàòü çàïó-

ñòèòü ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è, ò. å. åå àíèìèðîâàíèå. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ìîäå-

ëè, ïðîâåðÿåòñÿ ôèëüòðàöèåé ôðåéìîâ ïî îäíîìó îáúåêòó äâèæåíèÿ è ïðîâåðêå

ñîîòâåòñòâèÿ âðåìåí è ïóíêòîâ ñòàðòà è ïðèáûòèÿ. Ïîëíîòà ìîäåëè ïðîâåðÿåòñÿ

íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè ýêñïåðòíûõ ñèñòåì. Ìíîãîêðàòíîå ïðèìå-

íåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êî âñåì ïóñòûì ôðåéìàì ñèñòåìû ïðèâåäåò ê ïîñòå-

ïåííîìó çàïîëíåíèþ ôðåéìîâ, ò. å. âû÷èñëåíèþ íåîáõîäèìûõ çíà÷åíèé. Åñëè

ñèñòåìå óäàëîñü âû÷èñëèòü îñíîâíîé âîïðîñ çàäà÷è, ìîäåëü ñ÷èòàåòñÿ íå ïðîòè-

âîðå÷èâîé è âîçìîæíî àíèìèðîâàíèå äâèæåíèÿ îáúåêòîâ, òàê êàê èìåþòñÿ âñå

íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû.

Ðàññìîòðåííàÿ èíòåðàêòèâíàÿ ñèñòåìà ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ íà äâèæåíèå

èñïîëüçóåò òåõíîëîãèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, êîòîðûå âñå ÷àùå íà÷èíà-

þò ïðèìåíÿòü â îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîäóêòàõ. Ñèñòåìà íå ïðîñòî êîíòðîëèðóåò

ðåçóëüòàò ðàáîòû ó÷åíèêà, à ïîçâîëÿåò ïîó÷àñòâîâàòü â ñîçäàíèè ìîäåëè, ýêñïå-

ðèìåíòèðîâàòü ñ ïðîöåññîì äâèæåíèÿ. ×àñòî ó÷àùèåñÿ íå ìîãóò ðåøèòü çàäà÷ó

íà äâèæåíèå, ïîòîìó ÷òî íå ìîãóò ïðåäñòàâèòü ñåáå ïðîöåññ, ò. å. ñîçäàòü ïîë-

íîöåííóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ. Ïðåäëàãàåìîå èíòåðàêòèâíàÿ ñèñòåìà èñïîëüçóåò

äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä ê îáó÷åíèþ è ïî ìíåíèþ àâòîðà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì

ñðåäñòâîì îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ó÷àùåãîñÿ.
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ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈß ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÈ È ÏÐÎÂÅÄÅÍÈÈ

ÏÐÀÊÒÈÊÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎ É ÄÅËÎÂÎÉ ÈÃÐÛ

Ç. Ò. Ìàêèåâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Â ñîâðåìåííîì îáðàçîâàíèè äåëîâûå èãðû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ áóäóùèìè ñïåöèàëèñòàìè â ñâîåé ïðîôåññèîíàëüíîé äå-

ÿòåëüíîñòè.

Äåëîâàÿ èãðà � ýòî ñâîåîáðàçíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ è ìåõàíèçìîâ

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé è îðãàíèçàöèîííîé ìîäå-

ëåé. Ïðèìåíåíèå äåëîâûõ èãð â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ïðî-

ôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé îáó÷àåìûõ, ôîðìèðóåò óìåíèå àðãóìåíòèðîâàíî

çàùèùàòü ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ, àíàëèçèðîâàòü è èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëó÷àåìóþ

èíôîðìàöèþ, ðàáîòàòü êîëëåêòèâíî. Äåëîâàÿ èãðà òàêæå ñïîñîáñòâóåò ïðèâè-

òèþ îïðåäåëåííûõ ñîöèàëüíûõ íàâûêîâ è âîñïèòàíèþ ïðàâèëüíîé ñàìîîöåí-

êè [1].

Äåëîâàÿ èãðà ïîðîæäàåò ìîùíîå èãðîâîå ïñèõîëîãè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå âî-

âëåêàåò â äåéñòâèå âñåõ ó÷àñòíèêîâ, âûçûâàÿ áîëüøîé ýìîöèîíàëüíûé ïîäúåì.

Èãðà ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü êàæäîìó åå ó÷àñòíèêó ïðîÿâèòü òâîð÷åñêèå

ñïîñîáíîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðåíèåì ïîòðåáíîñòè â ñàìîðåàëèçàöèè; äàåò

âîçìîæíîñòü ïîñîðåâíîâàòüñÿ, ïîäòâåðäèòü èëè èçìåíèòü ñòàòóñ â ãðóïïå.

Äåëîâûå èãðû èìåþò îãðîìíóþ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü, õîòü è ïðèåìëå-

ìû ëèøü â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ â òåñíîé ñâÿçè ñ òåîðåòè-

÷åñêèìè çàíÿòèÿìè. Îíè, â îñíîâíîì, íå ïðåäïîëàãàþò âûðàáîòêó åäèíñòâåííî-

ãî âåðíîãî ðåøåíèÿ. Èõ öåííîñòü ñîñòîèò â ñòèìóëèðîâàíèè áîëüøîãî êîëè÷å-

ñòâà èäåé è ñïîñîáîâ èõ ðåàëèçàöèè, â íåîäíîçíà÷íîñòè ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé,

õàðàêòåð êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé ñèòóàöèåé.

Ýêñòðåìàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (XP) � ýòî óïðîùåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ îð-

ãàíèçàöèè ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì äëÿ íåáîëüøèõ è ñðåäíèõ ïî ðàçìåðó êîìàíä

ðàçðàáîò÷èêîâ, çàíèìàþùèõñÿ ñîçäàíèåì ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà â óñëîâèÿõ

íåÿñíûõ èëè áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ òðåáîâàíèé. Îáû÷íî XP õàðàêòåðèçóþò íàáî-

ðîì îïðåäåëåííûõ ïðàâèë (ïðàêòèê), êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü âñåé êî-

ìàíäå äëÿ äîñòèæåíèÿ õîðîøåãî ðåçóëüòàòà.

Îñíîâíûìè öåëÿìè XP ÿâëÿþòñÿ ïîâûøåíèå äîâåðèÿ çàêàç÷èêà ê ïðîãðàìì-

íîìó ïðîäóêòó ïóòåì ïðåäîñòàâëåíèÿ ðåàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ óñïåøíîñòè ðàç-

âèòèÿ ïðîöåññà ðàçðàáîòêè è ðåçêîå ñîêðàùåíèå ñðîêîâ ðàçðàáîòêè ïðîäóêòà.

Ïðè ýòîì XP ñîñðåäîòî÷åíî íà ìèíèìèçàöèè îøèáîê íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðàçðà-

áîòêè. Ýòî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè âûïóñêà ãîòîâîãî ïðî-

äóêòà è äà¸ò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü î ïðîãíîçèðóåìîñòè ðàáîòû. Ïðàêòè÷åñêè

âñå ïðèåìû XP íàïðàâëåíû íà ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîëîãèè äåëîâîé èãðû ïîçâîëèò çà êîðîòêèé ñðîê â

íåñêîëüêî ïðèåìîâ ïîëó÷èòü çíàíèÿ è ïåðâîíà÷àëüíûå íàâûêè ýêñòðåìàëüíîãî

239



ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîáèòüñÿ öåëåé, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ ê ðåàëüíûì

óñëîâèÿì è ïîòðåáíîñòÿì. Â XP êàæäûé ïðîãðàììèñò ñ÷èòàåòñÿ êâàëèôèöèðî-

âàííûì ðàáîòíèêîì, êîòîðûé ïðîôåññèîíàëüíî è ñ áîëüøîé îòâåòñòâåííîñòüþ

îòíîñèòñÿ ê ñâîèì îáÿçàííîñòÿì. Åñëè â êîìàíäå ýòîãî íåò, òî âíåäðÿòü XP àá-

ñîëþòíî áåññìûñëåííî � ëó÷øå äëÿ íà÷àëà çàíÿòüñÿ ïåðåñòðîéêîé êîìàíäû.

Äåëîâàÿ èãðà ïðèçâàíà íàó÷èòü áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ ñëàæåííî ðàáîòàòü â êî-

ìàíäå: ïëàíèðîâàòü, îáñóæäàòü, ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ è îïîâåùàòü î íèõ.

Ëèòåðàòóðà
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ

Â ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÈ ØÊÎËÜÍÛÕ Ó×ÅÁÍÈÊÎÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

È. Å. Ìàëîâà

(Ðîññèÿ, Áðÿíñê, ÁÃÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ðåàëèçàöèÿ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå � ìíîãîàñ-

ïåêòíîå ÿâëåíèå, ïðåäóñìàòðèâàþùåå îòâåòû íà ðÿä âîïðîñîâ: êàêèå îáðàçîâà-

òåëüíûå òåõíîëîãèè ðàçðàáîòàíû; åñòü ëè îáùàÿ ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ îñíîâà (îñ-

íîâû) äëÿ ðàçëè÷íûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé; êàêóþ ðîëü èãðàåò èñïîëü-

çîâàííàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ òåõíîëîãèÿ; êàêîâû ïðèçíàêè ðåàëèçàöèè âûáðàííîé

òåõíîëîãèè; êàêîâ ñîñòàâ äåÿòåëüíîñòè ó÷èòåëÿ (ó÷àùèõñÿ) ïðè ðåàëèçàöèè ñî-

îòâåòñòâóþùåé îáðàçîâàòåëüíîé òåõíîëîãèè è äð. Êàæäûé àñïåêò òðåáóåò îò-

äåëüíîãî îïèñàíèÿ.

Ïðåäñòàâëåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé îñóùåñòâ-

ëåíî Ã. Ê. Ñåëåâêî â [1] è äð. Â îñíîâíîì, àâòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ ñõåìà îïèñàíèÿ òåõíîëîãèé: öåëåâûå îðèåíòàöèè; êîíöåïòóàëüíûå îñíîâû;

îðãàíèçàöèîííî-ìåòîäè÷åñêèå îñîáåííîñòè; ïðåäòå÷è, ðàçíîâèäíîñòè, ïîñëåäî-

âàòåëè; ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà.

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ ìåòîäîëîãè÷åñêèìè îñíîâàìè

îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé, ñîãëàñíî ÔÃÎÑ, äîëæíû áûòü: 1) äåÿòåëüíîñòíûé

ïîäõîä; 2) ëè÷íîñòíî îðèåíòèðîâàííîå îáó÷åíèå; 3) êîìïåòåíòíîñòíûé ïîäõîä.

Äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä â îáó÷åíèè ¾îòâå÷àåò¿ çà îáåñïå÷åíèå ñàìîñòîÿòåëü-

íîé óñïåøíîñòè ó÷àùèõñÿ â êîíêðåòíûõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè.

Ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî óðîâíåé óìåíèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óðîâ-

íÿì äåÿòåëüíîñòè: ÷àñòíîïðåäìåòíûé (íàïðèìåð, óìåòü ñêëàäûâàòü äåñÿòè÷íûå

äðîáè); îáùåïðåäìåòíûé (íàïðèìåð, óìåòü ðåøàòü òåêñòîâûå çàäà÷è); ìåòàïðåä-

ìåòíûé õàðàêòåð (íàïðèìåð, óìåòü îñóùåñòâëÿòü ñìûñëîâîå ÷òåíèå).

Â ñâÿçè ñ êîíêðåòíûì âèäîì äåÿòåëüíîñòè âàæíî îòâåòèòü, ïî êðàéíåé ìåðå,

íà âîïðîñû: 1) êàêîâà öåëü äåÿòåëüíîñòè (öåëü � ýòî ïðåäïîëàãàåìûé ðåçóëü-

òàò); 2) êàêîâà îðèåíòèðîâî÷íàÿ îñíîâà ýòîé äåÿòåëüíîñòè (ÎÎÄ) (ÎÎÄ � ýòî

îáîáùåííûé ñïîñîá äåÿòåëüíîñòè, îòâå÷àþùèé çà óïðàâëåíèå åþ); 3) êàêîâ ñî-

ñòàâ äåéñòâèé, êàêîâû îñîáåííîñòè èõ ðåàëèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ ìàòåìàòèêè ñ ïîçèöèé äåÿòåëü-

íîñòíîãî ïîäõîäà ïðåäïîëàãàåò îòâåòû íà âîïðîñû: 1) êàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñî-

äåðæàíèå ïðåäëîæåíî, êàêîâû öåëè ïðîöåññà ðàáîòû ó÷àùèõñÿ ñ ýòèì ñîäåðæà-

íèåì; 2) êàêîâû äåÿòåëüíîñòíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðîöåññà ðàáîòû ñ ýòèì ñîäåð-

æàíèåì: ýòàïû; öåëè ýòàïîâ; âèäû äåÿòåëüíîñòè íà ýòàïàõ, èõ îðèåíòèðîâî÷íûå

îñíîâû; ñîñòàâ äåéñòâèé ó÷àùèõñÿ è äð.; 3) êàê äåÿòåëüíîñòíûå ñîñòàâëÿþùèå

ïðîöåññà ðàáîòû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì ïðåäñòàâëåíû â ó÷åáíèêå.

Ëè÷íîñòíî îðèåíòèðîâàííîå îáó÷åíèå (ËÎÎ) ¾îòâå÷àåò¿ çà îáåñïå÷åíèå àê-

òèâíîé ïîçèöèè ó÷àùèõñÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, ñàìîîáó÷åíèÿ è ñàìîðàçâèòèÿ.
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ËÎÎ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ãëàâíîé öåëüþ îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîãàùåíèå ñóáú-

åêòíîãî îïûòà ó÷àùèõñÿ ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîé òåìû (ó÷åáíîãî ïðåäìåòà),

è ýòî ¾ïðèðàùåíèå¿ ñóáúåêòíîãî îïûòà îñîçíàåòñÿ ó÷àùèìèñÿ.

Â ñâÿçè ñ èçó÷àåìîé òåìîé âàæíî çíàòü îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1) êàêîé ñóáúåêòíûé îïûò ó÷àùèõñÿ ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàí â äàííîé òå-

ìå; 2) êàê îáåñïå÷èòü àêòèâíóþ ïîçèöèþ ó÷àùèõñÿ â ïðîöåññå îñâîåíèÿ äàííîé

òåìû; 3) êàêèå èòîãîâûå âîïðîñû ïîëåçíî çàäàòü ó÷àùèìñÿ, ÷òîáû îòâåòû íà

íèõ â íàèáîëüøåé ñòåïåíè îòðàæàëè ¾ïðèðàùåíèå¿ èõ îïûòà.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ ìàòåìàòèêè ñ ïîçèöèè ðåàëèçà-

öèè ËÎÎ ïðåäïîëàãàåò îòâåòû íà âîïðîñû: 1) êàêîâû ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíî-

ñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ è ïðîöåññà ðàáîòû ñ íèì äëÿ îáîãàùåíèÿ ñóáú-

åêòíîãî îïûòà ó÷àùèõñÿ; 2) êàêîâû ëè÷íîñòíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðîöåññà ðàáîòû

ñ ýòèì ñîäåðæàíèåì: ñîñòàâ ïðåäìåòíîãî (ìåòàïðåäìåòíîãî) îïûòà; ïðèåìû àê-

òèâèçàöèè ïîçíàâàòåëüíîé (ðåôëåêñèâíîé) äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ è äð.; 3) êàê

ëè÷íîñòíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðîöåññà ðàáîòû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì ðå-

àëèçîâàíû â ó÷åáíèêå.

Åñëè âîïðîñû ðåàëèçàöèè äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà è ëè÷íîñòíî îðèåíòèðî-

âàííîãî îáó÷åíèÿ èìåþò íàó÷íî îáîñíîâàííûå òåõíîëîãè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè,

òî âîïðîñû ðåàëèçàöèè êîìïåòåíòíîñòíîãî ïîäõîäà åùå òðåáóþò èññëåäîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äîñòèæåíèå ïðèíöèïîâ îáðàçîâàíèÿ XXI

âåêà, ñôîðìóëèðîâàííûõ ÞÍÅÑÊÎ (óìåòü ¾ïîçíàâàòü, äåëàòü, æèòü, æèòü âìå-

ñòå¿), îáåñïå÷èâàþò ðåàëèçàöèþ êîìïåòåíòíîñòíîãî ïîäõîäà.

Íà ïðèìåðå òåêñòîâûõ çàäà÷ ñ ïîçèöèé äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà è ëè÷íîñò-

íî îðèåíòèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðåàëèçàöèþ â ñî-

âðåìåííûõ ó÷åáíèêàõ ìàòåìàòèêè îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé: çàäà÷íûå; ïðî-

áëåìíîãî îáó÷åíèÿ; äèàëîãîâûå; óêðóïíåíèÿ äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö; èãðîâûå;

ïðîåêòíîãî îáó÷åíèÿ è äð.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñåëåâêî Ã. Ê. Ýíöèêëîïåäèÿ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé: â 2-õ ò.�Ì.: ÍÈÈ øê. òåõ-

íîë., 2006.
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ÏÐÎÅÊÒÍÎ-ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅË ÜÑÊ ÈÅ ÊÅÉÑÛ

Â ÏÎÂÛØÅÍÈÈ ÈÍÒÅÐÅÑÀ Ê ÎÁÓ×ÅÍÈÞ

Þ. Ñ. Ìèëîñòèâàÿ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, âû-

äâèãàþò âñå áîëåå íîâûå òðåáîâàíèÿ ê îðãàíèçàöèè è êà÷åñòâó ïðîôåññèîíàëü-

íîãî îáðàçîâàíèÿ. Ñîâðåìåííûé âûïóñêíèê ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàòåëüíî-

ãî ó÷ðåæäåíèÿ äîëæåí íå òîëüêî âëàäåòü ñïåöèàëüíûìè çíàíèÿìè, óìåíèÿìè

è íàâûêàìè, íî è îùóùàòü ïîòðåáíîñòü â äîñòèæåíèÿõ è óñïåõå; çíàòü, ÷òî

îí áóäåò âîñòðåáîâàí íà ðûíêå òðóäà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðèâèâàòü èíòå-

ðåñ ê íàêîïëåíèþ çíàíèé, ñàìîñòîÿòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè è íåïðåðûâíîìó ñà-

ìîîáðàçîâàíèþ. ×òîáû äîñòè÷ü ýòèõ öåëåé, ó ñòóäåíòîâ äîëæíà áûòü ìîòèâà-

öèÿ. Ìîòèâàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé äâèæóùåé ñèëîé â ïîâåäåíèè è äåÿòåëüíîñòè

÷åëîâåêà, â òîì ÷èñëå, è â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ áóäóùåãî ïðîôåññèîíàëà.

Ïîýòîìó îñîáåííî âàæíûì ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ î ñòèìóëàõ è ìîòèâàõ ó÷åáíî-

ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ [1].

Ìîòèâàöèÿ ñòóäåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ

óëó÷øåíèÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ. Ìîòèâû ÿâëÿþòñÿ äâèæóùèìè ñèëàìè ïðîöåññà

îáó÷åíèÿ è óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà. Ìîòèâàöèÿ ê îáó÷åíèþ äîñòàòî÷íî íåïðîñòîé è

íåîäíîçíà÷íûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ ëè÷íîñòè êàê ê îòäåëüíîìó ïðåä-

ìåòó èçó÷åíèÿ, òàê è êî âñåìó ó÷åáíîìó ïðîöåññó.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòóäåíò ïî-íàñòîÿùåìó âêëþ÷èëñÿ â ðàáîòó, íóæíî, ÷òî-

áû çàäà÷è, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ ïåðåä íèì â õîäå ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, áûëè íå

òîëüêî ïîíÿòíû, íî è âíóòðåííå ïðèíÿòû èì, ò. å. ÷òîáû îíè ïðèîáðåëè çíà÷è-

ìîñòü [2].

Îäíîé èç ïåðñïåêòèâíûõ ôîðì ýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðîáëåìíî-ñèòóàòèâíîå îáó÷åíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì êåéñîâ. Êåéñîâàÿ òåõíîëîãèÿ

(ìåòîä) îáó÷åíèÿ � ýòî îáó÷åíèå äåéñòâèåì. Ñóòü êåéñ-ìåòîäà ñîñòîèò â òîì,

÷òî óñâîåíèå çíàíèé è ôîðìèðîâàíèå óìåíèé åñòü ðåçóëüòàò àêòèâíîé ñàìîñòîÿ-

òåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ ïî ðàçðåøåíèþ ïðîòèâîðå÷èé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

è ïðîèñõîäèò òâîð÷åñêîå îâëàäåíèå ïðîôåññèîíàëüíûìè çíàíèÿìè, íàâûêàìè,

óìåíèÿìè è ðàçâèòèå ìûñëèòåëüíûõ ñïîñîáíîñòåé.

Ïðîåêòíî-èññëåäîâàòåëüñêèé êåéñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàíèå êîíêðåòíîé

ðåàëüíîé ñèòóàöèè, ïîäãîòîâëåííîå ïî îïðåäåëåííîìó ôîðìàòó è ïðåäíàçíà÷åí-

íîå äëÿ îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ àíàëèçó ðàçíûõ âèäîâ èíôîðìàöèè, åå îáîáùåíèþ,

íàâûêàì ôîðìóëèðîâàíèÿ ïðîáëåìû è âûðàáîòêè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ åå ðå-

øåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàíîâëåííûìè êðèòåðèÿìè. Â õîäå ðàçáîðà ñèòóàöèé

îáó÷àþùèåñÿ ó÷àòñÿ äåéñòâîâàòü â êîìàíäå è ïðèíèìàòü óïðàâëåí÷åñêèå ðåøå-

íèÿ.

Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà ïðîåêòíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ êåéñîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ íå òîëüêî ïîëó÷åíèå çíàíèé è ôîðìèðîâàíèå ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ, íî
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è ðàçâèòèå ñèñòåìû öåííîñòåé ñòóäåíòîâ, ïðîôåññèîíàëüíûõ ïîçèöèé, æèçíåí-

íûõ óñòàíîâîê, ñâîåîáðàçíîãî ïðîôåññèîíàëüíîãî ìèðîîùóùåíèÿ, ñòðåìëåíèå ê

ïîëó÷åíèþ çíàíèé è çàêðåïëåíèþ ïåðâîíà÷àëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ.
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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ È ÏÅÄÀÃÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

Â ÊÓÐÑÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÍÀ ÈÍÎÑÒÐÀÍÍÎÌ ßÇÛÊÅ

Í. È. Íàñûðîâà

(Ðîññèÿ, Êàçàíü; ÊÍÈÒÓ�ÊÀÈ)

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ïðîöåññà èíòåãðàöèè ðîññèéñêîé è åâðîïåéñêîé ñè-

ñòåì âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ ñîâìåñòíûõ îáðà-

çîâàòåëüíûõ ïðîåêòîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçîâàòü îïûò è ñîâðåìåííûå äîñòè-

æåíèÿ óíèâåðñèòåòîâ-ó÷àñòíèêîâ â îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ, à òàêæå âûäàâàòü èì

äèïëîì, ïðèçíàâàåìûé â Ðîññèè è çà åå ïðåäåëàìè. Ãåðìàíî-ðîññèéñêèé èíñòè-

òóò íîâûõ òåõíîëîãèé (ÃÐÈÍÒ) ÊÍÈÒÓ�ÊÀÈ ñîâìåñòíî ñ óíèâåðñèòåòàìè Ãåð-

ìàíèè ðàçðàáîòàë ÷åòûðå ìàãèñòåðñêèå ïðîãðàììû, ðåàëèçóåìûå ñ îñåíè 2014

ãîäà. Âñå äèñöèïëèíû ÷èòàþòñÿ íà àíãëèéñêîì èëè íåìåöêîì ÿçûêàõ.

Îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà ¾Ýëåêòðîýíåðãåòèêà è ýëåêòðîòåõíèêà¿ ñ ïðî-

ôèëåì ïîäãîòîâêè ¾Ýëåêòðîòåõíè÷åñêèé èíæèíèðèíã¿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðî-

ãðàìì ìàãèñòðàòóðû ÃÐÈÍÒ. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ êóðñ �Additional Chapters of

Mathematics�, ÷èòàåìûé â ïåðâîì ñåìåñòðå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Ïðè ÷òåíèè êóðñà ìû ñòîëêíóëèñü ñ íåêîòîðûìè ïðîáëåìàìè, îáóñëîâëåí-

íûìè ñïåöèôèêîé ïðîåêòà. Óðîâåíü ÿçûêîâîé, ìàòåìàòè÷åñêîé è êîìïüþòåðíîé

ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ äîñòàòî÷íî ñèëüíî ðàçëè÷àåòñÿ, òàê êàê â ìàãèñòðàòóðó

ÃÐÈÍÒ ïîñòóïàþò âûïóñêíèêè áàêàëàâðèàòîâ ðàçíûõ íàïðàâëåíèé è âóçîâ, ñ

ðàçëè÷íîé íàïîëíÿåìîñòüþ ó÷åáíîãî ïëàíà êóðñàìè ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè

è èíîñòðàííîãî ÿçûêà. ×àñòü ñòóäåíòîâ èìååò íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòûå íàâûêè

ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, íàïðèìåð, ñ ó÷åáíîé è íàó÷íîé ëèòåðàòóðîé, áàçàìè

äàííûõ, êîìïüþòåðíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïàêåòàìè ïðîãðàìì. Îïðåäåëåííûå

òðóäíîñòè ó ñòóäåíòîâ âûçûâàþò òàêæå ðàçëè÷èÿ â ñèñòåìàõ îáðàçîâàíèÿ Ðîñ-

ñèè è çàðóáåæíûõ ñòðàí.

Èíòåãðàöèÿ î÷íîé è äèñòàíöèîííîé ôîðì îáó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü âîçíè-

êàþùèå ïðîáëåìû è äîñòè÷ü æåëàåìûõ ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ. Ýôôåêòèâíîñòü

ïðîöåññà ïðè äèñòàíöèîííîé ôîðìå îáó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêèìè åå îñîáåííî-

ñòÿìè, êàê èíòåðàêòèâíîñòü, çàïîìèíàåìîñòü, ãèáêîñòü â èñïîëüçîâàíèè, ïðåäî-

ñòàâëåíèå ïîìîùè è äîñòóïíîñòü. Ðàçðàáîòêà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ýëåêòðîííî-

ãî êóðñà, ê êîòîðîìó ìîãóò îáðàùàòüñÿ ñòóäåíòû ïàðàëëåëüíî ñ ïðîõîæäåíèåì

àóäèòîðíûõ çàíÿòèé, ïîìîãàåò çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èòü óñâîåíèå íîâîãî ìàòåðè-

àëà è åãî ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ïî ìàòåìàòèêå ïîëåçíî íà÷àëî

êóðñà âûñòðîèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûðîâíÿòü èõ áàçîâûé óðîâåíü. Ïðè

ðàçðàáîòêå êóðñà íåîáõîäèìî ó÷åñòü îñîáåííîñòè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå è óäå-

ëèòü äîñòàòî÷íî âíèìàíèÿ ïðèêëàäíûì àñïåêòàì èçó÷àåìîãî êóðñà.

Ïðèìåíåíèå øèðîêîãî ñïåêòðà ïåäàãîãè÷åñêèõ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-

ãèé ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ è óñâîåíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà íà

âûñîêîì óðîâíå, ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ îñíîâíûìè òåõíîëîãèÿìè îáó÷åíèÿ,
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øèðîêî èñïîëüçóåìûìè â çàðóáåæíûõ óíèâåðñèòåòàõ, ðàçâèòü óæå èìåþùèåñÿ

íàâûêè âëàäåíèÿ èíôîðìàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè.

Äëÿ ìàãèñòðàíòîâ ïðîôèëÿ ¾Ýëåêòðîòåõíè÷åñêèé èíæèíèðèíã¿ â êà÷åñòâå

äîïîëíèòåëüíûõ ãëàâ ìàòåìàòèêè ïðåäëîæåí êóðñ ¾Intro duction to Dynamical

Systems and Fractals¿. Ýòîò êóðñ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, áèî-

ëîãèè, ìåäèöèíå, ãåîëîãèè, ïñèõîëîãèè, ýêîíîìèêå, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ïðèâëå-

êàòåëüíûì è âîñòðåáîâàííûì ó ñòóäåíòîâ. Ïðè åãî èçó÷åíèè ìàãèñòðàíòû çíàêî-

ìÿòñÿ ñ íîâûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèé, ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì

è òåõíîëîãèé äëÿ ðåøåíèÿ ó÷åáíûõ è íàó÷íûõ çàäà÷, ñîâðåìåííûìè íàïðàâëåíè-

ÿìè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè è äðóãèõ íàóê, ÷òî îòêðûâàåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè

äëÿ ðåàëèçàöèè ïîçíàâàòåëüíûõ èíòåðåñîâ è ðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè ñòóäåíòîâ.

Îïèðàÿñü íà óñïåøíûé îïûò ðàçðàáîòêè è ðåàëèçàöèè ìåæäóíàðîäíûõ ïðî-

åêòîâ ïî ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì [1, 2], ìû ïðîâåëè îòáîð ïåäàãîãè÷åñêèõ

è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé äëÿ íàøåãî êóðñà. Îñíîâíûå èç íèõ � òåõíî-

ëîãèÿ ïðîãðàììèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ è ìîäóëüíàÿ, òåõíîëîãèè ðàçíîóðîâíåâî-

ãî îáó÷åíèÿ è îáó÷åíèÿ â ìàëûõ ãðóïïàõ, òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ â ñîòðóäíè÷å-

ñòâå è åå ðàçíîâèäíîñòè, èñïîëüçîâàíèå âèðòóàëüíûõ áèáëèîòåê, êîìïëåêñíûõ

ýëåêòðîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ðåñóðñîâ, òåëåêîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé ñå-

òè Èíòåðíåò è êîìïüþòåðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò îðãàíè-

çîâàòü òâîð÷åñêîå è ñàìîñòîÿòåëüíîå îáó÷åíèå è äàåò âîçìîæíîñòü ðàçâèâàòü

èíòåëëåêòóàëüíûå, ñîöèàëüíûå, êîììóíèêàòèâíûå êà÷åñòâà ëè÷íîñòè ñòóäåíòà.

Îñíîâíûì ïðè ðàçðàáîòêå ýëåêòðîííîãî êóðñà �Additional Chapters of

Mathematics� íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, ðàçìåùåííîãî â ñèñòåìå BlackBoard íà ñàéòå

ÊÍÈÒÓ�ÊÀÈ, ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèå ìîäóëüíîé è òåõíîëîãèè ïðîãðàììèðîâàííî-

ãî îáó÷åíèÿ.

Ó÷åáíûå äîñòèæåíèÿ ñòóäåíòîâ ìû îöåíèâàåì ñ ïîìîùüþ ïîðòôîëèî, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåííîé ïðàêòèêîé â çàðóáåæíûõ óíèâåðñèòåòàõ. Ñîñòàâëå-

íèå ïîðòôîëèî íà èíîñòðàííîì ÿçûêå ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü óðîâåíü âëàäåíèÿ

ÿçûêîì, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèåé íà ýòîì ÿçûêå. Ïîðòôîëèî

âêëþ÷àåò ïðàêòè÷åñêèå, ëàáîðàòîðíûå, êîíòðîëüíûå è çà÷åòíûå ðàáîòû, òåñòû,

ñàìîîöåíêó ïðîäåëàííîé ñòóäåíòîì ðàáîòû, åãî âïå÷àòëåíèÿ îò èçó÷åííîãî êóð-

ñà, çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ. Ïîðòôîëèî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ëè÷íûé ïðîãðåññ

ñòóäåíòîâ è áîëåå îáúåêòèâíî âûñòàâèòü îöåíêó ïî èòîãàì ïðîõîæäåíèÿ êóðñà.

Òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ, êîòîðûå ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ïðè ñîçäà-

íèè ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ íà èíîñòðàííîì ÿçûêå ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü îñ-

íîâíûå ïðèíöèïû îáó÷åíèÿ: íàó÷íîñòè, äîñòóïíîñòè, íàãëÿäíîñòè, ïðî÷íîñòè

çíàíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñâÿçè òåîðèè è ïðàêòèêè, à òàêæå ëè÷íîñòíî-

îðèåíòèðîâàííûé è äèôôåðåíöèðîâàííûé ïîäõîä ê îáó÷åíèþ.
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Î ÍÎÂÎÉ ¾ÀÒÎÌÈÇÀÖÈÈ¿ ÍÀÓ×ÍÎÉ

È ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÎÉ ÑÔÅÐÛ

Â. Ï. Îäèíåö

(Ðîññèÿ, Ñûêòûâêàð; ÑûêòÃÓ)

Â èþëå 1996 ã. â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå ïðîøëà Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí-

ôåðåíöèÿ ¾Ìèðîâûå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ¿.

Â ðàáîòàõ ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè ïðîñëåæèâàëàñü ¾ÿñíî âèäèìàÿ òåíäåíöèÿ

ê áîëüøåé äèñïåðñíîñòè ¾íàó÷íîé ìàññû¿, âåäóùàÿ ê ¾àòîìèçàöèè¿ (ò. å. ôàê-

òè÷åñêè ê ¾äåçèíòåãðàöèè¿ íàó÷íîé è îáðàçîâàòåëüíîé ñôåð¿.

Ïðîøëî 20 ëåò. Ïîÿâëåíèå è øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå èíòåðíåòà òîëüêî óñè-

ëèëî ¾àòîìèçàöèþ¿ íàóêè è îáðàçîâàíèÿ. È ýòî ïðîèñõîäèò íà ôîíå ðàñòóùåãî

âðàæäåáíîãî îòíîøåíèÿ îáùåñòâà ê íàóêå è ëþäÿì åe òâîðÿùèì, íåñìîòðÿ íà

çàèíòåðåñîâàííîñòü âëàñòåé â ðàçâèòèè âîåííî-ïðîìûøëåííîãî êîìïëåêñà.

Êîíå÷íî, îòíîøåíèå îáùåñòâà ê íàóêå è îáðàçîâàíèþ íîñèò öèêëè÷åñêèé

õàðàêòåð, è íûíåøíåå îòíîøåíèå � ýòî ïðèçíàê óïàäêà îáùåñòâà è íå òîëü-

êî â Ðîññèè, óñóãóáëåííîå òðóäíîñòÿìè âèçóàëèçàöèè âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ

ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.

Ðàçâèòèå äèñòàíöèîííîãî êîìïüþòåðíîãî îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì

¾àòîìèçàöèè¿ îáðàçîâàíèÿ. Äðóãèì ïðèçíàêîì ñëóæèò íåæåëàíèå ìîëîäåæè ê

èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè (è ôèçèêè), ÷òî â Ðîññèè íàãëÿäíî äîêàçûâàåòñÿ óõóäøå-

íèåì ðåçóëüòàòîâ êîìàíä Ðîññèè íà âñåìèðíûõ îëèìïèàäàõ øêîëüíèêîâ â ïî-

ñëåäíåå äåñÿòèëåòèå.
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ÒÅÕÍÎËÎÃÈß Ó×ÅÁÍÛÕ ÖÈÊËÎÂ

Ë. Ï. Îõâàò

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎØ • 1 ñò. Àðõîíñêàÿ)

Âàæíåéøèì êóëüòóðíûì äîñòèæåíèåì ÷åëîâå÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâ-

êà øèðîêî èçâåñòíîãî ïðèíöèïà: ¾Âñå ëþäè ïî ôàêòó ðîæäåíèÿ èìåþò ðàâíûå

ïðàâà¿. Èìååò ñìûñë äîïîëíèòü ýòîò ïðèíöèï ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾Âñå ëþäè

ïî ôàêòó ðîæäåíèÿ èìåþò ðàâíûå ïðàâà, â òîì ÷èñëå ïðàâî áûòü óìíûì¿. Ñî-

âðåìåííàÿ øêîëà ÿâëÿåòñÿ òåì ñîöèàëüíûì èíñòèòóòîì, êîòîðûé äîëæåí îáåñ-

ïå÷èòü çàùèòó ïðàâà áûòü óìíûì çà êàæäûì ó÷åíèêîì, . . . [1] Â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ êëàññíî-óðî÷íàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âñåîáùåé ôîðìîé ìàññîâîãî

øêîëüíîãî îáó÷åíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïðîáëåìó âñåîáó÷à. [2] ×òîáû

â ðàìêàõ ýòîé ñèñòåìû îðãàíèçîâàòü ïîëíîöåííîå îáó÷åíèå âñåãî ñîñòàâà ó÷à-

ùèõñÿ, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåõíîëîãèè ó÷åáíûõ öèêëîâ, ðàçðàáîòàííîé

â ÍÈÈ øêîëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ è òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ Àêàäåìèè ïå-

äàãîãè÷åñêèõ íàóê ÑÑÑÐ â 1978�1989 ãã. àâòîðàìè Å. Á. Àðóòþíÿí, Ì. Á. Âîëî-

âè÷, Þ. À. Ãëàçêîâ è Ã. Ã. Ëåâèòàñ. Â ðàìêàõ îïèñûâàåìîé òåõíîëîãèè ïðîöåññ

îáó÷åíèÿ äåëèòñÿ íà ôðàãìåíòû, â òå÷åíèå êîòîðûõ ó÷àùèåñÿ îâëàäåâàþò íåêî-

òîðîé ÷àñòüþ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Ýòè ôðàãìåíòû îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ó÷åáíûìè öèêëàìè, èìåþò ñëåäóþùèå ñòðîåíèå:

1. Ïðîâåðêà çíàíèé ïðåäûäóùåãî ìàòåðèàëà è ãîòîâíîñòè ê óñâîåíèþ íîâîãî.

2. Ñîîáùåíèå íîâîãî.

3. Ðåïðîäóêòèâíîå (ïåðâîíà÷àëüíîå) çàêðåïëåíèå.

4. Òðåíèðîâî÷íîå çàêðåïëåíèå.

5. Îïðîñ ïî òåîðèè.

6. Èòîãîâîå çàêðåïëåíèå.

Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ âñåîáùàÿ çàíÿòîñòü îáó÷àþùèõñÿ è íåïðåðûâíûé êîí-

òðîëü çà óñïåøíîñòüþ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îïè-

ñàíèå äàííîé òåõíîëîãèè. Ïîêàçûâàåòñÿ å¸ ñîîòâåòñòâèå òðåáîâàíèÿì ñîâðå-

ìåííîãî îáðàçîâàíèÿ: òåõíîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ çäîðîâüåñáåðåãàþùåé, ëè÷íîñòíî-

îðèåíòèðîâàíà, ðåàëèçóåò äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä â îáó÷åíèè è îáåñïå÷èâà-

åò ïðîöåññó îáðàçîâàíèÿ ïðèíöèïû íàó÷íîñòè, äîñòóïíîñòè, ïðî÷íîñòè çíàíèé

è äð. Îïèñûâàåòñÿ ëè÷íûé îïûò ïðèìåíåíèÿ èäåé òåõíîëîãèè ó÷åáíûõ öèê-

ëîâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ øêîëüíèêîâ ìàòåìàòèêå. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå

òåõíîëîãèè ó÷åáíûõ öèêëîâ íîâûì ñòàíäàðòàì, ïîçâîëÿåò ðåêîìåíäîâàòü åå èñ-

ïîëüçîâàíèå â ñîâðåìåííîì øêîëüíîì îáðàçîâàíèè. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå ýòîé

òåõíîëîãèè ëþáîé ó÷èòåëü ìîæåò ñîçäàòü ñîáñòâåííóþ ìåòîäè÷åñêóþ ñèñòåìó

ïðåïîäàâàíèÿ.
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È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÈ

Ð. Ð. Ïèìåíîâ

(Ðîññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; Ëèöåé ÔÒØ)

1. Â ïåäàãîãèêå äèñêóòèðóåòñÿ ñâÿçü øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-

íèÿ ñ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêîé è çíà÷åíèå ýñòåòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ãåîìåò-

ðè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Åñòü êóðñû äëÿ øêîëüíèêîâ î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèììåò-

ðèè, ïîâîðîòàõ, ïîäîáèÿ íà ïðèìåðàõ, èìåþùèõ ýñòåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ñåãîäíÿ

äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ è ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ñóùåñòâóåò ïîäõîä, ðåøàþ-

ùèé îáå íàçâàííûå ïðîáëåìû îäíîâðåìåííî. Î íåì ãîâîðèòñÿ â êíèãå ¾Ýñòå-

òè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èëè òåîðèÿ ñèììåòðèé¿ [1]. Ïîíÿòèÿ ¾âûñøåé ìàòåìàòè-

êè¿ îðãàíè÷íî âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè êðàñèâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ, è

íàîáîðîò: ýñòåòè÷åñêè çíà÷èìûå ðèñóíêè ñîçäàþòñÿ ìåòîäàìè, òðàäèöèîííî îò-

íîñèìûìè ê âûñøåé ìàòåìàòèêå. Ñèììåòðèè èñïîëüçóþòñÿ êàê äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà íàãëÿäíûõ, íî íåòðèâèàëüíûõ òåîðåì òàê è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÿðêèõ ôèãóð

è íåîæèäàííûõ îðíàìåíòîâ, è äëÿ ââåäåíèÿ â òåîðèþ ãðóïï.

2. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè. Êëåéí â

êíèãå ¾Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ âûñøåé¿ [2] ðàññìàòðèâàë ïëþ-

ñû îò âûäâèæåíèÿ íà ïåðâûé ïëàí â ïåäàãîãèêå èíâåðñèè è îðòîãîíàëüíûõ

îêðóæíîñòåé. Íî â òî âðåìÿ íå áûëî âîçìîæíîñòè ñèñòåìàòè÷åñêè ðåàëèçî-

âàòü ýòó èäåþ. Ïî äâóì ïðè÷èíàì: ÷åðòåæè ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè âûïîëíÿòü

íå ïðîñòî, ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê èíâåðñèè ïðåäïîëàãàåò áîëüøîå èñïîëüçîâà-

íèå ãåîìåòðè÷åñêîé ¾òåõíèêè¿ è çíàíèé, íå èìåþùèõ îòíîøåíèÿ ê ãåîìåòðèè

îêðóæíîñòè.

Êíèãà [1] è ïðèëàãàåìûå ê íåé êîìïüþòåðíûå ìàòåðèàëû ââîäèò ñèììåò-

ðèþ ìåæäó îêðóæíîñòÿìè (èíâåðñèþ) êàê íåîïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå. Ââîäèòñÿ

ïîíÿòèå ïåðïåíäèêóëÿðíûõ (îðòîãîíàëüíûõ) îêðóæíîñòåé è äàþòñÿ ìåòîäû ïî-

ñòðîåíèÿ èíâåðñèè íå èñïîëüçóþùèå íè ïðÿìûõ, íè ðàññòîÿíèé. Ïîýòîìó ìîæíî

ãîâîðèòü î ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè èëè ¾ýñòåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè¿ êàê î ñàìî-

ñòîÿòåëüíîì ðàçäåëå ãåîìåòðèè, îïåðèðóþùèì èñêëþ÷èòåëüíî ñ îêðóæíîñòÿìè

(ñôåðàìè), òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, êàñàíèÿ è ñèììåòðèÿìè.

3. Ïåðåä ó÷èòåëåì, îñâîèâøèì îñíîâíûå èäåè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà, áîëü-

øîé âûáîð èõ èñïîëüçîâàíèÿ: äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé, äëÿ

êðàñî÷íûõ èëëþñòðàöèé ïðè èçëîæåíèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé, äëÿ äå-

ìîíñòðàöèè ïîíÿòèÿ ïðåäåëà, êîììóòàòèâíîñòè, ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, äðó-

ãèõ ïîíÿòèé ¾âûñøåé ìàòåìàòèêè¿, ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè, èëè äëÿ ñèñòåìà-

òè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé.

4. Êîìïüþòåðíûå ðàçðàáîòêè � íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü êóðñà, ðåøàþùèå òðè

çàäà÷è. Ïåðâàÿ: îáåñïå÷èòü áûñòðîå ïîñòðîåíèå ÷åðòåæåé ãåîìåòðèè îêðóæíî-

ñòè. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàêðîñîâ ê Coreldraw. Ïîëó÷åííûå ÷åðòåæè ïîðîé

êðàñèâû. Èõ ñàìîñòîÿòåëüíîå ïîñòðîåíèå óâëåêàåò ó÷åíèêîâ è ïîìîãàåò ïîíÿòü
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òåîðèþ. Äëÿ ýòîãî òàêæå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììó Geogebra. Âòîðàÿ çà-

äà÷à: áûñòðî ââåñòè ó÷åíèêîâ â èäåè ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè. Ýòî äîñòèãàåòñÿ

àâòîðñêèìè èíòåðàêòèâíûìè ôëåø-ïðîãðàììàìè Do decaTeach (ðàçðàáîòàíî 5

ó÷åáíûõ ìîäóëåé). Ñ èõ ïîìîùüþ èçëàãàþòñÿ âàæíåéøèå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà

ñâÿçàííûå ñ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè. Òðåòüÿ çàäà÷à: ïîêàçàòü

íåðàçðûâíóþ ñâÿçü ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè è ýñòåòèêè, ïîðàçèòü âîîáðàæåíèå

ó÷åíèêîâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììà Do decaLo ok, äåìîíñòðèðóþùàÿ

âèäåî-àðò, ðàçðàáîòàííûé íà îñíîâàíèè ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè è áèáëèîòåêà

êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè, ñîçäàííàÿ ñ åå ïîìîùüþ.

5. Ìíîãîå èç ñêàçàííîãî áûëî ðåàëèçîâàíî ìíîþ â áîëåå ÷åì ãîäîâûõ çàíÿ-

òèÿõ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ëèöåå ¾Ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà¿ (ñì. [3]) äëÿ

ó÷åíèêîâ 8�11 êëàññîâ. Îíè óñïåøíî óñâàèâàëè òåîðèþ è âûïîëíÿëè ñàìîñòîÿ-

òåëüíûå êîìïüþòåðíûå ðàáîòû. Êóðñ ¾Ýñòåòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ � òåîðèÿ ñèì-

ìåòðèé¿ ìîæåò áûòü àäîïòèðîâàí ê ðàçíûì âîçðàñòíûì ãðóïïàì, ê ó÷àùèìñÿ

ðàçíûõ çíàíèé è ñêëîííîñòåé. Îäíè åãî ýëåìåíòû ìîãóò ïðåïîäàâàòüñÿ â ìëàä-

øèõ êëàññàõ â êîíòàêòå ñ ó÷èòåëÿìè ðèñîâàíèÿ è èíôîðìàòèêè (ñ ïîìîùüþ

âèîäåî-àðòà ïðîãðàììû Do decaLo ok) äðóãèå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ÂÓÇå, ïðè

èçëîæåíèè òåìû ôðàêòàëîâ, íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé èëè òåîðèè ãðóïï. Ïî-

íÿòèå ¾ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè¿ ìîæåò è äîëæíî áûòü ñêâîçíûì

ýëåìåíòîì ïðåïîäàâàíèÿ.
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Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XI I I Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÑÐÅÄÑÒÂÀ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÊÓÐÑÅ

¾ÊÎÍÖÅÏÖÈÈ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÅÑÒÅÑÒÂÎÇÍÀÍÈß¿

Î. Ã. Ïóñòîâàëîâà

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â äîêëàäå èçëîæåí îïûò ïðåïîäàâàíèÿ êóðñà ¾Êîíöåïöèè ñîâðåìåííîãî

åñòåñòâîçíàíèÿ¿ äëÿ ñòóäåíòîâ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåð-

íûõ íàóê ÞÔÓ. Â äàííîì êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé

çíàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçäåëàìè ìåõàíèêè, ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè. Ìíîæå-

ñòâî ïîñòàíîâîê äàííûõ çàäà÷ ñâîäÿòñÿ ê îáùåèçâåñòíûì óðàâíåíèÿì ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêè, àíàëèç è ðåøåíèå êîòîðûõ âîçìîæíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííûìè

ìåòîäàìè. Ê îáùåóïîòðåáèòåëüíûì ïàêåòàì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, ïîçâîëÿ-

þùèì ëåãêî ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

îòíîñèòñÿ Maple. Áàçîâûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä Ðóíãå � Êóòòà � Ôåëüáåðãà ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Äëÿ áîëåå òîíêî-

ãî è òðóäîåìêîãî àíàëèçà êðàåâûõ çàäà÷, íàïðèìåð, íåëèíåéíûõ æåñòêèõ ñè-

ñòåì [1], ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàòðóäíèòåëüíî ïîëó÷èòü äàæå ÷èñëåííî, âîçìîæíî

ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ñðåäñòâà ïàêåòà Maple. Â ñëó÷àå æåñòêèõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî óìîë÷àíèþ èñïîëüçóåòñÿ ðåøàòåëü rosenbro ck, â áîëåå

ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåøàòåëè

gear è lso de.

Ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè èëè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àþò îáû÷íî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñðåäè ïîïóëÿðíûõ è ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïàêåòîâ, òàêèõ

êàê Ansys, Nastran, Abaqus è äð., ìîæíî âûäåëèòü ïàêåò FlexPDE, îðèåíòèðî-

âàííûé íà ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷. Ëåãêîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ïàêåòà ïîç-

âîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, îïðåäåëÿÿ âëèÿíèå òîãî èëè èíîãî

ïàðàìåòðà íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû â öåëîì, â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, òåñòèðîâàòü

ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû íîâûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Â êíèãàõ [2, 3]

ïðèâåäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ çàäà÷ è èõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ â

ïàêåòå FlexPDE. Îíè ìîãóò ñëóæèòü õîðîøèìè ïðèìåðàìè äëÿ êóðñà ¾Êîíöåï-

öèè ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ¿.
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ÑîâåòñêîãîÑîþçà Ï. Â. Ìàñëåííèêîâà ñò. Àðõîíñêàÿ¿

ÑÏáÃÓ � Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÑÏÈÈÐÀÍ � Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé èíñòèòóò èíôîðìàòèêè

è àâòîìàòèçàöèè ÐÀÍ

ÑÔ ÁàøÃÓ � Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî

ãîñóäàðñâåííîãî óíèâåðñèòåòà

ÑûêòÃÓ � Ñûêòûâêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ïèòèðèìà Ñîðîêèíà

ÒÍÓ � Òàäæèêñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò

ÔåðÃÓ � Ôåðãàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñòèåò

Ôèëèàë ÌÃÓ â Äóøàíáå � Òàäæèêñêèé ôèëèàë Ìîñêîâñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

Ôèëèàë ÐÃÝÓ (ÐÈÍÕ) � Òàãàíðîãñêèé èíñòèòóò

èìåíè À. Ï. ×åõîâà (ôèëèàë) ¾Ðîñòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

ýêîíîìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÐÈÍÕ)¿

Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò � Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò

ïðè Ïðàâèòåëüñòâå Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ÖÈÐÍÍÒ ÀÍ ÐÒ � Öåíòð èííîâàöèîííîãî ðàçâèòèÿ íàóêè

è íîâûõòåõíîëîãèé Àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí

ÖÝÌÈ ÐÀÍ � Öåíòðàëüíûé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò

Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

×ÃÓ � ×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÞÃÓ � Þãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÞÌÈ � Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî

íàó÷íîãî öåíòðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÞÍÖ ÐÀÍ � Þæíûé íàó÷íûé öåíòð Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÞÐÃÏÓ (ÍÏÈ) � Þæíî-Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. È. Ïëàòîâà (Íîâî÷åðêàññêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé

èíñòèòóò)

ÞÔÓ � Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

ßÃÏÓ � ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ê. Ä. Óøèíñêîãî
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È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ:

òåçèñû äîêëàäîâ

XI I I Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè

(ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.)
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